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PRESENTACION

La aplicacion de la Reforma Educativa en nuestro Pais,
indiscutiblemente requiere una reestructuracion de los distintos
aspectos educativos; y en lo que a curriculum se refiere, esta
segunda edicion corregida de la obra MATEMATICA MODERNA
II para el 7 grado de Educacion Basica (20. Secundaria), esta ela-
borada de acuerdo al nuevo programa vigente y delineado con el
propdsito de alcanzar los objetivos trazados.

Mateméatica Moderna II, relaciona su contenido, conceptos, }
nomenclatura, simbolismos, etc., con los de Matematica Moder- |
na I, confiriéndole asi una unidad estructural capaz de proporcio-
nar al estudiante una visién clara y secuencial de los temas,acor-
des al progreso de la ciencia y sus aplicaciones en los problemas
de interés practico y de vigencia cotidiana.

: Algunas de las caracteristicas de esta obra son: la claridad y
' sencillez en su exposicién; el uso adecuado del lenguaje y simbo-
‘ lismo matematico: la conveniente ilustracion que facilita la com-

prension de los aspectos bésicos; el enfoque conjuntista y prac-

Primera edicion Juni S . . le :

ettt ;"::;:‘;:; A e, tico que permita al alumno participar activamente con un razona-

ieterareiliion canegite F.hr:“’ d' 5 ‘ miento logico contribuyendo a desterrar el mecanismo y la impo- .
ATl : sicibn verbalista, la introduccién de ejercicios graduados en orden

de dificultad con instrucciones concisas, etc. Ademas se han in-
Derechos de Autor ressrvados ‘ cluido conjuntos dg ejercicios opcionales, breves resefas histo-
MAXIMO DE LA CRUZ SOLORZANO - f ricas, paradojas y pensamienos que complementan la cultura ma-
" tematica.
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PARA EL ALUMNOQ

Lo que a continuacion expreso, conlleva el sincero propdsito
de orentar la actitud del alumno en su afdin de estudiar matemd-
tica, que maturalmente requiere cierto esfuerzo, pero que resulta
compensado al comprobar que a base del razonamiento y la prde-
tica se vencen cada vez con mayor facilidad los dificultades, adqui-
riendo asi una sélida preparacion que permitird afrontar los proble-
mas cotidianos y comprender mejor los avances cientificos del mun-
do en que vivimos.

Kl alumno debe leer un tema con mucha atencion y teniendo
siempre a mano papel y lipiz, debe estar seguro de haber entendi-
do bien lo que ha leido o ser framco consigo mismo para formularse
la preguntas ;he entendido realmente? Con esa misma [ranqueza
debe consultar al profesor las dificultades que tiene; pues, todos pa-
samos por esta situacion al estudiar seriamente esta ciencia.

Es importante que el alumno resuelva un miumero suficiente
de problemas utilizando su propio planteamiento si fuera posible, ello
le permitird desarrollar su habilidad matemdtica y encontrar plena
saticfacecion espiritual. Destierre la ligera lectura y cumpla con la
mejor recomendacién para estudiar matemdtica “APRENDER HA-
CEENDQO.

Estudiante colombiano, no oivides que el progreso de tu Pa-
tria depende de tu esfuerzo como estudiante y de tu noble actitud
como ciudadano, requiere de tu concurso para llevar adelante las
trtmsfommcw'nes sociales y econdémicas con la misma Je y esperan-
2a com que sonaron tus héroes.

EL AUTOR
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LISTA DE SIMBOLOS

Conj. de los nim. nat.

Conj. de los num. nat.
sin cero

Conj. de los nim. ent.

Conj. de los nim. ent,
sin cero

Conj. de los nim. ent.
positivos

Conj. de los nim. ent.
negativos

Pertenece a
No pertenece a
Reunion
Intersecciin

Incluido en, subconj.
de

No incluido
Incluye a
Conjunto vacio
“y” (conjuncidn)
“0” (disyuncion)
Tal que

Para todo

Conj. de los nim. ra-
cionales

Conj. de los nim. ra-
cionales positivos

Conj. de los nim. ra-
clonales negativos

Conj. de los nim. ra-
cionales sin el cero

Es igual a
No es igual 2,

Hﬂ\\///\*th\vx\w

(a, b)
aRb

f:A—->B

C(a,b)

~1 3 M>°‘§‘&:

S Ml

AB
/ABC
AABC

Es congruente 3
Es menor que

Es mayor que
No es menor que
No es mayor que
Es menor o igual que
Es mayor o igual que
Implica, entcnces

Si y sélo si

Par ordenadc a, b

a esti en relacidn con
b

f es una funcién de a
en b

Clase de pares equiva- .
lentes

Tanto por ciento
Valor absoluto de a
4 grados centigrados
Micra

Milimicra

Angstron

Unidad X

Pi

Recta L

Segmento AB
Rayo AB

Es perpendicular a
Es paralela a
Distancia de A a B
Angulo ABC
Tridngulo ABC




ABREVIATURAS

Peso especifico

e
d Densidad, diagonal, didmetro
M Masa
V  Volumen
P Peso
Vn Valor nominal
Va Valor actual
D Descuento
I Interés
r Tanto por ciento o tasa porcentual, radio .
t Tiempo
C Capital
M.C.M. Minimo comun multiplo
M.C.D. Maximo comun divisor

Area

Base '
Lado
Altura’

p Perimetro | B

A
C Circunferencia
b
I
h

a Arista
ap Apotema

g Generatriz

NOTA.— En esta obra, el orden de los millares, de los millones, ete.
se indica con la coma (,) v para los numerales decimales
se emplea el punto (.).




CARL FRIEDRICH GAUSS
(1777—1855)

Carl F. Gauss fue hijo de padres pobres
y nacié en una cabafia de Brumsvic (Ale-
mania), habiéndose criado en un ambiente
familiar que le privo adquirir una educa:
cién adecuada a sus facultades. Su padre
lo tratdé con rudeza ¥ quizo mantenerio tan
ignorante como él; pero en cambio su mas
dre, se puso al lado de su hijo para ver
cer esta obtinada idea. Gauss cuidé dé
ella hasta los dltimos dias de su vida, dans
dole una serena vejez. 4

EL NUMERO ENTERO Y EL NUMERO RACIONAL

NUMERO ENTERO

1—1. AMPLIACION DEL CONJUNTO DE LOS NUMEROS

.\:AT.E\_;-.\ ’iv\.LES'*' S
: abemos que la sustraccion de nim es
: : 3 e nd al
ggmt:&e _siempre que el minuendo sea mayor o ig‘ualert(:S n?.tur Ta £
. Asi, por ejemplo: 56 —3 =2, 4 —4=0 et% o
’ = » .

Gauss tenia una inteligencia asombross
aprendié a leer par si mismo; nadie le hi
bia ensefiado nada sobre Aritmética, 8
embarge comprendio el significado de B
digites 1, 2,...; ¥ mas tarde, le gusta
ndido a contar antes que 2 hablar. i

bromecar diciendo que é] habia apre

Cumplido los 7 afios, ingresé a su primera escuela donde asombro a
maestro con su talento matematico al hallar la suma de los 100 términos de ®

tramﬁlero]f:ua\ndo e.l’minuendo es menor que el sus-
o, la operacién no es posible en el conjunto
2

progresion aritmética del tipo siguiente: 81,297 + 81,49 + 81,693 -+ ; N, dal )
100.869, en el mismo tiempo que tardé el maestro en plantear ¢l problema, @ S(;n i, Ccl.lmo 13 — Bb. Sin embargo, en la vida real
extraordinario para un nifio que jamas habia oido nada sobre progresiones. | raEi uc dOS 08 p;‘oblemas que nos conducen a ope-
te hecho le abrié las puertas de la inmortalidad, siendo la Aritmetica su cail 70 — el ¥0nes e este tipo, de alli la necesidad de ampliar
de csiudio y de sus primeros triunfos. Afortunadamente el Dugue de Brunst 60-: cié;aglpo de los numeros naturales con la introduc-
quien vio en Gauss un muchacho prodigio, costed toda_su educacion. 50— sy E:lemll 0;111:“\';;1 gonJuntO de nimeros llamado con-
- ToS

Gauss entablé amistad con muchos otros matematicos, pero cansider ;g_ estos problemas: enteros. Veamos algunos de

Newton vomo su ideal. Vivié modestamente e hizo grandes aporiaciones & 20 ]

campo de la Aritmética, la Geometria, la Astrenomia, la Estadistica, ete. L]

u pesar de es{o. dijo siempre con mucha modestia: «gQj otros hubieran refl 10-: Sabemo
; nado sobre las verdades matematicas tan profunda y continuamente com = dos Centigrad()ss que el agua se congela a cero gra-
I ‘ w he hecho, hubieran llegado a hacer mis descubrimientos”. ;0-_ cima y por debaj_]{oqgg gz;itegri_;gmperﬁturas por en-
: 0 — : 0S. i 1
:*- ! Gauss muere el 23 de febrero de 1855 siendo profesor de la Univer! 303 Frllg;nmt en un determinado lugar de la ?ég?‘re?ﬁg
de Gottingen, donde también estudié. 40 hive Cil‘:)oco(rilgi; 1-1) marco durante el dia 10° so-
* % ¥ 50 che bajé 15o° _iﬁl%e?tura méaxima y durante la no-
gistrad » 4Cual 1ue la temperatura minima re-
Y ; = = dqrante la noche? Naturalmente 5° :
;Cual es el mayer piimero que se puede escribir con 2, k.) cero; y, ;como se expresa simboli ente bajo
- ;cuil el menor? -l *peratura ? mbdlicamente esta tem-
% %
3 1_1

1 . 2 Si Rosa tiene 2 i
, tie tiene 200 pesos y adquiere un ar-
::da? Natulxl'gi Ir?:n Egci.odgr cuyo valor es de 300 pesos, jcudl
e este estade pimm s d%esi{agéa%, ;,como se expresa simbo-

1 El infinito! Ningiin otre problema ha cenmovido tan p i1y

te.el espiritn del hombre. e
DAVID HILBERT-S
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Si la recta L de la figura 1-2 representa un camino en el

cual supongamos que Juan parte de A y avanza 2 pasos hacia B

| para luego caminar 4 pasos en sentido contrario hasta llegar a M.
;Cual es el nimero que representa el punto M?

b & s L= 5 /l—\ 4 D
M A B L
Fig. 1-2

Todas estas interrogantes tienen respuestas mediante operacio-
nes sencillas en el conjunto de los nimeros enteros.

1—2, EL CONJUNTO DE LOS NUMEROS ENTEROS: CON-
CEPTO DE NUMERO ENTERO.— Sea N .= {0,1,2, 3, 4,5, ...} ¥
N X N = {(01), (1,2), (23), (0,0), (1,1,), (2,2), (1,0), (2,1),

(2,3), ...} (algunos pares ordenados).

En el conjunto de pares ordenados de N X N podemos esta
blecer una relacion R, de modo que:

(a, b) R (¢, d)j¢=—=>a + d = b + c
Asi, tenemos:

(1, 2) R (2,8) porque 1 + 3 =2 + 2
(1, 1) R (2, 2) porque 1 + 2 =1 + 2
(1, 0) R (2,1) porque 1 + 1 = (0 + 2.

Esta relacion R es de equivalencia porque es:
(ay b) R (ay b) i
Si (a, b) R (e, d) > (¢, d) R (a,-b]

Si (a,b) R (¢, d) ¥y (¢, d) R (m, n) >
(a, b) R (m, n)

NxN

‘ a) Reflexiva:

b) Simétrica:

¢) Transitiva:

Puesto que R es
relacion de equivalencia, P
| demos establecer una pa

P ticion en N X N en clas
e | de equivalencia, tal coB
i1 nos ilustra el diagrama

- la figura 1-3.

Asi, son clases de M
res equivalentes: v

4 Fig. 13

| goSitivos y o
~ A biunivoca, Asi-

MATEMATICA MODERNA I 15

C(0,2) = {40, 2), (1, 8), (2, 8), (3, 6), ...}
CO, 1) = (@1, (1,?2),(23), @34, ...}
Ci(Q,0) .= {40, 0); (1, 1), 42, 2), (8 3% ...}
C(1,0) = { (1.0}, £2, 1), (3, 2), (4,38, ...}
C(2,0) = {(2 0), (3,1);, 4, 2), (5,8); .o}

Cada una de estas clases representan un nimero entero,
Luego, podemos decir:

Nimero entero es una clase de equivalencia de pares ordenados
Jde niimeros naturales.

El conjunto formado por todas las clases de equivalencia de
N X N se denomina conjunto de los niimeros enteros o conjunto Z.

De modo que, podemos escribir: Z = { ..., C (0, 2), C (0, 1),
C(,0),C(1,0),C(2 0), ...} y como cada clase representa un
nimero entero, el conjunto Z simbélicamente podemos expresarlo asi:

Z = {78 8 T 0L 20 A B

El conjunto de los nimeros enteros sin el 0 (cero) o “Z sin

cero” se denota por Z* y significa Z* = Z — {0 }.

Como podemos observar, en el conjunto Z hay tres subconjun-
tos: Z- (enteros negativos), {0} y Z* (enteros positivos), de donde:
Z-U(ojU z+ = 2.

4

Ademas, entre el conjunto Z* y el conjunto N*, se puede es-
tablecer una correspondencia biunivoca, o sea:

{*1, *2, 4,
{ 1; 2 4

o

Z+ =

o —3 9

+5,
!
N = Dy o o B

L] £

3per£?1‘:os- nimeros se comportan de igual manera bajo una misma
On; por tal razén, se puede usar un nimero natural en lugar

€ SU correspondiente entero positivo. Pues N C Z.

1—3. NUMEROS ENTEROS OPUESTOS.— Entre los enteros

enteros negativos se puede establecer una correspon-
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Fo= (*1, *2, *3, *4, *B, ...)
Haghc
Z- = {-1, -2, ~8, 4, 75, ...}

A estos mimeros que se diferencian solamente en el signo se les
!' denomina nimeros enteros opuestos.

Por consiguiente, si a es un nimero entero, el opuesto de 2 . es
ol ~a. Asi, por ejemplo:

1 El opuesto de *5 es ~5, o sea: — (*H) es 75;
el opuesto de ~5 es *b, o sea: — (~5) es *5.

El entero 0 (cero) no tiene opuesto, porque no es negativo ni
positivo.

1—4. LA RECTA NUMERICA PARA LOS NUMEROS EN-|
TEROS.— Dado Z Livies "B =8, =8, "2, 10, +1, *2, 8, 4
*+3, ... ) y una recta L, podemos establecer una funcion f : Z——
donde a cada niimero entero le corresponde un punto y sélo uno en Ia
recta (Fig. 1-4). Asi se obtiene la recta numérica para los niime
ros enteros.

Fig. 14
—> 3 '

Aqui, Z es el conjunto de partida y L es el conjunto de llegadi

y cada punto marcado es imagen de un nimero entero. Asimismi

se observa que a la derecha de 0 (cero) se ubican los enteros pos

‘ tivos (nimeros mayores que 0) y a su izquierda los enteros negs
| tivos (ntGmeros menores que 0).

| 1—5. VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO ENTERO.— Si
1y a un niimero entero. A cada numero entero a le corresponde &
lnico nimero llamado valor absoluto de a y se denota asi: |a|. ES

significa que:
i I} Sia>0=—=>a = a
! 1
e | Sia=0 > |al = 0 A
& Sia<0=—> 2| = a
k| Asi, por ejemplo: |*4| = 4, 0| =0, |74 = - (74)'5

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—1

p&daa las clases: C(0, 3), C(0, 4), C(3, 0) y C(4, 0), escriba el con-
junto de pares ordenados equivalentes a cada clase asi como el simbolo
correspondiente.

~ Dados: { (0, 6), (1, 7), (2, 8), ...
{ (5, 0), (6, 1), (7, 2),
simbolos correspondientes.

} ’ {(0: 0). (ll 1), (2. 2), ...} y
... } escriba la notacién para cada clase y los

Escribir los nimeros opuestos de: +9, +12, —10, —15, +24 y —45.

Hallar los valores absolutos de: |+7| , |+16] , |~15| , |~28| , |0] ¥ |—86].

1—6. IGUALDAD EN EL CONJUNTO Z.— Dos nimeros en-

teros son iguales si tienen el mismo signo e igual valor absoluto.
Asf, por ejemplo:

*6 = *b, porque tienen el mismo signo (*) y |*5| = |*5
~8 = -8, porque tienen el mismo signo (-) y |~8| = | 8|.
En general, dados dos niimeros enteros a y b, a = b si tienen

el mismo signo y |a| = |b]. _
La igualdad en el conjunto Z es una relacién de equivalencia.

1—7. DESIGUALDAD EN EL CONJUNTO Z.— Si ayb son

dos nimeros enteros diferentes, em i
R buicntes: ,» podemos establecer las relaciones

1° Relacién mayor:
8) a > b, si ambos son positivos y |a] > ib|
Asi: *5 > +2, +15 > +10, ete. _
b) a > b, si ambos son negativos y |a| < |b|
Asi: -4 > -9, -12 > -15, ete.
¢) a > b, siaes positivo y b es negativo.
Asi: *3 > -10, *b > =20, etec.
2* Relacién menor:
8) a < b, si ambos son positivos y |la] < |b].
Asi: *3°< *5, *9 < *12, ete.
b) a < b, si ambos son negativos y |a| > |b].
Asi: 3 < -2 -11< ~1, ete.
© a<bhbsiaes negativo y b es positivo.
Asf: -6 < *1, -9 < +8, ete.
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Ademads, si uno de los enteros es 0 (cero), tenemos:

a > 0, sia es positivo y
a < 0, si a es negativo.
Anfe 29 i) om0 ete.

La designaldad en el conjinto Z es una relacién de orden.

1—0, Lkl Db TRCUTOM Dados dos nimeros enteros
M ay b, una y sélo un. de las relaciones siguientes se cumple.

-

r a<hbh 6 a=Db 6 a>ob.

Asi: si "8 < *b, entonces no es cierto que “8 = *5 ni que

4 =8 > *b.

Escribir los simbolos > = 6 < en cada caso:

8). %6 .... *6 d) -14.... 20 g) ST
B) i T4 e) 5 ... 6 h)
el | 9., t12 f) =t ssis O I 286 e 8

| " Ordenar de menor a mayor:

a) *+1,0, '51 gt it PR Bflae s

b) —10, -4, 0, *2, -8, +4, +1, 3.

Ordenar de mayor a menor:

a) —8, *1,0, -2, %3, -1, *2.

b) +10, —15, +5, —10, 0, -6, -20, *+20. ;

Dados +3 y —7, aplique la ley de la tricotomia.

KOS

1—9. 3 ENTERQS.— Sean:
Z=¢{..., 372 1,0 %L *2, %8, ...} y
z x z { ¢ oy (_37 ._2)' (-31 O)r (-ll +2)3 (Ov +1): (+2: +3)I_ 1

todos lo:pares ordenados de Z X Z.

Si a y b son dos nimeros enteros, tenemos:

MATEMATICA MODERNA II 19

La operacion que hace corresponder al par ordenado (a, b) de
Z X Z un tercer numero entero a + b de Z llamado suma, se deno-
mina adicién. de niimeros enteros.

+
O sea: > (8, b) —— a + b.

si (3, b) ¢ Z x Z

Se lee: “Si el par ordenado (a, b) pertenece a Z X Z, enton-
ces al par (a, b) le corresponde bajo la operacion de adicién el
nimero entero a + b”.

Asi, tenemos:

+
(*2, *3) ——— 2 % +8,
_{._
(80— “g 4 p
+
(2, 1) — = 5%
+
(TB0) = B0 el

En la adicion de nimeros enteros, debemos considerar:

. 2] Adicién de dos nimeros enteros.— Usando la recta numé-
rica para los nimeros enteros e indicando por medio de flechas los
sumandos de modo que el primer sumando parta de 0 (cero), se ob-
tiene la suma. Si el sumando es un entero positivo, se avanza ha-
¢la la derecha; y si el sumando es un entero negativo, se avanza
acla la izquierda.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—3

A% EIEMP] Hallar la suma de (*2) y (*4).
Solucién: (Fig. 1-5)
= 0 M +2 +3 +4  +5 +5
‘ Fig. 1-5
Luego: (*2) + (*4) — -8
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¥, La observacion de estos ejemplos nos permite afirmar:
EJEMPLO2.— Hallar la suma de (—8) y (~2).

Solucién: (Fig. 1-6)

1" Para sumar dos niimeros enteros positivos o dos enteros negativos, se
suman los valores absolutes Yy esta suma se escribe con el mismo signo de los
sumandos.

2* Para sumar un niimero enterop positive y otro entero negativo, se res-
tan los valores absolutos y esta diferencia se escribe con el signo del suman-
do gque tiene mayor valor absoluto.

Fig.  1-6 B. Hallar las sumas siguientes:

Taan:" G814 (<8 = 5, (T (06 1. (*12) & (-5)

EJEMPLO3.— Hallar la suma de (*5) y (-4). { P RONE {2 8. (*3) + (=8)

Solucién: (Fig. 1-7) ("4) + (+10) o (*4) + (-9)

(=8)=tu(1) 10. (~6) + (—11)

m (-4) + (-10) . (*9) + (-9)

TR e s ) -7 + (-7) 12, (18) + (+13)

s -2 - o 120 | *3 *5

NOTA.—Cuando un sumando tiene signo positivo (+), puede omitirse
Fig. 1-7 escribir dicho signo quedando sobreentendido. Ademas, los sumandos pueden

escribirse entre paréntesis o sin ellos y la mecénica de la operacién es la mis-
L & (48 p () = *1. ma. Asi, por ejemplo:

EJEMPLO 4. — Hallar la suma de (=6) y (*3). b, (13) + (-6} =33 b o'g

Solucién: (Fig. 1-8) 2. (-16) + (-8) — —15 PR AT

.. Adicion de tres o més ntimeros enteros.— Usando la recta
flumerica se procede en forma semejante que en el caso anterior.

— > — i< +1 +2 Rl
3 2 1 0 )NJUNTO DE EJERCICIOS 1—4

1“ EJ Hallar la suma de: (*5), (~7) y (+2).
Luego: (~6) + (*3) = -3. B .. W
EJEMPLC 5.— Hallar la suma de (+4) y (-4).

Solucién: (Fig. 1-9)

Fig. 1-9

Luego: (*4) + (~4) = 0.
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EJEMPLO 2.— Hallar la suma de: (*3), (—6), (~2) ¥ (*4) Luego, podemos decir:
Solucién: (Fig. 1-11)

La suma de dos nimeros enteros es otro niimero entero.

De alli que el conjunto Z es cerrado con respecto a la adicién.

b) Propiedad asociativa.— Dados los niimeros (*3), (~8) y
(*2), tenemos:

(t3) 4 (8) + (*2) =53

Luego: (*3) + (=6) +y-2) + (*4) = ~L. Asociando dos sumandos, resulta:

La observacién de estos ejemplos nos permite afirmar: [(*8) + ("8)] + (*2) = (°B) + (*2) = -3,

Para sumar tres o mas nimeros enteros, se suman los dos primeros su- o = 1y Y =5 B s ~ R
mandos, este resultado se suma con el tercer sumando y asi sucesivamente. O también: ( 3) 47 [( 8) 4 2)] —= N G 6) =

Asi, en el ejemplo anterior (2) se ha procedido en la forma siguiente: Vemos que efectuando las operaciones en cada una de estas agru-
Eeap S=g) = 3, (78) - (72) = 5 ¥y i(=h) + (F4) = -1- paciones se obtiene "3, luego estas agrupaciones numéricas son equi-

_ valentes y podemos escribir:
B Hallar las sumas siguientes:

s (*3) + (8) + ("2) = [(*3) + (-8)] + (*2)

T R = (*8) + [(®) + (*21].

8. (+10) + (~15) + (*6) En general, a + b+c=(a+b) +ec=a+ (b+¢c)=...

4 (-13) 4 (+8) + (*5) Luego, podemos decir: ;

B (42) 4+ (*3) + (*T) + (+4) lmlm:fks.ocismdo sumandos de modos distintos se obtiene la mlsma

6. (1) 4 (B + ("3) + (72) . i

T (-8) + (-5) + (*4) + (-1) +'(*&) ¢) Elemento neutro.—Dados los niimeros (~8) y (0), tenemos:

. (42) + (-8 + ("B + (*8) + (*1) =~ (“8) + (0) = (0) + (8 = -8.

9 (~4) + (*9) + (7B) + (*10) + (79) En general, a + 0 = 0. + a = a.

B (B 4 (*2) (8 £ (TN F 4 4+ 6 e, e T

L. (=7 + (*5) + (-9 + (*4) + (76) + (*2) - : Wi i . :

o N S e T OV, E ‘suma de !m numero entero con 0 (cero) da el mismo nimero.

: R R e T s adio‘l' tal razon, el nimero 0 (cero) es elemento neutro para

1—10. PROPIEDADES DE LA ADICION DE NUMEROS B cién.

EEENSES, Seanvan iy £ nimenws: enferos: nem(‘;'ls)_ Elemento simétrico.—Dados los nimeros (*3) y (75), te-

a) Propiedad de clausura.—Dados (78) y (74), tenemos )
(—8) = = (_4) = ~12 |L (+5) + {'5) o (’D) 4 (4—5) =a
Osea: a + beZ. . Ep general, *a + -a — -3 + *a — 0.
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De modo que, en la adicién, el elemento simétrico de un nimero
entero es su opuesto.

e) Propiedad conmutativa.—Dados los nimeros (*7)y (79),
tenemos:

(7Y + (F9) = 72,
Cambiando el orden de los sumandos, resulta:

9+ (D = 2.

Por tanto, son expresiones numéricas equivalentes y podemos

escribir:
N+ 9 = 179 +- (")

En general, a + b = b + a.
Luego, podemos decir:

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—5

1. iPor qué el conjunto Z es cerrado con respecto a la adicién?

2 Dados los sumandos: *7, —10 y *4, asocie de tres maneras diferen
dichos sumandos y verifique la equivalencia de estas expresiones numérici

3. Dados: +9, 0 y —9, escriba las adiciones:
a) Con elemento neutro.

b) Con elemento simétrico.

Y :
4. Dados los sumandos +15 y —25, escribalos teniendo en cuenta la coR
tatividad y halle la suma.

1—11 MULTIPLICACION DE NUMERQS ENTEROS.—
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O sea: s8i(a, b) €eZ X Z =—> (a, b) —x—r a X b.
x

Asi, tenemos: (*5, *2) —— *5 X
(-3 99 — 8 X
(*8, § —— *8 X
(-3, *4) —— 8 X
En la multiplicacién de niimeros enteros

a] Multiplicacién de dos niimeros enteros.— Para hallar el pro-
ducto de dos niimeros enteros, emplearemos un sistema de dos rec-
tas numéricas para el conjunto Z las cuales se intersecan en el pun-

to 0 (cero).

Sean las rectas<T1) y<T.;

El procedimiento es el siguiente:

a reh S L s -
1* Elp 1 de L se une con el punto indicado por el pri-
mer factor en L», obteniéndose asi un segmento,

2* Por el punto indicado por el segundo
una paralela al segmento anterior. o

\ B >
La interseccién de esta paralela con L. determina el producto.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—6
e EJEMPLO 1.— Hallar el producto de (*3) y (+2).

Solucién: (Fig. 1-12)

L
+6 i

AREREE
Fig. 1-12

_ Llleg(;:; (+3) (+2) = +6.

. Obgérye,,
Lt n :
] Sobreentiende que se trata del signo X .

+*2

-9,

_.6 s

t4, ete.

debemos considerar:

G
factor en L., se traza

que cuando entre dos paréntesis no se indica un signo opera-

Fig. 1-13
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EJEMPLO 2.— Hallar el producto de (“8) y (-2).

Solucion: (Fig. 1-13)

Luego: (~3) (T2) = +*6.

De donde se deduce:

El producto de dos niimeros enteros del mismo signo es positivo.

Asi, tenemos: (*4) (*5) = *20, (-7) (-9) — +63, ete.
Hallar el producto de (*3) y (-2).

Solucion: (Fig. 1-14)

Fig. 1-14
Luego: (*3) (72) = ~6.
JEMPLO 4.— Hallar el producto de (+3) y (-2)
Solucion: (Fig. 1-15)
Luego: (~3) (*2) = ~6.

De donde se deduce:

E] producto de dos niimeros enteros de distinto signo es negativo.
pr

Asi, tenemos: (*7) (~7) = =49, (-8) (*9) — -T2
B Hallar los productos siguientes:
(+3’ (-,7) (*5) (g4)
Gy (o) (*9) (-M)
(-6) (~10) TR

(-12) (-4 § I 8)

Fig. 1-15

ete.

(*20) (+8)
(=25) (~4)
(*18) (=158
(=30) (*17F

llar el producto de tres o mais niimeros €nteros, se multiplican los
dos primeros factores, este resultado se multiplica con e] tercer fac-
tor' v asi sucesivamente

A ) Hallar el
(*8)

producto de: (*3), (+4) ¥ f*5)-

Solucién: (74) (+5) — +gp

Se ha procedido en Ia forma siguiente:

(#8) (ra) = *12,
(T12) (+5) — +gg.

Hallar e] producto de: (TB) A0+ (*5) y (—6).

(73) (*2) (+5) (~6) — +180.

Solucion :
Se ha procedido en la forma siguiente:

(TB) (¥2) = 6, (—6) (*5) = =30, (-30) (-6) — +180.

Hallar e} producto de: t=4); (+10), (72) y (-5).

Solucién : (=4) (+10) (72) (-5) — -400

Se ha Procedido en |a forma siguiente:

(74) (+10) = 740, (—40) (72) — +gp, (*80) (~5) — =400,

La observacign de estos ejemplos nos permite afirmar:
a)

b) Cuandg g niimero de factores negativos es par, el producto es positivo,
) Cuando el nig -

Cueande log factores son Positivos, el producto es positivo,

o de factores negativos es impar, el producto es pe-

2 :j) ‘} (72) (73) (71) (+6) (+8) (-¢)
3 (—;1) f‘j) UEd) 619y ' (“2) (—1) (~10) (=3) (-4)
4, s, :H;} ‘_f-’ (76) (=8) (+8) (*1) (-q)
B, b {_;) (=7) (-1) (*1) (=2) (-6) (+10) (+3)

) (=5) (+1) (74) (=8) (-10) (+2) (+5)
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~1 PROPIEDADES DE LA MULTIPLICACION DE NU-

| ROS ENTEROS.—Si a, b y ¢ son niimeros enteros, considere-
-"mos las propiedades siguientes:

a) Propiedad de clausura.—Dados (-5) y (*6), tenemos:

(78) (*6) = -80

Osea: a X beZ.

Luego, podemos decir:

; ~ El producto de dos niimeros enteros es otro nimero entero.

De alli
plicacién.

que el conjunto Z es cerrado con respecto a .)la multis
b) Propiedad asociativa.—Dados (*3), (72) y (*4), tenemos!
(*3) (72) (*4) = -24.
Asociando dos factores, resulta:
[(°3) ("2)] (*4) = (-6) ) = o4
O también: (-3) [(-2) ("4)] = (*3) (~B) = =24,
Vemos que efectuando las operaciones en cada una de esta

agrupaciones se obtiene - 24, luego estas agrupaciones numéricas sof
€aulvalentes v podemos escribir -

(°3) ("2) ("4) = [('3) (2)] (-4) =
(*3) 1(-2) ('4)]
En general. a iy, . — (a.b).c = a.(h.e) = ..

_ Obsérvese que «i punte marcado entre ietras indica e signo opi
racional x

Luego. podenios decir- n

Asociando factores de modos distintos se obtiene el mismo pi
“ducto.

¢) Elemento neutro.—Dados (°B) ¥ (*1),

("8) (*1) = (*1) (-5) = -5.

tenemos:

En general, (a) (=1) = (1) (a) = a.

Luego, podemos decir:

El producto de un niimero entero con *1 da el mismo niimero.

De alli que el entero *1 es el

elemento neutro de la multipli-
cacion. :

d) Propiedad conmutativa.—Dados (-4) y (*5), tenemos:
(74) (*5) = -20.

Cambiando el orden de los factores, resulta:
(*8) (~4) = -20.

Por tanto, (-4) (+5) y (*5) (4) son expresiones numéricas
equivalentes y podemos escribir :

(74) (*5) = (*5) (~4).

b.a
Luego, podemos decir:

En general, a.b —

Cambiando el orden de los factores se obtiene el mismo producto.
e) Propiedad distributiva.—Dado (T4) y (*6),

(T4) (*6) = -24.

Descomponiendo *6 en dos sumandos tales como ‘4 Yy 2, re-
sulta :

tenemos:

("4) (6= (-4) [(*D + (*2)] = (74) (*4) + (-4) (+2)
= (716) + (~8) = -24,
De modo que podemos escribir;
4[4 + (°2)] = (-4) (*4) + 4) (*2);

En general, a.(b + ¢) = a.b + a.c

Esto significa que la multiplicacion es distributiva con respecto
3 la adicin .

7 ~13. EL CERO EN LA MULTIPLICACION DE NUMEROS
EN1 EROS.— El producto de un niimero entero con 0 (cero) es cero.

X0 =0 e 0= g, 0 X 0=0, ete.

En general, a x 0 —"0 2 5 ="

Asi: 5
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. Esto significa que el entero 0 (cero) es absorbente para la mul-
. tiplicacién.
L
CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—8§
1. ;Por qué el conjunto Z es cerrado con respecto a la multiplicacién?

Dados los factores: -5, +4 ¥ 73, asocie de tres maneras diferentes dichos
factores y verifique la equivalencia de estas expresiones numéricas.

3. Dadoes *10 y —10, escriba las multiplicaciones con elemento neutro.
4, Dados los factores +12 ¥ =8, escribalos teniendo en cuenta la conmutati-

vidad ¥ halle e] producto.

e

on

Dados -3 y *8, descomponga ~8 en dos sumandos, escriba los factores
teniendo en cuenta la distributividad ¥ halle el producto.

1—14, ISTRACCION DE NUME > ENTEROS.
SUSTRACCION DE NU MEROS ENTEROS Dados dof

numeros enteros a V b, existe un tercer nimero ¢ llamado diferencia
Y se denota por a -bdia=b +e.

De modo que: a

—b_—_C/_._)a:b-i-C.
e La operacién que hace corresponder a cada par ordenado (a, b

~de Z X Z un tercer niimero a — b de Z llamado diferencia, se deno
| mina sustraceién de nimeros enteros.

O sea: si (a, b) e Z x Z >(a,b)—:—>aﬁb.
Asi, tenemos: ('8, *3) —l-» 8 — *5,
R RRGREE LY
(FLE, =8) ——_—é bl .
EAB R s s T

. La sustraccién de dos nimeros enteros equivale a la adicién d
Minuendo v el opuestg del sustraendo,

: CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—9

A EJEMPLO 1.—Hallar 1a diferencia de (+8) y (*5).

S =

Solucién : (*B) = (*8) + (08) = 3.

Pues, *“8 — (+5) + (*3).

Hallar la diferencia de (=%)'y (=3)

Solucién: (-7) — (T8) = (-1 + (¥3) = -4,

Pues, -7 — (-3) + (—4).
Hallar la diferencia de (F1Z)) v (=BY.
Solucién: (*12) —(=8) = (*19) .4 (t8) = +on.
Pues, 142 — (=g8) 4 (+20).

PLO 4. Hallar la diferencia de (715) y (*9).

Solucion: (715) - (r9) — (7158) + (-9) — e
Pues, =15 — (9) + (—24).

La sustraccién de nimeros enteros es clausurativa, porque si (a, b) ¢ Z ¥ Z

2 — b e Z. Luego, el conjunto Z es cerrado con respecto a la sus-
traccién, pero no es asociativa ni es conmutativa, i Por qué?
B Hallar las diferencias siguientes:

{FT) = (*5) R )

(*15) — (+8) (=6) — (-15)

(78) = (-4) (*10) — (-4)

(710) — (-8) CHE ) =9

(73) — (*8) (718) — (-8)

(72) — (+12) (720) — (+30).

DIVISION DE NUMEROS ENTEROS.— Dados dos nii-
Meros enteros g y b donde b £ 0, existe un tercer nimero ¢ lla-
Mado cocjente Y se denota por a + b,sia=b x ¢.

De modo que: a + b — ¢c&>a = b.c.

llamado cociente, se de-
Tl

O sea: gj (a,b)eZXZzg(a,b)-—.——»a—:-b.
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Asi, tenemos: (*12, "4) —— *12 = *4, 0 el b e O fees (o) iR
("18, ~9) —— ~18 + -9, Asi, tenemos: (*3, 2) —— (*3)2,
5 ()
(*30, 6) —— *30 + 6, (-4, 3) (_4)3
3 : i i llama ex-
(G270 TO) Lot 0. El ntimero b se denomina base de la potencia y n se llal
pnente.
Para hallar el cociente de dos nimeros enteros debe tenerse e Cuandon = 1, b = b y cuando n = 0, b® = 1 para b 0.
cuenta lo siguiente: Bror que?
a) El cociente de dos nimeros enteros del mismo signo es po: Asi como en el conjunto N, la potencia de un nimero entero
ey s el producto de varios factores iguales a la base, tomado tantas
j beces como indica el exponente.
Ejemplos:
1. (F12) = (*4) = *8. Pues, *12 = (4)_(*8) Ejemplos:

1. (*B"'E (H) (*8) = 25

’ 2. (18) + (79) = *2. Pues, 18 = (79) (*2).
' 2. (*4)% — (*4) (*4) (*4) = *64

b) El cociente de dos nimeros enteros de distinto signo es

gative. 1 3. ("3*=48) 3B (3 = 8
Ejemplos: . 4. (2)% = (=2} (72)-(2) (=8) (-2) = 82,
1., (*30). = (76) =-5.' Pues,. (*30) = (76) (=5): ' De la observacién de estos ejemplos se deduce: &
2. = = (* L = — (* - M8 2a) Si la base es positiva, la potencia es positiva sea par o
. (—27) (*9) 3. DPues, (727) (*9) (73). Wl impar el exponente.
~ La divisién de nimeros enteros no es clausurativa, ni asocl b) Si la base es negativa, la potencia es positiva si el expo-
tiva ni conmutativa. ;Por qué? hente es par y es negativa si el exponente es impar.
CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—10 Asi, escribiremos: (*4)2 = *16,
Hallar los cocientes siguientes: 1) ¥ (*3)* = *27,
L (+10) + (+8) 5. (+40) + (-8) : ' (Cart =,
2. (+15) = (+3) 6. (*56) = (-T) = (-5)* = 125.
& (18 = (8 T (745) = (%9) CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—11
4 (~2) = (-6) 8. (-60) + (-10).

Hallar Jag potencias siguientes:

1—16. POTENCIACION DE NUMEROS ENTEROS.— Séi £ (t2)2 5. (—2)3 9. (-1)7 13. (—5)°
un nimero entero y n un nimero natural igual o mayor que 2

e R (*5) 6. (—4)° 10. (-10)3 14. (=7)°
terce{-"angmero?; 3'2"2%0 m’]npﬁ’gﬁﬂi“ = (e 7. (~2)8 1. (02 15. (~6)t
de nimeros enteros. : Pl | 4 (-1)4 8. (~9) 12. (D) 16. (0).
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1—17. RADIC

ACION DE NUMEROQS ENTEROS.— Dado b
Dimero entero y n

un nimero naturs] igual o mayor que 2, exi
un tercer niimero r

llamado raiz, si r* — p,
De modo que: b

=7 @———:—_;f =",
.. L& operacién que hace er a ciertos pares ¢ denag
(n, b) su raiz r, se denomina radicacién de nimeros enterps,
. s
O sea: SIbeZyn>2-—__>(n,b)——->r. .
Vo
Asi, tenemos: (2 9y v¥Y,
(B, 78) g -8,

MEL s
(4, +18) - W*16.

El nimero b se llama radicando y pn
Ademss:

Cuando n — i, \VE: b, pues b —
cuando b = 0, W — 0, pues, 0 —
cuando b < 0 y p eg par, Vb ¢ Z.

De al){ que, la radicacidn de niimeros enter

se denomina indice.

0S no es.clausurativ
En Ig radicacién de numeros enteros debe

a) Cuando e indice es par
son dos niimeros opuestos .

mos consideray -
-
¥ el radicando eg positivo, las raie

Asi: 25 — { "3, =3), pues (*5)2 = -95 ¥ Th) A
b) Cuando ]

indice es par y el radican
Facion no es posible

en el conjunto Z
Asi: /1§ ¢ Z, porque

¢) Cuando o] ;
gativo, la raiz es 4

do es negativo, la

(") =

Asl: *135 = -5, bues " (*5)* — 195
V=64 — “4, pues ("4)® = -¢4.

35
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CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—12

Hallar las raices siguientes:

~ =1 Vo
V64 /216 Y

— o 1/

Ner o781 VAR \'/._
2 ey T

o135 ' e ’

' b EN-
1—18. OPERACIONES COMBINADAS CON NUMEROS

’I]lente. Dl"ll’nEiO ]aS p ; alces ] ego 10 ' <
inl.lc"i(?llﬁll lOb 1)1 Odu(‘tOS y flna]men te faﬁ sum y

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—13
i 2 —~ (*4).
A EJEMPLO1.— Efectuar (*3)2 + (*2) (5) (+4)

Solucién: (~3)% + (*2) (~5) — (*4)

9) (—10) + (74) = 5. Es la respuesta.
- S ‘
= -2)8 — ~4) (=2).
EJEMPLO 2.— Efectuar (—12) = (~"3) — (~2) (
= - 5 . -9 st
Solucion: (~-12) = (—3) — (_:]’ '; ( ?3(1 ) =
o .I (+8; o (—8) — 74, Es la respuesta.
(*4)
'B Efectuar
1. ('8) + (-8) — (~4)
2. (76) — (*5) 4+ (t10) — (—2)
3. (D) (+2) £ (*2) (=6)
4. (77) (76) — (—4) (+3)
5. (*24) = () L0 = (R
6. (~40) = (-8) — (*15) = (—3)
7. (t4)2 + 8
8. €76) (-5) — (+3)

e

(72) + (+4) (-3)

10. (*50) « (-10) — (+2)4

. (C42 4+ (-2) (-5) — (+4) = (-2)

2. (-86) + (-12) — (~4)% + (*6) (-3)

13. (*4) (+8) = (*3) (*1) + (-4)2

M. (162 + (—4) (+3) — (-5)

5. (=8) (-10) + (+8)2 (<2)8 — (+27) = (=9)
16. (*20) = (+q) 4 (1) — (=6)) (~2) L. (D)L

"
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1—19. PROPIEDADES FUNDAMENTALES DEL CONJUNTO
7.—Dados los nimeros enteros a, b y ¢, tenemos:

a) Propiedad de clausura.—La suma y el producto de dos ni-
meros enteros es otro numero entero.
Osea: a + beZ y aX bel

b) Elemento neutro.—El nimero 0 (cero) es el elemento neu-
tro para la adicién y el namero 1 para la multiplicacion.

Osea: a+ 0=0+ a = a. _
a X'l =1 K a= a: ri
¢) Propiedad uniforme.—Si a ambos miembros de una igual-

dad se suma o multiplica un mismo nimero, se obtiene otra igualdad.

Osea: si a=>,

>a+c:b+c.

si a=b=——>a.c=b.c.

d) Propiedad conmutativa.-~—Cambiando el orden de los suman-
dos o de los factores, se obtiene la misma suma o el mismo producto.

a4+ b =D>b t+ &,
a.b:b.a.

(O sea:

e) Propiedad asociativa.— Asociando sumandos o factores de
modos distintos se obtiene la misma suma 0 el mismo producto.

O sea: (a+b)+c:a+(b+c):... k:
(a.b).c = a.(b.c) = ...
f) Propiedad de monotonia.—Tenemos :

1* Si a ambos miembros de una desigualdad se suma un\mis“--‘
mo numero, se obtiene otra desigualdad del mismo sentido.

Osea: si a>b——>a+c>b+ec

2¢ Si ambos miembros de una desigualdad se multiplica por Uit
mismo nimero mayor que 0 (cero), se obtiene otra desigualda -
mismo sentido; y si se multiplica por un niimero menor que 0
se ohtiene otra desigualdad de sentido contrario.

>a.c > b.c,
>a.c < b.c.

Osea: si a>bAc>20
8. a-=bANc <0

g, Wi
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Propiedad cancelativa.—Si en ambos miembros de una igual-
dad o desigualdad existe un mismo sumando o un mismo factor dife-
rente de cero, éste puede suprimirse y se obtiene siempre una igual-
dad o una desigualdad del mismo sentido.

Osea: si a+c=Db+c¢ >a = b,
sia.c:b.c____>a=b,
sia+c>b+c___._>a>h,
gi a .e>b . ¢ >a > b.

h) Propiedad distributiva.— La multiplicacién es distributiva
con respecto a la adicion y la sustraccion.

a.(b + ¢) = a.b + a.c
a.(b — ¢) = ab — a.c
NUMERO RACIONAL

O sea:

1—20. AMPLIACION DEL CONJUNTO DE LOS NUMEROS

ENTEROS.— Sabemos que el conjunto Z de los nimeros enteros se
expresa asi:

7= 1{..., "8 -2 "1, 0, *1, *2, *3, ...]).

Sabemos también que en este conjunto siempre son posibles las
operaciones de adicion, sustraccién y multiplicacion. Asi, por ejemplo:
(*5) + (°8) = 73,
7 - (-2) = () +'(*2) = b6 ¥
(76) (*2) = (+12)-

X Sin embargo, la divisién no siempre es posible en el conjunto Z.
~ Por ejemplo, si n es el cociente de 2 entre 5, tendriamos:

DOI'?1+ 5 =mn, dedonde: 2 =05 X n,
que no existe un nimero entero n que multiplicado por 5 dé 2.

= el*i%i‘?&'amente, si AB = 1y M es punto medio de AB (Fig. 1-16),
junto Z no existe un nimero que exprese la medida de AM.
1

*— o

wé

™M
Fig. 1-16

lo cual es imposible,

—— e

—— e

——
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‘ Asi, son muchos los problemas cotidianos tales como: dividir

3 metros de tela en 5 partes iguales, repartir 5 kilogramos de azucar
- entre 2 personas, etc., que no tienen solucién en el conjunto Z; de
[l alli 1a necesidad de ampliar el conjunto de los nimeros enteros con
'1 la introduccién de un nuevo conjunto de ndmeros llamado c¢onjunto
|

de los niimeros racionales.

1—21. CONCEPTO DE NUMERO RACIONAL.— Sea

Z':{'--:--—zo_ly(),l,z,&...} Yy
ZxZr=1..., (1,2), (2,3), (14, 3 75), (2,4), (72,3)
(=4, 6), (=3,5); ¥

En el conjunto de pares ordenados de Z X Z* podemos esta-
blecer una relacion R, de modo que:

(a:b) R (C,d) @a d — b.ec.
Asi, por ejemplo:
(1,2) R (2,4)
(-2,8) R (74,6)
(3, 5) R (73,5)

Esta relacién R definida en Z X Z* es de equivalencia porque es:

porque 1 X 4 = 2 X 2
porque 2 %X 6=8X "4y
porque 3 X b = 5 X =&

a) Reflexiva: (a,b) R (a, b),
b) Simétrica: Si (a, b) R (¢,d) — (¢, d) R (a,b),

¢) Transitiva: Si (a,b) R (¢,d) y (e d) R (m,n)
(a,b) R (m,n).

Puesto que R es una relacién de equivalencia, podemos establecer
una particién de Z X Z* en clases de equivalencia, tal como nos ilus-
tra la figura 1-17. »

5 ¢

(23) | C1e) [ (3:79)

(s,6) | (C2:8) | (6,710)
(1,4) \(3,5)
(278) |(-86:10)

Fig. 1-17

MATEMATICA MODERNA II 39

Ee 1.

De modo que, son algunas clases de equivalencia:

Cc(,2) = {(1,2), (2,4), (71,72), G2 o) e
C(2,3) = ((2,3), (4,6), (72, 73), (F4,:-8) ! 2}
C(-1,4) = {(-1,4), (72,8), (1,74), (2 EEY T
C(3.-5) = {(3,75), (6,710), (-8,5), ("6, 10Y, . e

Cada una de estas clases representa un namero racional y los
elementos de cada clase se llaman fracciones.

De modo que las clases de equivalencias consideradas podemos
escribirlas:

C(av-"j) :<'_">:{ RS [evaed By s '}
) 5 <10 5 10

Luego, podemos decir:

Numero racional es una clase de equivalencia de pares ordena-
dos definido por (a,b) R (¢c,d)¢==>a .d=Db . cenZ X Z*.

6l conjunto formado por todas las clases de equivalencia de
e llama conjunto de los nimeros racionales o conjunto Q.

De modo que el conjunto de los nimeros racionales podemos

expresarlo asi:
1 2 =
Q:{, (—),___, (._.),_'_, _1. ke E_ e
2 3 4 =B
CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—14

Eseri i
poh;e::; cada caso f:ioa pares equivalentes a los dados multiplicando las
. comp por un numero diferente de cero:

.. &) (2,5) =
B (-1, -3 .

(3, ~4)
(=7,2).

R
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2. Escriba cuatro fracciones que pertenezcan a. cada una de las clases si-
guientes:

a) C(3,2) c) C(4,°2)
b) C(1,3) dy C(751).

3. Determine la verdad o falsedad y escriba (V) o (F) en cada caso:
a) (2,8) €Q ¢) (4,12) € C(1,3)

3 2
b) — € C(3,5) d —£C0,2).
5 4

4. Responda a las preguntas siguientes:

a) 1(-3,56) € Q7 (Por qué?

=b
b) ;— € C(5,6)? (Por qué?
-6

1—22. CLASES ESPECIALES DEL CONJUNTO Q.— Tenemos:

a) Clase nula.—Los pares de la forma (0,b) de Z X Z*, cons-
tituyen la clase de equivalencia llamada clase nula o racional nulo.

Asi, por ejemplo:

(0) {0 B0 -0 ‘L
co1) =(—]=— —r— = -
1 A T e e J .

0 =
En general, C(0,b) = 0, o sea: (——) =0
1
b) Clase unidad.—Los pares de la forma (a,a) de Z X i, 3.
constituyen la clase de equivalencia llamada clase unidad. Asi, por
ejemplo: Y
1 1 1 (=
D S = ey — i W e
1 1 a1
g
En general, C(a,a) = 1, o sea: (—) =1
1 4.

¢) Clases enteras.—Los pares (a, 1) de Z X Z*, constitu
las clases de equivalencia denominadas clases enteras, Asi, por eJel

plo:

2 2. St 2 g
C(2,1)= == R m— TR e aE-re ¥
1 1 o

—3 -
C(_S, 1) = —1——) '-_—{ > 2 =

1 y

-8
9 ' -3 -4

VO.— Dado el racional

Las clases C(2,1) y C(~3, 1) se identifican con los niimeros 2 y

—-3 respectivamente.

En genera-], C(a-, 1) = a ¥ C(_a, 1) = 4, 0 Beax: (_2_>: 2
1

=9
y (—1—> — -8. Por esta razon, estas clases también se llaman en-

enteros racionales.

Q Por consiguiente, admitimos
Z que Z C Q; y como N C Z, se
tiene:
NcZcqQ

Esta inclusién nos la ilustra la
figura 1-18

Fig. 1-18

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—15

- 2. 0
Escriba un conjunto de fracciones que forman el racional (—)
1

1
Escriba un conjunto de fracciones que forman el racional (—)
1

Escriba el niimero entero que identifica a los racionales: siguientes:

Escriba el racional correspondiente a:

s) 5¥ b) -7 el 0 dy -1,

31—
23. NUMERO RACIONAL NULO, POSITIVO Y NEGATI-

a
— }, tenemos:
b

T - -
Un nlimero racicnal es wulo cuando a X b = 0.

a)
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Asi, por ejemplo: Determine la verdad o falsedad y escriba (V) o (F) en cada caso:
0
=2 4 8
— | es nulo, rque: 0 1) =
(1> porq X a) Q@+ c Q e) (—) ),H ¢Q
5 10 10/

0
(—) es nulo, porque: 0 X 2 = 0.
-2

(OO} noee

c).Q—¢Q g) Q- CQ

s BIETE PR

1—24. LA RECTA NUMERICA PARA LOS NUMEROS RA-
CIONALES.—Dado

o ()@ ()00

«— .,
(1), ...} y una recta L, se puede establecer una funcion £:Q=—=» L,
donde a cada nimero racional le corresponde un punto y sélo uno en
la recta (Fig. 1-19). Asi, se obtiene la recta numérica para los nu-

b) Un nimero racional es positive cuande a X b > 0.
Asi, por ejemplo:

2
(——) es positivo, porque 2 X 3 > 0
3

-4
(— )es positivo, porque -4 X -5 > 0.
-5

¢) Un nimero racional es negativo cuando a X b < 0.

Q

Asi, por ejemplo:

— es negativo, porque -3 X 5 < 0

5 meros racionales.
%1 es negativo, porque 1 X -4 < 0 . . (—1‘) (—_é_) (—_;__F) (*_:1‘_) (-ot) (_}_)_(_;_F) (_é_) (‘{) _T
Fig. 1-19 '

Como pqdemos observar, en el conjunto Q hay tres subconj ,
tos: Q- (racionales negativos), {0) y Q' (racionales positivos)s

2

De modo que: Q- U {0} U QY = Q. 3

Ademas, el conjunto de los nimeros racionales sin el 0 (cero)
o “Q sin cero” se denota por Q* y significa:

Qr = Q= ),
CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—16

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—17
L. En la recta numérica de la figura 1-20, escriba los racionales que corres-
ponden a los puntos A, B V-G

A B C
e — + > P
(0)

-—>
Fig. 1-20 (1)

- v

n | ‘ : :

1“ 4 recta numerica de la figura 1-21, los racionales que correspondan a
0S8 puntos M y P.

2.

L Identifique si es positivo, negativo o nulo cada uno de los nimeros M P
nales siguientes: 1) - “ - (B_)___,
B 8 0 S ig. 1-21
. En ] - 3
H (_) ¢) _) e) Eiy o m;l:ecta‘ numerlca. de la figura 1-22 escriba 8 fracciones que nombren
-6 11 9 © numero racional que corresponda a los puntos A. B, C v D.

0 /] “11 e D c A B
b) = d) s f) =1 ® —@ 2 ¥ S —e-——>
3 -12 -16 B (0) (1)

Fig. 1-22
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4. - .
En la recta numérica de la figura 1-28, escriba los racionales que corres-
ponden a los puntos A, B, C y D.

B Cc D
-8 2 $——>o & 5 S

Fig. 1-28 (2) (3)

[ B -]

5. o

— -
(0) (1)

)
En la recta numérica de la figura 1-24 escriba los racionales que corres-

ponden a los puntcs A, B, C y D.

A B C D E
-« & @ & =3 3 —— —¢6 —9—3
(0) 1) Fig. 124 (2) (3)

(.‘. Iy .
> En la recta numérica de la figura 1-25, escriba los racionales que corres-

ponden a los puntos A, B, C, D y E.

A B C
< (“0— 2 o 2 = —r J i o*—>
2) 1) (0)
Fig. 1-25

OPERACIONES CON NUMEROS RACIONALES

1—25. ADICION DE NUMEROS RACIONALES.— Sean lag
clases |
- P e i et -9 :
0(3’ 4){2 W LB W e R S y ‘
4 -4 8 -8 12" -12 - 3
; =) 1 2 2 G
C(—l, 3 e A T I et il Sk i Sl R
8 -3 6 -6 95 -9 :

Si se suman un elemento de C(8,4) con otro de C(-1, 3), .,Je o
tienen racionales que pertenecen a una misma clase. A.Sl

3+'1 3X3+4X"1 9 + -4 5
T 4% 3 T
-9 4 1 9IX3+-12X 1 27 + 12 15
-12 -3 -12 X -3 " 36 38
. b 15
Aqui, E y 5 son nombres para un mismo numero racionak’

decir, pertenecen a C(5, 12)

A la clase C(5, 12) se le denomina clase suma de C(3, 4) ¥ C! ¥

MATEMATICA MODERNA II 45

Luego: C(3,4) + C(1,3) = Ci5, 12

3 =1 2
0O lo que es lo mismo: — it =] = =
4 3 12

'}
De modo que, dados dos numeros racionales, existe un tercer
niumero racional definido llamado suma.

Luego, podemos decir:

La adicién de dos niimeros racionales es una funcién de Q b4 Q'
en Q, mediante la cual se hace corresponder un par de numeros racio-
nales con un tercero llamado suma.

Er. la practica para-sumar nimeros racionales se procede asi:

Se halla el M. C. M. de los denominadores, luego este M. C. M.
se divide entre el denominador de cada fraccion y el cociente se mul-
tiplica por el numerador respectivo.

Asi, por ejemplo:

6

M. C. M. (B .8y ="5
5\ v N RN e £3 \
Luego: —)+ —): \ = —)-—— )
3 8 \ 8 \ 8 4/
,5\ (7\
(E ) " \1z/
M. C. M. (6,12) = 12. .
Luego;- (:E>+ (_7_\: (ir__?) ( /__1_
6 12 12 Ve )

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—18
_‘-. 5 \‘ 1 'F\
B EiEMPLO1.— Hallar la suma de (i , ) =
12 2 12
po A
(i) AN e ( 541 4 -7 )
3§p 12) R e

Es'la reanneata,

IS

Solucién :

\12)
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2 i & ' i s niimeros racionales tales como:
i EJEMPLO 2. — Efectuar (W) Xt ( e ) - ( _) A esta forma de expresar cierto

4 6 0 1 3 ) '
Solucién: M. C. M. (4, 6, 9) = 36. 6 -—) , -], r2 , ete. se le llama numeral mixto.
(3) (,) (z) (27-4-—30+s) (5) 2 4 3

==, + T -+ (o e e [ et e

4 6 9 36 36

En la practica es frecuente la transformacién de un numero
racional expresado como numeral mixto a su forma fraccionaria y

k Es la respuesta. viceversa. At
B Efectuar: 5 5 . 2 -
8 3 3 1 By 7 o Bk ) 3 I 8 ) o Sl ot Wity e R transforma-
: —)* ') > (‘)* *\Jr el s & 5 5 5 5 5
11 11 10 21 4 8 2
' : g i ién que se realiza facilmente multiplicando el entero por el denomi-
2. (1—1) 3 (E) + ( H) i ( . \ - <_.' ) ;13?3019 de la fraccién a cuyo producto se suma ¢l numerador. El deno-
$0) 15 15 5/ 3 minador de esta nueva fraecion es el mismo que el de la fraccién dada.
1 3 = = 3 5 Asi, por ejemplo:
3. e e bl = : — Al e fi=as
10) (10)4(10> : (7 ) (4 > (14) 4 2XT+4 18-
(5) (3) (n) (9 (2\(1\ (5.(5 1 2—7-_—: . =il
4. | — )+ —=]+{— ]+ —) 9. | — |+| =]+ =]+ &
8 8 8 8 g / 12) 18) 6
T I ! 1 34
(,-\7 a) (2) L (k:s (-15 (17) 2. 3 —| =|— )
5 — = =)+ - =] +| =
\ Y / (18 o O \ 13 26 65 11 11

1—26. NUMERAL MIXTO.— Los numeros racionales en los cud
les el valor absoluto del numerador es mayor que el del denominadol
pueden expresarse mediante la suma de un racional entero y un
cional no entero menor que 1. Asi, por ejemplo:

v )= -6
- (-1

EYERORECHE
(;) - (_:i) +(i:—)= 3 *’G): (5%

Esta transformacién se realiza facilmente en la forma-siguiente.

?

(30000 B F- o

Estas sumas pueden abreviarse omitiendo el signo +, o sea:

- (2)

: K obSe divide el numerador entre el denominador y el numeral mixto
o t“!n_e escribiendo el cociente seguido de la fraccién que resulta
€ escribir el residuo sobre el divisor.
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Asi, por ejemplo:

19 3
1. | — |= |4 —] , porque: 19 | 4
(4) (4> e

-39 4
o —_— = 5 —| , porque: ~39
7 f |
-4 -5

A

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—19

1. Exprese como numeral mixto:
15 -48 284
a) (—) c) —) e) e
9 5 11
23 -73 -346
-—-\ d) — )
5/ 8 13
8
2. Exprese como racional de la forma (-l:) 3
1 5 ' B
a) ( —) c) (9 —) e) 65 K)
8 7
‘3 2
b) 10 — d) 13 —
4 5
Sean las clases:

2.2 4 4 8 . -6
G2, 3) =

T T S T e T T e e Y ;
8 -5 6 6 9 9 }

il ot L2 2 =3 3
C("1,8) =4 —,—, —, — , —,—, ...
5 -5 10 -10 15 -15

Si se multiplican pares de elementos cualesquiera de ambas €
ses, se obtienen fracciones gue pertenecen a una misma clase. &

2 G | 2X -1 -2

—_— X — == = e y
3 5 3 X 5 15

-6 =3 6 X "2 12

—_ X —_— = —— = —
=9 10 ~9 X 10 90

2\
f) (15-—)
e

1—27. MULTIPLICACION DE NUMEROS RACIONALES -

i =2 12
Aqui, — vy
15 -90
cional, es decir, pertenecen a C(-2, 15).

j A )Ia clase C(-2,15) se denomina clase producto de C(2
C(-1,9).

De alli que,

son nombres para un mismo nimero ra-

3) ¥
C2,3) < €( 1,5) —
2\ /~1 -2
O sea: | — -SEEpg PP sl B
3 5 15
En general, C(a,ﬁb) X @(e,d) = Cla.c,b.d).

-6

De modo que, dados dos niimeros racionales, existe un tercer
nimero racional llamado producto.

C(-2, 15).

Luego, .podemos decir:

La multiplicacion de nimeros racionales es una funcion Qe"
Q@ X Q en Q, mediante la cual se hace corresponder un par de ni-
meros racionales con un tercero llamado producto.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—20

3 5
._.P EJEMPLO 1.—Hallar el producte de — vy {—
9

k. £
()( \yx (

Obi’-él’Vese que antes de efectuar la multiplicacién se realiza la simplifica-
cibn, si es posible.

EJEMPLO 2.— Hallar el producto de (-) ( )
9 15

— (3)0) ) (2
9/\15 ) \21 /) ™ ,g&)%’ng - (27)

Es la respuesta,

. Es la respuesta.
12
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&; Efectuar:

e
_
so"

BHEHE
e+ B0

SUSTRACCION DE NUMEROS RACIONALES.— Sean

b
T
WI
f"'_‘\
w | 1
- &
et g

w
\__/
\__/

[=]

o
> e
5| e

1—28.

a [
(—) y (—-) dos niimeros racionales.
b d

La operacion que hace corresponder al par =l —h d
b d

a

c .
Q X Q un tercer numero (—) = (-4—) de Q llamado diferencia, S€
b d

denomina sustraccion de numeros racionales, o sea: .

50—t

— a ¢
_——} — _ P =
b d
La sustraccion de dos nameros racionales equival

del minuende y el opuesto del sustraendo.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—2

e a la adici0

5 2

A EJEMPLO1.— Hallar la diferencia de (—) v (;)
7 7

2

e (£)-(3)-(2)- G R (5 -

Es la respuesta.

MATEMATICA MODERNA II

B

EJEMPLO2.— Efectuar - (__7 ol
10 o

Solucién: (__7) = (_4_ ): s\ (1)
10 B 10 o S8 a respuesta.
. 1 2
EJEMPLO 3. — Efectuar 5 _.) — Tl
9 3
46 =
Solucion: (_> = (E:E):(Ef)+ 23 46 -+ -69 —03
9 3 g 3 9 == 3

Es la respuesta.

Efectuar:

e Y
9 16
=2

h (?) 17. (14) - Gé)

(—11)
= i 18.

27
19. De (L]) restar (2 1_)
15 2

4

-3
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23

a
1—29. DIVISION DE NUMEROS RACIONALES.— Sean \( -l-)—)

c c
y (--) dos nimeros racionales donde (—-}—,é 0
d d

a
La operacién que hace coresponder al par ordenado (—)
b

c a c
-—) de Q X Q* un tercer nimero — + —
d b d

ciente, se denomina divisién de nidmeros racionales, o sea:

(BE) cox e — (5)6)
=% @

La divisién de nimeros racionales equivale a la multiplicacior
del dividendo por el inverso del divisor. i

Solucién: (

B Efectuar:
de Q llamado co-

D9

NJU NTO DE EJERCIC 108 1—22

ﬁ'u

A EJEMPLO 1.— Hallar el cociente de ( )
20
2 9 20 p
Solucidn: — ] = —
16 20 la %

Es la respuesta.

EJEMPLO 2. Efectuar

(-6 ( 1
= A el 17 S S
a1/ \ 15

A~
B
S|

T

.F.
Wi
[V
&
=
¢ 2]

EJEMPLO 3. — Efectuar & ) Kﬁ —>

- 3-8 -(

Es la respuesta.

\--—/

j?): (f o
Prdkgt

es equivalente a

/'—‘-\/'-""-..\
nhlb-
(=] (74}

\__,a\___,/
(o}

e
&)

6(1;:.3

X =20
=1

(-6 -

(i)

o

G) (E)
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1—30. POTENCIACION DE NUMEROS RACIONALES.— Sea x (_3 ) X % ( -3> (3) (3> (—3) (su)
¢/ T \Na/\e/\a)\4)7T &6/

a
(— un numero racional y n un nimero natural igual o mayor que 2.
b

Il

e

De modo que:

=] =3 o 3
a v i e
La operacion que hace corresponder al par ordenado ( —) ; ny - 2 2
b

a n
un tercer nimero (—) de Q llamado potencia, se denomina poten-
b

ciacion de nimeros racionales, o sea:

(e o1l YD)

a
El nimero — se denomina base de la potencia y n se llama

exponente. h

el exponente.

Asi, obtenemos:

i
==

Ampliando el concepto de potencia, tenemos:

2.0 a\
Guande n = 1 =——> (—)—:)(—) :
b b

a i a
Cuando n = 0 y gin_—>(;> =0

)°-2)

A semejanza que en el conjunto Z, la potencia de un nam
racional es el ploducto de varios factores iguales a la base, tomad; )-a (5>3 (53) (125)

Cuando n < 0

B - -0 -0
BEE-6)

Ejemplos:

L)
()

a) Si la base es positiva la potencia es positiva sea par o impar

b) Si la base es negativa, la potencia es positiva si el exponen-
te es par y es negativa si el exponente es impar,

T




56 MAXIMO DE LA CRUZ SOLORZANO

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—23

: LI Hallar las potencias siguientes:

el
e | e
L SRR
»

x
D e
x| e
(L]

{{e]
>

3 il Al 11. (E)'
. ' 2 17 37
i 9\0 3\
‘ 7S 1\3 8. 11— 12. (5 Ta,)
| 3 23

— Sea —
1—31. RADICACION DE NUMEROS RACIONALES. i

un nimero racional y n un numero natural igual o mayor que 2.

La operacion que hace corresponder a ciertos pares ordenados

c )
n, (_a) un tercer nimero racional (F) de Q llamado raiz ta
b

%
e
que | —
4

i les, 0 sea: .
I a a N
| Si(b)eQ y n,2$é —_— =] 4
0O lo que es lo mismo: \" / ' () = (

: a
El nimero (——) se denomina radicande y n se llama
b .

a = L . o
= <—-> , se denomina radicacion de numeros raciond

MATEMATICA MODERNA II 57

Ampliando el concepto de raiz, tenemos:

vt n = 1> N[ = (2). v (2) = ()

a
Cuando — >W0 — 0, pues 0° = 0.
b
a a
Cuando — < 0 y n es par Sy —/Q.
b b

Por consiguiente, la radicacién de nimeros racionales no es clau-
surativa.

En la radicacion de nimeros racionales debemos considerar:

a) Cuando el indice es par y el radicando es positivo, las raices
son dos numeros opuestos.
16\
= ¥
25/

WV B-{O D)= -
G~

b) Cuando el indice es par y el radicando es negativo, la opera.
€ién no es posible en el conjunto Q.

} -9 3\ 2 9 -3\ /9>
Asi: £G puesi—] = —)y[— |8
' 49 7 49 7 49/

tivo Cl) Cuando el indice es impar y el radicando es positivo o nega
» 1& raiz es dnica y del mismo signo que el radicando.

Y ()-(3). (2 20

( &4\ / ‘64\

VALS) - (1), wald)
ues {| — —
A 1.25 \ 5 P ) )

o

- Asi:
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3 1
/A" EJEMPLO 1.— Efectuar (—)— é-—) + (1).

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—24

Hallar las raices siguientes:

N ._
el
T v o
" ®| &
- |
gl >
o o
< »
]
] an | oo
BE
et NS
<
>
[,
§|o glo
S e S -

LE

} (; ) 12, Q f)

36 32
1—32. OPERACIONES COMBINADAS DE NUMEROS RA-
CIONALES.— Para efectuar estas operaciones, debe tenerse en cuens
ta el orden siguiente: primero las potencias y raices, luego los ¢
cientes, a continuaciéon los productos y por dltimo las sumas y |

restas. Cuando un paréntesis agrupa a dos o mas operaciones, pri
mero se efectiian dichas operaciones.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—25

ftt- (¥~
w

-
N
(gl R
ml.c\‘_,_/
“w
JE
\—/
>
Pl
Y e
"""—.—/

s (3H(E)()-C)+ )+,

6 + -33 + 16 11
e ( \ — ( > Es la respuesta.

16

EJEMPLO 2.— Efectuar

2
Solucién: (E ) +

+
> )

| s | w0

rom | b
/’_‘\/—_‘\\._.—/
AR e
\__/\._/
|
e e

= 2

) (12+5+-15)
" 30 F

la respuesta.

2|00 | m

e e
3

Sl= & =

A= g -~ W&\
+
AT~
o !

&

Il
P L i U

bl
<
—
n
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£ B
QEQm

Efectuando separadamente las operaciones indicadas en el nu-
merador y denominador respectivamente, tenemos:

-6 693G

EJEMPLO 3.— Efectuar

Solucién:

- |

4
(’3 —) 3 Es la respuesta.

S——
A
TN,
OJIN
\..__r___/
o e
0| =
~—
b4
e
o | o
~—
+
i T
p— 1
5| -
~
+
0o |
~—
b b
- | e
N

| co
I
-~
b
S
o
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6

-G €3
Grm-fd G
(-6 -G

o-(2)6)- 6 -

95
g £

+( -

()-(5)-G)
=G - 63
H—? (3)-G

)
)
)

(£)-3)G)

1—33. PROPIEDADES

a
Dados los niimeros racionales (_l;) ;

meros racionales es otro nimero racional.
Asi, por ejemplo:

B @--@
@ -6

SOHER

£ grats (5) + (5)<

o

QO3 &

FUNDAMENTALES D

c m ]
(_) y .—) , tenemos:
d n;/ f

a) Propiedad de clausura.— 3 suma y el producto de dos B

JEL CONJUN

MATEMATICA MODERNA II 61

tro para la adicién y el niimero 1

b] Elemento neutro.— E] nimero 0 (cero) es el elemento neu-

para la multiplicacién,
Asi, por ejemplo:

() mem ()2

Rl oo

a a a
En general: (—>+ (0) = (0) +(_>:(_>
b b b

se les

(F)e-0()-()

Si a ambos miembros de una igualdad

Propiedad uniforme.
Suma o multiplica un mismo niimero, se obtiene otra igualdad.

Asi, por ejemplo:

(3D (2)- ()

S

(- @) @0
*(2)-G)=6) ()

dos de los factoreé S

(

Asi, por ejemplo:

(3)
H-0-06-06)
-

)6

Cambiando el orden de los suman-
e obtxene la misma suma o el mismo producto,

mutativa

)+ (3)-(3)-(: :
e T =l Vel La L=
2 4 % 5 ( sumaes4)
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el llsy

En general: (

e) Propiedad asociativa.— Asociando sumandos o factores de

6

(El producto es — ).

15

modos distintos se obtiene la misma suma o el mismo producto.

Asi, por ejemplo:

G)-(

suma es

G

En general:

Bk

[];.

f) Propiedad cancelativa.~ Si en ambos miembros de una igual
dad existe un mismo sumando o un mismo factor diferente de 0 (ce

3
—_— (La
4 B

(El producto es —) .

SHORE

ro), éste puede suprimirse y se obtiene siempre una igualdad.

Asi, por ejemplo:

2
Si| —
b

cancelado (

—) (Se ha

MATEMATICA

G- EE)=0)- () wn

cancelado (

MODERNA 11

co[b-

En general:

Prap:edad distributiva,—

La multiplicacién istributi
con respecto a la adicion. * s distiiE

Asi, por ejemplo:

Pero también:

En general,

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—26

Escriba e} nombre de la propiedad respectiva en cada caso:
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i i 1 3
-5 Observamos que ciertos nimeros racionales, tales como — y —
a b |—) @ =@ -— 2 " 4
| 98 tieren por lo menos una fraccién decimal entre las que for man,la cla-
- 5 75
L« ) ( ) ) _> (— ( ) se de equivalencia: en este €as0, -— y respectivamente. A es-
( 4 9 10 100

tos numeros racionales se les llama niéimeros racionales decimales.

Son ejemplos de niimeros racionales decimales:

/ 2 2
(2), porque (2) :(_): ( )
1 10°
(1) ( 1 ) (125)
— |, porque|( — |— [——_
8 \ 8 1000,
(3) -3 ) (—12\
= iy Porgue| — j= | =
25 25 100
(5)me(3)- ()
— |, porque| — |= | ——
20 20 100

1 Bt

2. Aplique las propiedades que a continuacién se pidhn'

6

a) Conmutativa para la multiplicacién con ( )

' 1 -2 5
) ¢) Asociativa para la multiplicacién con (; ) (T) y( ?).

: -] =7
d) De clausura para la adicién con H y (ﬁ) :

b b) Elemento neutro para la adicién con (—-—)

NOTACION DECIMAL PARA LOS NUMEROS RACIONALES

1—34. FRACCION DECIMAL.— La fraccién cuyo denominador
es una potencia de 10 se llama fraccién decimal.

Asi, por ejemplo:
3 1 =3 5 =7

un. 10° 10 100 1000 = 10000
tra’

Los racionales que no cumplen estas condiciones, son raciona-

: . 1\ 5T 1
®S no decimales, tales €omo: _/’(— 3| — |; ete.
3/ \11/ \ 8

\

, efe.

1—35. NUMERO RACIONAL DECIMAL.—

1 3
racionales | — |y | —
2 4

1 1 2 8 4 5 6 }
il | =€¢<— , ’ Tl Ty R (% y
Tenemos: = > 3’10 12

N Ll-—Sb'. NOTACION DECIMAL PARA UN NUMERO RACIO-
-—Sea

(1‘) (1 g '3 125 :
\8/ " ls 16" 24" " "Tooo’ [

Dividiendo el numerador entre el denominador de la fraccion

e 125
151 =
5 125
TR TR ) } e o SRR
4 4 8 12 100 : 1000
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125

Luego, —— y 0.125 son numerales de un mismo niimero ra-
1000

I -
cional ( —_ ); ¥ 0.125 es la notacién decimal para el nimero raci
g
1
nal | —
8

2

3 3
Asimismo, son notaciones decimales: 0.75 de-( —Z ), 1.5 de(-—

-3 -14
~0.06 de —), ~2.8 de |——] , ete.
50 5

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—27

1. Hallar una fraccién decimal para cada uno de los nimeros racionales
2 8 ) —3) = )
ientes: (— |,(—|,[— y
i 5 26 2 125

1 -3 5
2. Determinar cuiles son niimeros racionales decimales: -_) ) ( _) ; ( =

36606 &

A
3. [Escribir las notaciones decimales de los niimeros racionales siguien

1 5 ) -5 —7) 27) (-111) '
| [ et U (el PN IRl (R B Y |— . @
2 ) 4 8 10 20 40
4. Indicar la parte entera y la parte decimal de los numerales decimales
guientes: 0.25 , 3.4 , -8.016 y -5.3321,

OPERACIONES CON NUMERALES DECIMALES
1—37. ADICION Y SUSTRACCION DE NUMERALES DI

MALES.—Recuerdese que al escribir los sumandos o el minuen
el sustraendo uno debajo del otro, los puntos decimales deben .
alineados.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—28

A EJEMPLO 1.— Hallar la suma ¢ 056 + 974 4 124.304,

Solucién:

0.56
97 .4
+ 124,304
222.264 Es la respuesta.

EJEMPLO 2. — Hallar la diferencia 845.021 — 69.7058.

Solucién:
845.0210
69.7058
775.3152 Es la respuesta.
B Efectuar:

32.06 4+ 0.48 + 3.562
426.5 + 0.0043 + 58.62
328.2 + 120 + 24 606 + 0.4752
1,450 + 308.75 + 50.739 + 6,748.5
485.56 — 365.57
5,826.43 — 3,089.305
24,056.3 — 18,987.574
8. 45,736.640 — 8,945,705.78
9. (12.016 + 8.592) — (16.2345 — 9.54321)
10. (8 — 3.007) + (4.206 — 2.7532).

1—38. MULTIPLICACION DE NUMERALES DECIMALES.-

REcuérdese que en el producto debe haber tantas cifras decimales co-
M0 las hay en los factores.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—29
‘-A [PLO 1.— Hallar el producto . 408.305 x 5.08.

Solucign s

408.305
X 5.08

3266440
20415*25

2074. 18940 Es la respuesta
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EJEMPLO 2.— Multiplicar 0.0136 x 1000 .

Solucién: 0.0136 x 1000 — 13.6 .

Es la respuesta.

Recuérdese que para multiplicar un numeral decimal por um
potencia de 10, se traslada el punto decimal hacia la derecha tants

cifras decimales como ceros tenga dicha potencia de 10, completan

dose con ceros si el caso lo requiere.

B  Multiplicar:

1. 4,18 x 3.06 4. 142 016 x 18.05

en

2. 2,009 x 3.207 16.168 x 10,000

3. 1.862 x 1.415 6. 0.679 x 1.000

-1

2.8 x 5.2 +0.07 x 3.2 — 1.7 x 4.9

B. 8.61 x 3.7T — 5.73 x 0.18 + 5.8 x 6.5

9. 6.23 x 10 — 0.142 x 100 4+ 8 x 100

10. 12.018 x 100 + 8.23 x 1,000 — 10.86 x 100.

1—39. POTENCIACION DE NUMERALES DECIMALES]

Recuérdese que en la potencia hay el doble, triple, etc. nimero de
fras decimales que en la base.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—30

‘A EJEMPLO 1.— Hallar la potencia : (0.24)2.

Solucién: (0.24)2 — 0.24 x 0.24 — 0.0576 . Fs la respuesta. ;
EJEMPLO 2.— Efectuar  (0.12)3. *
Solucién: (0.12)2 — 0.12 x 0.12 x 0.12 — 0.001728. Es la respué
B Efectuar: "
1. (L.5)2 5. (482.57)0 9. (0.100 + 03
2. (0.12)2 6. (0.805)! 10. (0.20 4 o.f
3. (0.9)3 7. (0.10)2 11. (0.5 + 1.;
4 (1.3)3 8. (0.10)® 12. (0.2 4 0@

MATEMATICA MODERNA 1 69

1—40. DIVISION DE NUMERALES DECIMALES.—  Recuérde-

e que previamente el divisor debe transformarse a entero (si no lo

s) multiplicando el dividendo y dicho divisor por una misma po-
encia de 10. '

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—31
EJEMPLO 1.— Hallar el cociente de 1.230 = .15.

Solucién:

1.230 15
- 120 0.082

0 030
= 30

00
Respuesta.—E] cociente es 0.082. (Es una divisién exacta).
EJEMPLO 2.— Dividir 32.8 = 4.6

Solucién: 328 = 46 (Se ha multiplicado por 10).

328 I 46
— 322 7

006
Respuesta.—EI cociente es 7 y el residuo es 6. (Es una divisién inexacta).

EJEMPLO 3.— Dividir 48.082 = 0.64

Solucién: 4808.2 + 64 (Se ha multiplicado por 100)
4808.2 64
— 448 75.1
0328
— 320

0082
- 64

18

Re"’1"“"?£lta.-—El cociente es 75.1 y el resto es 1.8.
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EJEMPLO 4.~ pividir 43.72 = 1000
Solucién:  43.72 + 1000 — 0.04372.

Recuérdese que

Es la respuesta.

tencia de 10, se traslada el punto decimal hacia la izquierda tant

B Dividir:
1. 38.4 =+ 12 6. 672 - 5.6
2. 5.025 =~ 25 7. 5 = 7 (Con aprox. a milésimos)
3. 464.4 — 8.6 8 15 = 11 (Con aprox. a centésimos)
4. 780.8 = 0.64 9. 8075.2 = 1000 \
5. 308.642 = 0.15 10. 41.65 = 10000. |

1—41.

decimal hacia la derecha

cero (o ceros) si es necesario cuando es hacia la dercha.
el nimero de cifras decimales de la raiz es la mitad que las del

dicando.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 1—32

Solucién:

Solucién:

V' s38.90 | 23.2
— 4 2 x 2 =14 ]
138 43 x 3 — 129
=150 | #mws 4
i " 00930 | 462 x 2 — 924
— 924
006

e

RAIZ CUADRADA DE NUMERALES DECIMALES.
Recuérdese que los grupos de digitos se separan a partir del pu
v hacia la izquierda, completando con

EJEMPLO 1.— Hallar la raiz cuadrada de
V0.0144 — 0 12,

EJEMPLO 2.— Hallar la raiz cuadrada de 538.3.

Ade

0.0144.

Es la. respuesta. (Es una raiz exa

6

Respuesta.—La raiz cuadrada es 23.2 y el resto 0.06.

Hallar la raiz cuadrada:

1. 0.225 b. 0.385
3.24 6. 385.4
9.3025 7. 2 con aprox. a eentésimos.
1,697.44 8. 3 con aprox. a milésimos.
ONJUNTO DE EJERCICIOS DE 1—1
. Es posible efectuar 5 — 9 en el conjunto N? ;Por qué?

Escriba los simbolos que representan las clases de pares ordenados si-
guientes: C(0,5), C(7,0), C(0,0), C(0,3), C(11,0).

Escriba algunos de losz elementos de los conjuntos siguientes: Z+, Z-,
Z*t y Z.

Escriba los enteros opuestos de: *12, -7, +516, -1,208, —x, *y.

En la recta numérica escriba los niimeros enteros comprendidos entre —8§
y '+ 8

Ordene los valores absolutos de: {785 , [0] y |+ 108|.

i Cuéndo dos nimeros enteros'son iguales? Escriba un ejemplo de igualdad
cton enteros positivos y otro con enteros negativos.

. Escriba de:

8) Menor a mayor: ~—14, 10, ~11, *3, -8, 0, -6 v it

b} Mayor a menor: +15, -7, e s SR R T [ R

Efectie:

(75) + (=9) + (710) + (*15)

(*10) + (~4) + (°7) + (~8) + (-12).
(=20) (-5) (*10)

(=5) (-3) (+6) (—20)

(+36) — (—40)

(~120) — (+80)

(=30) = (+15)
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h) (-80) + (—20)

B (=ns
1) = (=104
k) /256
1) ﬁ"243,

10.  En el -conjunto Z, seleccione entre las operaciones de adicién, muitiplica-
cién y sustraccién, cuéles de ellas gozan de las propiedades siguientes e
ilustre con ejemplos en cada case:

a) De clausura d) Elemento neutro
b) Asociativa e). Elemento simétrico
¢) Conmutativa f) Distributiva.

11. Escriba el racional euivalente a C(2,5) asi como el conjunto de fracciones
que forman esta clase de equivalencia.

12. ;Cual es su concepto acerca de niimero racional ?

13. Escriba el entero que identifica a cada unor de los racionales siguientes:

-4 0 5
==l v =0 Y == e
1 8 5
-4 0 ~13 ) )
14. Dados los nimeros racionales 1— i -—1—-1— y —5 s determinar cual es
w3 1
positivo, cuil es negativo y cudl es nule,
15. Efectuar las siguientes operaciones con fracciones:
<
3 1 19 3
R e e eIt B i
5 4 60 5
) 5 1\2
b) 7T— — — f) 3 —
3 6 4
48 2 125
€)' T ="x 10 x 1-— g) A .
55 8 729
16. Efectuar las siguientes operaciones con numerales decimales:

a) 48.5 + 136.24 + 1.238 4 0.020 d) (0.13)*
b) 3085.04 — 1080.583 e) 40805 =~ 0.076
c) 57.04 x 36.008 f) 8.0469 — 4.06.

MATEMATICA MODERNA

I

Escribir de menor a mayor:

&) =9, ~12, 3,0, *1, -5, ~15 *8, +2
3 1 & ¥ & 5

b) —— e BTy TR T
4 2 8 12 6 4

c) 0.5;

2. Escriba el opuesto del opuesto de —15.

CONJUNTO DE EJERCICIOS OPCIONAL 1—1

=10,

Complete el cuadro escribiendo los resultados de las opez;aciones que se in-

dican:

a a--(-6) a—(~10)

“4a—(~2)

(2a)3 ~8a = 4

+2 4

4. Efectuar:
a) (76) (=2) + (*18) + (79) — (

b) - (*18) + (*9) + (*6) (—8)

+ Gl ¢
(1)) [BK6)

d)
e) 08+25)+(382vﬁ2048)

(0.5)2 x 1000

(0.10)3

f) (2500.5 x 100)

)= = )
+ (72)° — (4 X 3) 4 (=3)

EXS)
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(1736—1813)

Nacié en Turin (Italia), donde pasé sus
primeros anos, trasladidndose posteriormen-
te a Berlin para luego pasar sus iltimos
afios en Paris, donde logré su mayor fama.

Su padre lo abandoné a muy temprana
edad, hecho que a decir de él misme, le sir-
vigp para descubrir su vocacion matematica.
A los 16 afios de edad, fue nombrado pro-
fesor de matemiticas en la Escuela Real de
Artilleria de Turin donde dos ajfios después
fundaba una asociaciéon cientifica que fue el
germen de la Academia de Ciencias. Aun
cuando no tenia recursos de orador y era
de muy pocas palabras, su encantadora per-
gonalidad mantenia la atencion de los hom-
bres mayores que él.

A los 19 afos de edad, salté a la fama con la solucién del llamado pro-
blema isope imétrico que por mas de medio siglo habia desconcertade al mundo
matematico, habiendo comunicado su demostracion a Euler, quien se interesé por
su solucién, y cuando comprobé que era la misma que él habia hallado, con mu-
cho tino y amabilidad respondié a Lagrange, ocultando deliberadamente su pro-
pia obra, con el fin que todos los honores recayeran sobre su joven amigo.

En 1766 pasé a Berlin llamado por Federico el Grande, donde sucedié a
Euleri A la muerte de Federico el Grande, marcha a Paris donde publicé su
obra titulada Mecanica Analitica que fue redactada durante su permanencia en
la capital alemana. A su llegada a Paris, Lagrange estaba desgastado matemd-
ticamente y su talento para esta ciencia habia desaparecido per lg, que durante
dos afios se dedicé a la filosofia y otras ramas del saber humano; pero en afios
posteriores, después de la revolucién, su habilidad matematica volvio y produjo
varios trabajos sobre dlgebra y andlisis.

Feliz en su vida hogarefia, pasé sus tranquilos afios fructiferos hasta que
murié a los 66 afios de edad.

* x %

Una polilla penetra por la parte exterior de la tapa delantera del tomeo I
de una coleccibn compuesta de tres volimenes, Si el espesor de rsda veolumen
es 2 cm. y la polilla se abre paso hasta la parte de afuera de la tapa posterior
del tercer volumen, ;cuéntos centimetros ha recorrido?.

La respuesta no es 6 cm.

¥ ¥ ¥

Una bueha notacién tiene una tal sutileza y ejerce una sugestién tal que
2 veces parece como un maestro vivo.

BERTRAND RUSSELL.

SISTEMA METRICO

2—1. MAGNITUD.— QObservemos las figuras 2-1 y 2-2.

5 PN Fig, 2.1 Fig. 2-2

Si comparamos las alturas y los pesos del hombre y de la mujer
de la figura 2—1, podremos afirmar que ambas personas son de igual
estatura pero que el peso del hombre es mayor que el peso de la mu-
jer. Entonces existen caracteristicas comunes entre estas personas,
que son la altura y el peso.

Analogamente en la figura 2-2, la caracteristica comun entre las
acciones de los caballos es la velocidad, que también puede comparase.

capaz de compararse, se le denomina magnitud. "

A la caracteristica comiin que existe entre los objetos y que es

Son ejemplos de magnitud: la longitud, la superficie, el volumen,
el peso, el tiempo, la velocidad, la fuerza, el calor, ete.
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9 2. (CANTIDAD.— Hemos afirmado que el peso es una mag-

nitud, pero el peso de un determinado objeto es una cantidad. Asi,
por eJemplz_): el peso del hombre de la figura 2-1 es una cantidad,
como también lo es su estatura (longitud).

Asimismo, la velocidad es una magnitud, pero la velocidad de une
de los caballos de la figura 2-2 es una cantidad.

Luego, podemos decir:
Cantidad es la magnitud de un determinado objeto.

2—~2}'. MEDICION Y MEDIDA DE UNA CANTIDAD.— Se tra-
ta, por ejemplo, de medir el largo de la pizarra del aula de clase.
~ Para e]lq,- se elige previamente una unidad de medida (de la
misma magmtqd) como por ejemplo el metro, y a partir de un ex-
tremo de la pizarra se lleva sucesivamente esta unidad tantas ve-
ces como sea necesario hasta el otro extremo. (Fig. 2-3). Si como
resultado obtenemos que el metro esta contenido 4 veces exactas, afir-
maremos que la pizarra tiene 4 metros de largo.

£

Fig. 23 U .

Asimismo, para medir la capacidad de un recipi .
e » Pa [ piente de agua, el
giremos como unidad de medida el litro, por ejemplo; y si zfl'u vaci:I-'
el agua del recipiente _cqmp}etamente lleno se obtienen 3 litros exac-
tos, tendremos un recipiente de 3 litros de capacidad. (Fig. 2-4).

>
J

i
g
L
7

MATEMATICA MODERNA II b

En estos ejemplos, el metro y el litro son las unidades de medida;
el procedimiento que se emplea para medir se llama medicion y los
ntimeros 4 (metros) y 3 (litros) son las medidas de las cantidades.

Luego, podemos decir:

Medicién es el procedimiento que se emplea para determinar las

veces que la unidad elegida esta contenida en la cantidad; ¥ medida,

es el nimero que se obtiene como resultado de esta medicion.

9_4. SISTEMA DE MEDIDAS.—La civilizacién trajo como con-
secuencia urgentes necesidades en el hombre, entre ellas, las de medir
longitudes, superficies, voliimenes, pesos, etc. Estas medidas hicieron
que se crearan algunas unidades tales como la braza, el codo, el pie, la
legua, etc. Sin embargo, hasta fines del siglo XVIII, cada pais y a
veces cada regién dentro de un mismo pais utilizaba sus propias uni-
dades de medida, lo cual hacia inoperante establecer las equivalen-
cias para el intercambio comercial; de alli que, la preocupacion cons-
tante de los hombres de ciencias fue la adopcién de un solo sistema
de medidas que tengan las condiciones de universalidad, unidad ba-
sica, unidades superiores e inferiores a la basica denominadas miil-
tiplos y submultiplos respectivamente. A este conjunto de unidades
se le denomina sistema de medidas.

9_5. SISTEMA METRICO DECIMAL.— Francia tuvo el privi-
legio de ser la creadora de un nuevo sistema de medidas con las con-
diciones anotadas y cuya unidad bésica de longitud tuviera cierta re-
lacién con las dimensiones del globo terrestre, y que sus diversas
unidades guardasen cierta relacién entre si como las potencias de 10.

En el afio 1790 la Asamblea Constituyente Francesa encargé a la
Academia de Ciencias de Paris el estudio y establecimiento de este
nuevo sistema de medidas para cuyo fin dicha Academia designé una
comisién de sabios franceses formada por Borda, Lagrange, Laplace
y Cordoret, quienes establecieron una unidad de longitud llamada me-
tro patrén y cuya longitud deberia ser la diezmillonésima parte del
cuadrante del meridiano terrestre. Los astrénomos Mechain y Delam-
bre fueron designados para medir el arco del meridiano comprendido
éntre Dunkerque -(Francia) y Barcelona (Espana) y partiendo de es-
ta medida se calculé la longitud media del cuadrante del meridiano
terrestre:es aproximadamente 10,000,000 metros y a la diezmilloné-
sima parte de esta longitud se le llamé metro (Fig. 2_-5).

_Pero calculos posteriores comprobaron un pequefio error en esa
medicién, pues el cuadrante del meridiano terrestre mide 10,002,208
metros; por tal razén, en la Conferencia de Pesas y Medidas llamada
prototipo internacional debe definirse asi:

. El metro es la distancia entre dos marcas de una barra de pla-
tino iridiado a la temperatura de 0°C.
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Este metro patréon (Fig. 2-6) fue construido por el fisico fran-

cés Borda y se conserva en la Oficina Internacional de Pesas y Me-
didas de Paris.

=l
—
=
a
o,
al
D)
1
i
1]
1

gitud, de superficie, de volumen, de peso y de capacidad.

C <]
Globo Terrdqueo Metro Patrdn
Fig. 25 Fig. 2-6

Sin embargo, esta definicion de metro fue normalizada en octu-
bre de 1960, ciando delegados de 32 naciones acordaron que el metro
debe definirse en “términos de longitud de onda de la luz rojo-ana-

ranjada de gas criptén”, o sea:

“Un metro es igual a 1,650,763.73 longitudes de onda rojo-ana-

ranjada en el vacio, de un 4tomo de gas criptén 86”.

Esta definicion tiene la ventaja de que en cualquier lugar de la

tierra se puede determinar la longitud del metro por medio de un
instrumento llamado interferémetro y con una aproximacion hasta
de cien millones.

Esta unidad metro como unidad bésica dio origen a un nuevo

sistema de medidas llamada sistema métrico decimal.

Se llama decimal porque sus unidades aumentan o disminuyen

como las potencias de 10.

Este sistema ha sido adoptado oficialmente por la mayoria de

los paises del mundo salvo Estados Unidos de Norte América e In--
glaterra donde utilizan el sistema inglés pero no esti prohibido el
uso del sistema métrico decimal.

En el sistema métrico decimal estudiaremos las unidades de lon-
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2—6. UNIDAD BASICA.— L3 unidad bisica de las unidades
de longitud es el metro (Fig. 2-7). '

1 METRO PLEGABLE
rig. 2-7

2 7. MULTIPLOS Y SUBMUL’I‘}PLOS DEL’?&E{I‘RO.-I—- 111‘:1113

idades mayores que el metro constituyen los muitiplos y las -
ggzles inferio);-es los submiiltiplos. En el cuadro mgulent:ai _setmues-
tran las unidades, abreviaturas y equivalencias correspon ientes.

Unidades Notacién Equivalencias
en metros

1 Miridmetro 1 Mm 10,000 m
Multi- 1 Kilémetro 1 Km 1,{)33 m
plos 1 Hectémetro 1 Hm_l = m

1 Decametro 1 Dm m
Unidad
basica 1 metro 1m 1m

1 decimetro 1 dm g.(lnm
Submiil- 1 centimetro 1 cm o-golmm
tiplos 1 milimetro 1 mm :

En la practica se utilizan otras medidas materializadas tt:en ins-
trumentos como son el doble metro y decimetro en las construccio-
nes, en la medicién de terrenos, ete.

En Astronomia, hay distancias tan grandes que e_l uso _del Ki-
l6metro no es lo mas apropiado para expresar tales distancias, por
lo que se utilizan otras unidades mayores, como el afio luz. Un ano
luz es la distancia que recorre la luz en un afio y aproximadamente
equivale a 9.46 X 102 Km (9,460,000,000,000 Km). Por e;emplo,
la estrella mas cercana a la tierra es Alfa Centauro y esta a 4.3
anos luz de distancia.

|
:
]
i
|




€n espectroscopis,
tas unidades son-

1 micra (n) =

M.AXIMO DE LA cCRuz SOLORZANO

0.000 001 m

1 milimiera (mu) = 0.000 000 001 m

1 Unidad Angstrom (A) = 0.00
1 Unidad X (X

2—8, TRANSFORMACION D
TUD.—Pars transformar una uni
plica el niimero dado por 10, 100, 1,000, ete.;
nor a otra mayor, se divide entre

de comprender mejor |
Se recomienda tener como referenci

la finalidad

Mm | Km

dad mayor

10, 100, 1,000, ete.
a técnica de esta tr
a el esquema siguiente:

0000 0001 m

) = 0.000 000 000 0001 m. .
E LAS UNIDADES DE LONGI-

a otra menor se multi-
Y Si es una unidad me-
Ademas, con
ansformacian,

Dm m

dm | em

CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—]

%ﬁ EJEMPLO 1. — Trunsformar 48 Km

Selucion :

48 Km — 48 X 1,000

EJEMPLO 2.

Solucién:

EJEMPLO 3. — Transformar 205 dm a Km,

Solucién:

De Km a m (es
dades,

De dm 2 Km (esquema —
Dm, Hm Yy Km, es decir, cuy
do se divide entre 10,000,

a m.

quema) hay:
luego el nimero dado

65.2 Hm — 65.2 10,000 = 6

de derecha gz izquierd
tro unidades, lueg

Hm, Dm ¥ m, es decir, tres unj.
5e multiplica por 1,000, o sea:

= 48,000 m.

Transformar 65.2 Hm a em.

52,000 em.

0 5ea:
205 dm — 205 = 10,000 — 0 0205 Km.
EJEMPLO 4. — Transformar 0.0806 m a Dm.
Solucién: 0.0806 m — 0.0806 =~ 1 = 0.00806 Tim.
Transformar:
1 450 Km a m. 8.  56.%25 dm a4 m.
2 58 Mm a Dm. 9. 25,020 Hm a em.
3. 5.8Kmam. 10. 280.4 Dm a Km,
4 0.8 Um. g dm. 11, 40.2 m a Mm.
5 8052 m a Km. 12. 0.0850 Dm a mm.
6 45 Dm a Moy, 13,  80.25 Km a Dm.
1. 348.5 m 4 Hm.

14.

25.6 m a Hm.

|

Es la respuesta.
Es la respuesta,

a)
o el nimero da-

Es la respuesta.

Es la respuesta.

MATEMATICA MODERNA H
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guas unidades espafiolas.

2—9. UNIDADES NO DECIMALES DE LONGITUD Y SU

ETRO.— Algunas de estas unidades y
EQUIVALENCIA CON EL M A By a3
i cias con el metro se muestran el r
i 'reSP ethlz;S iﬂgﬁ;ﬁa de su estudio radica en el mterc;mblg
sngmen'el yue existe con los paises de habla Englesa ¥ el hecho de q;l_
sz:l?é?mg pueblos de Latinoamérica todavia se usan algunas anti-
-

CUADRO DE ALGUNAS UNIDADES DE LONGITUD TERRESTRE

De Castilla

Inglesa

1 legua (leg) — 5,444 m
1 vara (v) — 0.836 m
1 pie (p) = 0.279 m

1 pulgada (pulg) — 0.023 m.

1 milla (mi) — 1,609 m
1 yarda (yd) — 0.914 m
1 pie (ft) — 0.304 m

1 pulgada (in) — 0.025 m.

A

En la navegacion generalmente se emplean:

1 milla marina (mi ma) — 1,852 m

1y legua marina (leg ma) — 5,556 m.

: a
NOTA.—El nude es una unidad de velocidad que se emplzlala en la naveg
cion y es ;:quivalente a la velocidad de una milla marina por hora.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—2
EJEMPLO 1.— Transformar 10 v a m.

Solucién:

EJEMPLO 2. — Transformar 12.54 m a v.

Solucion:

EJEMPLO 3. —Transformar 500 yd a m.

Solucidn:

500 yd — 500 X 0.914 — 457 m.

EJEMPLO 4, — Transformar 128.72 Km.ami.

Solucién:

ﬁ__ "' Transformar:

20 vam.
8mav.

1,000 yd a m.
5,000 m a yd.
1,200 mi a Km,

G e

1w

6 ft a m.
74 pulg a2 m.
12.5 v a m.

§0 0o

804.5 Km a mi.

128.72 Km — 128,720 m.
128,720 m — 128,720 -+ 1,609 —

10

11.
12

13

14.
15.
16,
17.
18,

10 v — 10 X 0.836 — 8.36 m. Es la respuesta.

12,54 m — 12.54 = 0.836 — 15 v. Es la respuesta.

Es la respuesta.

80 mi. Es la respuesta,

86.944 m a v.
8.6 yd a m.
16,452 m a yd.
80.4 mi a Km.
200mi a2 Km.
2.128 m a ft.
2 m 3 in.

457 v a yd.
40.56 xd a v.
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. 1 sags i e una.misma
CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—3 Estas cantidades que expresan distintas umdade]sls afn e
" nitud y corresponden a un mismo sistema se
f (Problemas) magms
denominades.
2 BO ¢ inados:
A EJEMPLO 1— Se compran 5,000 yd de alambre de pda. Después de cercar Son también ejemplos de numeros denom
con 4 hileras un terreno de 200 m de largo por 120 m de
ancho, ;cuintos metros de alambre sobran? 13 afios 5 meses: 13 a 5 me,

1 quintal 2 arrobas 10 libras: 1 qq 2 @ 101bs,

Solucién: 5,000 yd = 5,000 X 0.914 — 4570 m.
12 varas 1 pie 8 pulgadas: 12 v 1 p 8 pulg,

=2 X 200 + 2 x 120 — 400 + 240 — 600 m (perimetro

del terreno o longitud de una hilera) 24 grados 40 minutos 20 segundas: 24° 40’ 20”.
640 X 4 — 2,560 m. (Longitud de las 4 hileras) Lisebn. podemmos dosirs

4,570 5 i presada en
5 e Nimero denominado es la medida de una cantidad expresa

distintas unidades de una misma magnitud.

Si la medida de una cantidad se expresa con una sola unidad, se
llama nimero no denominado. Asi, por ejemplo:

2,010 m. (Longitud del alambre que sobra).

Respuesta.—Sobran 2,010 m de alambre.

B Resolver los problemas siguientes: 15 m, 200 mi, 65 Kg,
s v, ete.
1 Un comerciante compra 167.2 m de tela a $ 66 cada metro. ;A c6- 2 @ i

: ?
mo tiene que vender la vara para ganar ¢ 1,6087 2—11. TRANSFORMACION DE NUMERO DENOMINADO

2. : : Se transforma cada una

Un comerciante compra 500 yd de seda a $ 50 la yarda. ;A cémo - NO DENOMINADO.— x =

tiene que vender el metro para ganar ¢ 52707 égjléoagg‘ggs %el nimero denominado a la unidad pedida y luego
S m Pico Bolivar mide 19,013.16 pies (ft) aproximadamente. ;Cusl es S€ sSuman.

2 y

su altura en metros? CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—4
L | rio Cauca, el mag largo del Occidente de Colombia, mide 1,350 Km s

aproximadamente. ;Cuil es su longitud en millas? EJEMPLO 1.— Transformar 7 Dm 2 dm 3 cm :
¥ iCudl es su estatura en pies (ft) ? _ Solucién: 7 Dm — T X 1,000 — 7,000 ecm
. 1 frontera de Colombia con el Perg mide 1,626 Km, ;Cuil es la lon- 2 dm = 2 X 10 —20 cm

gitud en millas?
7 3 cm = 3 cm
*  Un submarino navega a 40 nudos. ;Cusntos Km habri navegado. en

10 horas? ' Luego: 7,000 cm + 20 cm + 3 em — 7,023 cm. Eg la respuesta.
8 Pl .
"°  Un automévil ha empleado 4 horas para recorrer 386.16 Km: Si su 5 Hm 2 Dm 8 ¢m a m.

velocimetro marca en millas, jcudl fue su velocidad? b e poud

. = — 500

<—10. NUMERO DENOMINADO Y NO DENOMIN A DO.— Seldcién: - “BiHiai= b A0 = B8

2Dm =2 X 10 = 20 m
8 em — 8 = 100 — 0.08 m.

Consideremos los ejemplos siguientes:

La longitud de una pieza de tela: 3 m 20 em y

— 520.08 m. Es la respuesta.
el peso de un alumno: 50 Kg 200 g Luego: 500 m + 20 m + 0.08 m —
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S frt i % Transformar:

L, 5 Km 2 Hm 6 Dm a m. 4. 4 Mm 2 Km 18 m a m.
2. 1Dm 3 m5 emaem. 5.

6 dn 3 ecm 2 em.
3.

8m5dm2cm5mmamm.

2—12.

5. 9 Hm 5 m 8 dm a mm,

TRANSFORMACION DE NUMERO

tre 2 Km 3 Hm
r EJEMPLO 2.— Hallar la diferencia expresada en Km en

2Dmy 5 Hm 8 Dm 4 m.

NO DENOMINA.-
DO DE LONGITUD A NUMERO DENOMINADO. —

unidades superiores.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—5

A EJEMPLO 1.— Transformar 538 Dm a ndmero denominado,
Solucién: Tenemos: Km Hm Dm
5 3 8
Luego: 538 Dm — 5 Km 3 Hm 8 Dm. Es la respuesta.
EJEMPLO 2. — Transformar 126.24 m a nimero -denominado,
Solucién : Tenemos: Hm Dm m dm cm
1 2 6 - 4
Luego: 126.24 m — 1 Hm 2 Dm 6m 2 dm 4 em. Es la respuesta
B Transformar a namero denominado:
1. 328 Dm. “ 208.05 m.
2 5,625 cm. % 30,865 dm.
3 26.35 Hm. 6 0.0608 Km.
2—13.

ADICION Y SUSTRACCION
NADOS DE LONGITUD.—
forman los nimeros deno

DE NUMEROS DENOMI-
unidad y luego se suman

A A) EJEMPLO1.— Hapar 1a suma expresada en metros de: 2 Km 3 Dm 5
' 3Hm4Dmy3Km1Dm3m.
Solucién: Tenemos: 2 Km 8 Dm 6 m = 2,035 m
S Hm 4 Dm — 340 m
3Km1Dm3m_—_3,013m.
Luego:

2,085 m 4 340 m + 3,013 m = 5,388 m.
Es la resonesta.

— 2.820 Em

Solucidén: Tenemos: 2 Km 3 Hm 2 Dm = 5

5 Hm 3 Dm 4 m — 0.534 3

L 2,320 — 0.534 = 1.786 m. Es la respuesta.
uego: g

B Hallar la suma expresada en metros de:
1. 5§ Km 2 Hm 3 DPm + 2 Km 5 Dm.
3 Hm 2Dm 6 m + 2 Km 1 Hm.
4Hm6m20cm+8m5@dm50cm.
4, 3m2dm5cm+4'dmﬁcm+2Dm8dm.

Hallar la diferencia expresada en Km:
5 8Km8Hm3Dm—5Km3Hm5Dm.
g Km5Dm8m — 7Hm 1Dm 6 m.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—7
(Problemas)

Resolver los problemas siguientes:

\ 2 m 80 ¢cm se pue-
Una pieza de tela mide 22.4 m. { Cuéntos retazos de 4
den obtener?

2 Cué]'ltﬂs pams dﬂré n humb para ITEY Km 4 3
. & u re Teco: > Hlll
avanza 60 cm -

gi en cada paso

ngi y 0 0.625 m. Sl
mcmr es de 5 Dm

La lo tl],d de la rueda mayor de un

Tecorrer el largo de terre! dlcha. meda ltavs 5cl.lﬂ es la

para 0 un no dﬂ 60 vue 'y

longl tud en metros del terreno !

1 . . e .
i 1C mi 1. . & Cnén-
10“ e la edﬂ delantrera de una b ICIeLa de 884 m

E
UNIDADES METRICAS DE SUPERFICI

2—14. SUPERFICIE Y AREA.— La‘n:?gﬁgﬂmigesemﬁnen ;«:ls

8 ¢ nsiderados como el producto de dos m; - superficiamae .
cue;‘pqs ct?ales como: I, Sapeciice de e pll eciida de la superficie
?;:,-Lﬁfg’ L discol, e;fz;r);-’a ?ig:e 6 metros cuadr%dos

ity i diremos: la m¢ o
ﬁini?ié’yile’téﬁ’?sﬁf 1cf:ll'cl;:'}mbiamo tiene 1,138,914 kilémetros cua:
dOS, etc,.




] - Equivalencia en
Unidades Notacién metros cuadrados
e |
il Mirizimet;e cuadrado 1 Mm2 100,000,000 4m?2
Miulti- 1 Kilémetro cuadrado 1 Km2 1,000,000 mz
plos | 1 Hectémetro cuadrado 1 Hm? 10,000 m2
1 Deedmetro cuadrado 1 Dm 100 m2
Unidad
bésica 1 metro cuadrado 1 m? 1 m?
—_— . ]
1 decimetro cuadrado 1 dm2 0.01 m2
Submil- [ 1 centimetro cuadrado 1 em2 0.0001 m2
ftiplos 1 milimetro cuadrado 1 mm? l 0.000001 m2

ven como las
bién, 100-2, 100-3, ete.

—Para transformar una unidad may
el nimero dado

mayor se divide entre esag potencias
da tener como ref

”‘
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2—15.

La unidad bisica de las unidad
e area es el metro cuadrado (m2),

Fig. 2.8

El metro cuadrado es el area

de una superficie que tiene un me-

| tro por lado (Fig. 2-8).

2—16. MULTIPLOS Y SUBMULTIPLOS DEL METRO CUA-
DRADO.— ygace o cuadro siguiente:

Obsérvese que las unidades

de superficie aumentan y disminu- |
potencias de 100, t

ales como: 1002, 1003, ete.; o tam-

2—17." TRANSFORMACION DE LAS UNIDADES DE AREA.

or a otra menor se multiplica
por 100, 10,000, 1 000 000, ete.: y si es de menor a

de 100. Ademis, se recomien-
erencia el esquema siguiente:

Km? | Hm?

Mm? Dm? | m2-| dm? | em?

mm?
CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—S8
EJEMPLO 1.— Transformar 2 Km?2

Solucién:

a m2,

De Km2 a m? (esquema
unidades, luego el num
0 sea:

)} hay: Km2, Dm2 y m?, es decir, tres
ero dado se multiplica por 1,000,000.

2 Km2 — 2 » 1,000,000 — 2,000,000 m?, Es la respuesta.

!
UNIDAD BASICA.—

87
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_ Transformar 208.6 m? a cm?.

EJEMPLO 2

‘Solucién: 208 5 m? — 208.5 X 10,000 — 2,085,000 c?. Es la respuesta.
©JEMPLO 3.— Transformar 4,082 dm? a Hm’.. o
Solaciin: D e o e decr, tres unidades, Tuego el nimero dado s
divide entre 1,000,000, o sea:
4,082 dm2 — 4,082 =+ 1,000,000 — 0.004082 HFriz b inaieey
nar 56.04 m? a Dm?.
Sol1‘:.:13\;'::-i:‘1 56ﬁ:m:22ar56.04 ~ 100 — 0.5604 Dm2. Es la respuesta.

’
B Transformar:

¢ 5,862 cm? a m?
5 Km? a m? . 645 Dm?a Km?
25 m2 a ecm? . 260,45 deut s, Bt
4.5 Dm2 a m? ‘ 50.8 Hm? a dm?
6.32 Km? a r:3 H;- 50.65 em® 8 Dm?.
348 m? a Km '

S . AREA Y SU EQUI-
S N ECIMALES DE AREA Y :
}—18 INIDADES NO DECI! : ;
AT H‘IR\% (_;-(J)N EL METRO CUADRADO.— AIgunasdr(;goezteasmsxe];a
dadesy;é; i-espectivas equivale?cias_ c:)ix; :er;::ll;gigl’]i e
i ion; importancia L ra By

t;an da zﬂtl:ga;fgﬁ]ﬁog i}i\isespde habla espafiola se utilizan estas

cho de

dades. gl
Algunas unidades de area de L-asx; a
1 vara cuadrada (v®) = 0.6987 m
4
1 pie cuadrado (p?) = 0.0776 m ;
1 pulgada cuadrada (pulg?) = 0.000539 m®.

.7 lac de drea INg
Algunas unidades e a

1 milla cuadrada (mi?) = 2,500,000 m?
1 acre = 4046.8 m*

1 yarda cuadrada (yd?) = 0.8361 m?
1 pie cuadrado (ft?) = 0.0929 m®.

Otra unidad de &rea empleada es la fanegada equivalente a
28,981 m*




S

88
MA
¥IMO DE LA CRUZ SOLORZANO MATEMATICA MODERNA II 89
: CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—9 g sf
@ cieveor_ Transformar:
1.— Transformar 1,000 v2 a m2,
Solucidn: 1,000 v& — 4 Km? 6 Hm? 2 Dm? a m?
EJEMPLO 2 = 1000 X 0.6987 = 698.7 m?. s la respuesta. 5 Dm? 8 m? 7 dm? a m?
-~ Transformar 182,106 m2 a acres. 4 m?5 dm? 8 cm? a erat
S 182,
Solucién : 182,106 m2 — 106 S 2 Dm? 5 m* 8 cm? a dm®
4046.8 res. Es la respuesta.

"B Transformar:

L. 20 v a m2 ¢
8. 116,550,00
2 v 000 m2 g mi2
209.61 m?
3. 200 p2 e 9 20 acres a m?
' a m?
T 10. 222 574 m? a acres
5 . g 1. 200 yd2 4 m2
o EE e 12. 418.05 me
3 05 mE a vds
6. 26.95 m2 a pulgz = ¥y

5 fanegadas a m?

2 mi2 a m2 14
© 579.620 m2 a fanegadas.

= j;éi.AT;IlghII)SEI;‘h(I)gMACION DE NUMERO DENOMINADO
; ) MINADO.— Se transf.
unidades del nimero denominado a la unidadn;egirégayC]igzous?:sgfn;as
n.
’ CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—10.
.A EJEMPLO 1. —Transformar 5 Dm? 5 m? 5 dm® a m?

Solucion: 5 Dm2 — 5 % 100 — 500 m?
5 m? — 5 m2

5dm? = 5 + 100 — 0.05 m?

Luego: 500 m? .
i ) + 5 m? 0. 2 __ RO
puesta. + 0.05 m? — 505.05 m2 Es la res-

EJEMPLO 2. — Transformar 8 Km? 5 Hm2 6 Dm? a Km?
m«.

Solucién: 8 Km?2 — & Km?
5 Hm2 — 5 = 100 = .05 Km2
6 Dm2 — 6 - 10,000 — 0.00068 Km2.

Luego: 8 Km.Z <+ 0.05
-05 Km2 + 0.0 2 2
Es la respuesta. .0006 Km? — 8.0506 Km#

4 Hm? 2 Dm? 9 m? a Dm?
8 m? 6 dm? 6 cm? a dm?.

J
9—20. TRANSFORMACION DE NUMERO NO DENOMINADO

DE AREA A NUMERO DENOMINADO.— Esta transformacién se
realiza en forma gemejante que en las uni.dqdes de longitud, para
lo cual debe tenerse en cuenta que las dos dltimas cifras enteras re-

presentan la unidad dada.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—11

EJEMPLO 1.— Transformar 4,235 cm? a nimero denominado.

Solucién:  Tenemos: dm2 cm?
42 35
Luego: 4,235 em? — 42 m2 356 cm?.

EJEMPLO 2.— Transformar 408,254 Km2 a nfimero denominado.
Mm? Km? Hm? Dm?
25 40

Solucidén: Tenemos:

4 08

408.254 Km? — 34 Mm? 08 Km? 25 HmZ 40 Dm?. Es

la respuesta.

Luego:

Transformar & nimero denominado:

1. 5,642 cm?2 4.  6536.704 m?
2. 86,572 dm? 5. 1758.5 cm?
3. 468.2 Dm® 6. 0.7528 Km?.

2-21. ADICION Y SUSTRACCION DE NUMEROS DENOMI-

NADOS DE AREA.— Para efectuar estas operaciones se _transfo::-
man los nimeros denominados a no denominados de una misma uni-
v luego se suman O restan.
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A

Solucién:

3

4,

EJEMPLO 1

Solucion:

Solucion:

EJEMPLO 2.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—12

EJEMPLO l.—Qg
allar la suma expresada en m?
X m? de: 5 Hm2 2 Dm3
6 Dm2 8dm2 y 1 Dm2 5 m2 6 dm?. s
Tenemos: 5 Hn? 2 Dm? 8 m2 — 50,208 m?
6 Dm? 8 dm2 — 600.08 m2
1 Dm?5 m?2 6 dm2 — 105.06 m?

Luego: 50,208 m2 + 600.08 m2 -+ 105_06 m2 — 50,913.14
Es l4 respuesta. ) Z it I
“Hallar la diferencia expresada en Km? entre:
7TEm?5Dm?2 y 3 Km2 8 Hm2 6 Dm2.
Tenemos:
3 Km? 8 Dm2 6 Dm2 — 3.0806 Km2.
Luego:

m?2,

7 Km? 5 Dm® — 7.0005 Km? L

7.00056 Em2 — 3.0806 Km2 — 3.919 Km?2,
Es la respuesta.

Hallar la suma expresada en m2 de:
X

2

2 Hm? 3 Dm? + 5 Dm? T m?
4 Dm?
7 Km2
4 Hm?

Hallar

9Km-26Hm22Dm?~—6Km’28Hm27Dm2
5 Mm?> 3 Km?2 — 6 Km? 5 Hm? 3 m2

8§ m? 6 dm2 + 7 Dm2 9 dm?
2 Hm® 3 Dm? + 5 Hm? 2 Dm2® 6 m?
3 Dm? + 5 Dm? 8 m2 4* 6 m2 5 dm?.

la diferencia expresada en Km?2:

CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—13

(Problemas) g

ISJn terreno urbano que mide 1,000 m2 se divide en dos lotes
t-l uno de los lotes se vende por @ 450,000 y el otro lo .:.
lu:::e 280 m® més que éste, jcudnto valdri este segundg
ote al venderlo en el mismo precio e] m2?

1,000 m® — 280 m? — 720 m?

720 m® + 2 — 360 m2 (ler. lote)

360 m? -+ 280 m?2 — 640 m? (2do. lote)

$ 460,000 + 360 — $ 1,250 ¢/m? (Precio por m? del ler, lote
640 m2 X % 1,260 — $ 800,000 (Precio del 2do. lote) .

Respuesta.—El segundo lote valdra $ 800,000.
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Resolver los problemas siguientes:-

|13

2—22,

Una finca de 2 Hm? fue vendida a § 20 el m2 jCual fue el prec-io de
venta ?

He comprado un terreno en una zona urbana por § 180,000. Si tiéne
240 m® de Area, (cuénto vale el m2?

En un huerto de manzanos, cada planta ocupa un &rea de 16 m?.  Si
el huerto tiene 16.64 Dm?2, (cuéntos érboles de manzano hay?

Un terreno de cultivo de forma rectangular tiene 200 m de largo por
80 m de ancho. Si cada m? vale $ 40, jcuanto cuesta dicho terreno?
(El area de un rectdngulo es igual al producto de su base por sw altura.)

Por un lote de terreno urbano de forma rectangular de 1 Dm de frente
por 6.5 Dm de fondo se pagbd § 780,000, i Cuénto costd el m??

; Cuanto cuesta un terreno de forma cuadrada de 20 m de lado a § 800
el m2?
(El area de un cuadradoe es igual al cuadrado de su lado).

Alberto compré un terreno de 5 Dm de forido por 2.6 Dm de frente
por § 156,000. ;Cuanto gana en cada m? si lo vende a § 300 el m2?

; Cuéntas baldosas cuadradas de 20 e¢m de lado se necesitaran para el
piso de una sala de 7 m de largo por 4 m de ancho?

UNIDADES AGRARIAS DE USO EN COLOMBIA.—

A las unidades de area empleadas en la medicién de terrenos de agri-

cultura

se les denominan unidades agrarias y su Unica unidad basica

es el area (4) equivalente a 100 m?.

Il

cuadro siguiente nos muestra el miltiplo y el submiltiplo del

drea asi como su equivalencia con el m?.

Unidades Notacion Equivalencia

en m?2

Miultiplo 1 Hectarea 1 Ha 10,000 m?®

Unidad

bigica 1 drea 1a 100 m~

S’.Ubﬂ'\l‘ll_

tiplo 1 centiarea 1 ca 1 m2

e

De modo que:

1 Hi = 1 Hm?> = 100 3,
1a=1Dm* ¥y
l1ci =1m?= 0.01 a.
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SRS L e

unidades deben tenerse en cuenta las equivalencias y proceder come
en las unidades de area.

Solucion:

2—23. TRANSFORMACIONES.— Para las transformaciones de

CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—14

EJEMPLO 1. — Transformar 12 H4 a m?.

Selucion: 12 HA — 12 x 10,000 — 120,000 m2. Es la respuesta.

EJEMPLO 2. —Transformar 480,000 m2 a Ha

Selucion : 480,000 m? — 480,000 < 10,000 — 48 Ha. Es la respuesta.
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EJEMPLO 3. —Transformar 18.5 Ha a a.

Solucién: 18.5 HA — 18.5 X 100 — 1,850 4. Es la respuesta.

EJEMPLO 4. —Transformar 6542.5 ca a a.

Seolucidn: 6542.5 cd — 6542.5 5 100 — 65.425 A. Es la respuesta.
Transformar:
45 Ha a m? 5. 18 Haa &
2. 6205 4 a m? 6. 430.5 4 a ca
3. 72,500 m? a Ha 7. 12,600 4 a Ha
4. 6258.5 m2 a a 8. 40,685.5 ca a Ha.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—15
(Problemas)

EJEMPLO 1.—De un terreno que tiene 40 Hi 24 4 80 ci, la mitad esta
cultivada de cafa de azicar, la tercera parte de algodén

el resto de arboles frutales. jCuintas HA estdn cultivadas
de arboles frutales? s 1

40 HA — 40 Ha
24 4 — 0.24 Ha

80 ca — 0.0080 Ha
Luego: 40 Ha + 0.24 HA + 0,.0080 Hi — 40.2480 Ha.
(Area del terreno).

40.2480 Ha — 2 — 20.1240 HA (Area cultivada de cana de
azuear).

40.2480 Ha + 3 — 13.4160 HA (Area cultivada de algodén)
20.1240 Ha + 13.4160 Ha — 33.5400 Ha

40.2480 Ha — 33.5400 HA — 6.7080 Ha (Area cultivada df
arboles frutales).

Respuesta.—De #rboles frutales estan cultivadas 6.7080 Ha.

sentaciones de cuerpos considerados en el espacio.

Resolver los problemas siguientes:
1. Un terreno tiene 8 Ha 20 4. ;Cuil es su area en m2?

2. Se compra un terreno de cultivo de 5 Ha 8 & a razon de § 20 el m2.
; Cuanto cuesta dicho terreno ?

3. Por un terreno que tiene 1.5 Ha se ha pagado § 360,000. i Cuénto se
pagd por m??

4. Un agricultor compré un terreno de cultivo ‘de 5 Ha 15 5_59 ca a
$ 20 el m2 y lo vende por § 1,300,000. ;Cudl es su ganancia.

3

5. Tengo una finca de 4 Ha 25 4 Las = partes estdn cultivadas de &r-

boles frutales y el resto de hortalizas. ;Cuéntos m? estdn cultivados

de hortalizas?

UNIDADES METRICAS DE VOLUMEN
994, VOLUMEN.—Sean las figuras: 2-9, 2-10 y 2-11 repre-

2-9 Fis'- 2:10 Fi‘. 2-11

Fig.
A la reunién del interior y la frontera de cada uno de estos cuer-

z

pos se le denomina regién cerrada en el espacio. Asi, tenemos: regio-

: ; : ; : S P
nes cibicas, regiones piramidales, regiones esféricas, etc. Y, Sl ¥
cafia region cerrglada en el espacio ,s’e le asocia un nimero positivo uni
co, se obtiene el volumen de la regidn. ;
i ndencia entre las
Ademss, el hecho de que exista una COrrespo .
Teg‘ione: cerradas y los nimeros positivos, le da al volumen el adc%
ter de funcion; por tal razém, el volumen de una region cerr -
el espacio esta en funcion de sus tres dimensiones (largo, ancho ¥y

alto o profundidad) .
2—25. PROPIEDADES DEL VOLUMEN.—
Propiedades siguientes:
a) Dos regiones cerradas en elespadoymngruentesﬂmnel
mismo volumen.

Dadas las regiones Ry y Ra y su8 volimenes respectivos V, y Va,
tenemos:

Consideremos las

Si R, == R.___}V; = Vs.
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b) Dadas dos regiones cerradas en el . 1 X
es vacia, el volumen d . 1 el espacio cuya interseccién
i de!!l‘m’ae“l::.a rg:n;lélz& de dichas regiones es la suma de

Dadas las regiones R . \
BV & vilines do b o lénlfetg'nes;:lso::olumenes respectivos V, y V,

Si R:mR::g >V|+V2=V.

¢) Toda regién cerrada en io ti i
con respecto a otra regién mafmmﬂo“ﬁ:fﬁ velios. énicq

Asi, por ejemplo, si se forma un cuerpo con un niimero determi- [ :
[ 2 30 md

No6tese que las unidades de volumen aumentan y disminuyen co-
mo las potencias de 1,000. En la practica, los miuitiplos del m® son

poco usados.

2—28. TRANSFORMACION DE LAS UNIDADES DE VOLU-

MEN.— Para transformar una unidad mayor a otra menor, se mul-
tiplica el numero dado por 1000, 1 000 000, etc.; v si es de menor a
mayor, se divide entre 1000, 1 000 000, etc. Asimismo, se recomien-

da tener como referencia el esquema sigulente:

= 1 N
dm?® | em?® | mm?

=

nade de dados, el volum :
: en de este ¢ ini 3 | 3 - 3
dado considerado como unidad. L - o ¢on respecto a un Mm?® | Km® | Hm® | Dm
2—26. - CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—16
o lél‘?gz:sDcEaAgfdA.— Una regién cerrada en el espacio
2-12). La interseccién de dos %gnglgentes se denomina cubo (Fig. § A EJEMPLO1.— Transformar 3 m3 a ¢m3.
. enomina arista;
todas las aristas son congruentes. 3 ¥ en el cubo, Solucidén: De m? a cm?® (esquema) hay: dm? y cm?, es decir, dos unida-
oo (r{;?) unidad bésica de las unidades de volumen es el metro cibi- des, luego el nimero dado se multiplica por 1000000, o sea:
E ; 3m? — 3 x 1000000 — 3,000,000 cem3. Es la respuesta.
1 metro ciibico es i
’ \ el volumen de cubo L
arista (Fig. 2-13). - que, tiene 1 m por EJEMPLO 2.— Transformar 13.26 cm® a mm?.
— Solucion: 13.26 em3 — 13.26 > 1000 — 13,260 mm3, Es la respuesta.
EIEMPLO3.— Transformar 3,142 dm3 a m3.
m. Solucién: De dm? a m? (esquema — de izquierda a derecha) hay una
1 unidad, luego el nimero dado se divide entre 1000, o sea:
n 3,142 dm?® — 3,142 +~ 1000 — 3.142 m3. Es la respuesta.
m.
a / EJEMPLO 4. Transformar 85.36 cm?® a dm?,
Eig. 2-12 == i
Fig. 2-13 Solucién:  85.36 cm? — 85.36 — 1000 — 0.08536 dm® Es la respuesta.

o Q :
a—27. MULTIPLOS Y SUBMULTIPLOS DEL METRO CUBI-

CO.— e RS B :
Los miiltiplos y submiltiplos del m® se muestran en el cuadro B i

- 20,208 cm® a dm?

siguiente : appie s
mY a 0.
Unidades Notacion Equivalencia en 20 dm?® a mm? 6. 45,725 mm?® a dm?
= - metros i 2 8 3 . 564 .20 3 3
St 1 Miridmetro efibico 1 Mm?3 1000 00;2&0339 - 4.82 dm® a cm 64.206 dm® a m
' ullipios 1 K:lo:jftetro ciibico 1 Km3 1 000 000 000 ms ~ 06 m?® a cm3 48.3 cmd a m3.
1 Hectémetro ciibico 1 Hm? 3 000508 ma
2 Py . m o
Tmida | eAmetro ebico S 1000 m? ADICION Y SUSTRACCION DE NUMEROS DENOMI-
bdsica 1 metro.chbico 4 it i\ )S DE VOLUMEN.— Para efectuar estas operaciones se trans-
1 decimetro ctibico 1 Enﬂ 1 m? forman los nimeros denominados a no denominados de una misma
?_UDmﬁL 1 centimetro cébico 1 cmd g.g&l}oas 3 Unidad y luego se suman o restan.
tiplos 1 milimetro ciibico A 0’00000003‘1 L
. m
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CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—17 i CE 2 .
EJEMPLO 1.— Los multiplos y submiltiplos de las unidades de capacidad se
.—Hallar la suma expresada en dm? de: 6 m® 4 dm? y 7 dm3 uestran en el cuadro siguiente:
8 em?. - iy T dmd
Solucién: 6 m? 4 dm® — 6,004 dm? Unidades Notacién Ezu;vlnl];::u
7 dm® 8 cm® — 7.008 dm? 1 Mirialitro 1 Ml 10000 1
e g‘:g:t dm3 + 7.008 dm® — 6,011.008 dm?. i g’::;;mm :gl} 12300 i
a.
1 Decalitro 1Dl 10 I
EJEMPLO 2. —Hallar la diferencia expresada en m?® entre:
R e R e . 1 litro 11 11
Siiads L6 d = 0. 005009 e 1 decilitro 1d 0.1 1
ili 1 ml 0.001 |
Lilogo! 1 mililitro m

8.005000 m® — 3.000009 m? — 5.004991 m3
Es la respuesta. .

2.-31. —UNIDADES DE PESO.—Los cuerpos poseen peso debi-
o a la atraccion ae una Iuerza liamada gravedad (Ver 2-35). La uni-
basica de peso es el gramo (g) (Fig. 2-16).

El gramo es el peso de 1 em® de agua destilada a 4°C de tem-
ratura al nivel del mar (Fig. 2-17).

cd

B Fig. 2-17

Los multiplos y submiiltiplos de las unidades de peso Se mues-
tran en el cuadro siguiente:

ﬁ— Hallar la suma expresada en m3 :
1. 8 md®5 dm?® + 4 m? 8 dm?
2. 5dm? 4 3 dm? 4 em3.
Hallar la diferencia expresada en ms3:
3. 8m?4dm® — 6 md 8 dm?

4. 4 m? — 1 m3 7 dm?.

UNIDADES METRICAS DE CAPACIDAD Y DE PESO

2—30. UNIDADES DE CAP
1D ! ACIDAD.—La c i
lumen de un depésito que sirve para medir liquidils)agldﬁﬁdgz eita‘ile

como: la leche, el aceit i e i
e ?2,_ ﬁifngo, el maiz, ete. ¥y cuya unidad bési:

El litro es la capacidad de un cubo i .
- in ; cuya arist i : Unidades Notacidén Equivalencia
2-15). Por consiguiente, el litro representaye] vo}u;er;ugi i %n;]a(Fl en gramos
’ 1 Tonelada métrica 1Tm 1000000 g
i 1 Quintal métrico 1 Qm 100 000 g
Miltiplos 1 Miriagramo 1 Mg 10000 g
1 Kilogramo 1 Kg 1000 g
' 1 Hectogramo 1 Hg 100 g
1 1 Decagramo 1 Dg 10 g
Unidad
| _bisica 1 gramo 1g 1g
= 1 decigramo 1 dg 0.1g
Fig, 2-14 i Submiil- 1 centigramo 1cg 0.01 g
Fig. 2-15 1 miligramo 1 mg 0.001 g
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PACIDAD Y

TRANSFORMACIONES DE LAS UNIDADES DE C
DE PESO.— Debido a

ACL que estas unidades aumentan
disminuyen como las potencias de 10

, las transformaciones se r

zan en forma semejante que las unidades de longitud. Los esq

mas de referencia son:

B U

Ml | Kl | HI ’ DI 1 dl | el ml_’
LTm Qm | Mg Kngg Dg,g dg cg’mg
CONJUNTC DE EJERCICIOS 2—18
A) EJEMPLO 1,— Transformar 120 I a cl
Solucion: 120 | = 120 % 100 — 12,000 cl. Es la r;spuesta.
EJEMPLO 2. — Transformar 40.5 dl a DI.
Solucién: 40.5 dl — 40.5 + 100 — 0.405 DI. Es la respuesta.
EJEMPLO 3. — Transformar 40.75 Tm a Kg.
Solucién : 40.756 Tm — 40.75 X 1000 — 40,750 Kg. Es la respuesta,
EJEMPLO 4. —Transformar 8,225 g a Kg.
Solucion : §225 o —

8,225 + 1000 — 8.225 Kg. Es la respuesta.
B Transformar:

1. 12Kgag

7. 48 1l a Kl
60 ! a cl 5. 42,025 g a Kg
3. 20 Qm a Kg 46.25 | a Hi
4. 4 Kg a dg 12.86 Kg a Qm
5. 0.656 Kl a { 48.5 dl a !
6. 18.75 Tm a Kg 820.5 g a Kg.

2—33. ADICION Y SUSTRACCION DE NUMEROS DENO
. NADOS DE CAPACIDAD Y DE PESO.— Para efectuar estas op
ciones, se transfo_rmau los nimeros denominados a no denomin
de una misma unidad ¥ luego se suman o restan.

e T
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CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—19

I g Dl 618 dl
EJEMPLO 1.— Hallar la suma expresada en ! de: 3 Kl 5 HI,
. y 15615 el.
— 3500 [

Solucion: Tenemos: 3 KI5 Hl — 35

8 Dl6i8d — 8.81

3 !5 el — 15.05 L

— 3,601.85 L
Luego: 3500 L + 86.8 1 + 15.05 | — 3,601

Es la respuesta.

i : tre:
EJEMPLO 2. —Hallar la diferencia axpresada en Kg en
e e ' w12 M 5,

5 — 5,300 K
Solucidn: Tenemos: 5 Tm 3 Qm — 5 g

12 Mg 5 Hg — 120.5 Kg

L 5,300 Kg — 120.5 Kg — 5,179.5 Kg. Es la respuesta.
uego: 5,

Hallar la suma expresada en [ de:
3 Kl 2 Hl + 6Dl8!
5 HITidec + 815c + 3dl4cd

Hallar la suma expresada en Kg de:
6 Tm 4 Qm + 9 Mg 6 Hg
3 Qm 2 Hg + 1Mg3Dg+4Hg6Dg5g

Hallar la diferencia expresada en Kl :
2 Ml 4 Kl — 8 Kl 2 HI
5 KIS Dl —4 H 6Dl 3!

Hallar la diferencia expresada en g:
4 Kg 6 Hg — 9 Heg 7 Dg
3 Dgdg — 15 g 5 dg.

ZRCIC y 2—20
YONJUNTO DE EJERCICIOS 2—2
SO {Problemas)

no?
0
i rasar 2 H1 7 Dl de vin
Cuantos frascos de 4.5 I serdn necesarios para enva
¢ Cuéntos

comerc €O i}!a 4 m de fri Oles DOI 11 200 A como com-
nte m Q 3 3 . &
Un omercia

pré cada Kg?
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3. La capacidad de Un tanque es de 4 K] 5 HI.

Si esti lleno de ak;‘ua. iqué
por la cual salen 50 litros
La venta de 1 Tm

4 Qm de lefia deja una ganancia de $ 560, ;Cual es
la ganancia en cada Kg?

en

»

compra 50 bolsas de fideos de 10 Kg cada bolsa por
gana en cada Kg si lo vende a $ 22.50 o) Kg?

Se compran 5 Qm de azgcar por @ 2,000.

i{A cémo habrs que vender el
Kg para ganar en tota] $ 4007

inuto respecti
por minuto, Sji sge abren a]
el desagiie, 4qué tiempo tardari ep

Vamente y up desagiie por el
mismo tiempo las dos llaves y
llenarse e} depésito?

& - Un nifig toma 3 cucharaditag diarias de
Una capacidad de 1.2 ‘dl.
tos dfag terminara gl

cierto ténico cuyo frasco tiene
Si cada cucharadita contiene 5 m|,
ténico?
10. Un cilindro de aceite de 189

litros de capacidad cuésta $ 4,158 ;A comaoy
habri que vender la botella de

75 cl si se quiere ganar en cada una $ 1.502

6

CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—21

A EJEMPLO L. —Transformar 5 Kl a dm3,

EJEMPLO 3. — Trangformar 48.5 Kg a m?.

i : = 1 dm3.
"3 :.::::) 8.418,51](1:8: 48.5 dm® — 0.0485 m® Es la respuesta.
Transformar:
3 5 150 dm3 a g
14:01:1 : ::.a '~ 245 cm® a Kg
2.‘5 Tm a [ 5 1,250.2gal
9 4,320.25 cm?® a !
:0; laazg 10- 1,824 Kg a2 KI.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—22
(Problemas)
El rio Amazonas al desembocar desaloja 300,000 m?® por segundo. {Cudin-
tos litros desaloja?

con-
Un depdsito contiene 5 KI de agua pura. (Cuéntos Kg pesard el agua
tenida en dicho depésito?

Una cubeta llena de agua pura pesa 16.5 f[g Si la cubeta pesa 0.5 Kg,
icudntos litros de agua contiene la cubeta?

Un estangue cuyo volumen es 4.8 m3 estd ll’eno de agua, Si se desalojan
1,200 litros, icuéntos litros de agua quedan?

b
La capacidad de un estanque es 3 K1 5 HI.
estanque en cm3?

rlo
El volumen de un depésito es 8 m?, ;Cuénio tiempo tardaré en llena
una llave que vierte 20 ! por minuto?

iCuél es el volumen de dicho

agua j 2 llaves que vierten 12
leno de la desalojan en 6 horas > ]
}iltl;o:ar Iigufitl:ﬁ por minuto respectivamente, i Cuéintos metros efibicos tie-
ne el estanque?

iari i ] Si cada cu-
ucharadas diarias de cierto jarabe. :
Eh:rigief::ﬁ?;?o.ﬁl cy lo terminé en 6 dias, icudl es la capacidad del

frasco en litros?
SR Tt g 2—35. INERCIA Y MASA.— Todo cuerpo permanece en esta-
Luego: 5 Kl — 5 ms = 5,000 dm3, Eg |5 respuesta, do dehreposro o de movimiento hasta que una fuerza ac

EJEMPLO 2. —Transformar 75 em® a [

Solucién ; Tenemos: lem? — 1 m)

Luego: 75 emd — 75 m = 0.075 [ Es la respuesta.

B R e ———

Y haga variar ese estado.
Se deg;mmina inercia de reposo o
Mente,

. de{i:ege; es el caso de los astros y los planetas, entre ellos Ia tierra,

A esta variacién de estado de un cuerpo

inercia de movimiento respectiva-
Esto significa que si un cuerpo estd en reposo, no podra po-

movimiento por si mismo y si esti en movimiento no podri

sLsiia———— —
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DIFERENCIA ENTRE PESO Y MASA.— ~ De lo afirma-

2—37. . se pueden establecer claramente

do con respecto a la masa y al peso,
ciertas diferencias: . ;
) La masa es la inercia del cuerpo, mientras que el peso es
fuerzaa. con que un cuerpo es atraido por la tierra. Py
b) La masa es independiente del lugar y el peso depende
latitud y la altura del lugar. :
2--38. PESO ESPECIFICO.— La cpmparaci}ér_x ded e!();m gis;t;spoi
un ce;ltirhne'tro clibico de plomo ¥ unl c;gﬁ;rélfgrgeggb;ﬁgs T
j ite afirmar que el e -
fljcf'm 53136 %?)i(ﬁfgn ;teque el plomo tiene mayor peso especifico que
?

madera. .
El peso especifico de un cuerpo es el peso de la unid
men de dicho cuerpo.

Sj se tiene un cuer

planeta que tiene una velocidad de traslacion de 29.8 Km/seg en
torno al sol. Esta velocidad seguiri teniéndola mientras no exista
una causa que la varie.

Por tal razon, cuando un vehiculo parte bruscamente, los ocu-
pantes son impelidos hacia atris, porque la inercia tiende a seguir
en reposo; pero cuando un vehiculo en movimiento se detiene brus-
camente, los ocupantes son impelidos hacia adelante, porque la iner-
cia tiende a seguir un movimiento. De modo que todos los cuerpos
poseen inercia, es decir, ofrecen resistencia a los cambios de velocidad.

Esta resistencia que opone un cuerpo, al cambiar su estado de re-

poso 0 de movimiento, se denomina masa. :

La masa de un cuerpo es la medida de su inercia con relacién

a otra tomada como unidad y es invariable cualquiera que sea el lu-
gar donde se encuentre.

ad de volu-

o 1 lumen V, su peso especifico
2—36. GRAVEDAD Y PESO.— Gravedad es la atraccién que po de peso P y Vo

ejerce la tierra sobre los cuerpos; por tal razén, un cuerpo abando- (pe) es: P
nado libremente en.las inmediaciones de la superficie terrestre cae =t
sobre ella con direccién vertical y con un movimiento que aumenta B % vV

uniformemente llamado aceleracién. La fuerza con que actiia esta
atraccion se llama fuerza de gravedad y constituye el peso de un
cuerpo. PN. '

ifi n numero cuya denomina-
ecifico de un cuerpo es U dopoi e
cién }E(Iileggzgeezg las unidades de peso ¥ volumen. Por ejempio,

Debido a que la tierra no es com- § em?® de plomo pesan aproximadamente 90.80 g, tendremos:

pletamente esférica (Fig. 2-18), la

fuerza de gravedad no es la misma P _P

en todos los lugares de nuestro pla- e T

neta; por consiguiente, el peso de un b4

cuerpo también varia de acuerdo al 0.80 g

lugar. Asi, una persona pesa mas en 90.80 g — 11.85 —.
E los polos que en el ecuador, porqae et == ST em?

la distancia (radio) de los polos al 8 cm

- i-
centro de la tierra es menor. Luego, ¢l peso especifico del plomo es 11.35 gramos por cent

metro cubico, es decir, cada cm?® de plomo pesa 11.35 g.

Siendo g la aceleracién que la ’ n
Pero, el peso especifico del plomo también puede expresarse €
ero,

gravedad imprime a los cuerpos en
su caida libre, m la masa del cuerpo

y P su peso, tenemos: 5 s o 2
= m- X 8 otras unidades, tales como: 11.3 = e

De donde se deduce:

El peso de un cuerpo es funcion de su masa y de la masa del
cuerpo que lo atrae.

DAD.— La densidad de un cuerpo es la masa

19

ad de volumen.
de masa M y volume

NENS

contenida en la d
Qi se tiene un cuerpo
es: (2

n V, su densidad (d)

Asi, en la luna, un cuerpo pesa menos que en la tierra porque la
aceleracion de la- gravedad lunar es la sexta parte de la aceleracién
de la gravedad terrestre. Por ejemplo, si un cuerpo pesa 60 Kg en
la tierra, ese mismo cuerpo en la luna pesa 10 Kg.
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b

()]

6.

=

Por ejemplo, si la masa de 20 cm® de cobre es 178.20 gramos-

masa, (g - m), tendremos:

M
g = —
v
178.20 g-m g-m
d = ——— = 891
20 em? cm?

Luego, la densidad del cobre es 8.91 g-m por cm?, es decir, que

cada cm?® de cobre tiene una masa de 8.91 g-m.

Kg-m
Asimismo, la densidad del cobre puede expresarse por 8.91 e
m
Tm
8.91
ms

CONJUNTO DE EJERCICIOS DE REPASO 2—23

;Qué inercia es:

a) Cuando un jinete desprevenido es lanzado hacia adelante si el caballo
se detiene bruscamente? [Por qué?

b) Cuando se retira con rapidez un mantel de una mesa y los objetos que
estaban sobre él quedan sobre la mesa? ;Por qué?

iLa masa de un cuerpo es la misma al nivel del mar y en los polos? [Por

qué?

(Por qué una pelota lanzada hacia arriba vuelve a tierra?

i{Por qué un hombre pesa mas en la tierra que en la luna?

4
i Cuénto pesan 50 cm® de oro si su peso especifico es 19.3 ?
cm?

1Cuél es el volumen de una barra de hierro que pesa 10 Kg y cuyo peso

E
especifico es 7.26 &
cm?

i Cudl es la densidad de un cuerpo de 680 g-m si su volumen es 0.050 dm??
.Cuél es la masa de un cuerpo de platino de 80 cm?® de volumen si su den-

Kg-m

sidad es 21.45 ?

dm?3

2

en
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CONJUNTO DE EJERCICIOS 2—1

1Qué entiende Ud. por magnitud y qué por cantidad?

i Qué concepto tiene acerca de medicién y qué de medida? Fundamente
sus respuestas con un ejemplo.

1 Qué condiciones debe temer un buen sistema de medidas?

L Cuél es su concepta acerca del metro?

Transformar:

a) 48.5 Km a m h) 868.561!a Kl

b) 3,582 dm a Hm i) 3860 Km? a m?

¢c) 120 yd a v j) 8,694 cm? a m?
d) 520.6 mi a Km k) b5 fanegadas a m?
e) 80.6 Kgag 1) 40.56 v? a m®

160.2 m* a dm?®
8,846 mm? a dm?.

f) 4.68 Kg a Tm m)
g) 3256 Hl a l n)

;. Transformar:

a) 48,620 m* a Ha b) 120.26 Hi a m*

7. Transformar:

a) 1Kl adm? c) 432 cm® a Kg

b) 8mial d) 180.6 g a l.
)

. Transformar:

2) 8 Km4 Hm 6 Dm a m

b) 0.405 Km a nimero denominado
¢) 3 Dm? 6 m® 4 cm® a m?

e) 48,725 dm?® a nimero denominado.

_ Expresar en metros las operaciones siguientes:

a) 2Km3Hm + 6 Dm8m + 4 Em 2 Dm
b) 6 Hm 4m — 10 Dm 8 m 6 dm,

 Expresar en m? las operaciones siguientes:

a) 1 Km?3 Hn® 4+ 5 Dm? 8 dm® + 6 m? 8 cm?
b) 4 Hn® Tm® — 9 Dm® 5 m* 8 dm®.

Expresar en dm? las operaciones siguientes:

a) 83 m35 cm?® 4 6 dm® 8 mm?
b) 4 m* 8 em® -- 8 dm® 6 cm?.

5 Expresar en litros las operaciones siguientes:

a) 2Kl:lHl+SDlﬂl+915dl
b) 4DI61 —812dl5Ge.
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19.

20.

Expresar en Kg las operaciones siguientes:
a) 4Tm 2 Mg + 3 Hg 2 Dg + 5 Qm 8 Kg
b) 1 Tm 2 Qm — 6 Kg 4 Hg 2 Dg.

Resolver los problemas siguientes:

iCuéntos pasos darid una persona para Tecorrer 1 Km 8 m si en cada
paso avanza 50 cm?

La frontera de Colombia con Venezuela es de 2,219 Km.
longitud en millas?

¢ Cudl es su

1Cuéntas baldosas cuadradas de 10 ecm de lado se necesitaran para el
piso de un bafio de 4 m de largo por 3 m de ancho?

Se compra un terreno de cultivo de 16 Ha 5 & a razén de $25 el m2, ; Cuén-
to cuesta el terreno?

1Cuéntos m? de agua hay en una represa de 80 m de largo por 50 m de
ancho y 10.5 m de profundidad?

Un enfermo toma 8 cucharadas al dia de cierto ténico cuyoe frasco con-
tiene 0.36 dm®. Si cada cucharada contiene 8 c¢m?®, jen cuéntos dias ter-
minard de tomar el ténico el enfermo?

Un negociante compra 2 Tm 5 Qm de <arbén por § 3,000. (A cémo tendré
que vender el Kg para ganar § 0.50 en cada Kg?

(Cuéntos frascos de 5 ! de capacidad cada uno serin necesarios para en-
vasar 8 D1 5 [ de vino?

Las dimensiones de un depésito de agua son 4 m de largo por 3 m de an-
cho y 1.50 de profundidad. ;Cuil es la capacidad en litros del depdsito?

iQué concepto tiene de inercia y qué de masa?
1Qué concepto tiene de gravedad y qué de peso?
(En gué lugar de la tierra existe mayor gravedad? (Por qué?

iUn cuerpo pesa méas en Barranquilla o en la Sierra Nevada de Santa
Marta? ;Por qué?

:Qué diferencias pueden establecerse entre la masa y el peso?

,Qué concepto tiene acerca de la demsidad de un cuerpo?

Kg
i Cuéanto pesan 80 cm?® de cobre si su peso especifico es 8.9 ?
dm3
Kg-m
;Cuél es la masa de un cuerpo de 120 cm? si su densidad es 11.30 1
dm?

a
|
1
|
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CONJUNTO DE EJERCICIOS OPCIONAL 2—1

:En la construccién de la linea férrea entre Bogotd y Girardot distantes
134 Km se emplearon rieles de 1 Dm de longitud. jCudntos rieles fueron
necesarios en esta obra?

Un terreno que tiene 3 Hm 5 Dm de largo por 1 Hm 8 Dm de ancho se
quiere cercar con 4 hileras de alambre de pia. Si cada metro de alambre
cuesta § 2.50, icual es el importe de la compra ?

Se quiere construir una pared de 96.45 m de largo por 3 m de alto. ; Cuan-
tos ladrillos de dimensiones 23 em por 11.5 cm serdn necesarios?

Un agricultor compra un terreno de cultivo de 120 m de largo por 80 m
de ancho a2 § 25 el m2 Si cercarlo con alambre de pia le cuesta § 12 el
meiro, jcuénto gastdé en total?

Compré un terreno de 7 4 20 ca por § 21,600. (A cémo debo vender el

m?2 si quiero ganar § 8,640 en total?

Un depésito de agua de 2 m de largo por 1.50 m de ancho y 0.6 m de pro-
fundidad se desaloja con una cubeta que contiene 10 dm® de agua. jCuén-
tas cubetas fueron necesarias para desalojar el agua de dicho depésito?

Se quiere construir unu pared de 20 m de largo por 3 m de alto y 0.3
m de espesor. ;Cuéntos ladrillos de 24 cm por 15 e¢m por 10 cm serdn
necesarios para dichag construceién ?

Un comerciante compré dos barriles de vino de 13 DI 8 | cada uno por
8 11,040. Si en total quiere ganar § 2,760, ;a coémo debe vender cada litro?

Un estanque lleno de agua es desalojado en 8 horas por una llave que
vierte 20 litros por minuto, ;Cuél es el volumen en m3 del estanque y
cuil el peso del agua en Kg?

Se compra 2,000 yardas de alambre de pia para cercar con cuatro hile-
ras un terreno de 140 m de largo por 60 m de ancho. ;Cuantos metros
de alambre sobran?

Se han comprado 2 fanegadas de terreno por § 1,449,050. ;Cuénto cuesta
el m2?

;Cuantas parcelas de 4 m por 3 m de dimensiones hay en un terreno de
0.2 fanegadas?

Al talar un bosque se calcula que tiene 120 m® de madera y convertida
2

en carbén dicha madera se reduce a — desu volumen. ;Cudnto se recau-
3

dara al vender a § 1.50 el Kg de carbén?

Una botella vacia pesa 450 g y llena de agua 1,250 g. ;Cuéantas botellas
del mismo volumen seran necesarias para llenar 3 Hl 20 l de agua?




do sus deseos— se colocoé un cilindro

ARQUIMEDES
(287 — 212 a. de J. C.)

Arquimedes fue uno de los mas
grandes matematicos y cientificos
griegos, imagen del profesor dis-
traido de nuestros tiempos. Pues,
cuando estaba enfrascado en un
problema, se olvidaba de comer,
descansar, etc., y pegdia permane-
cer sentado durante horas contem-
plande alguna figura geométrica
que dibujara para su investigacion.
Justamente, cuando se encontraba
examinando un trabajo de este ti-
po, una sombra se proyecid sobre
su diagrama y protesté por haber
sido interrumpide en su pensamjen-
to; en estas circunstancias, un seol-
dade romanp lo maté en Siracu
sa, su ciudad natal. Su cadaver
fue sepultado con todes los honeo-
res, y sobre su tumba —cumplien-

inscrito en una esfera con una explicacion
de 1a razén descubierta por €l entre las areas y los volimenes de ambos cuerpos.

Arquimedes inventd muchos aparatos mecdnicos, algunos de los cuales
Descubrié el principio de la sumersion

se utilizaron como elementos heélicos.
de los cuerpos de un liquide. Al respecto,

hay una anécdota que se le atribuye,

la cual es: “Mientras se bafiaba, repentinamente penso en el desplazamiento
del liguido y corrié a informar a su rey sin tomarse tiempo para vestirse”,

En las matematicas, Arquimedes se
valor de 7; demostré muchas férmulzs acerca de las dreas ¥y voliimenes de
los cuerpos geométrices; escribio sobre conoides, esferoides, espirales, equili-

brio "de los planos y su centro de gravdad,

distinguié por su -aproximacién del

ete. Se afirma que Arquimedes

diio: “Si me dan una palanca lo suficientemente larga, podré mover el mundo™.

* ¥ *

1
— peso = 20 centavos,
4

5

\/— peso = \/Eg centavos,

: ]

1

— peso = 70 centavos.

* % ¥
lVerdadero o falso? (Por qué?

Hay una asombrosa imaginaci
cas... Repetimos, hay mucha mas

que en la de Homero.

én, incluso en la ciencia de las matemati-
imaginacion en la cabeza de Arguimedes

VOLTAIRE

. Al

3—1. UNIDADES DE

del tiempo (duracién) que también es una magnitud y cuyas unidades
fundamentales scn el dia solar y el ano solar.

Sabemos que la tierra tiene dos movimientos: el de rotacion, ©

ses en torno de su eje emp

segundos es la mayor aproximacién), periodo que se llama dia solar;
y el de traslacién o de revolucién sideral alrededor del sol, que lo eje-

vuta en 365 dias (365 dias 5

cién), periodo de tiempo que se llama afie solar.

En el cuadro siguiente

notaciones y las equivg.]encias respectivas.

EL TIEMPO

TIEMPO.— Otro sistema de medidas es

leando 24 horas (23 horas 56 minutos 4

horas 48 minutos es la mayor aproxima-

se muestran las unidades de tiempo, las

Unidades Notacion Equivalencias
1 Milenio 1M 10 siglos

1 Siglo LS 10 décadas
1 Década 1D 10 afios

1 ano 1a 12 meses

1 mes 1m 30 dias

1 dia 1d 24 horas

1 hora 1h 60 minutecs
1 minuto 1 min 60 segundos
L segundo 1 seg

Anotamos que también un segundo (1 seg) se considera como

unidad principal de tiempo.

Ademas de estas unidades, suelen usarse otros periodos de tiem-

po, tales como:

1 quinquenio qu2 equivale a 5 afios,
1 trienio que equivale a 3 afios,

1 bienio que equivale a 2 afos,

1 semestr2 que equivale a 6 meses,
1 trimestre que equivale a 3 meses,
1 bimestre que equivale a 2 meses, y
1 semana que equivale a 7 dias.
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Asimismo, para las transacciones comerciales se considera’el afie
de 360 dias y el mes de 30 dias; y, para los fines civiles y legales, se
considera el afio de 365 dias.

3—2. BREVE RESENA HISTORICA DE LAS REFORMAS

DEL CALENDARIO.— -Antiguamente la periodicidad del tiempo no
se basaba en los movimientos de rotacion y traslacion de la tierra
—que se desconocian— sino en las fases de la luna que duraba 28, 29
6 30 dias, periodos que se llamaron meses considerandose también el
afio de 12 meses. Posteriormente, las observaciones de los cuerpos

celestes hechas por los babilonios, determinaron que el afio se com- _

ponia de 360 dias aproximadamente y lo dividieron en 10 periodos de
36 dias cada uno, periodos que se siguieron llamando meses.

En la época del emperador romano Julio César ya se conocia
que el afio se componia de 365 —1— dias aproximadame-nte y él decre-
to que el afio legal deberia ser de4365 dias, con el cual se perdia cer-
ca de i de un dia en cada afio, error que fue corregido por él mis-

mo con otro decreto creando el afio bisiesto, es decir, agregando al
cuarto afio un dia en el mes de febrero, dando lugar asi que el afio
bisiesto resulte un maltiplo de 4.

Otra de’las reformas introducidas en el calendario por J ulio Cé-
sar fue dividir el afio en 11 meses en lugar de 10 meses, dandosele
a este mes el nombre de Julius, del cual se ha derivado el nombre
de Julio.

Se atribuye al emperador César Augusto, quien sucedié a Ju-
lio César, la divisién del afio en 12 meses y que el nuevo mes lleva-
ria su nombre Augustus, del cual se ha derivado el nombre de Agosto.

Sabemos que la mayor aproximacion de tiempo de un afio es 365

1
dias 5 horas 48 minutos; pues, a partir de los 365 — dias (1 ano)
4
que consideré Julio César, en el afio 15682 d. de J. C., el calendario ju-
liano tenia un error por exceso de 0,0312 dias en cada 4 afios, es decir,
que en 400 afios habria un error de 3,12 dias. Para corregir este error
el Papa Gregorio XIII decret6: que los afos tengan 365 dias excepto
los afios que son divisibles por 4 (afios bisiestos), y que los afios fi-
nales de cada siglo seran bisiestos si son divisibles por 400. Asi,
por ejemplo, fueron afios bisiestos 1968 y 1972; pero, 1900 no fue bi-
siesto por no ser divisible por 400, pero si lo serd el afio 2000.
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3

TRANSFORMACIONES DE NUMERO DENOMINADO

DE TIEMPO A NO DENOMINADO Y VICEVERSA ,—

: o : Los ejemplos
que a continuacién se consideran nos ilustran claramente el procedi-
miento que se emplea para estas transformaciones.

CONJI

UNTO DE EJERCICIOS 3—1

A EJEMPLO ‘Tranaformar 5 a 4 me 7 d a dias,

Solucién: b X 12 — 60 me (1 a — 12 me)

60 me 4+ 4 me — 64 me
64x30:1,920d(1me—30d)

1920d + 7d — 1,927 d.
Luego: 6a4me7d— 1927d. Esla respuesta.

=

EJEMPLO

Solucidén:

2.— Transformar 1,240 h a numero denominado.

1240 | 24

040 51
J 16

51 |30_

, O sea: 1 me 21 d.
21 1

, osea: 51 d 16 h

Luego: 1,240 h — 1 me 21 d 16 h. Es la respuesta,
B Transformar:

1. 3a2mel2dad 5 1,268 d a nimero denominado
28S2D2Bad

6. 24,248 h a nimero denominado

56d4hamin 7. 3,240 me a nimero denominado
15 d 20 min 40 seg a seg 8. 6,820 seg a nimero denominado.
o—4. ADICION Y SUSTRACCION DE NUMERO DENOMI-

NADO DE TIEMPO.— Los ej i i
el . jemplos considerados en el Conjunto de
Ejercicios 8-2, nos ilustran claramente el procedimiento a seguir en

cada una de estas operaciones.

. L} CONJUNTO DE EJERCICIOS 3—2
A RJEMPLOL.— Sumar: 20 d 12 h 25 min + 12d 5 h + 18 d 20 h 40 min.
Solucidn:
20 d 12 h 256 min
12d 5§ h
+ 18 d 20 h 40 min

50 d 37 h 65 min.
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Transformaciones:
65 I 60
', osea: 1 h 5 min
5 1
3Th +1h—=238h
38 24
, osea: 1d14 h
14 1
50d 4+ 1d —=51d
51 | 30
, osea: 1 me 21 d.

21 i

Luego, la suma es 1 me 21 d 14 h 5 min.

EJEMPLO2.— Restar: 26 a 8 me 12d 4 h — 15 a 6 me 18 d 16 h.

Solucioén:
41 d
7 me 11 4 28 h
25 a8 me 12d 4 h
— 15 a6me 18d 16 h

10 a 1 me 23 d 12 h. Es la respuesta.

La observacién de estos ejemplos nos permite afirmar:

a) Para sumar nimeros denominados de tiempo se escriben en
columna las unidades de la misma denominacién, se suman dichas
unidades y luego se hacen las transformaciones necesarias en esta
suma. 0

b) Para restar nimeros denominados de tiempo, se escriben
en columna las unidades de la misma denominacién; luego se restan
dichas unidades empezandc por el orden inferior. Si algin sustraen-
do parcial es mayor que el de la unidad correspondiente del minuen-
do, se le agrega a este minuendo una unidad inmediata superior qui-
tada del minuendo parcial inmediato anterior.

B Efectuar:

1. 5a8mel5d + 3a6me25d
2. 8me6d12h + 28d 20 h 40 min
3. 5D6a3me + 3Dtme +2D2a6me
4. 20 b 15 min 40 seg + 16 h 50 min 30 seg + 40 min 40 seg
5 20a6mel5d -- 10a8me20d
18 h 10 min 12 seg -- 15 h 50 min 40 seg.

M s B

Po—
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3—5. MULTIPLICACION DE UN NUMERO DENOMINADO
DE TIEMPO POR UN NUMERO NATURAL.—  Se multiplica el ni-

mero natural por el nimero denominado y luego en este producto
se hacen las transformaciones.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 3—3

A EJEMPLO 1.— Multiplicar 12 h 15 min 20 seg X 5.

Solucién:

12 h 15 min 29 seg
X b

60 h 75 min 100 seg.

Transformaciones:
100 60
;, 0 sea: 1 min 40 seg
40 1

76%min + 1 min — 76 min

76| 60
1

16

, osea: 1h 16 min

60 h + 1h — 61h

61l24
, osea: 2d 13 h
13 2

Luego, el producto es: 2.d 13 h 16 min 40 seg.
B- Multiplicar:

L. 8mei16d2 h X 8

% B5me18d3h 40 min X 10

3. 8a20d x 12

4. 10 2 6 me 15 h X 20.

3—6. DIVISION DE UN NUMERO DENOMINADO DE TIEM-

_PO ENTRE UN NUMERO NATURAL.— El ejemplo siguiente nos
ilustra claramente el procedimiento que se emplea en esta operacion,

CONJUNTO DE EJERCICIOS 3—4

@A) EJEMPLO1.— Dividir 8 me 18 h 36 min =+ 5.
Solucién: Procedemos asi:




J
i
|
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a) Bmelﬁ d) 3h — 3 X 60 = 180 min

3 me 1 me 180 min + 36 min — 216 min

216 min | 5

= 3 X 30
b) 3 me X % & min

— 90 d
90 d 5
40 18 d E) 1 min — 1 X 60 — 60 seg

0 605eg|5

1 min

c) 18h |5 10 12 seg
et
sk 2h 0
Luego: EI cociente es 1 me 18 d 3 h 43 min 12 seg.
B Dividir:
. 8a7Tme?2d =5 3. 6D6abme = 8
2% emel5dldh = 4 4. 18D Ta24d =7

3—7. LONGITUD Y LATITUD.— Sabemos cllue latafqrmafde la
ti es8 la de una esfera no perfecta. Asimismo, la recta imaginaria
g::r ;asa por su centro y alrededor del cual gira se llama eje y los
extremos de esta recta sobre la superficie terrestre se denominan
Polo Norte y Polo Sur (Fig. 3-1).

En la tierra, la linea imaginaria que la rodea y que equidista de

los se llama ecuador, linea que divide al planeta en dos hemis-
}%sric?: : Norte y Sur; y las lineas imaginarias que pasan por los po-
los y cruzan al ecuador se denominan meridianos, donde el primer me-
ridiano o meridiano 0° es el meridiano de Greenwich (ciudad cei'ca
de Londres), que divide a la tierra en Hemisferio Oriental (Es e)

y Henﬂsferiop%ccidental (Oeste).

PN.go

Fig. 3-2

A)  EJEMPLO
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El grupo de lineas paralelas a la linea ecuatorial (Fig. 3-2) se
llaman paralelos de latitud o simplemente paralelos y el grupo de li-
neas que pasan por los polos se denominan meridianos de longitud
0 simplemente meridianos. Los paralelos se enumeran de 0° a 90°
desde el Ecuador a cada Polo tomados de 15° en 15° y los meridia-
nos se enumeran de 0° a 180°, también de 15° en 15°, tomando como
base el meridiano de Greenwich por acuerdo internacional.

A la distancia medida en grados desde un punto de la superficie
terrestre al ecuador se le llama latitud (latitud norte o latitud sur) y
la distancia medida en grados desde el meridiano de Greenwich y
un lugar de la tierra se llama longitud (longitud este o longitud oes-
te). Cualquier lugar de la tierra se localiza por medio de sus coorde-
nadas geogrificas que son su longitud y su latitud. Asi, por ejem-
plo: la ciudad de Bogot4 esta a 4°35’55” de latitud norte y 74°04/53.01”
de longitud oeste y la ciudad de México esta a 19°24’17.9” de latitud
norte y 99°11'41.1” de longitud oeste. Anotamos que en el globo
terrestre se pueden ver estas coordenadas aproximadamente tenien-
do en cuenta que los grados de latitud estin marcados en el meridia-
no de Greenwich y los grados de la longitud estin marcados en el
ecuador. ¢

3—8. RELACION ENTRE LA LONGITUD Y EL TIEMPO.—
La tierra da una vuelta completa en 24 horas alrededor de su eje
donde cada punto de su superficie describe una circunferencia. Co-
mo una circunferencia mide 360°, resulta que en una hora la tierra
recorre (gira) 360 = 24 = 15°- Por tanto:

15° de longitud equivale a 1 hora,

1° de longitud equivale a 4 minutos y

1’ de longitud equivale a 4 segundos.

Reciprocamente:

1 h equivale a 15° de longitud,
1 min equivale a 15 de longitud y
1 seg equivale a 15” de longitud.

De modo que:

. 2) La longitud se puede expresar en funcién del tiempo divi-
diendo Ia longitud dada entre 15.

. ..b) El tiempo se puede expresar en funcién de la longitud mul-
tiplicando el tiempo dado por 15,

CONJUNTO DE EJERCICIOS 3—5
1.— Expresar 115° 20© 30” de longitud en tiempo.

Solucién: 115° 20° 30”7 = 15
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j |

| ‘ 115 15 Expresar en longitud los tiempos siguientes:

[ ) . ) i

| o sea: T h con residuo de 10 5. 4 h 20 min 7. 2 h 45 min 15 seg

b
=
=3

6. 7 h 42 min 8. 6 h 12 min 18 seg.

1 10° — 10 < 60 — 600 gy e & iy
3—9. DIFERENCIA DE LONGITUD.— La diferencia de longi-

600" + 20r — 620 tud entre dos lugares de la tierra es la distancia que existe entre los
o v meridianos que pasan por dichos lugares, expresada en grados, mi-
4 = o sea: 41 min con residuo de 5’ nutos v segundos.
b 22 41 Para hqllar la diferen_cia de lengitud entre dos lugares, se res-
b tan las longitudes dadas si ambos estan al este o al oeste del primer
| B 4 5 % 60 — 3007 meridiano (Grqeljwlch) Y se suman si uno esta al este y el otro al oes-
! te de este meridiano; si la suma es mayor que 180°, dicha suma se
] 3007 4+ 307 — 2307 resta de 360°.
330 15 N i e . y
‘: \ e CONJUNTO DE EJERCICIOS 3—§
\‘ < — . - .
: dg 22 A EJEMPLO 1.— Hallar la diferencia de longitud entre Bogota (7494’ 53" Lon-
gitud Oeste) y Rio de Janeiro (43°10/227 Longitud Oeste).
; Luego: 115° 20 307 equivalen a 7 h 41 min 22 seg. Solucitr r
i - } | ) . . 730 647
I' EJEMPLO 2.— Expresar 5 h 20 min 38 seg en longitud. 5 T4° 42 by
Solucién: — 430 100 227

f 5h 20 min 38 seg
30° 54* 317, Es la respuesta.

|
! * 15
{l- EJEMPLO 2. — Hallar la diferencia de longitud entre Tokio (139° 45’ lon-
t 752 300/ 5707 : gitud este) y Nueva York (73° 58 417 longitud oeste).
|
If‘ _ Transformaciones: Solucidn:
| 139° 45
W 570 | 60 ‘ | + 78 58 417
3 , o sea: 9 307 s
1 30 9 ] 212° 103 417
{ 3000 + 9 — 309’ 1 213° 43’ 417

309 | 60 PREhe | 359° 5% 607
0 E H /

N - 213° 43’ 417
9 5

Ii ] ; 146° 16’ 197 Es la respuesta
75 4- 5 — 80° 4

B Hallar la diferencia de longitud entre:

" Luego: 5 h 20 min 38 seg equivalen a 80° 9 30”. ’
.",_ 1. H|°ng’-Kong de 114° 29¢ 197 longitud este y Roma de 12° 29’ 5” lon-
T . lg B Expresar en tiempo las longitudes siguientes: gitud este,
: L. ..84° 20 ) 700 18" 487 2. BOg?té de 74° 04 517 longitud oceste y Washington de 77° 03’ 06
| ! ] : longitud oceste.

3 2. 136° 45’ % 160° 500 247
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3- Paris de 2° 20 22" longitud este y Buenos Aires de 58° 15° 14” lon.
gitud oeste.

4. Londres de 5’ 43” longitud oeste y Barcelona de 2° 11’ 04 longitud
oeste.

México de 99° 11 41” longitud oeste y Tokio de 139° 45’ longitud este.

6. Barranquilla de 74°48 longitud oceste y Manila de 120° 57’ 247 lon-
gitud este.

3—10. LA HORA LEGAL Y LA LINEA INTERNACIONAL

DE LA FECHA.— Todos los lugares de la tierra que se encuentran
en un mismo meridiano tienen la misma hora internacional u hora
legal. Asi, por ejemplo, las ciudades de Bogota, Lima, Quito y Nue-
va York tienen la misma hora porque se encuentran en el mismo me-
ridiano T75¢.

o

Como la tierra gira de Oeste a Este, cuando en el meridiano de
Greenwich son las 12 del dia, en todos los lugares ubicadas en el me-
ridiano 15° de Longitud Oeste son las 11 a. m., porque falta una hora
para que este meridiano pase frente al sol; y en todos los lugares ubi-
cados en el meridiano 15° de Longitud Este es la 1 p. m. porque este
meridiano pasé hace una hora frente al sol. Asi, por ejemplo, cuan-
do en Bogota son las 12 m. (meridiano 75°), en San Salvador son las
11 a. m. (meridiano 90°) y en Buenos Aires es la 1 p. m. (meri-
diano 60°),

La linea que sigue el meridiano 180° atravesando el Océano Pa-
cifico de un Polo a otro con desviaciones sin pasar por ningéin Pais,
se denomina linea internacional de la fecha y da lugar al cambio de
fecha. Asi, cuando a un lado de la linea es domingo en el otro lado
es lunes.

3—11. HALLAR LA HORA DE UN LUGAR CON RELACION
A OTRO DADAS SUS LONGITUDES.— :
lugar conociendo la de otro, debemos considerar:

a) Si el lugar esta al este del otro dado, se suma a la hora da-
da la diferencia de tiempo entre dichos lugares.

b) 8i el lugar esti al oeste del otro dado, se resta a la hora
dada la diferencia de tiempo entre dichos lugares. )

CONJUNTO DE EJERCICIOS 3—7

A EJEMPLOIL.— i Qué hora es en Pekin (116° 23’ 45~ longitud este) cuand

en Moscu (37° 34’ 157 longitud este) son las 8 a. m.?

Solucidén: Diferencia de longitudes:

’ara hallar la hora de un
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1150 83
1169 23" 457
=BT 847 150

782 49" 307
Diferencia de tiempo:
789 49’ 30" - 15 — 5 h 15 min 18 seg
Hora: (Pekin esti al este de Moscii)

8h 4 5 h 15 min 18 seg — 13 h 15 min 18 seg
Respuesta.—En Pekin son las 13 h 15 min 18 seg del mismo dia.

B Resolver los problemas siguientes:

{ Qué hora es en México (99° 117 41* longitud oeste) cuando en Buenos
Aires (58° 15/ 14~ longitud oeste) son las 15 h? (México estd al
oeste de Buenos Aires).

¢ Qué hora es gn Lima (77° 03’ 00~ longitud oeste) cuando en Wash-
ington (77° 03’ 56 longitud oeste) son las 10 h? (Lima esti al este
de Washington).

Hallar la hora en Viena (116° 20’ 20" longitud este) cuando en Hong-
Keng (114° 10 197 longitud este) son las 18 h? (Viena estd al ceste
de Hong-Kong).

Hallar la hora en Manila (120° 57’ 24” longitud este) cuando en Ro-
ma (12° 2% 05” longitud este) son las 6 horas (Manila esti al este
de Roma)

5 Cuando en La Habana (829 20’ 54" longitud oeste) son las 12 horas,
i Gué hora es en Calcuta (88° 20 127 longitud este) ? (Caleuta esta
al este de La Habana).

Cuando en Londres (0° 05" 43" longitud oeste) son las 20 horas, ; qué
ho_ra es en Rio de Janeiro (43° 100 227 longitud oeste)? (Rio de Ja-
neiro esti al oeste de Londres)

i Qué hora es en Varsovia (21° 01/ 49~ longitud este) cuando en Ber-

lin (13c 29 longitud este) son las 10 horas? (Varsovia esti al este
de Berlin).

¢Qué hora es en Panama (79° 32 04” longitud oeste) cuando en Ma-

drid (3° 41/ 15~ longitud oeste) son las 15 horas? (Panama estd al
oesle de Madrid) .

iQué es un dia solar? ;Qué es un afio solar?
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2.
3.
1984, 2000 y 2100.
4. Transformar:
a) 5 a4 me 18 d a dias.
b) 12,124 h a niimero denominado.,
5.  Efectuar:
b) 15ad4me — 12aTme24d
¢) 6h 20 min 40 seg x 8
d) 15a8mei2d <« 3.
6.
ubicados en el Hemisferio Occidental.
7. (Qué entiende por latitud de un lugar?
8.
9.
10. Expresar 80° 40’ 15” de longitud de tiempo.
11. Expresar 5 h 36 min 20 seg en longitud.
12. Hallar la diferencia de longitud entre:
12¥ 23" longitud este. 3
13. iQué entiende por hora legal ?
14,
15.

¢En qué consistié la reforma gregoriana del calendario?

J

Determine cuiles de los afios siguientes son bisiestos: 1600, 1900, 1976,

a) 42abme20d + 1a7Tmel10d - 8me 24 d

Nombre cinco paises ubicades en el Hemisferio Oriental y otros cinco

(Cudl es la latitud y cudl la longitud geogrifica de Cali?

{Cuéntos grados recorre la tierra en 4 horas ?

2) Roma de 12° 29 5~ longitud este y ;I‘okio de 139° 45’ longitud este.
b) Medellin de 75¢ 34’ longitud oeste y Sidney (Australia) de 151°

i Qué entiende por hora internacional de la fecha?

¢ Qué hora es en Ottawa (Canada) (75° 427 59 longitud oeste) cuan-

do en Honoluld (1572 hi* 487 longitud oceste) son las 10 horas ?
CONJUNTO DE EJERCICIOS OPCIONAL 3—1

Cuando en Berlin (13° 22 longitud este) son las 12 horas, ;qué hora
es en Washington (77° 03" 56~ longitud ceste) ? i
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i Qué hora es en México (99° 11’ 417 longitud oeste) cuando en Lon-
dres (0° 05’ 43’ longitud oeste) son las 18 horas?

Cuando en Cali 76° 32’ longitud oeste) son las 19 h 46 min 53 seg
en Buenos Aires son las 21 horas. ; Cuil es la longitud de Buenos Aires?
Cuando en La Habana son las 2 h 30 min (82° 20/ 54 longitud oeste),
en El Cabo (Africa del Sur) son las 9 h 13 min 20 seg. ;Cuil es la
longitud de El Cabo?

Una persona viaja de San Francisco (112° 262 15” longitud oeste) a
Madrid (3° 41’ 15” longitud oeste). Con relacién a la hora de Madrid
isu reloj estard atrasado o adelantado y en qué tiempo ?

Un turista viaja de Bogotd (74° 04 517 longitud oeste) a Londres
(07 05 43” longitud oeste). ;Estari atrasado o adelantado su reloj
con relacién a la hora de Londres?
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POINCARE
(1854 — 1912)

Henri Poincaré fue un matems-
tico y filésofo francés. Pasé su in-
fancia -en un circulo de personas
interesadas en los estudios cienti-
ficos. Se distinguié por ser un ni-
fio precoz y de extraordinaria faci.
lidad para comprender las ideas.
Tuvo gran originalidad y profun-
didad de conceptos. Fue afectuoso
¥ amable, distraido hasta tal pun-
to de que se sividaba con frecuen.
cia si habia comido o no.

En 1871, al rendir su examen de
ingreso para seguir el Bachillera-
to de Ciencias, por poco es desa-
probado en un examen escrito de
Matematica, le valié la fama que
¥ya tenia como tal. Posteriormente
ingresé en la Politécnica en el pri-
mer puesto y después en la Escuela de Minas. Obtuvo la licenciatura en cien-
cias matematicas y el titulo de Ingeniero de Minas, encargindosele el mismo afio
la ensefianza de Andlisis Matematico en la Facultad de Ciencias de 1a Universi-
dad de Caen.

En 1879 se doctoré en Ciencias Matemiticas ¥ en 1851 fue llamado a la
Sorbona, primero como maestro de conferencias y después como profesor titular.

Sus miiltiples trabajos sobre Matematica, Fisica y Mecanica Celeste, cons-
tituyen joyas inestimables de la ciencia. Por Bu gran talento fue solicitado por
las. corporaciones cientificas maés importantes de Francia. Las principales Uni-
versidades de Europa le confirieron el titulo de Dortor Honoris Causa, Sus tra-
bajos, que se calculan en mas de 300, fueron publicados en las revistas cientifi-
ca8 mds importantes de Europa y traducidos a varios idiomas.

Poincaré hizo de la ciencia su verdadera religion y su estilo es un modelo
de precision y claridad,

* k %k

“Escriba un niimero de tres cifras distintas que no termine en cero; p
en tal forma que cada cifra sea igual a la anterior menos uno. Invierta el
den de las cifras del nimero, luego reste estos dos niimeros. La diferencia
198. (IPor qué?).

* k k%
La ciencia serd determinante o no serd ciencia,

HENRI POINCARE.

LA PROPORCIONALIDAD Y SUS APLICACIONES

4—1. RAZON GEOMETRICA.— Sean los conjuntos:

5952008

B =1 5 3 ’
= Fig. 4-1 =

Si comparamos estos conjuntos, pensamos en un tri2ngulo por
cada tres segmentos. Esta comparacién tiene un lenguaje especial

que se llama razén, en este caso decimos que “la raz'én del nimero
de tridngulos al de segmentos es de 1 a 3”. Estos ntmeros forman

el par ordenado (1,3) y podemos expresarlo asi: 1 : 2 o —

2

Esta razon — (fraccién), tiene otras equivalentes tales como: ;
3

3
(2 tridngulqs por cada 6 segmentos) — (3 tridngulos por cada 9
9

S€&mentos), etc.; es decir, la razén del nimero de tridngulos al ni-

1

Mero de segmentos es el nimero racional — y podemos escribir

asi:
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) 1
Cualquiera de estas fracciones indican la razén — ; a esta ra-

zon se le denomina razén geométrica.
_/a a
En general, si ——) €S un nimero racional, entonces(— expresa
b b
la razén geométrica de “a a b”.
Luego, podemos decir:
Razén geométrica es Ia comparacion de dos niimeros.
CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—1

i. Expresar como razén geométrica:

a) 2-a43 c) 0.25 a 0.75
1 3

b). — & — d) xay.
2 5

2. 8i por cada 2 pelotas hay 5 jugadores, escriba la razén geométrica corres.
pondiente.

-]

Juan tiene 12 afios ¥ su hermane Ricardo 18. i Cudl es la razén de sus
edades ?

4. La velocidad de un bus es 80 Km por hora ¥ la de un automévil es 100 Km
por hora. ;Cuil es la razén de estas velocidades 7

5. En un baile hay 24 personas de las cuales 10 son damas:

a) ;Cudl es la razén geométrica del nimero de damas y el total de per-
sonias ?

b) ;Cuél es la razén geométrica del nimero de caballeros y el total de
personas ?

¢) ;Cuil es la razén geométrica entre el nimero de damas y el de caba-

lleros ?

6. Escriba en cada caso un conjunto de fracciones equivalentes a:

1 3 5
a) — b) — ) — d) 4.
2 5 4
) 1 2 3
4—2. PROPORCION GEOMETRICA" — Sea e—, — , .
are 4 6
4 4
— ... pun conjunto de fracciones equivalentes.
8

Puesto que este conjunto de fracciones equivalentes expresa la

1
misma razon — , podemos escribir:
2

1 2 2 3 3 4
T S e e L e SRl S
2 4 4 6 6 8

Cada una de estas igualdades se denomina proporcion geométrica.
Luego, podemos decir:
Proporcion geométrica es la igualdad de dos razones geométricas.

a (5
En general, en la proporcién — — __ (se lee “a es a b como

ces ad”), los términos a y d se llaman extremos y los términos b y
¢ se llaman medios. Ademas, a ¥ ¢ se denominan antecedentes y I
y d se denominan consgcuentes,

Conviene advertir que solamente dos fracciones equivalentes de-
terminan una proporcién geométrica.
4—3. PROPIEDADES DE LAS PROPORCIONES GEOMETRI-
\S.—Tenemos:
a) En toda proporcién geométrica el producto de los extremos
es igual al producto de los medios.

a c

Sea la proporeion — =— —,
b d

Multiplicando ambos miembros por b X d, resulta:
a c
— X bXd=—Xbxd
d
axXxd=c¢ X b.
Esta propiedad cominmente se llama propiedad fundamental.

Ejemplos:
4 8

1. En — = — tenemos: 4 X 10 — 8 X 5.
5 10
=5 -6

2. En — = — tenemos;: -8 X 14 = -6 x 7.
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1 3 a c
— —— En general, dado — — — se tiene:
2 6 1 15 3 5} b d
3 gk e tenemoes: @ — X —— — X
5 15 2 24 6 8 b.c b.c
e — == 6 d =
8 24 d a
0.2 1 Luego emos decir:
4. En — — tenemos: 0.2 X 50 = 1 X 10. €0, pod

10 50
NOTA IMPORTANTE.— Si en una proporcién geométrica se cambian de

lugar los términos medios entre si o los términos extremos, se obtiene otra pro-

poreién. Asi, dado , tenemos:

I

Il

, pues 3 X 8 — 4 X 6 vy

Il

w| o o|w x| o

pues B8 X 3 — 6 X 4.

| o o | eo & | e

Asimismo se pueden cambiar de lugar los antecedentes entre si o los
consecuentes y siempre se obtiene una proporecién. Por tal razén, una misma
proporcion se puede escribir de 8 maneras distintas.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—2

6 3
A EJEMPLO1.— Hallar el valor de n en — — —.
8 n

Solucién: 6 . n — 3 x 8 propiedad fundamental.

6 . n 3 x 8 -
= (Dividiendo entre 6)
6 6

3 % 8

6
n — 4. Es la respuesta.
Comprobacién: Sustituyendo el valor de n en la proporcién dada se tiene:

6 3

— =— —, pues 6 X 4 — 3 x 8.
8 4

En toda proporcion geométrica, un extremo es igual al producto
de los medios dividido entre el otro extremo.

10 12
Hallar el valor de x en — — —.
X 6
Solucion: 12 . x = 10 X 6
12 . x 10 X 6
12 12
: 10 x 6
X = ——

12
x — 5. Es la respuesta.
¢
—, se tiene:
d
a.d a.d

Luego, podemos decir:

En toda proporcion geométrica, un medio es igual al producto
de los extremos dividido entre el otro medio.

X 2.5
Hallar el valor de x en — — —

Solucién : x
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CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—3

4 8 9 6
b Eei . == — a b
12 - ¢ = A EJEMPLO1l.— Dades — — — y a + b — 20, hallar los valores de a
x 16 20 ~10 2 3
2. — = — g — = — y de b.
b3 10 -10 x
Solucidn: Valor de a:
10 X 0.36 1.2
3. == — — a + b a
4 2 9. 1.9 R x _ — (Propiedad)
i 2+3 2
9 12 =
4 — = — _5_ ! 20 a
= = — — —  (Sustitucién)
4
5 10 § $ 5 2
-.4 2 . _ = S
T - x 20 x 2
e e a— —— — 8.
x 7 3 :
« p
6 —5- — _X— Valor de b:
3 3 b—=20 — 8 — 12
; Respuesta.—Los valores de a y de b son 8 y 12 respectivamente.
i6 i i : EJEMPLO 2.— imeros est lacién de 12 a 9. Si la diferenci
b) En toda proporcién geométrica la suma o diferencia de los Dos niimeros estin en la re acién de 12 a 9. § ncia
aniecedentes es a la suma o diferencia de¢ los consecuentes como un de dichos numeros es 4, jcuiles son estos ntmeros?
antecedente es a su respectivo consecuer:te. : Solucién: Sean los niimeros x, y.
2 c : Su diferencia: x — y — 4
Dado — = — , tenemos: ‘
b d Tenemos:
X 12 X y
a + ¢ a AR a 8) — = — = — — — (Permutando los medios)
— 6 . S y 9 12 9
b + d b b — d b X — ¥y X
— —  (Propiedad)
- ] 3 6 12-9 12
Asi, por ejemplo,_.dado — = — tenemos: ;
5 10 4 X
3 + 6 3 9 3 3 12
1. —— = —, dedonde — =
5+ 10 5 15 5
3 — 6 3 -3 3
2. —— = —, de donde — = — .
5—10 b -5 5
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16 12 4—4. CONJUNTO DE RAZONES EQUIVALENTES.— Sea por
vy 9 . : » : 1
ejemplo un conjunfo de fracciones equivalentes a| — |:
16 x 9 2
y= = 12. 1 2 3 4
12 Yo R
Respuesta.—Los nimeros son 16 y 12. s 4 % B
: 1 % 3 4
B Hallar los valores de x, y, en: De aqui, podemos escribir: — = — = — = — =
2 4 6 8
X y . J P
S el %y =8 Para un conjunto de razones equivalentes tenemos la siguiente
6 10 fes. propiedad:
¢ 2 En un conjunto de razones equivalentes, la suma de los antece-
e RN e dentes es a la suma de los consecuentes como un antecedente es a su
y 6 prd respectivo consecuente.
1 2 3
x y Asi, por ejemplo, en — = — — — tenemos:
— = —, 8i x —y =15 ; 2 4 6
8 2
Ly e e 1
X s —
—_ = —, 8 X —y =2 24 4 + 6 2
3
r 6 1
6 4 De donde: — = — , porque 6 x 2 = 12 x 1.
— = —, 8l x 4+ y =20 : 12 2
La L X y
a g ag An
11 7 En general, dado — = — = — = ... = — , tenemos:
colu 6. —=—, si y — x—8 b; b bs ba
i X
. lsllll];; ¥ 3 : al+ao,+a.a+...+angi
7. La razén de dos nimeros es — y su suma es 25. Hallar los nimero bi + b+ bs+ ... 4+ ba bs
en 3 o P
dl(’h | NYUINIU DR BRJERUIVIUD 8—4
do Dos nimeros son entre sf como 4 es a 3. Si su diferencia es 3, jcud
do, les son estos nimeros? A Las edades de 3 hermanos suman 40 anos. Si dichas edades
tads  La edad de un hijo y la de su padre estén en la relacién de 1 a 8 s i AT e mimer 102 el
; b : mente. ;Cuantos afios tiene cada uno?
- Si ambas edades suman 60 afios, Jqué edad tiene cada uno?
i - . : Solucién :
Y~ La diferencia de las calificaciones de matemética de Rosa y Luisa on Sean las edades x, y, z.
4 X 4+ v + z — 40 (Suma de las edades)
2 y la razén — . ;Cudl es la nota de cada una? Tenemos:
3
X ¥y Z
. 2 - & 5




[y
112.; Fr 7 Epenil 132 MAXIMO DE LA CRUZ SOLORZANO TATRMATION MoDEiga | 0 s
X 4+ y 4oz % 4—5. PROPORC!ONALIDAD D[RECTA.— Supongamos que un
o w - = — (Propiedad) vehiculo se mueve a unga velocidad constante de 100 Km por hor‘?.
2+ 345 2 Naturalmente habra una correspondencia entre e] tiempo transcurri-
do desde el instante de la partida y la distancia recorrida, tal como
40 x A nos lo ilustra la tabla siguiente:
— = — ( ustitucién)
B Tiempo (h) P21 8 e Fael dks
e | Distancia (Km) | 100 | 200 | 300 | 200 500 | ... [d
- Observamos que si el tiempo se duplica, triplica, etc., también
0 y la distancia se duplica, triplica, etc., correspondencia que podemos
— == expresarla asi:
10 3
4 1 — 100
0x3
e — = 12, 20— L 900
at 3 — . 300
o 5 J t —— 4,
0 5 s
g Si:ti,te,ts, ... son las unidades de tiempo tra,n:_-:curridas i
£l 0. T di, do, ds, ... las distancias recorridas, podemos escribir:
Respuesta.—Ticnen 8 12 Yy 20 afios. A= e B } ¥

B hde de iy

B 1. Hallap los valores de X, ¥, z, en:

La «
5 4 2 Este fenémeno nos permite establecer una funcién de A en B,
a)—:—:-—.5ix+y+z:24 0 seqg:
colu 6 2 8 -
i 084 .. % f:A —— B, definida por f(t) — g,
sum ]
b e o = —— »> . - - - .
) Tl T oLy R R S R es decir, “Ia Imagen del tiempo t es ]a distancia d” 0 sea:t — _, d
en c - o . 1y J ) .
i S N 5 : . n esta funcién, si se multiplica el tiempo t por un numero k. la
dich ¢ Tres niimeros tuya suma es 21 estdn en la relacién con log nimeros : . 2 = Hry e
do 4, 8 y 16. Hallar los niimeros. g?%ﬂclak correspondiente d también queda multiplicada por diche
do, . ) . 0 K, 0 sea:
tada % La suma de Jos tres dngulos de un tridngulo es 1800, Hallar ]a medi-
da de eada dngulo si guardan relacién con log nimeros 1, 2 ¥ 8. kt —— kd.
B ) La suma de tres nimeros es 42. El primero con e segundo estan e De donde: f(kt) = kd.
relacién con 5 Y 9 respectivamente ¥ suman 28. Hallar jos nimero :
Pero como f(t) = d, sustituyendo resulta:
La suma de tres nimeros es 24. La relacién de Primero con el segund
4 f(kt) = kf(t).

€8 — ¥ su diferencia es 2. Hallar log niimeros.

3 Esta igualdad tiene validez, siempre que t ¢ A y kte A
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Asi, en nuestro ejemplo, si f(1) — 100, tenemos: PROPORCIONALIDAD INVERSA.— Supongamos que un

mavil a una velocidad de 20 Km por hora emplea 12 horas para tl"t‘-,
correr una distancia fija. Habra, pues una correspon@enmad_extl T¢
la velocidad y el tiempo transcurrido para recorrer la misma distan-
cia, tal como nos lo muestra la tabla siguiente:

£2 X 1) = 2 X 100 = 2f(1)
f(3 X 1) =3 X 100 = 3£(1)

f(4 X 1) =4 x 100 = 4¢(1) ‘Velocidad (Km/h) | 20|40 |60 {80 |... v

Tiempo (h) 1 e SR 5T S R R o

Esto nos permite afirmar que la funcién f es una proporciona- 'amos que si la velocidad se duplica, triplica, etec., el tiem-
lidad directa del conjunto A en el conjunto B. po es(.) ?:egiaf;é), 13. tercera parte, etc., correspondencia que podemos

Luego, podemos decir: expresarla asi:

20 —— 12

40 —— 6

EEl e S =

f:A—>5 B es una proporcionalidad. direc
escribir la razén de dos unidades de tiempo y dos distan

t

ta, . podemos
cias:

60 ——

¢ . —— 3

€
.

1 d; 100 1
e . SN s Ry
2 2 * =i = Si W, vs, vs, ... son las velocidades y ti, t, ts, ... los tiem-
t d, pos, podemos escribir:
De donde: —_—
te ds A"_—{Vl,V2,V3,...} y
La ¢ — S
Por esta razén afirmamos que los tiempos transcurridos son di- . B=(t tt }
i rectamente proporcionales a las distancias recorridas. Este fenémeno nos permite establecer una funcién de A en B,
colus :
unid | Algqnos otros ejemplos de proporcionalidad directa son: (Plan-j§ ° S€a:
sum; tee un ejemplo numérico en cada caso) £f:A > B, definida por f(v) = t,
: n p . . . : ” ;
en ol 1. El nimero de objetos (n) y el precio (p): : =3 ey es decir, “la imagen de la velocidad v es el tiempo t”, o sea:v — t.
ichi" | e . -
g:; p % = Si en esta funcién se multiplica la velocidad v por un niimero k,
do, = ; : t g el tiempo correspondiente t queda dividido entre dicho nimero k, o sea:
taéa:l‘ i 2. El tiempo de trabajo (t) y la ganancia () e
| te g2 1
B K ‘-i A ) n; u; kv .: s
1 ‘ 3. EI numero de trabajadores (n) y la unidad —_ —
y de trabajo (u) realizada; Ilp Uz 1
Vi & De donde: f(kv) = — . t.
4. La velocidad (v) y el espacio (e) si el tiem- — = k

Po no varia: Pero como f(v) = t, sustituyendo resulta:




f‘w‘r ,3-'._.-}" 136 MAXIMO DE LA CRUZ SOLORZANO MATEMATICA MODERNA II 137
112 | ¥ ——
;' £k 1 1. El nimero de obreros (n) y el tiempo (t) n, tz
V) = — | f(v). empleado para efectuar una obra (con la = —
it teuats k misma rapidez y habilidad) Tie t:
sta i i : .
en nuestrogg?emaéotlesnie ‘F}‘légez Slempre que veA y kveA. As 2. El nimero (n) de litros por minuto que ny ta
2 )} =02 tenemos: vierte el grifo de un tanque de agua y el e S L
1 tiempo (t) que tarda en llenarlo: Ng ty
12 X 20) = — x 12 = 2
‘ =g = e CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—5
£ 1 1 Dado f : A —— 5 B para A — {1, 2, 3, 4}, forme en cada caso la ta-
(8 X 20) = ?3— X 12 = — £(20) bla’ de valores y diga si se trata de una proporcionalidad directa o inversa
3 y por qué:
1 1 1. 'Si 1 metro de tela cuesta 50 pesos.
f(4><20)=-_><12=__f(20) o =
4 4 2. Si 1 obrerc gana 120 pesos diarios.
ete. 3. Si en 1 hora un mévil recorre una distancia fija a una velocidad de
120 Km/h.
P .. Esto nos permite afj s ; ; . . :
] lidad inversa de] conjuntorrgagnqgle éﬂ-nﬁﬂgcgjorlla.f €S una proporcions 4. Si 1 obrero ejecuta una obra en 12 dias.
I Luego, podemos decir: REGLA DE TRES
% Dados dos conjuntos A y B, donde 0 A Iaf: A 4—7. REGLA DE TRES SIMPLE.— Existen ciertos problemas
una proporcionalidad inversa s para cada nimero i donde intervienen dos variables, obteniéndose asi una funcién que
X € A es una proporcionalidad directa simple o una proporcionalidad inver-
B < 4 ; 1 sa simple llamada regla de tres simple.
€ se verifi — ! .
i o ) lca f(kx) = — f(x). . Cuando el problema nos plantea una proporcionalidad directa
31lmple, tenemos una regla de tres simple directa; si el problema ngs
Si £f:A—, B es un . : . Dlantea una proporcionalidad inversa simple, tenemos una regla de
col;(:ir de-dos velocidades y dos tiempo: Sgg‘;ﬂ?ﬁsﬁfﬁf_.m"e’ s3, la razofg tres simple inversa.
unid: :
sums CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—6
Vi 20 1
= Vo == 40 = _2_— ¥ A EJEMPLO1.— En una hora un automévil recorre 120 Km. ;Cuéintos kilé-
dichz 1
do P t _ 6 . 1 metros recorrerd en 5 — horas si la velocidad es constante?
do, s t, =3 z 4
2:158 1 12 2
tada . " Solucién: Esquema:
B E De donde: =Y e h Km
1 i t 1 120
2 Por esta razén afirmamos que 14 : . A
34 proporcionales a los tiempos trgn:clua:ri‘(;zgmdades L verandy 2 :
4 ’ P i -
i Algunags otros ejem : i ) Analisis: Sienl h recorre 120 Km, en mas horas (5:25 h.)
Z tee en cada caso unJ ejgfglodgurgl%glgg;onahdad R ;:jio?r::tamu % e e
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Tenemos: Solucién: Esquema:
f(kx) = kf(x) homb. d
f(1) = 120 6 20
£(5.25) — 7 10 3
5.25 5.25 Analisis: Si 6 hombres hacen la obra en 20 dias, mas hom-
Luego: f£(5.25) — f|._—_ X 1] = —— (1) bres (10 homb.) lo haridn en menos dias. Es una
¥ 1 proporcionalidad inversa.
= 5.25 X 120 — 630. .
5 Tenemos: f(kx) = — f(x)
(Obsérvese que 5.25 se ha multiplicado por 120 k
que es f (1) y dividido por 1).
f(6) — 20
Respuesta.—Recorrerd 630 Km, fobe=
Sy f(10) = ?
EJEMPLO La capacidad de un tanque de agua es 6,300 litros y el de- 10 6
sagie la desaloja en 45 minutos. Estando lleno el tan
Mg : . gue, : f(1 — 6= — f(6
icuantos litros de agua quedan después de 30 minutos de R ) 6 | 10 e
funcionamiento del desagiie ? g
Solucidn: Es: : G
quema = — X 20 — 12.
l min 10
6,300 45 10 6
? (Obsérvese que se ha escrito el inverso de — o sea — ).
- - 30 6 10
Andlisis: Si en 45 min el desagiie desaloja 6,300 [, en il Respuesta.—Lo haran en 12 dias.
nos minutos (30 min) desalojard menos litros. Es iy . : g
una proporcionalidad directa. EJEMPLO4.— Una expedicién de 15 hombres tiene viveres para 24 dias
T Si se quiere gque los viveres duren 6 dias més, ;a cuantos
Fhenion: f(kx) = kf(x) hombres habra que reducir la expedicién?
(45) = 6,300 Solucion: Esquema:
(80— 9
homb. d
30 30
Luego: £(30) == 45) — — f(45) S 2
45 45 ? 30
30 . e . : S :
ek 6,300 4 Anélisis: Si para 24 dias tienen viveres 15 hombres, para
2 X 6, = 4,200. méas dias (30 dias) deberin ser menos hombres,
45 ; ; :
Es una proporcionalidad inversa
6,300 L — 4,200 I — 2,100 Jitros: i
Respuesta.—En e] tanque quedan 2,100 ¢, Tenemos: fkx) = — f(x)
EJEMPLOS. — k
s Si € hombres hacen una obra en 20 di :
. 1as, jen cuéntos dias
hardn 10 hombres t a i = : f(24) — 15
habilidad ? otra obra igual con la misma vapidez (24)

£(30)

4




112

La ol

col_urr.
unida
suma

en co
dicha:
do pa

do, se

tada

(=T U T

e s
rr\ ¢:|\|
1

2

MATEMATICA MODERNA II 141
140 MAXIMO DE LA CRUZ SOLORZANO
30 24 4—8. REGLA DE TRES COMPUESTA.— Una regla de 'prf)? es
i i tres o mas variables.
: & i uesta cuando en el problema intervienen : ;
e nE 24 s s 30 wis inpestos problemas, la proporcionalidad directa o proporcionalidad
versa estudiadas son proporcionalidades parciales de otra denomi-
24 nda proporcionalidad compuesta.
= 5 St Determinemos a continuacién unas férmulas anél_oga_s’ deducidas
pra las proporcionalidades directa e inversa, cuya aplicacién nos per-
Respuesta.—La expedicién habri que reducirla a 12 hombres, pitird resolver los problemas de regla de tres compuesta.
Resolver: Sabemos que: f(kx) = kf(x) (Propore. directa simple) y
1. 8i 5 m de tela cuestan $ 300, jcuanto costardn 24 m de la misma tela| f(kx) = i f(x) (Proporc. inversa. simple).
2. El transporte de un baquete de libros cuesta $ 48.20. i Cuénto co k
o 1 b = . 8 -
tara el transporte de 60 Paquetes iguales? Ahora, cuando la proporcionalidad es compuesta, podemos es
3. Si 8 obreros hacen una obra en 30 dias, jen cuéntos dias harén I ribir:
obreros otra obra igual con la misma rapidez y habilidad? 2) £k e s i ki) — (k;,_kz, civy B EXE Kokttt
4. Trabajando 8 horas diarias una cuadrilla de obreros hace una obilh. .. proporcionalidad compuesta directa.
en 20 dias. ;En ecuintos dias hari otra obra igual trabajando 4 1 1 1
horas diarias? — (%1, %0 ...,
b) ki SRR e
5. Si 50 docenas de naranjas se compran por $ 510. ;Qué vale el cientq ki ke . n
6.  La chimenea del edificio de una fabrica tiene 20 m de longitud y P Es una porporcionalidad compuesta inversa.
yecta una sombra de 30 m. Si la sombra proyectada por el edifiei - x : rvienen propor-
en ese instante es 12 m, ;qué altura tiene el edificio? Cuando en una proporcionalidad compuesta inte -ionalida}t)i c]om_
lonalidades directas e inversas, se denomina propore
7. Un constructor que dispone de 30 obreros se compromete hacer puesta mixta.
obra en 4 meses; POT razones varias, la obra deberi concluirse en 1 =, st e e
dias. ;Cuantos obreros mAas serdn necesarios? CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—7
8. Leyendo una novela 30 minutos diarios puede concluirse en 18 dia Si 5 obreros trabajando 8 horas diarias hacen B2 obra
Si se quiere terminar en 12 dias la leetura de dicha novela, ;cuént en 15 dias, jen cuantos dias harin otra otlara ;gual. 10
minutos habri que leer diariamente? obreros trabajando 6 horas diarias con la misma rapidez
il ‘ otk
9% Un depésito de agua cuya capacidad es 5,000 litros es desalojado p y habilidad?
un desagi.u-e en una hm_ra. ¢ Cuéntos Ii.tros menos tuvo el depésito Solucién: Esquema:
fue desalojado en 45 minutos por el mismo desagiie? d
Ob. h/d
10.  Los tripulantes de una lancha tienen agua para’3 dias a razén de |
litros diarios, Sj por el mal tiempo presentado deben pPermanecer 5 8 15
dias mas mar adentro, ;a cuantos litros habri que reducir la ra clf 10 6 ?
diaria? > .
. ERaion l namero de obreros y el ntimero
11 Cinco exploradores tienen viveres para 45 dias. Sj desisten partir Analisis: E:ng:zsezuinz proporcionalidad inversa; y, las
de ellos, ;para cuidntos diag tendran viveres Jlos demas? . horas diarias y el niimero de dias también es una
5 1 proporcionalidad inversa.
12. Un mévil tarda 3 horas €n recorrer — de la distancia que hay en 1 1
) Tenemos: fkixy, kX)) = — . —. £(x;, %)
dos pueblos. ;Cuinto tiempo tardard en recorrer la distancia tots 5
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Luego:
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£(5,8) = 15 (Tiempo en dias)

£(10, 6)

£(10,6)

Respuesta.— 1o harén en 10 dias,

Obsérvese que para obtener f

mentos de £(10,6) ge
de los elementos de f(5

10

ha multiplicado
»8).

10

5

Ademas,

6

escrito los inversog de — y —

EJEMPLC

b

horas,

se desplaza a 80

Solucién: Esquema:

Tenemos:

Un mévil que se des

8

¢ Cuanto tje

La \_relom:da.d con respecto al tiempo es una I
Porcionalidad inversa ¥ la distancia con r

al tiempo es una Proporcionalidad directa,

T (kyx, kyx,
f (60, 480) —
f (80, 300)

— T

10
=
5

5
= =
10

5

== X — % 1b.— 10

1P 6 Seis obreros trabajando 8 horas diarias hacen 12 m de un
muro en 15 dias, ;En cuintos dias harin 10 obreros 20 m
del mismo muro trabajando 6 horas diarias?
$ Solucion: Esquema:
X 5 — X 8/, cada uno de log
8

¥ dividido respectivamente por cada
como la Proporcionalidad es inversa, se

plaza a 60 Km/h Tecorre 480 Km |
mpoe empleard para recorrer 300 K
T

1

) = —

1

'
o0

=17

10 6 20
Luego: £(10, 6, 20) = f{— X 6, — X 8, — X 12]
6 8 12
6 8 20
-kg.f{»x,,x,z) = — X — X — . £(6, 8, 12)
10 6 12
6 8 20
= —'X — X — X 15 — 20.
10 6 12

B0 300 \
Luego: f (80,300)) — f| — x 60, — X 480}
U 480
6 60 300
X&—XB) = — X —— . f (60, 480}
8 80 480

8 60 300

— . 1(5,8) T e B
6 80 480

8

Respuesta.—Empleard 3,75 h.

Ob. wd |'m d
6 8 12 15
10 6 20 1

Anélisis: El nimero de obreros y el nimero de dias es una
proporcionalidad inversa; las horas diarias y el ni-
mero de dias es una proporcionalidad inversa; y
el nimero de metros y el niimero de dias es una
proporcionalidad directa.

Tenemos: fk;x;, koXs, kgxy) —

1 1

= ks . f(x-ls X2, xa)

k, ks

f(6, 8, 12) — 15 (Tiempo en dias)
f(10, 6, 20) — ?

Reﬂpuesta.-—Lo harin en 20 dias.
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-B Resolver los problemas siguientes:

e Cuatro hombres han construido
¢ Cuiantos metros de la misma o
bajando con la misma rapidez ¥ habilidad ?

£ 2. 8i 5 obreros hacen una obra en 13 dias trabajando 8 horas diari
4 1 s 1R ien cuantos dias harian dicha obra 8 obreros trabajando 6 horas dia
' vias con la misma rapidez y habilidag?
e .
3.

Doce hombres tardan 10 dias en €avar una zanja de 2 m de profu
didad.  ; Cuantos hombres serian necesarios
semejante de 3 m de profundidad en 2¢ dias?

]
4 Una familia de 5 personas s

EH B el na y pagé ¢ 3,150.

i tuvo alojada en [a misma pensién durante dos semanas ?

| Ciento veinte soldados tienen
i raciones diarias, i Para cuant

{451 pvared en 10 dias, ¢ Cuidntos hombres serian necesarios si se quien
i construir 20 m de dicha pared en 5 dias trabajando 10 horas diarias

Ocho obreros cavan una zanja de 24 m de |

fr il m de profundidad en 12 dias. ; Cuantos obreros con la msma rapide;
‘ ¥ habilidad seriap Necesarios para ecavar otra zanja de 18 m de la g
or g Por 3 m de ancho ¥ 4 m de profundidad en 8 dias?
B

argo por 2 m de ancho s

Un mecanico que trabaja 7 horas diarias recibe

$ 2,800 por una obra
¢Cuanto recibirs si trabajando 2 horas diarias

menos se retira des
3

pués de trabajar solamente las — partes de otra obra igual ?

4—9, REPARTO PROPORCIONAL— Debemos considerar:

a) Reparto pProporcional directo. —

e Analicemos el problema s
Zuiente:

Juan, Pedro ¥ Ricardo emprenden un negocig a
tales siguientes: Jjuan $ 100,000
Si después de un afio obtienen
le corresponde 1 cada uno?

portando los ca D1
, Pedro $ 200,000 y Ricardo $ 300,000
una ganancia de $ 180,000, ; cuant

Naturalmente_, a cada socio Je corresponde diferente gananci
Ya que aportan diferentes capitales, es decir, 1
en partes directamente i

lidad directa). A este tipe de problemas Se le d
porcional directo, Asi, tenemos:

== ..:__.7‘_-—_97_:-——‘-..._“:'

-t B =

40 metros de una pared en 24 diag
bra haran g hombres en 18 dias t 3

para cavar otra zan)y

e alojé en una pensién durante una semg
¢ Cuidnto pagé otra familia de 8 Personas que eg

145
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g 100,000 + § 200,000 + § 300,000 = $ 600,000
£(600,000) = 180,000

£(100,000) = ?

£(200,000) = ?

£(300,000) = ?

3 =1 X 600,000 =
Luego: f£(100,000) o0
100,000
e H(60D.000) =
000 600,000
——1&-—- X 180,000 = 80,000
600,000 g P
) e N e A ==
g 600,000
200,000
——— £(600,000) =
600,000
200,000
X 180,000 = 60,000
00,000
‘ 300,000 .
: ==l f i S ; o=
Luego: £(300,000) 50,660
300,000 :
——0— £(600,000) =
600,000
0,000 -
———-—-—30 180,000 = 90,000
600,000

0,000, a Pedro § 60,000 y
R ta.—A Juan le corresponde § 30,000,
e a Ricardo § 90,000.

En general, si N es un niimero aue se reparte directamente en-
’
tre a, b, ¢, tenemos:

S = a b e

f(S) = N
f(a) = 2
f(b) = ?
flc)y =¥

;
[
!
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Luego:  f@a) = ¢ @ x s) E
- =

b
(s )“‘s‘f‘s’—

¢ ¢
Hoh =t gl e
S

EJEMPLO 1

MAXIMO pg LA CRUZ SOLORZANO

m|
g
Z
Il

=

S

CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—§

;\’.el;;a.rnr 360 en partes directamente Proporcionale
Solucion : Tenemos: S =8 1+ 10 + 18 — 98
£(36) — 360
f(B) — 2
T(I0N = (o
£(IB) =y
8
Luego: B X 360 — 8o
36
10
£(10) — — « 380 = 100
36
i8
f(18) — _ X 360 — 180
36

Respuesta.— 4 8,

EJEMPLO 2 _
-— Repartir 183 €n partes directamente Proporcionales a 0, g
1
y 3 —
2
- 6
Solucién ; Tenemos: 056 == E
10 5
7
e
2 2
3 « 2 7 6
+ 20 5
SVt % e ity + 3 61
5 1 =

10 y 18 le corresponden 80,

X
2z

ml"mlc' w|
X X
Z 2

s a §,

147
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61

4 Sl ==
10

(3

fl — |= 17
5

£(2) = ?

3
3 b 30
Luego: fl — |= — X 183 — —— X 183 — 18

5 61+ 306
10
2 20
f(2) = — X 183 — — X 183 — 60
61 61
10
¥

7 2 70
fl — |]=— X 183 = —— > 183 — 105.

2 61 122
10
1 ‘ :
Respuesta.—A 0.6, 2 y 3 — le corresponden 18, 60 y 105 respectivamente.
2

Repartir en partes directamente proporcionales:

1 2 5
200 entre 4, 7y 9 108 entre — , — y —
2 3 6
: 2 5
1500 entre 8, 10 y 12 % 84 entre — , — y 0.25
3 6
1 2 o ? -
2K rothe L g o 5,600 entre 0.8 , ;; y 3

2 4
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b) Reparto proporcional inverso.— Sea N un niimero que se € .
1 1 1 1r f (a)— 105
parte inversamente entre a, b, ¢, siendo — , — y — los inversos
a b e
de a, b y ¢ respectivamente.
1 1 i
Tenemos: § — — + — + —
a b c
£(S) = N
1
T
a
1
o L el YR
b
S
1
if] [
c
) {
i — X — X 106 — 25
Y - T 6
15 o8 1 a 1 1 1
a 0 Luego: f| — |= il KIS — () =—X—X N Respuesta—A 3, 5 y 6 le corresponden 50, 30 y 25, respectivamente
) a S S.a S :
columr EJEMPLO 2.— - : 5
inida _1_ Repartir 67 en partes inversamente proporcionales a —
suma_ 1 b 1 35,1 3 :
b fl —]|=f\—XS8 —.:.-—-f(S):-—X—XN Do 76
en col b S o S b 1
dicha; 1
do pa 1 Solucién: Tenemos: D= ns
do, se J— 4 =
tada 1 c 1 1 1
== — . o Se— f(S):—)(—XN.
B Ef _ c S S.c S c
o CONJUNTO DE EJERC ' )
2' ‘\
3.4 A EJEMPLO 1. — Repartir 105 en partes inversamente proporcionales a 3, 5
4 ‘
| g 6.
5.4 3
L. 6. | 1 1 1 10 +6+5 21
Solucién: Tenemos: S = — + — 4+ — = T =
3 5 6 30 30 .
S
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6 )
fl —|= 1
6
(4 )
fl— |="?
9
4
f|l— |=?
2
6 45 6 A
Luego: f-—:—-—){-—XG"l-—27
5 134 5 g

4 45 S
f______.___)(—X67_—'._30.
3 134 3

5 il }
Respuesta.—A — , 2 —y 0.75 le corresponden 27, 10 y 30 respectivamente.

6 4

% Repartir en partes inversamente proporcionales:

5
.16, — ¥y b
1. 84 entre 3,4y8 4. 220 entre 0.75 ; y
: 1 1
5 10 5. 36.1 entre —, — ¥ —
2. 420 entre 5, 6 ¥ ‘ E e
2
3 58 entre — , 0.5 ¥ 3 6. 245.3 entre 4, 8 y 12.
' 5

4—10. REGLA DE COMPANIA.—La regla de compaiiia o de
sociedad tiene por objeto repartir la ganancia o pérdida de una com-
paiia entre los socios que la forman. Desde lu.ego, este reparmm_leu-
to esta en funcién del capital aportado y el tiempo que dura dicha
aportacion.
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Los problemas de regla de compaifiia son problemas de reparto
proporcional directo y pueden ser simples o compuestos.

a) Regla de compaiiia simple.— Una regla de compafiia es sim-
ple cuando los capitales o los tiempos son iguales.

L

|

‘i CONJUNTO DE. EJERCICIOS 4—10

I A FJEMPLO 1.— Juan, Luis y Pedro forman una sociedad para establecer
una industria de jabones. Juan aporta 120,000, Luis §

1 100,000 y Pedro § 60,000. Si después de un afio obtienen

una ganancia de § 80,000, jcuénto le corresponde a cada
uno ?

Solucién: Como el tiempo es el mismo, la ganancia se reparte directamente
proporcional entre los capitales.

H ye— A A 6 A — 280,000
Tenemos: S — § 120020 + § 100,000 + § 0,000 — §
£(280,000) — 80,000
£(120,000) = ?

£(100,000) = ?

£( 60,000) — ?
120,000
Luego:  £(120,000) — ——— X 80,000 — 34,285.71
280,000
100,000
£(100,000) — ——— X 80,000 — 28,671.43
1 280,060
60,000
£(60,000) — ————— X 80,000 — 17,142 86
280,000

Respuesta.—A Juan le correspende $ 84,286.71, a Luis § 28,671.43 y &
; Pedro 8 17,142.86.

César emprende un negocio, a los 8 meses admite a José
como socio y 6 meses después a Miguel. Si cada socio im-
puso igual capital y después de un afio y medio de iniciado
el negocio se liquidé éste con una pérdida de ¢ 48,000,  cuén-
to pierde cada socio?

Solucién; Como los capitales son iguales, la pérdida se reparte direc-
tamente proporcional entre los tiempos.
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Respuesta.—César pierde § 27,000, José § 15,000

"ﬁ Resolver los problemas siguientes:

; &
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¢
Tenemos: César permanecié 18 meses, José 10 meses ¥ Mi-
guel 4 meses.
S — 18 me + 10 me + 4 me — 32 me. 1{
£(82) — 48,000 ’
f(18) — ?
£(10) = ? [
f(4) = ?
18 .
Luego: £(18) — — X 48,000 — 27,000
32 ,
10 :
£(10) — — X 48,000 — 15,000
32
4
f(4) = — X 48,000 = 6,000
32

y Miguel ¢ 6,000.

Doz amigos se asocian para emprender un negocio. El px'imoe:ro aporta
% 18,000 y el segundo § 30,000. Si después de un afio tienen una
ganancia de § 36,000, jcuénto le corresponde a cada uno?

Para establecer un almacén de zapateria, Alberto aporta .3 40,000,
Julio % 65,000 y Fernando § 35,000. Después de 6 meses tienen una
ganancia de § 70,000, jcuanto le corresponde a cada uno?

Una compafifa formada por los socios Alberto, Bernardo y Carlos tie-
ne una pérdida de § 180,000. Si Alberto permanecié un afio en la
compafifa, Bernardo 15 meses y Carlos un afio y medio, jcuanto
pierde cada socio?

Una sociedad duré 2 afios y medio. Pedro y Antonio inician la so-
ciedad; un afio después ingresa Armando con igual capital que cada
socio anterior. Si la ganancia es de § 156,000, jcudnto le correspon-
de a cada socio?

Tres amigos se asocian para establecer una farmacia. EI primero
aporta § 150,000, el segundo 8 120,000 y el tercero § 100,000. Después
de dos afics sc reparten una, ganancia de § 111,000, jcuénto recibe
cada uno?

MATEMATICA MODERNA II
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10.

Cuatro hermanos forman una sociedad para establecer una fibrica de
cueros aportando los capitales siguientes: el primero $ 120,000, el se-
gundo § 80,000, el tercero $ 200,000 y el cuarto § 500,000. Al cabo
de dos afios tienen un beneficio de 3 150,000 y venden la fibrica por
$ 1,200,000. ;Cuénto recibe cada uno?

Arturo, Ricardo y Guillermo emprenden un negocio aportando igual
capital cada uno. A los 6 meses se retira Arturo y 8 meses después
lo hace Ricardo. Después de un afio y medio se liquida el negocio con
unsa pérdida de $ 76,000. i{Cuénto pierde cada uno?

Una sociedad que durdé dos afios fue iniciada por Rodrigo y Victor.
Después de 6 meses ingresa Ivin y 9 meses después ingresé Pedro.
Si cada gocio impuso igual capital y la ganancia fue de § 600,000,
icuénto le corresponde a cada uno?
i 3
Para emprender un negocio Pedro impuso § 150,000 y Luis los —
- .

5
de lo que impuso Pedro y Juan el doble de lo que impuso Luis. El
primer afio perdieron § 70,000 y el segundo afio ganaron § 154,000.
;Cual es la ganancia que corresponde a cada uno después de este se-
gundo afo?

Dos hermanos emprenden un negocio con $ 180,000. Después de un
afio 2 uno de ellos le corresponde una ganancia de % 24,000 y al otro
% 16,000. ;Cuédnto impuso cada uno al iniciar el negocio?

b) Regla de Compaih'a compuesta.—{Jng reg]_a de Compaﬁia es

compuesta cuando los capitales y los tiempos son diferentes.

A

EJEMPLO 1.—

Solucién:

CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—11

Ricardo establecié una industria con % 200,000. Al ano si-
guiente ingresa como socio Antonio con 150,000 de capital
y al tercer afio admiten como socio a Alberto con $ 300,000.
Si después de 5 afhos de iniciada la industria obtienen una
ganancia de § 1,250,000, ;cuanto le corresponde a cada
socio ?

Como los eapitales y los tiempos son diferentes, la ganancia se
reparte directamente proporcional entre los productos de cada
capital y el tiempo respectivo, o sea:

Ricardo: 200,000 X 5 — 1,000,000
Antonio: 150,000 X 4 — 600,000
Alberto: 300,000 X 3 — 900,000
Tenemos: S — $ 1,000,000 + ¢ 600,000 4 $ 900,000

= § 2,500,000
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o

——— T s e,

£(2,600,000) — 1,250,000
£(1,000,000) — 2
f( 600,000) — ?
£( 900,000) — ?

1,000,000

Luego: £(1,000,000) — X 1,250,000 — 500.000

2,500,000

600,000
f( 600,000) —
2,500,000

900,000

X 1,250,000 — 800,000

af =

£( 900,000) — X 1,250,000 — 450,000

2,600,000

Respunesta.—A Ricardo le corresponden $ 500,000, a Antonio $ 300,000 y a
Alberto $ 450,000.

Carlos y Manuel forman una sociedad para establecer un
negocio. Carlos aporté inicialmente $. 24,000 y después de
10 meses impuso $ 6,000 més. Manuel empezé con $ 20,000,
pero después de 6 meses retira $ 5,000. Si después de un
afio y medio obtienen una ganancia de § 78,000, ;cuinto
le corresponde a cada uno?

Solucién: Como los capitales han variado dentro de un tiempo méximo de
18 meses, la ganancia se reparte entre:

- Carlos: (24,000 X 10) 4+ (30,000 X 8) — 480,000

Manuel: (20,000 X 6) + (15,000 X 12) = 300,000

Tenemos: S — $ 480,000 + ¢ 300,000 — $ 780,000
£(780,000) — 78,000
£(480,000) — ?
£(300,000) — 7

480,000
Luego: £(480,000) — X 78,000 — 48,000
780,000 :
300,000
£(800,000) — ——— X 78,000 — 30,000
780,000

Respuesta.—A Carlos le corresponden $ 48,000 y a Manuel $ 30,000.

B Resolver los problemas siguientes:

1. Juan inicia un negocioc con $§ 50,000, transcurridos 4 meses admite co-
mo socio a Pedro quien aporta 86,000. Si después de un afio de
iniciado el negocio obtienen una ganancia de $ 44,000, jcuinto le
corresponde a cada uno?

2. Alberto establece un negocio con $ 18,000; después de 4 meses admite
como socio a Gregorio cuyo aporte es $ 15,000, y 2 meses después in-
gresa Miguel con $ 27,000. Si después de un afio tienen una ganancia
de $ 83,000, jcuinto le corresponde a cada socio?

3. Una sociedad duré 8 afios. Augusto estuvo todo el tiempo, Gonzalo
ingresé después de un afio y Carlos ingresé 6 meses después. Las apor-
taciones fueron de $ 800,000, g 500,000 y $ 200,000 respectivamente.

Si se tuvo una pérdida de & 88,000, ;cudénto perdié cada uno?

4. Dos socios emprenden un negocio con un capital de $ 60,000, de los eua-
les el primero impone $ 35,000 y el segundo el resto. Después de 4
meses el primero retira 5,000, después de 6 meses (de iniciado el
negocio) el segundo retira 10,000. Si el negocio duré un afio y tu-
vieron upa pérdida de $ 31,000, ;cuénto perdié cada uno?

5. Una sociedad durd 2 afios. Amadeo la inicia con § 36,000, a los 6 meses

agregd $ 4,000 y 10 meses después $ 8,000 més; Bernardo empieza
i

con § 30,000 y un afio después retira — de su capital; Osear comien-
3

za con ? 9,000. Si tienen una ganancia de $ 560,000, jcuanto le co-

rresponde a cada uno?

PORCENTAIJE

4—11. POR CIENTO.— En el comercio y las finanzas es fre-
cuente el uso de las frases: ‘el 50 por ciento de”, “el 20 por ciento
de”, “el 10 por ciento de”, etc.

El término por ciento cuyo simbolo es ‘%, significa “por cada
100”.  Asi, cuando afirmamos que “el 20 por ciento de alumnos de
un Centro Educativo son deportistas”, queremos decir que “20 de
cada 100 alumnos son deportistas” ¥y podemos expresarlo en las for-

20
—— (como fraccién decimal), 0.20 (como nume-
100

ral decimal) y 20 % (como por ciento) .

mas siguientes:
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Analogamente, en el cuadro siguiente tenemos otros ejemplos:

Frag:cién Numeral Por
decimal decimal ciento

2
2 por ciento | —_ 0.02 2
100 : ¢

-

10
10 por ciento —_ 0.10 10 <%
100 '

25
25 por ciento —_— 0.25 25 %
100

50
50 por ciento —_— 0.50 b0 %
100

X 100
100 por ciento — 1.00 100 <%
100

4—12. PORCENTAJE.— Analicemos el problema siguiente:

Si un capital de $ 5,000 produjo una ganancia d 50
es la ganancia que produce § 1007 B4 M)

Tenemos; £(5,000) = 500

£(100) = ?
f(kx) = kf(x)
Luego: £(100) = f ( i s 5,000) = i £(5,000)
5,000 3,000
100
- i X 500 = 10. (Propore. directa)

Aqui, § 100 produce una ganancia de 10; i
L X ; en est i '
ma que 10 es el porcentaje de ganancia o qge la gmnc?aczodsgoa%r

Luego, podemos decir:

100
De £(100) = - . £(5,000), se deduce:
),
5
£(100) £(5,000)  £(5,000) £(100)
— o] —
100 5,000 5,000 100

En este ejemplo, $ 5,000 representa el capital, f(5,000) la ga-
nancia y f(100) el porcentaje (10 %) .

En general, si x representa un nimero cualquiera (capital, ob-
Jjetos, ete.), f(x) el tanto por ciento del nimero dado y £(100} el por-
centaje, tenemos:

f(x) f(100)

X 100

Esta es la férmula que nos permite resolver problemas sobre
porcentaje.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—12
A EJEMPLO 1. —Hallar el 12 % de 600,

Solucién: Tenemos: £(100) — 12

X — 600
f(x) = ?
f(x) f(100)
X i 100
f(x) 12
Luego: =5 e
600 100
600 x 12
100

Respuesta.—El 12 % de 600 es 72.
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EJEMPLO 2. — =
. Qué tanto por ciento de 700 es 357

{Qué tanto por ciento de:

Selucién:  Tenemos:  £(100) — 1 7. 3,850 es 5397 9. 1,582 es 632.87

: x — 700 : 8. 20,640 es 3715.27 10. B20.40 es 615.30°
f(x) — 35 . 4
. f(x) £(100) ) 4Cual es el nimero si:
i = 11. 52 ? 14. 6,175.50 es el 30 o ?
\ = 100 11. 52 es el 42 9,2 14. e 7
! 12 ? 15. 0.6 esel 0.5 %7
| : 35 £(100) 12. 1,179 es el 15 % 15. 2
v Luego: .~ _ 15. 168.04 es el 20 o7 16. 18,750 es el 12.5 o°
I 700 100
L“' 35 x 100 . i : ! /
£(100) = —— - —5 4—13. PROBLEMAS CUYAS SOLUCIONES IMPLICAN POR-

b 700 CENTAJE

Respuesta.—35 es ¢ 5 % de 700. CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—13

i EJEMPLO 3. — iCual es el capital si $ 360.90 es su 1892 A EJEMPLO 1.— El precio de contado. de un juego de muebles de sala es
It Solucién - $ 20,912. Para adquirirlo a plazos, debe pagarse un re-
(& ucidén: Tenemos: X = 7 cargo del 25%. Si la cuota inicial es $ 4,540 y el resto
f(x) — 360.90 debe cancelarse en 18 meses, jcudnto se pagard mensual-
N mente 7
£(100) — 18
b ion - . =
[ £(x) £(100) Solucidn: Tenemos: x — 20,912
i s £(100) — 25
) X 100
"j f(x) - ?
i 360.90 18
! Luego: = f(x) £(100)
100 — =
£ x 100
360.90 x 100
X = 2005 £(x) 25
18 Luego: i
20,912 100
Respuesta.—E] capital es $ 2,005.
20,912 x 25
B Hallar «f: f(x) = = 5,228 pesos (Recargo)
100
1 15 % de 720 4. 10.5 9% de 150,000 20,912
1 + 5,228
2. 20 % de 450.50 — % ds 320
2 ’ 26,140 pesos (Precio a plazos)
1 26,140
8. 2.5 % de 2,000 6. 33 — 9% de 150 — 4,540
3

21,600 pesos (Resto)
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Respuesta.—Mensualmente se pagard ¢ 1,200.
EJEMPLO 2. —

Solucién:

Respuesta.—Juan obtuvo el 64% y Pedro el 36% de votos.
EJEMPLO 3. —

Solucién:

Zn un

21600 | 18

36 1,200 pesos (Pago mensual)
000

[ 3
»

aula de 50 alumnos del 2do, Afio, Juan y Pedro pos-

tulan para ser delegados ante el Consejo Estudiantil del

Plantel. Si Juan obtuvo 32 votos y Pedro 18 vstos, ;qué
tanto por ciento obtuvo cada uno?
Tenemos: x — b0
f(x) Saow 32
(100) — ?
f(x)  £(100)
x 100
32 £(100)
Luego: — —
50 100
32 x 100
£(100) — — 64
50

En una
pollos,

Tenemos:

Luego:

Si hay 75 patos, ;cuéntas aves hay en la granja?

(64 % votos de Juan)
100% — 64% — 36 % (Votos de Pedro),

granja el 34% de aves son gallinas y el 56% son

34% +'b56% — 909% (gallinas y pollos).
100% — 90% — 10% (patos)

X =1
f(x) — 10%
£(100) — 75

f(x) £(100)

x 100
% 10
x 100
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75 x 100
X=— 750
10
-

Respuesta.—En la granja hay 750 aves.
B Resolver los problemas siguientes:
1. De 50 alumnos de un aula del ler. Afio que rindieron un examen es-

crito de matemaética, el 16% salieron desaprobados. ;Cuéntos alumnos
aprobaron la prueba?

b

Por la venta a plazos de una brilladora se cobra % 12,400 y vendién-
dola al contado tiene un descuento del 24%. ;Cuil es el precio al
contado de dicho artefacto?

d.. De 60 problemas que se propuso resolver una alumna, sclucioné satis-
factoriamente 45 problemas y el resto no pudo resolverlo. ;Qué tanto
por ciento no resolvié?

En un aula del 3er. Afio, 12 alumnos fueron desaprobados en un
examen escrito de matemética. Si este ntimero representa el 25%,
icudntos alumnos hay en dicha aula?

5. Después de gastar el 76% de mi dinero me quedo con § 120. ;Cuan-.
to tenia?

6. Un empleado gana $ 3,200 mensuales, de los cuales invierte: el 40%
para pagar su pension, el 24% en ropa y el 15% en otros gastos.
Si el resto lo ahorra, jcuanto ahorra mensualmente?

‘* Un comerciante perdié el 8% de su capital el ler. afio de iniciado su
negocio y el 7% el afio siguiente. Si ahora el negocio esti valorizado
en & 76,500, jcual era su ecapital inicial?

Tres personas establecen un negocio.
capital impuesto, el otro el 256% y el tercero $ 75,600,
capital inicial?

Uno de ellos aporta el 40% del
;Cuil es el

Un agente cobré $3,187.50 de comisién por la venta de 5 radios por-
tatiles valorizados en % 4,250 cada uno. ;Qué tanto por ciento gané?

Un vendedor recibe el 10% por la venta de un televisor valorizado
en @& 10,500. Si paga una deuda que representa el 60% de su co-
misén, jcuinto le queda?

Una méquina de eseribir cuesta 12,600. Si se compra a plazos,
la cuota inicial es % 3.600 y las mensualidades son de $ 480 por un pe-
riodo de 2 afios. ;Cudl es el tanto por ciento de recargo?

Vendi dos lotes de terreno por $ 182,000 cada uno. En uno de ellos
perdi el 30% de lo que me costé y en el otro gané el 30%. :Gané
o perdi? ;Cuanto?
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: 4—14. TANTO PO ' FEN] %
,_! i R CIENTO M.AS Y TANTO POR CIENTO 9. 30 de 407 13. 30,000 de 60,0007
- 2 Supongamos que un comerciante compra un articulo por

! 3 4((1).0’ pesos y lo vende por g 480. ; A qué tanto por ciénto mas lo 10. 35 de 70? 14. 0 de 1,200?

i vendio ! ]

J - 11. 1,350 de 1,800? 15. 255 de 3007

' Tenemos: 8480 — 8 400 = g 80 12. 2,700 de 4,5007? 16. 42,000 de 60,000?
? f(x) £(100)

[ = T INTERES

% 100 TERES

4] 80 £(100) t—15. INTERES SIMPLE.—Es practica cotidiana gue perso-
Luego: — T nas habituadas a ahorrar depositen su dinero en una cuenta de aho-

i 400 100 rros en el Banco., Naturalmente, el Banco pone a trabajar este di-
nero y de las ganancias que obtiene entrega una parte al depositante.

Consideremos el ejemplo siguiente con el fin de aclarar esta idea:

Juan abre una libreta de ahorros en un Banco con $ 2,000, pero
después de un aiio, al retirar su dinero, recibe § 2,320. ;Qué repre-
senta esta suma adicional de § 3207

Aqui, § 320 representa la ganancia que recibe Juan por haber
depositado su dinero y haberlo trabajado el Banco. A esta ganancia
se le llama interés,

Suponiendo que Juan hubiera retirado su dinero después de 3
anos y hubiera recibido § 960 de intereses, esto significaria que su
dinero en cada afio (unidad de tiempo) ha ganado § 320. A esta cla-
se de interés se le denomina interés simple. Pero comiinmente los

il 80 X 100
£(100) =
’ 400

= 20

N De modo que lo vendié con el 20% ma
| | senta: 100% + 20% = 120% de 400. = o> 9u€ $ 480 repre-

}L . ) Pero si lo bubiera vendido por.?', 320, la pregunta seria: cA
(i que tanto por ciento menos lo vendi6 ?

Tenemos: 8 400 - g 320 = g 80

wﬂ; f(x)  £(100)

i ¥ 100 Bancos en la Seccién Ahorros, después de cada unidad de tiempo su-
i 80 £(100) man al capital el interés ganado, formando asi un nuevo capital que
i Luego: B producird un nuevo interés; a esta clase de interés se le llama interés

1 ! 400 100 U._Omll)uestO- En nuestro cucso nos referiremos solamente al interés
: simple.

t 80 X 100 En lo que respecta al tiempo, generalmente se considera como
! £(100) = _“I‘_‘— = 20% unidad de tiempo el afio. “Por eso, cuando no se especifica nada so-
‘ 00 bre cémo es el tanto por ciento, se sobreentiende que es anual”. Asi-

Mmismo, comercialmente el afio se considera de 360 dias y el mes de
30 dias; pero cuando el tiempo se refiere a dos fechas determinadas
dentro de un mismo afio o a un periodo no mayor de un afio, comiin-
mente se consideran todos los dias que tiene cada mes. Asi, por ejem-
Plo, entre el 12 de marzo y el 15 de junio hay: 19 dias de marzo, 30
dias de abril y 15 dias de junio que hacen un total de 64 dias.

Los elementos y simbolos convencionales que se utilizan en el

De tal manera que lo vendié en el 20% meno S
| representa: 100% — 209 — 80% de 400? T e

CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—14

¢Qué tanto por ciento mas es:

L. 60 de 407 5 24,000 de 8,0007 interés son:
2. 150 de 757 6. 16,000 de 12,0002 I (interés),
7 3. 3,600 de 9007 ; T 2,600,000 de 2,000,000? C  (capital),
4 6,000 de 5,000? 8- 4,500,000 de 3,000,0007 r (rata, tasa porcentual o tanto por ciento) y

t (tiempo).

§Qué tanto por ciento menos es:
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~ El interés simple es directamente proporcional al capital y al
tiempo, desde ]pego.con dos variables; por consiguiente, el interés
es una proporcionalidad compuesta directa, es decir,

T )
ecir:

L=

Luego, pod(_emos d

E]

Es convencion de que el capital y el interés estén expresados
en una misma unidad monetaria, el peso por ejemplo.

4—16. DEDUCCION DE LA FORMULA DEL INTERES SIM-
PLE.— Sabemos que

= f(C,1);
Ademds, el tanto por ciento r correspondiente a la unidad de
tiempo es:
! r = (100, 1)

Esta formula expresa que r es el interés producido por 100 pe-
805 en la unidad de tiempo.

C t
igegon: 1 = £(C, ' 8) == f [-— 1% 100, —= % 1

100 . 1
G t @ t
= — X — X (100, 1) = — X — X r
100 1 100 1
i"' Tl ot b
O sea: I = ———-—00— v, formula del interés en funcién|
1

del capital, del tanto por ciento y del tiempo.

NOTA IMPORTANTE.—Para aplicar esta férmula, conviene advertir que

el tanto por ciento r debe expresarse en la misma unidad de tiempo que el
tiempo dado t, pudiendo ser anual, mensual o diario.

CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—15

‘A BJEMPLOL.— ;Cudl es el interés producido por § 18,500 al 16% durante
g 8 anos? 1
Solucion: Tenemos: [ =7

C — 18,500 pesos
r — 16% anual
t—=3a
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| R S ) 7
= -
100
18,500 x 16 x 3
Luego: I — — 8,880
100

Respuesta.—El interés es $ 8,880.

EJEMPLO2.— Up capital de % 120,000 se presta al 156% durante 5 afnos
8 meses. ;Qué interés producird?

Solucién: Tenemos: C — 120,000 pesos
15
r — —— — 1.25% mensual
12

t — 5 a8 me — 68 me
Cxrxt

100
120,000 x 1.256 x 68

Luego: I = — 102,000

100
Respuesta.—Producira % 102,000 de interés.

EJEMPLO 3.— ;Qué interés han producide § 3,800 prestados al 14.4% du-
rante 6 meses 20 dias?

Solucién: Tenemos: I1=71
C — 3,800 pesos

14.4
r — —— — 0.04% diario
360

t — 6 me 20d — 200 d

CXrxt
=
100
3,800 x 0.04 x 200
Luego: — 304.
100

Respuesta—El interés producido es $ 304,
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L

B Resolver los problemas siguientes: B Resolver los problemas siguientes:

_‘_.

-
i

Hallar el interés producide por § 3,500 al 15% durante 4 afios. 1. Hallar el capital que prestado al 14% ha producido $ 350 en 2 afios.

.Cuil es el interés producido por § 90,000 al 16.5% durante 5 afios
3 ) .
= $ 2. (Cuél es el capital que prestado al 16.5% ha preducido § 4,313.40 de
i Qué interés produce un capital de $ 24,000 impuesto al 16% .duran interés durante 6 afios?

2 anos 6 meses?

EE o e T —

Juan hace un préstamo de $ 24,000 al 15.5% durante 1 afic 3 me 3. Un:-a suma de dinel"o prestadaca; 156% duran:.;vs afios 4 meses ha pro-
ses. ;Qué interés pagara? ducido § 840 de interés. ,Cuéinto se prests?

Hallar el interés que producen $ 6,800 al 17% durante 2 afios 3 m 4 Una persona otorgé a un comerciante en calidad de préstamo cierta
ses O dias. : suma de dinero al 18%. Si después de 1 afio 8 meses el comerciante

b i 1 fue la suma prestada?
Ricardo hace un préstamo de $ 18,600 al 20% durante 1 afo 3 me pago $ Boty dé e L 2 5

18 dias. ;Cudnto de interés pagara? iCual es el capital que prestado al 16% durante 8 afios 5 meses 20

Maria presté $ 6,000 a Julia el 6 de Agosto, suma que fue devuel dias ha producido § 850 de interés?
conjuntamente con sus intereses el 3 de Enero del afo siguiente.
el préstamo se hizo al 249, icuénto recibié en total Maria?

en

[~/]

Una persona hace un préstamo de cierta suma de dinero al 20‘%.: el
10 de marzo. El 18 de mayo del mismo hace la devolucién de dicho

iQué interés han producido $ 6,500 al 16%, prestados el 20 de May: préstamo conjuntamente con sus intereses, Si el interés ascendia a
_ ; ¥ devueltos el 10 de Julio del mismo afio? § 460, jcuénto aboné?
¥ 4—17. PROBLEMAS QUE IMPLICAN HALLAR EL CAPI-
H CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—17
'ili' TAL. EL TANTO POR CIENTO Y EL TIEMPO.— Para resolver esto 9
li problemas, debe escribirse la férmula del. interés y luego despeja A EJEMPLOIL.— ;A qué tanto por ciento anual se prestaron $ 36,000 que en
L el elemento que se desea hallar. 5 afios 4 meses ha producido § 28,800 de interés?
;1 CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—16 Solueién: Tenemos: Ti—s
TL EJEMPLOI'_z,Cuél es el capital Ql;e impuesto al 16% durante 5 afios h C = 36,000 pesos
i producido & 800 de interés? t =— 5 & 4 me — 64 me
4 Solucién: Tenemos: C =7 I — 28,800 pesos
r — 16% anual Cxrxt
t—5a I =
I — 800 pesos iy 100
b .
X 1o 100 x I
==
= Luego: r —
100 o Cxt :
100 x I 100 x 28,800 15
Luego: G = r— —o—  — — % mensual
ERSert 36,000 x 64 12
100 x 800 16
C = —— — 1,000. P —.— % 12 — 159% anual.
16 X 5 12
Respuesta.—El capital es $ 1,000.
7 Respuesta.—Se impuso al 15% anual
|
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B Resolver los problemas siguientes:

104
t:——x12=2.77me_-:2me23d.
450

L. ;A qué tanto por ciento se impusieron $ 15,000 que en 2 afios h
producido $ 4,800 de interés?

Respuesta.—Estuvo prestada 2 meses 23 dfas.
4. Un capital de $ L,700 se presté durante 3 afios ¥ produjo % 918 d
interés. ; A qué tanto por ciento anual se prest6?

Resolver los problemas siguientes:

3. Se pagé $ 384 de interés después de 4 meses por un préstamo de

1. ¢Qué tiempo estuvieron prestados $ 4,500 que al 20% anual produjeron
4,800. ;A qué tanto por ciento anual se prests?

# 300 de interés?

9 Para producir $ 168 de interés, ;qué tiempo estarin impuestos & 3,000
" al 24% anual?

3. Ricardo presté % 200,000 al 16% anual. ;Al cabo de cuinto tiempo
recibid $ 40,000 de interés?

- Por $ 9,000 que presté durante 6 meses he recibido $ 900 de interé
iA qué tanto por ciento anual presté?

en

Julio presté a su amigo Juan $ 1,800. Después de 2 afios 2 meses 2
dias, Juan devolvié el capital y el interés ascendiente a $ 2,600. ;qu
tanto por ciento anual se hizo el préstamo?

Carlos solicité un préstamo de $ 2,500 al 16% am_lal. i Cuénto tiempo
transcurrird para que el interés sea igual al capital?

6. Humberto reaiiza un préstamo el 6 de junio consistente en 5,0

¥ hace la devolucién, el 5 de agosto del mismo afio, de la suma de $ 5,20
iQué tanto por ciento anual pag6?

Hallar el tiempo que transcurriri para que un capital de § 4’0_00 im-
puesto al 18% anual produzea un interés igual al de otro capital de
$ 6,000 prestado al 12% anual durante 2 afios 8 meses.

on

g CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—18

6. Una suma de dinero de $ 7,200 prestada al 18% anual se devu.elve el
"~ 10 de julio del mismo ano pagando $ 126 de interés. ;En qué fecha

EJEMPLO 1.— Por $ 6,000 prestados al 15% anual se pagaron § 208 de in: s Jiizo ol préftamat

terés. ;Cuédnto tiempo estuvo prestada dicha cantidad?

ESCUENTO
Solucién: Tenemos: C = 6,000 pesos DE

¥ 1526 anual 4—18. DESCUENTO COMERCIAL.— La compra de articulos
o en el comercio no siempre se hace “al contado™ (operacmn_ comercial
en el instante de la compra), sino pagandose en un plazo de tiempo con-

venido. Asi, por ejemplo:

I — 208 pesos

t =17

. Una casa comercial vendi6 un televisor a Juan quien pagé en efec-
tivo $3,000 y firmé un documento (letra de cambio) por $10,000 que
Vence dentro de 90 dias,

CxXr xt

=

100
100 x I

. Sila casa comercial desea convertir este documento en dinero efec-
tivo, puede negociarlo con un Banco antes de la fecha de su vencimien-
to. Supongamos que el Banco acepte la letra en el plazo fijado; natural-
mente el dinero que entrega el Banco gana interés; por tal razon, la ca-
52 comercial no recibira los $10,000 escritos en el documento, sino una
SUma menor tal como $9,550 por ejemplo. Esta diferencia de $450 es
© que el Banco descuenta por concepto del interés que $10,000 gana-
:;i? en 90 dias. Esta cantidad ($450) que el Banco descuenta por el he-

0 de efectuar el pago antes de la fecha fijada se denomina descuento
Comercia],

Luego: t —

Cxr

100 x 208

=

= 0.23111... afios

6000 x 15

231 — 23

Tt = 0.23111... —

(val Como podemos observar, el descuento se realiza sobre $10,000
Valor ominal), la cual no es un trato del todo justo, porgue si el des-

eNto se realizaria sobre el efectivo o t o
cu gque entrega el Banco, en este ca
So $9,550, resultaria:
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Vo % % ¢

i .
i t=90d=8me=—3—20253
' 12

Ty =

100

) 1

i Si r = 18%, tenemos: 12,000 x 18 x —

il 6
100 100

ta.—El d to 360.
{ O sea que la casa comercial recibe: § 450 — g 429.75 — § 20 Q) Bespuesta escuento es §

\ menos. Por tal razon, el descuento comercial se considera un’ convj
g nio aceptable cuando se refiere a capitales de menor cuantia y tien
pos breves, porque la cantidad que se pierde es relativamente pequeny

! Luego, podemos decir:

Descuento comercial es el interés que produce el valor nomis
ldlfi una letra desde el dia que se negocia hasta la fecha de su ven
miento. _ . 1

Si: Vn representa el valor nominal,

EJEMPLOZ2.— Una letra por $§ 6,420 fue negociada al 249 faltando 4 me-
568 para su vencimiento. ;Cuil es el valor actual ?

Selucion: Tenemos: Vn — 6,420 pesos

2 24%

— -

e T

D  representa el descuento y

Va representa el valor actual o valor efectivo.
1 tenemos:

I.r' D=Vn ~ Va,

6,420 x 24 x —

1{ El descuento comercial guarda estrecha analogia con el intel 3

; simple, donde Vn (valor nominal) representa el capital C y D (d Luego. D — = 513.60
Hi;' cuento): representa el interés I; por tal razén, el procedimiento g 100

: se emplea en la solucion de problemas de descuento es semejal
: al del interés, y su férmula es:

Va — $ 6,420 — L3 513.60 — $ 5,906.40
Respuesta,—F] valor actual es $ 5,906.40.

Vn X rix t
P .= EJEMPLUS._..; Cudl es el valor nominal de una letra que vence el 20 de
100 mayo y que fue descontada el 12 de marzo del mismo afio al
- ) 20% por $ 3457
CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—19 ”
Solucign : Tenemos: Vn — ?
A EJEMPLOL.— yna Jetra de cambio por $ 12,000 fue negociada al | 69 23
60 dias antes de su vencimiento, ;Cuil es el descuen t = 69d — a — —— a.
360 120
Solucién: Tenemos: Vn — 12,000 pesos
== 20%
r — 18% D = 345 pesos
2 :
t:60d=2me=—a:—a 100 x D
12 6 Vn =
D_—1

r xt
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100 x 345 |
Luego: Vh = —— _ 9,000 Resolver los problemas siguientes:
23
20 el = 1. ;Cuél es el descuento de una letra de $ 2,600 negociada al 24% 60
120 dias antes de su vencimiento?

Respuesta.—E] valor neminal de la letra es de $ 9,000.

EJEMPLO 4. — Una.]e-tra por § 7,200 fue descontada 6 meses antes de =
vencimiento habiéndose recibide $ 6,000. ;A qué tanto p :
ciento se descont6?

Solucién:  Tenemos:  Vn — 7,200 pesos 4.

b
t—=5me — — 3 5.
12 ]
Va — 6,000 pesos = 4 ¢
D = ¢ 7.200 — § 6,000 — g 1,200
100 x D ; 7
R '
Vn x t
100 x 1,200 8
Luego: r — — 40 .
b
7,200 x ——
12 9,
Respuesta.—Se desconté al 409%. ‘
. EJEMPLO5.— ; Cuanto tiempo antes de su vencimiento fue descontada 1t 2"
il letra por $ 3,600 al 18%, si se descontaron $ 5407
Solucién:  Tenemos: t — 17 =
Vn — 3,600 pesos i ’
r — 18% ! 12.
D — 540 pesos J
100 x D =
oLl )
Vn X r
14,
100 x 540 b
Luego: t— - —
3600 x 18 6
: 1
. g 5.
t:——az—XIZme:lOme.
6 6 18.

Respuesta.—Fue descontada 10 meses antes de su vencimiento,

kil
| LA TS

o

Faltando 2 meses 20 dias para su vencimiento una letra de § 1,800
se descuenta al 20%. jCuil es el descuento?

i Cual es el valor actual de una letra de § 10,600 descontada al 15%
4 meses antes de su vencimiento?

Una letra de § 8400 que vence, el 18 de julio se negocia el 10 de
mayo del mismo afio al 22%. Hallar el descuento y el valor actual.

Hallar el valor nominal de una letra que vence dentro de 4 meses y
que descontada al 18% tiene una rebaja de $ 4,500.

Una letra que vence el 15 de diciembre es negociada el 4 de sétiem-
bre del mismo afio al 20%, la misma que tuvo un descuento de § 212.50.
i Cuél es el valor nominal y cuél el valor actual de la letra?

iA qué tanto por ciento se desconté una letra de § 24,000 si se ob-
tuvo una rebaja de $ 1,200 por haber sido negociada 8 meses antes
de su vencimiento?

El 18 de marzo fue negociada una letra de $ 2,520 que vence el b
de mayo y se rebajan § 67.2. Hallar el valor actual y el tante por
ciento de descuento.

Hallar el tiempo que falta para el vencimiento de una letra de
% 8,000 que descontada al 20% se ha rebajado en § 400.

Si por una letra de § 18,600 negociada al 19% se descuentan § 589,
iqué tiempo falta para su vencimiento?

El 8 de setiembre se negocia una letra de § 3,600 al 20%, habiéndose
recibido por ella $ 3.360. LEn qué fecha vence la letra?

i Cual es el valor nominal de una letra que descontada faltando 1 mes
15 dias para su vencimiento al 24% ha tenido una rebaja de § 607

Una persona recibe $ 3,360 por una letra de la cual se descontaron
$ 240 faltando 5 meses para su vencimiento. ;Cuél es el valor no-
minal de la letra y cuél el tanto por ciento de descuento?

Una letra por § 12,000 fue descontada 3 meses 10 dias antes de su
vgncimiento habiéndose recibido § 11,400. Hallar a qué tanto por
clento se descontéd y cuanto.

U“a_ letra por @ 1,500 se descuenta al 2% mensual y se reciben § 1,410.
iCuénto es el descuento vy qué tiempo falta para su vencimiento?

P.or una letra que fue descontada al 1.5% mensual se reciben § 2,425.
S_l el descuento asciende a $ 75, icual es el valor nominal y qué
tiempo falta para su vencimiento?
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MEZCLA
4—19. PROMEDIO.— Consideremos los ejemplos siguientes:_

1. Un ciclista emplea 3 horas para ir de una ciudad a oty pul
Si en la primera hora recorre 25 Km, en la segunda hora 20 Krr! s

en la tercera hora 15 Km, ;cuil es la distancia media reco

por hora?

25 + 20 + 15 60
P (promedio) — = E = 20
3

Tenemos:

Luego, la distancia media recorrida es 20 Km/h.

2. Un negociante compra 100 pifias por 600 ﬂesos. Si ven
50 pifas a $ 8 cada una, 30 3 $ 7 cada una y el resto a § 5 ea

una, ;cual es el precio promedio de venta de cada pifia.
50 X § 8 = g 400
30 X $7 = g 210

Tenemos:

20 X $5 = § 100
400 + 210 + 100

100
Luego, el precio promedio de venta de cada pifia es § 7.10.

= el

P =

3. Carlos obtuvo las siguientes calificaciones en matematie

En el ler. bimestre 5,
en el 2do. bimestre /i

en el 3er. bimestre 6,

en el 4to. bimestre 8, ¥y

en el 5to. bimestre 6.
¢Cudl es su calificacién definitiva (promedio) ?

2+ 7T+ 6+ 8 + ¢ 32

Tenemos: = — = 6.
5

P =

Luego, la calificacién final de Carlos en matematica es 6.4.

De donde se deduce:

o

4-—;?0: MEZCLA.—En el comercio, para la venta de cierto.:] ar-
os tales como: granos, licores, aceites, etc., se mezcla, en algu-
casos un mismo articulo pero de diferentes precios.

En la mezcla se presentan dos problemas: mezcla directa y mez-

a inversa.

; = irecto cuando
a) Mezcla directa.— Uy problema de mezcla es direc ]
mezclan sustancias conocidas pero de precios diferentes con el fin

2 hallar el precio promedio.

¢n las cantidades que se mezeclan,

Sean: ¢1,.6, C3, ...,
P1, Pz, D3, ..., Pn los precios respectivos y
p el precio promedio de la mezcla.
Tenemos: c¢ip1 + cepz + CaPs + ... + CaDn  (precio total) v
et+ce+es+ ... +ca (total de cantidades que se
mezclan)
Shlae e - G £
Luego: p = s 5 Es la formula.

citezt+es+...+en
CONJUNTO DE EJERCICIOS 4—20

EJEMPLO1.— Un comerciante compré 120 Kg de arroz a § 8 cada k].lc;do-
gramo, 100 Kg a $ 7.50 el kilogramo y 80 Ifg ag 6 a
kilogramo. ;A cémo tendri que vender el kilogramo de la
mezcla para ganar $ 0.70 en cada kilogramo?

Solucién:  Tenemos: 120 X $ 8= ¢ 960
100 X $ 7.50 = $ 750
80 X § 6 — ¢ 480
960 + 750 + 480 2190
Luego: P = —_ — 17.30 pesos

120 4 100 + 80 300

(precio promedio de ¢/K