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LLEMENTOS DE ALGEBRA

INTRODUCCION

§ I. — Definiciones preliminares.

{. La observacidn del conjunto de varios objelos mate
riales distintos ha proporcionado la'idea de nimero entero
gue es una nocién inluitiva.

2. La medida de ciertas cantidades continuas, como las
iludes, ha dado la nocién de ntmero fraccionario, o de
raccidn.

3. Los numeros enleros y los niimeros fraccionarios cons-
tituyen los niimeros aritmétices.

Los mimeros arilmélicos no bastan para deferminar
pletamente. ciertas cantidades. Para indicar, por
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por el mismo aufor !

han andado 20 km. cada uno, pero en direcciones opuestas,
no se podrin distinguir estos caminos sélo por los nimeros
aritmélicos,

5. Para obviar esle inconvenienle, se ha convenido en
¢olocar un signo delante del nimero que mide cada can-
lidad, indicando este signo el sentido en el cual se ha con-
siderado la cantidad.

Se podrd convenir en que - 20, que se lee « méas 20 »,
representa el camino recorrido hacia la derecha, y que
— 20, que se lee « menos 20 », representa el camino reco-
rrido hacia la izquierda.

6.De un modo general, si unas cantidades pueden lomarse
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6 FLEMENTOS DE ALGEBRA

en Jos sentidos opuestos, los signos -y —, colocad‘@i
delante de los nimeros aritméticos que miden estas can-
tidades, indicar4n el sentido en qué se han tomado.

7. El conjunto del signo y del nimero se llama ndmero
algebraico. 3 : i

V. gr.: 420 y —20 son nuUmeros algebraicos, y 20 es
un nimero aritmélico. . ]

8. Algebra ¢s la ciencig que estudia las propiedades de los
niimeros algebraicos.

9. Su objeto es : . > ",

o Expresar las relaciones enire varios numercs aiges
braicos; : o

99 Dar medios para enconlrar winos nimeros cuyas relaciones
con otros numeros dados sean conocidas.

10. Realiza este doble objeto por medio :

10 De signos convencionales; _ i

90 De operaciones cuyo conjunto se llama cdleulo algebraico.

§ II. — Nimeros algebraicos.

11. Namero algebraico. — Numero algebraico es una repre-
sentacion convencional que expresa a la vez la medida de una
magnitud y el sentido en el cual se la considera. .

Expresa la medida de la .magmtud por medio de un
nimero aritmético, y su sentido por los signos 4y —.

42. Moédulo, 6 valor absolute. — Mddulo o valor absoluto
de un nimero algebraico es el nimero aritmético que entra en
dicho numero. %

V. gr. : 20 es-el médulode 4 20 y de — 20.

El médulo de un nimero se expresa colocanlo este
ntimero entre dos rayitas verticales. g

V. gr. : |4+20] y |—20] se lee : médulo de mds 20 y
médulo de menos 20. . 5y

13. Nimeros positives ynfimeros negativos. — Numero
posiline es un numero algebraico cuyo signo es +-. :

Niumero negativo es un numero algebraico cuyo signo es —

Importa notar que estos'signos no mc!t_can una opera-
¢i6n aritmética, sina el sentido o la direccion de la cantidad

cuva medida se expresa por el valor absoluto.

4. Represontacién de los niimeros algebraicos. — Con
el fin de generalizar los problemas, se acostumbra, en
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Algebra, representar los niimeros conocidos o desconocidos
por letras.

V. gr. : se representard un camino recorrido por m.

Estas letras representan el signo junto con el mddulo’

15. Observacidn. — Esta representacion de los ndmeros
por unas letras se suele usar también en Aritmética; pero
entonces la letra no encierra la idea de un signo. Importa
pues notar que la esencia del Algebra no consiste en la
representacién de los niimeros por letras, sino en la dis-
tincién de dos especies de nimeros : los niimeros positives
y los negativos.

§ lIl. — Operaciones sobre los mimeros algebraicos.

16. Se efectiian, sobre los nimeros algebraicos, unas ope-
raciones que Illevan el mismo nombre que las operaciones
arilméticas y se indican por el mismo signo :

1. La adicién, que se indica por el signo 4 (més);

2. La sustraccidn, que se indica por €l signo — (menos);

3. La multiplicacién, que se indica por el signo x (mul-
tiplicado por), o méas sencillamente por un punto colocade
entre las letras, o unicamente por la yuxtaposicién de las
letras. V. gr. : el producto de @ por b se indica por a < b,
6a.boab;

4. La divisién, que se indica por el signo 2 (dividido per).

17. Observacién. — Siendo los numeros algebraicos
represenlaciones convencionales, las operaciones efec-
tuadas con dichos nimeros serdn sometidas a reglas con-
vencionales también y arbitrarias, péro no contradictorias,

Se escogeran de tal modo que, efectuadas las operaciones
con nimeros positives todos, se confundan con las ope-
raciones aritméticas del mismo nombre.

18. Signos algebraicos. — Los cuatro signo --, —, 3, «,
que indican las operaciones gque deben efcctuarse con las can-
tidades afgebraicas se llaman signos algebraicos.

Ademis de estos signos se usan también :

= (igual 4); que indica la igualdad entrc dos cantidades;

5= (diferente de); que indica la desigualdad;
¥ olros que se indicaran en su tiempo.

* Las primeras letras del alfabeto designan ordivariamente los datos o

185 cantidades conocidas, y laz ltimas las incdgnilas o cantidades desco-
Rocidas
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3 ELEMENTOS DE ALGEBRA

19. Coeficiente. — Coeficiente de una cantidad es todo
nitmero por el cual se mulliplica dicha cantidad. El coeficients
puede representarse por una letra.

V. gr. : En 2a, 2 es el coeficiente de a.

En 2az, 2a es el coeficiente de 2.

90. Adicién. — Adicién de varios numeros algebraicos es
una operacion cuyo objeto €s encontrar otro numero, llamado
suma de dichos niimeros.

En la suma de los nimeros algebraicos se pueden dis-
tinguir lres casos.

91. PRIMER CAS0. — Suma de varios nfimeros que tienen
¢l mismo signo.

Por convencién, la suma de varios numeros todos positives o
tudos negativos es un nUmMero que tiene el signo de los sumandos,
y cuyo madulo o valor absoluto es igual a la sumade los médulos
de los sumandos.

V. gr.: Sea. :

(+3)+(+5)+(+7)=+15
(= 3)+ (=B + (—N=—15

99, Consecuencias., — 1. Se pueden reemplazar parios
niuneros todos positives o todos negativos per la suma de elivs.

2. Se puede reemplazar un nitmero por 0fros varios, cuya
suma sea igual a este.

V. gr. : Sea :

(+3) + (+ 18) + (+2) =+ 20.

Por ser

+ 15 =(+10)+ (+9)
tendremos :
420 =+ 3 + (+ 10) + (+ 5) + (+ 2)-

23. SEGUNDO CASO. — Suma de un namero positivo y
de otro negativo.

Por definicién, niimeros opuestos son dos numeros, el
uno positive y el ofro negativo, que tienen el mismo valor
absoluto.

V.gr.: + 2 y —2.

2%. Por convencidn, la suma de dos mibhneros opuestos €s
nula.

V. gr.: (+2) + (—2)=0.

95. En virtud de esta convencin :

INTRODUCCION 9

La suma de un nimero positivo con ofro negalivo es igual a
un nimero cuyo valor absoluto es la diferencia de los valores
absolutos de los dos ntumeros dados, y cuyo signo es el del
numero de mayor valor absoluto.

En efecto, sea

(+6) + (—4).
Tenemos (n° 22)
+6=(+2)+(+4)

(+6) + (— H=(+2) + (+8) +(— 4

¥, segin la convencién anterior (n° 25),

(+4) + (— B)=0.
(4 6) + (—§)=+2

resultado conforme a 1a regla anterior.
Sea también

luego
Luego

(4 2) + (—8)
tenemos

(4 2) + (—8) = (4 2) + (— 2) +(—8)

(+2) + (—8)=—6.

96. TERCER CAS0. — Suma de varios niimeros positivos y
negapivos. — Basta considerar la suma de un nimero
positivo con otro megativo, porque, segun el n° 22, todos
los nimeros positivos pueden reemplazarse por su suma,
asi como los nimeros negativos.

Este caso se reduce, pues, al anterior.

27. Sustraccién. — Sustraccion es una operacion cuyo
objelo es enconfrar un numero algebraico que, agregado d un
nimero dado llamado substraendo, reproduzea ofro numero
dado llamado minuendo.

El resultado de la sustraccion se llama diferencia.

10 Sean los ntimeros 4+ 4 y + 6, y @ su diferencia.

Se tiene

(+4) + (@) =+ 6.

Agregaudo — 4 a cada una de estas dos cantidades, que
son iguales, se tiene

(4+4) + (@) +(— 8 =(+ 6)+(—4
g=(+6)+(—4=+2

0
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90 Sean los nimeros + 12 y — b; & su diferencia.
Se tiene
(4 12) 4 (&) =—5

(+42) + (@) + (— 12) = (—5) + (— 12)

g=—17
28. De eslos ejemplos se infiere la regla siguiente :
Se obtiene la diferencia de dos numeros algebraicos, agre-
gando al minuendo el ntimero opuesto al substraendo.
" 99, Notacién. — Se indica la sustraceién por el signo —
colocado entre el minuendo y el substraendo.
V. gr. : la diferencia entre +6 y - 4es

z=(+6)— (+4)
(+8) — (+ 4 =(-+6) +(— ).

30. Nimero mayor que otro, — Un numero es mayor que
olre némero, st, restando el segundo del primero, la diferencia
es positiva.

V. gr. : Sean
la diferencia es

Se nota que

+12y +8
(4-42) + (—8) =+ &

luego, se dird que 4 42 es mayor que - 8.
Esta relacién se indica por el signo >, que se lee mayor
gue : asi
412> 18
se lee : mds 12, mayor que : mas 8.
También se tiene :
+ 3 > —10.
En efecto, la diferencia es

(4 3) + (+ 10) =+ 13.

34. Ndmero mencr que otro. — Un nimero es menor que
otro numero si, restando el segundo del primero, la difercncia
s negativa.

Nigha: -+ 9 es menor que - 16.

En efecto, la diferencia es

(+9)—(+ 16)=(+9) + (—16)=—T.

INTRODUCCION i1

Esta relacién se indica por el signo <, que se lee menor
que : asi

4-9.< - 16,

zo lee : méds 9, menor que : més 16
También

—10< =9,

En efecto
(— 3) —(—10) = (— 3) + (+40) = 4 7.

32. Consecuencias. — [. Los mumeros positivos aumentan
cuando aumenta su valor absoluto.

II. Los numercs negativos eumentan cuando disminuye su
valor absoluto.

1. Cero es menor que cualquier ndmero positivo y mayor
que cualquier nimero negativo.

En efecto, 1° sea

0 v <+ 3; la diferencia
0 —(+ 3)=10+ (— 3) =— 3, es negativa.
2° Sea
0 y —5;la diferencia
0 —(—5)=0 (4 5) =+ 5,es positiva.

33. Multiplicacién. — La multiplicacion de varios nimeros
alyebraicos es una operacion cuyo objeto es encontrar oiro
nimero llamado producto de estos numeros.

34. PrIMER Ciso. — Producto de dos niimeros alge-
braicos.

Por convencién, el valor absoluto del producte de dos nu-
meros algebraicos es igual al producto de los valores absolutos
le estos numeros; y el signo del producto es 4 si- los nitmeros
tienen el mismo signo, y — si tienen signos conltrarios.

Los numeros que contribuyen asi a la formacion de un pro-
ducte se llaman los factores de este producto.

V. gr.: 1¢ Sean los factores +3 y — 7; el producto es
— 21.

2° Se tiene también
(—5) > (—4&) =+ 20.

(4 B) < (+ &) = + 20.
35. SEGUNDO CAs0. — Producto de varios factores.
Lidmase producto de varios factores a, b; c, ete., el resul-

tado obtenido multiplicando a por b, el produclo ab por c, el
fuevo producto por d, y asi sucesivamente.,

t<
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36. Teorema. — El prod_ucto de varios factores es indepen-
diente del orden de los factores. : .

Sea el producto abed. El valor absoluto .\abcgi[‘es indepen-
diente del orden de los factores. (V. Aritmélica, n® 167.)
Por otra parte, el producto abed puede escribirse (4 1)
s abed. Si se multiplica 4 1 por un factor positivo, queda
positivo el producto; si se multiplica por un factor nega-
tivo, el signo del producte cambiaj y este signo cambia
tantas veces cuantos factores negativos hay. El signo final
serd -+ si el namero de faclores negalivos es par, y — sl
este niimero es impar, Luego tampoco este signo depende
del orden de los faclores. ‘

37. Producto de una suma por un nﬁme;‘o. — Para multi-
plicar una suma por urn numero e mzfltip!ican los sumandos
por este numero, y s suman estos varios productos.

Sea

(a + b).c.
(a i b)_c:ac-}- be.

Se debe tener

I. Supongamos ¢ positivo : -

19 Sia y b son positivos, el teorema estd demostrado en
Aritmética ; : ‘ :

20 8ia es; positivo y b negalivo, haciendo b= —b', b’ es
positivo.

Se puede suponer

la|>16f o |a|<]|bl)
|a|>lbil

Si

l

se liene 3

(a+b}(,:(a_b')czac——b'c=ac+(—b')c=dc-i be.
v ai<itl o
ble=(a—b).c=— (b —a).c=—Dbe-+ ac
sk —(_:(——b’),c—}-ac:bc—{—ac.

II. Si ¢ es negativo, cambiando los signos, se encuentran
los casos anteriores.
Luego, siempre,
(a -+ b) ¢ = ac 4 be.

38. Producto de nna suma por Una suma. — El producto

INTRODUCCION 13

de una suma por una suma se obtiene multiplicando la pri-

mera por cada una de las partes de la segunda y sumando los
resultados.

N.ogr rSen

(@+b ) x(d47)
el producto es

ad + bd + ed + af 4 bf + cf.

39. Potencia de un nimero algebraico. — Delinicién. —
Polencia b de un numero algebraico x es ¢l produclo de n
facteres iguales a x.

Este producto se indica por zn.

40, Exponente. — Fl exponenle de una pofencia es el ni-
mero que indica cudnlos factores iguales deben lomarse para
formar la potencia.

V. gr.: En el ejemplo anlerior, n es el exponente.

41. Divisién. — Division algebraica es una operacion cuyo
objetn es enconlrar un nimero cuyo producto por un nimero
dado, llamado divisor, reproduzca otro nimero dado llamade
dividendo.

El resultado de la divisién se llama cociente.

42. Regla. — Segtin esta definicidn, y las propiedades de la
multiplicucion, el valor absoluto del cociente se obtiene divi-
diendo los valores absolutos, y el signo de este cociente es —+
si el dividrmdo y el divisor tienen el mismo signo, y —, si
lienen signos contrarios.

§ IV, — Fracciones algebraicas.

43. Toda fraccion alyebraica representa el cociente de su
numerador por su denominador.

. a -— i .
Asf las fracciones 57 m3a representan : la primera el

cociente de a por b y la segunda el cociente de m —n
por 3a.

Las propiedades de las fracciones aritmélicas convienen
también a las fracciones algebraicas, asi :

&4. Se pueden multiplicar o dividir los dos términos de una
fraceidn por una misma cantidad sin que el valor de esta frac-
cion se allere.
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1° Sea g una fraccién. Designando por g el cociente de

a por b, se tendri :

Lo (1)

LIBRO PRIMERO

¥, por consiguiente,

a=bg
CALCULO ALGEBRAICO

Multiplicando los dos miembros de esta tltima ignaldad
por una misma cantidad m, queda

am = bmq

dividiendo los dos iniembros por bm, se tiens

CAPITULO PRIMERO

ADICION Y SUBSTRACCION

am a -
Por lo que se ve que tanto = como y son iguales a g;

20 Si en la igualdad (2) se supone que m sea una frac-

§ 1. — Definiciones y clasificacién de las expresiones
- algebraicas.
cién y valga f: por ejemplo, queda, substituyendo % en g

45. Expresién algebraica. — Se llama expresin alge-

lugar de m, braica la indieacio ] i
braica la indicacidn de cierto nimero de operaciones que se

tienen que efectuar : 6a%b, a - b, yBab, (_a_—|-9_ljﬁ son expre-

siones

B3l
Il
=1

algebraicas.

~ Expresion entera es la que no contiene denominador alge-

raieo ; ezpresion fraccionaria la que si lo contiene.

~ Se llama expresion racional la que no contiene radical. e

irracional la que si lo contiene. :
Una expresién algebraica es racional y entera cuando

no contiene radical ni denominador algebraico,

6a®b es una expresién entera y racional.
8ath2 :
—, &8 una expresién fraccionaria y racional.

Por lo que se ve que tanto H como g son iguales a g.
Luego se pueden multiplicar o dividir los dos términos de
una fraccion algebraica por una misma cantidad sin que el valor
de esta fraccion se altere.
Esta doble propiedad se aplica frecuentementé para sim-
plificar las fracciones y para reducirlas a un comin deno

minador,

35 e - Ba 3 = A
Por tltimo 3a2y6 y - ye son expresiones irracionales.

Se iéarrln férmula la expresion algebraica gue indica las
operaciones que deben efectuarse con cie i
oot fi rtas cantidades para
46. Término. — Se llama término de una expresion alge-
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braica loda cantidad separada de otra por los signos 4 o —.
Asf en 3a? 4 5a*b — \Jac hay tres términos.

Delande de un término positive que se halla sélo, o que
es el primero de una serie de {érminos, se sobrenliende
el signo +. :

47. Monomio, binomio, polinomic. — Monomio es la ex-
presion algebraica que no eonsia mds que de un solo lérmino.
Ejemplo :

10abe?,

Binomio es la expresion que consta de dos términos. Ejem-

plo:
3ab — 4e.

Trinomio es la expresion que consta de tres términos. Ejem-
plo :

2% 4 px 4 9.

En general, polinomio es la expresidn algebraica compuesta
de varios términos.

48. Grado de un término entero es la suma de los expo-
ncnies de los factores algebraicos que lo forman; si el tér-
mino es fraccionario, el grado es la diferencia entre el
grado del numerador y el del dénominador; si el tér-
mino contiene un radical, el grado de la parte irracional
es el cociente del grado de la cantidad colocada ‘debajo
del radical, dividido por el indice del mismo : asf los Lér-

Balh?
minos 3a%b, 9(;76 Y 6 /%5 son del tercer grado.

Se dice que un polinomio es homogéneo cuando todos

sus términos son del mismo grado. Ejemplo ;

6ab® — &a?b? - Bath — b,

49. Ordenar un polinomioe, es escribir todos sus {érminos
en un orden tal que los exponentes de una letra elegida,
llamada letra ordenatriz, vayan aumentando o bien dismi-
nuyendo. .

Ast el polimonio & a® — 3 a*b — 2 %2 4 8 a2h® - abt — b?
esld ordenado con respecto a las potencias decrecientes
de a, y también con respecto a las potencias crecientes
de b.

50. Valor numérico de una expresién algebraica. — Valor
numérico de una expresion algebraica es el resultado que se

ERCTY TE = Iy, -,
e T
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obtiene reemplazando cada letra por el nimero que representa,
y efectuando las operaciones indicadas.

Asi para =2, b=1 y c=4, el monomio 4a%% se
convierte en & < 2% x< 12 > 4, y su valor numérico serd 128,

Del mismo modo el polinomio 5a? + /¢ — 3ab tiene por
valor B, sia=2,b=8y ¢c=09.

51. Observacién. — Cuando se quiere representar una
expresion en la cual entra cierta letra, z, por ejemplo, sin
determinar mds esla expresidn, se emplea a menudo una
de las formas P(z), F(z), etc., que se leen: P de z, F de z, etc.
Claro estd que, en cada caso, se necesitard una convencitn
para fijar la significacién de estas expresiones.

V. gr. : 8i se escribe :

Plz) =2 — az? + a3,
P(z) representa el segundo miembro.

Si, despuds, se guiere indicar que se ha substituido z
por a, se escribird (P(a). Enlonces,

Pla)=a®— a.a' 4 a® =—ad,

Del mismo modo, si F(z)=a?, se tiene, substituyendo
por: 2,

8

F(2)=¢&.

52. Expresiones equivalentes. — Expresiones algebraicas
equivalentes o identidades son aguellas cuyos valores
uméricos son iguales, sean cuales fueren los valores par-
iculares atribuidos & las literales.

Vg
(a46)(a—b) y a*— b3,

53. Términos semejantes. — Se llaman términos some-
antes, aquellos que tienen las mismas letras afectudas de los
smos ezponentes, cualesquiera que sean sus coeficientes y
us signos,

Se llama reduceibn la operacion que consiste en reemplazar
1105 términos semejantes por uno solo.

Para reducir varios términos semejantes a uno solo, se
fuman por'una parte los coeficientes de todos los térmi-
n0s positivos, y por otra los de los negativos; la diferencia
> las dos sumas, afectada del signo de la mayor, es el

Soei‘:ciente del tinico término que debe reemplazar a los
demds.

i

i




N
|

5
|
|
|

g

5.1 ELEMENTOS DE ALGEBRA

Asi el polinomio 6a® — 2a® + a?, se reduce a ba®.
Del mismo modo,
ba2h — 3ab? 4 8a?h -+ ab® — Tab,
se reduce & 6a%b — 2ab®.

§ Il. — Adicidn.

54. Definicién, — Sumar varias expresiones uu»ﬁmrrrh es
enconlrar una expresion algebraica cuyo valor numérico seq
siempre igual a la sumade los valores numéricos de los su mandos,
sean cuales fueren los valoresparticulares atribuidos a las letras,

3¢ deben distinguir dos casos.

55. PRIMER CASO. — Adicién de los monomios. — Para
sumar parios monomios, basta escribirlos unos a eontinuacion
de los otros, conservando sus signos. Es una «consecuencia
inmediata de la adicién de los nimeros algebraicos.

V.gr. : Sea por sumar el monomio 3ab con el, monomio
6ab®, se escribe :

6ab® L 3ab.

56. Observacién. — Un polinomio puede considerarse
como la suma de sus términos. V. gr. :

Gab? 4 3ab — Bb% es la suma de 6ab®, 3ab y — bbe.

57. SEGUNDO CAS0. — Adicidn de los polinomios. — Para
sumar varios polinomios, basia escribirlos unos a continuacion
de los otros,sconservando los signos de sus términos; se hace
en wgmda si se puede, la reduccion de los términos semejantes.

Sea por sumar el polinomio
a2 —3ab con Tab—2a%;
se escribird : :
Tab — 2a® -+ 5a® — 3ab.

En efecto, sean cuales fueren los valores de ay b, giem-
pre la suma de los valores de Ha?—3ab y de Tab — 24
es 1gual al valor de

Tab — 2a? - 5d* — 3ab.
Después de las reduccienes, la suma es
4 ab+4 3 ak

Observacién. — En general, la suma algebraica de varias
cantidades es el conjunto de los términos que las coms
poaen, teniendo cada término su signo respectivo.
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58. Observacién. — Basta a menudo indicar la suma de
arios polinomios sin efectuaria inmediatamente; para
sto se encierra cada polinomio dentro de un paréntesis y
e escriben estos parénlesis unos & confinuacién de los
»tros separados por el signo .

Para indicar la adicion de a+b con ¢+d—b y con

a + d —¢, se eseribira :

(a+b)+ (o +

d—b) 4+ (—a+d—0).

§ III. — Substraccidn.

59. Definicién. — Restar una expresion algebraica le oira,
encontrar ung tercera, que agregada a la primera, repro-
13eq la sequnda.
Se deben'distinguir dos easos.
0. PRIMER CASO. — Substraccién de dos monomios. —
a restar un monomio de ofro, se lo escribe @ conlinuacion,
biando su signo.
“‘:ta regla es una consecuencia inmediata de la sustrac-
1e los nimeros algebraicos.

1o 5i se trata dc restar 3a® de 8ab.
cnbe 4

B8ab — 3at.

Para restar — 2ab de 4ac

sscribe &

&ae - 2ab.

SEGUNDO CAS0. — Sustraccién de dos polinomios. —
restur un_polinomio de ofro, se escribe el subsiraendo a
nuacion del minuendo cambiando los signos de los tér-
105 del substraendo,
Sean

P=atb—e y Q=e—/+h

a diferencia sera

D=P—Q=ag-t+b—c¢c—e--f—h
En efecto, si, a esta diferencia se agrega Q, debe resul-
lar P; pero
Df4Q=at+b—c—ed —hite—7+h

2
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resultado que siempre es igual 8 a+ b—¢, sean cuales
fueren los valores de las letras. e ;

§2. Observacién. — I. Frecuentemente se indica una
substraccion, sin efectuarla inmediatamente. Para esto
se encierra el substraendo dentro de un paréntesis, y
se escribe a continuacién del minuendo, colocando e!
signo — delante del paréntesis. Para hacer desaparecer e’
parénlesis debe efectuarse la substraccién indicada.

Esempro. Side

ba* + b*

se quiere restar

1 552 — 202 4 ¢,
se indica la substraccién escribiendo :

4at + b* — (502 — 2a? - ¢¥).

Para efectuarla, se suprime el paréntesis y se cambian
los signos de los términos que estin dentro de él, recor-
dando que el término 562 tiene el signo + sobreentendido.

Se tieae enlonces
ka? 4+ b2 — 5b* 4 24 — ¢c?

reduciendo :
J 6a? — &b? — ot

1. Siempre se pueden agrupar en un parénlesis varios
términos de un polinomio; si el paréntesis debe ir prece-
dido del signo -+, los términos que contiene conservan sus
signos; si debe ir precedido del signo —, los términos to-
man signos conLt:arios.

Ast el polinomio

! at+b—ct+dte—r+9

puede escribirse :
(@a+b)+(—c+d+e)—(+7—9)
porque quitando los paréntesis se vuelve a encontrar el

rolinomio propuesto.
Estas agrupaciones son de un uso frecuente.
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CAPITULO 11
MULTIPLICACION

63. Delinicién. — Multiplicar dos expresiones algebraicas
encontrar una fercera expresién cuyo valoer numérice
cual al producto de los valores numéricos de las expre-
es dadas, sean cuales fueren los valores particulares
uidos a las letras.
PRIMER CASO. — Multiplicacién de dos monomios. —
ean dos potencias de una misma lefra :
se quiere multiplicar a? por a3, se nofa que a? es la
iacién de aa, y @® la de aaa.
r consiguiente el producto de &?* por a® serd aa < aaa,
1g 0 bien a®.

a? % gt =at+3 =gt
general,
ams>c qh—=gm+n,

an dos monomios cualesquiera :
Sea la multiplicacién de

5atb% por — 3a?h.
ndaremos

X (—3a%)=—8Xa" <X xex3xatxb
iendo el orden de los factores,

53 xat X at X b < b o =— 15a’blc.

— Para multiplicar un monomio per otro, se multi~
coeficientes y se escriben las diférentes letras con la
de exponentes. Si una letra no se halla mds que en
uno (e lores, se la escribe con su exponente, y se aplica
la req ignos, dada en la multiplicacion de los nimeros

fnal
aigedn 24

J
65

suma de

B CAs0. — Producto de varios monomios. —
& lienne T r .
*¢ fene mds de dos factores, se efectiia el producto del

rin Y Niop R
i'rd"! @ por el segundo ; se multiplica el resultado por el tercer
STy Y asi sucesivamente,




o
rA

un monomi
minos que lo componen, p¢
un monomio, basta multiplicar los var s
nomio por el monomio, Yy sumar los resultados (n° 37).
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3
V. g1, : Sea el producto
3a%b > (— 5 b¥c) X (— 2 ac?).

¥ 1cto es
El produ i ohen

66. Tercer (aso. — Multiplicacién de un pol1Pom10 pes
' 0. — Siendo un polinomio la suma de !.u_s tér-
nen, para multiplicar un polinomio por

ios términos del poli-

/. gr.: Sed
.6 (a*b 4 bot — ad)  ab

es
el producto i N

67. CuarTo CAS0. — Multiplicacién de un lpoligomm
or otro, — Este caso se reduce a la .muli_.apllcaclun dfa
i s+ 1aega, se multiplican todos los términos del multi-
dos sumas; 108g0, can” Ll

licando por cuda uno de los términos del mulliplicador, 00S
E&ndo la regla de los signas, y se sunan los resultados (n® 38).

PA,
V. gr ea ) e

] ducto es
5 ac — be — ad -+ bd.
He aqui como se dispone la operacién :
a—b
c—d
L e
ac — be — ad -+ bd.

. Notacién abr 08 1 ‘ :
Seaguel?lz escribir s6lo una vez la parte literal de cada tér
mino,disponien
como sigue :

3gd —bath "~ + 4ab?

a* -+ 2ab — 32
L]
v —blath + &|a®P?
i + 6 — 10 4+ B8la*d? :
— 9 + 15 — 1 2ab?
gal-= - ;.=f_ 15 a'h' - 28 by — 12abt

eviada de los términos semojantes, —}

do los coeficientes en una columna vertical,
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69. Numero de términos de un producto. — Teorema I.

— Cuando no hay reducciones, el numero de los términos del

nroducto de dos polinomios es igual al producto del numero

le términos del multiplicando por el nimero de términos del
ultiplicador,

En efecto, cada término de uno de los polinomios da
tos términos cuantos hay en el otro. Si pues consta el
o de p lérminos; y de g el segundo, y no se puede
ar ninguna reduccién, el producto constard de pg
08.

. Teorema II. — El producto de dos polinomios contiene
wre a lo menos dos términos drreducibles.

n efecto, estando ordenados los dos factores con rela-
, a las potencias decrecientes de una misma letra, el
ner término del producto serd de un grado superior a
s demas, con respeclo a esta letra, y el tltimo,
do inferior @ todos los demés; estos dos términos
in reducirse coh ningin otro.

Formulas notables. — Hay algunas multiplicaciones
potables cuyo producto importa retener en la memoria;
tales son las signientes :

(a + b) =a? 4 2ab -+ b3, 1)
(@ — b)2=a*— 2ab + b2, (2)
(a+ b) (@ — b) = at—=b2, (3)
(@ + b)P = a? 4 3a2b + 3ab® + b3, (4)
(a — b)3==a® — 3a2b -+ 3ab? — b3, (5)
He aquf su traduccidn al lenguaje ordinario :

12. El cuadrado de la suma de dos cantidades es igual al
lo de la primera, mds dos veces el producto de la pri
" la segunda, mds el cuadrado de la segunda.
uadrado de la diferencia de dos cantidades es igual
o de la primera, menos el doble producto de la pri-
gunda, mds el cuadrado de la segunda.
ucto de la suma de dos cantidades por la dife-
estas mismas cantidades es igual al cuadrado de la
el cuadrado de la segunda.
la suma de dos cantidades es igual al cubo
tres veces el producto del euadrada de la
' la segunda, mds tres veces el producto de la pri-
cuadrado de la segunda, mds el cubo de la se-




CALCULO ALGEBRAICO
2§ ELEMENTOS DE ALGEBRA

76. El cubo de la diferencia de dos cantidades es igual al
cubo de la primera, menos tres veces el producto del cuadrade
de la primera por la segunda, mds tres veces el producto de
la primera por el cuadrado de la segunda, menos el cubo de la

|
|

segunda. CAPITULO III
77. Observacién. — En virlud de las férmulas ante-
riores (1), (2) y (3), se puede reemplazar: DIVISION
|
fo a* +- 2ab + b® por (a -+ b) (a 4 b)
20 z? — 2xy - y* por (z—y)(z—y) : o
30 TP L 8 por (m + n) (m— n) § I. — Varios casos de divisidn.
E También es 1til advertir que se puede reemplazar : 79. Definicién. — Dividir una expresion algebraica por
L, i Ty TS yira es encontrar una tercera cuyo producto por la segunda
G| e (832 0) gir: =) nroduzca la primera.
i 8- | puesto que en ambos casos los productos son : expresién que se divide es el dividendo, aquella por la
il A . . -ual se divide, el divisor, el resultado de la operacidén se
o at—2ab+b ama cociente.
- i Estas transformaciones se emplean frecuentemente en 50. Siendo el dividendo de una divisién un produclo

r0s factores son el divisor y el cociente, las reglas de la
n se deducen de las reglas correspondienles de la
licacién.

en particular, el cociente es positivo si el dividendoe
y el divisor tienen el mismo signo, y negativo cuando
tienen signos contrarios.

el calculo algebraico.
78. Si se eleva al cuadrado un polinomio cualguiera :

) 2a-b—ec+d
se encuentra :

(2a4-b—c+d=4at 4 b3 4 ¢ - d* -+ bab — &ac + 4dad — ‘
2be + 2bd — 2¢d.

ier Caso. — Divisién de un monomio por otro, —

1 dos potencias de la misma leda.

y a® por a?

ndo el exponente del dividendo igual a la suma de

xponentes del divisor y cociente, el exponente del co-
serd igual a la diferencia de los exponentes del divi-

del divisor.

De donde se inflere que el cuadrado de un polinomio
8e compone :

mo

1o De la suma de los euadrados de cada uno de sus (ér-
minos; 2° de la suma de dos veces el producto de sus términos
tomados de dos en dos.

a®*:a? da a*-?* 0 qaf

En general

G A e e

2 Sean dos monomios cualesquiera.
ividamos ahora 412a%h% entre &a’b2.
mos que 12a%?% es el producto de 4a®b® por un
* tal gue, multiplicado por &a*?, dé por producto
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ItiplicAndolo por 2a®, se vuelye 4 encontrar el dividendo.
35. Observacién. — Cuando no es posible la divisién de
10mio por un monomio, basta indicarla poniendo
i y el divisor en forma de quebrado.
D un polinomio por otro. —
Ta’h — - 7ab?—3b* por 5a+4 ab— 352
2nados los polinomios con respecto & las potencias

Pero, el
el tactor que, multiplicado por «
el factor que, multiplicado por &% : -8
y por tltimo encontrandose el factor ¢ en e. dividendo
sin eslar en el div debe necesariamente encontrarse
en el cociente.

El cociente es por lo mismo 3a%.

"

o S e P R

| En efecto, 3a’c multiplicado por 4a’h?, reproduce el nies de una misma literal, ]0 cual siempre puede
4 dividendo 12a%b%c. se observard que el primer término del divi-

! Del mismo modo, 164%h® dividido por — 8ab?, da — 242 s el .,.mu.la sin reduccion del pumﬂr término del

o] g 5

.& &2, Regla. — Pc_I’i encontrar el cociente de dos mono- el prim er u.[lf!l!!{}i del \,or_!e_uu: \n_‘.' _,Q}, se

& miod s 1es el primer término del cociente dividiendo

‘ 2 Sa Hnlicara : ; e
—,‘ j 1° Se aplica la regla de los signos; : -4‘1'”3‘}1“-“{—‘lf$ﬂl a 9] divisor PL”: ee.,te _]—“flﬂfl({l
4 90 Se divide el coeficiente del dividendo por el del divisor; cociente y el producto se restard del divi-

i 30 Se eseribe cada letra del dividendo ddndole por ci'ilu- obtendrd asl una resia ordenada cuyo primer

serd el producto sin reduccion del primer término
r por el segundo término del cociente; se ob-

nente la diferencia entre el exponente del dividendo y el del
divisor. La letra que no se encuentra mds que en el divi-

{ dendo se conserva en el cociente con su exponente, y la undo Lés‘;pina di_vid;endo el plri‘mer
3 lelra que tiene el mismo exponente en los dos términes poT el primer término del divisor. I
no figura en el cociente. guida el mvrsor por este segundo :
83. Observacién. — Conforme a lo que antecede, la o se restard de la primera resta. Asi
divisién de dos monomios es imposible; 1° si una literal

del dividendo tiene un exponente menor que el de la lles de la operacién :
misma literal en el divisor; 2° si el divisor conti
literal que no se encuentra en ividendo. :

En estos dos casos, s¢ i a no obstante la divisidn
poniendo los dos monomios i

84. 2° Caso, Divigién de un
— Se trata por ejemplo de dividir 6a* — 8u

ene una

6a?b? |- Tab® — 344 5a? 4 ab — 3b?
3a? — 2ab 4 b2

el di

1 Monemnio.
)8

12 por 2a%

Para encontrar el cociente buscado, es preciso dividir : s 5 3{
cada término del dividendo por 2a?, pueste que para di y ] o L malall + )
vidir una suma por una cantidad dada, basta dividir cada 7.4 Test: 0

parte de esta suma por dich:
cientes obtenidos} se tendré
6at — 8a® L 4ol 6a* 8a® , 4qg?
_— 0 ——
a2 5 g

cantidad y sumar los co-

1
ues :

el dividendo y el divisor con respecto & las
‘1 ntes niw a, se procade como qlgue :

Efectuando estas operaciones
para la divisién de dos monomi

conforme a la regla dada
s, se encuentra :

1'b, v & causa de la
ida de — 15a*,
3, ¥ & causa de

Eate resullado es el cocie 1 se busca, pusaio gua
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la substraccién, 4 9a%?, que se escribe en seguida de
— 3a%.
Efectuada la reduccién de términos semejantes, queda :

— 10a%b + 3ab® + Tab® — 3b*

Se dice en seguida — 104% dividido por + Ba? da — 2ab
por cociente.

+ 5g® multiplicado por — 2ab da — 10a®, y a causa de
la substraccién 4 10a3b, gue se escribe debajo de — 10a%b.

-}- ab multiplicado poer — 2ab da — 2a%?, y a causa de la
subslraccién -+ 2a2b2.

— 3b? multiplicado por — 2ab da 4 6ab*, y a causa de la
subsfraccién — 6ab?,

Efectuadalareducciénde lostérminos semejantes, queda:

5a2b? + ab® — 3b.

Por dllimo se dice : 4 5a®h® dividido por -4 Ba* da + 0%

<+ %a? multiplicado por - b2 da -+ 5a%?, y, a causa de la
substraccién, — Ha?b2,

-+ ab multiplicado por + b2 da - ab%, y, a causa de la
substraccion, — ab®.

— 3b? multiplicado por -+ b® da — 3b%, y, a causa de la
subsfraceién, 4 35%.

Efectuada lareduccion de los términos semejanles, se en-

cuenira una resta nula; de donde se infiere que 3a®— |

2ab 4 b2 es el cociente exaclo de 15a* — 7a%h — 6a2b? + Tab? §

— 3b* dividido por 5a? 4 ab — 3b%.

Observacién. — No es preciso después de cada divisién
parcial, escribir al lado de la resta los términos del divi-
dendo que no hayan sido reducidos.

87. Casos de imposibilidad. — La divisién de un poli-
nomio por olro polinomio es imposible

1° Quando, estundo ordenados los dos polinomios con res-
pecto a las potencias decrecientes de una misma literal,

el primer término del dividendo no es divisible por el primer

término del divisor.

2¢ Cuando el wltimo término del dividendo no es divisible
por el ultimo término del divisor;

3¢ Cuando en el curso de la operacidn se obliene una
resta cuyo primer lérmino no es divisible por el primer tér-
mino del divisor,

.‘,-‘-
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Conforme a esto, la divisién de 7a* 4 g% — ga2p? por
 + a*b no es posible, porque 7a* no es divisible por 5g5,
Lo mismo sucede en la divisién de 8a%h — 5al? - 4al?
r 4a® — 2a®b, porque el dltimo término 4ab?® no es divi-
le por — 2a%b.

Por illimo, la siguiente divisién es imposible, porque
exponente de a en la resta, es inferior al de esta misma
tra en el primer término del divizor :

8a® 4 2a%h — Bal?® 4 2!)314(1? -+ 3ab — b2
—8a® — 6ab | 2ab? 2a—b
0 — 4a%h — 4ab? 4 243
+ 4ab + 3ab? — b2

0— ab*+ b
operacién indica, que si del dividendo propuesto
s slara — ab® - b3, se oblendria un polinomio divisible
P 1? 4 3ab — b8,
Observacién. — Cuando no se quiere efectuar una
di n, ya porque la divisién sea imposible, ya porque
no haya necesidad de conocer el cociente, se indica la
ope in por un quebrado cuyo numerador esel dividendo
ye lenominador es el divisor.

— Exponente cero y exponentes negativos.
89
por a” se obtiene por cociente an—7 o a°. Esta expresién
€D 8i, no 1
divid
derar
eJ_]u‘g‘.‘- Le
La

de a®

Si se aplica la regla del n° 82 a la divisién de an
ti

ene significacién; pero como wuna cantidad

L por si misma da 4 por cociente, se puede consi-
*igual a 1. En general, foda cantidad afectada del

puede ser reemplazada por 1.

1 regla del ndmero 82 aplicada & la divisién

> da @®—% 0 a—*, expresién que tampoco tiene

Signi: Pe TR e 1
12 Torma . ero a® dividido por a puede ponerse bajo
a!
al < at’

Sj‘i".‘i-':..n .
fiden los dos términos de este guebrado por at
ie ln(,ln\w“__-,‘

' 24 Y.resslta que a—* equivale & ci"
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En general a=" equivale a %

tidad -afectada de un expo-
-ado cuyo numerador s i
dad con el mismo expo-

De aqui se infiere que toda can
nenle negativo representa un quebi
y cuyo denominador es la misma canti

nente con signo positivo.

90. Esta notacién permite reemplazar una expresién
fraccionaria por otra entera. Pero esta venlaja seria ila-
a los exponentes negativos las

: goria si no se pudieran aplicar
3 reglasde caleulo ya estable cidas. Esta aplicacion es legitima:
R 1o En la multiplicacion.
F’ A 1 S'ea multiplicar a™ por a®, giendo n negativa é igual
. = a—n'.

fe i

¥ Se tiene : =g "=

aﬂ

pero
m—n=m-+n

! y a™ < a" resulta igual 4 a™+".
90 Sea g™ < a®, siendom y 1 negativas;

m=—m y .n=—n.
Se tiene

| i i i e
@ =g R g =

— (W Fn)=m+n

am x an = am+tn,

90 En la division.
1o Sea am+ ", siendo m negativa e igual a — m'.

Se tiene

CALCULO ALGEBRAICO

—m —n=m—n

amsar=gm="
Sea @™+ a", siendo m y n negalivas y

m=—m ﬂ:—n'_

amn=a-m :_i_ G":‘:a’”':

)
3
%~

. i i an'
am'lﬂ,.':—m—,':-ﬂ,—,:‘_—--—‘:aﬂ’—m'
a a® am

nN—m=—n+4+m

aR gt =a"—",

'n la elevacién a las potencias.
la potencia nme de am.
'L;__)-,'xllgamos

m<03 “)0; m=-—m

i

am= a—" =—
am™’

[ = [a‘i“-“’]“ e a—”i"ﬁ =g r

—mn=mn

[6%]" = o=

' Seam > 0,n <0, con n=—n'

1 i

<
[a"'}"' = am

Fam® — [am]—n
= \a'J] i = q—mn’ — gma

B Beam<oy
86 tiene <0y <0, con m=—m; n=—n,




.
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.

o =[] = =k g
[HTJ anw

m'n'=mn

Pero

luego
{ﬂmlﬂ = gmn,

§ III. — Divisibilidad por r — a.

91. Definicién. — Polinomio entero en x es un polinomid
en el cual los exponentes de esta letra son positivos y enteros
92. Teorema. — La reste de la division de un polinom&;
entero en x por un binomio de la forma x — a se obticne
reemplazando en este polinomio x por a.
_Dividase por z—a un polinomio entéro en - por
ejemplo : % 4 ax® —a® que representaremos por P {:z‘.
El divisor z —a es de primer grado en z; la resta ;seré
de un grado inferior, es decir que no contendra z.
Siendo Q(z) el cociente y R la resta, se liene

P(e) = (= — a).Q(«) + R.
No se escribe Ii(z), por no depender R de .

Esta igualdad se verifica, sea cual fuere

§ . el valor de a;
haciendo x = a, se tiene

P(a)=(a —a).Qfa) + R.

R no ha cambiado.

Permaneciendo finito el cociente 0, el producto (a—a)
per Q (a) es nulo, porque ¢—a=0, y la segunda parte de
la férmula se reduce a R.

Luego la resta de la division de un polinomio en X por un
binomio de la forma x —a se obticne reemplazando en este
polinomio x por a. Si el dividendo se anula por esta substitu-
cion, el polinomio dado serd divisible por x —a.

Asi la divisién del polinomio &84 gz2— g3 por £ — «
dard una resta representada por a® -+ g — g8 :
ficilmente se puede verificar,

Peroladivision de 3 —3ax® 4 243 pPorz — a sera exactla
porque la resta a® — 34? 4 24’ es igual a cere. :

0.a? lo que
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93. Si se tuviera que dividir un polinomio por z--a,
yndria este divisor en la forma

x—(—a)

nces se oblendria la resta de la division reemplazando
polinomio : X por (—a).

Corolarios. — I. Un polinomio entero tn x es divisible
x — a §t se anula cuando se sustiluye en él x por a.

Un polinomio cniero en X es divisible por x 4-a si se

uando se substituye en ¢l x por —a.+

Un polinomio entero en x es divisible por varios factores

xx=b; xFc; ete., si se anula cuando se substituye

vnente X por == a; = b; £ ¢, ele.

| polinomio serd divisible por el producto de estos fae=

a, b, ¢, ..., ticnen valores numéricos diferentes.

. : El polinomio z* — 2% — 1922 — i1z 4+ 30 es divi-
sil re—1, x4+ 2; x+ 3; x— 8, y por el producto
de »s factores, porque se anula cuando substiluye z
P -2, — 3, ¥y por 5.

¢ nforme a estas consideraciones, se encuentran
te los resultados siguientes :

—a™ siempre es divisible por # — ¢, porque la
la divisién es a™ —a™ o cero;

- @™ nunca es divisible por ¥ — a, porque la resta

de la divisién es @™ 4 a™ o 2am;

3 a a™ no serd divisible por 4 a sino cuande m

sea par, porque la resta de la divisién (— @)™ —a™ no ten-
drd su primer término positivo sino cuando m sea par.
_ 4 2" gm no es divisible por # -} a sino cuando m sea
lmpar, porque la vesta de la divisibn (—a)™ 4 a™ no
endri su primer (érmino negalivo sino cuando m sea
impar.

5 2m — o es divisible por & — a? si m es un miiltiplo de e

6° zm — gm ag divisible por zP -4 aPsi m es un multiplo
de 2p;

70 am

3 - a™ es divisible por aP 4 af si el cociente msp
8N ni

umero posilivo impar.
ng- Observacifn. — Una divisién tal como X741 por
&==1 se reduce o M4 casos anteriores, porque X»—=1 es
8ual a Xv - 4o
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He aqui efectuadas algunas divisiones de un binomio

por oiro :

a*— bt b =

= a® - a®b -|- ab® + b®

25 —1

bl PR B R |

x-+1
Pt — gm gy m—=a m—4
_T, a_ — gm—1 _Jr. d.’L‘"""—"—}— atyxm—3 4 ... _I_ am—2 g 4+ amA,

97. Por la inspeccién de este resultado se ve :
19 Que todos los términos del cociente son positivos si el signo
del segundo término del divisor es negativo, y que son alter-

nativamente posifivos y negalivos si el s
mino del divisor es positivo;

2. Que los exponentes de la primera letra van disininuyendo,

y los de la segunda aumentando, siendo el

término (el cociente una unidad inferior alde la primera leira

en el dividendo.

Segiin esto, se encuentra inmediatamente :

s — gt

e =zt + axt+ 6z 4 ddz 4 at

a* 41 g . 2
=a*—at4a—1+—

a—+ 1 iE +a+i

97 bis. — Cociente de la divisién de un polinomio entero
en & por z — a. — Sea el cociente de la divisién siguiente i3

Axm +B.l‘"i—i-'rC.IM—’-{-D.’E”‘”3+...+LI~}-M r.':.‘ -—a

igno del segundo tér-

exponente del primer

{da 4+ B)am—t

‘Aa® 4 Bg - C)zm—1

A

Aam -+ Ban— 4 Camn—2 4 ... + La+ M

Se obtiene el coeficiente de-un término cualquiera mul-}
tiplicando por a el coeficiente del término anterior y ana=

diendo al producto el coeficiente del

orden del dividendo. El ultimo coeficiente multiplicad®

por a da el residuo.

Ejemplos :
1. Formar el cociente de :
2 — kot b —

82 2 4 Wiw—12

Azxm—1
-4 (da + B) zm—12 ;
- (da® - Ba + C)am=%

término del mismo

'l cociente serd :

[ Do

e IELL — 3 (—22 ¢ —b)+ 6=116.
o] residuo es (146 >¢ — §) — 20 = — 600.

esiduo es

gug acontinuacién indicamos permiten efectuarla, en casos
etei‘miz;a(jag_

El 1er coeficiente

Sea 323 — T +6r—2052 4 5.

{er ¢coeficiente es @ 3.

Si el polinomio es incompleto, se interpolan los tér-
s que fallan con el coeficiente cero.

considera :

‘n muchos casos, particularmente en la simplifica-

cALCULO ALGEBRAIGCO

Tad,

(A x2)4(—&=—2
(—2x2)4+1=—3.
(—3x<2)—2a=—8.
(—8x2)+1=—15.

(—15 < 2) + 30=0.

residuo es

o¢ — 22% — 3x* — 8z — 15,

o5 — 2273 |- 3842 — 4.

25 4 0zt — 222 | 022 |- Oz - 384 : 2 — &.
oeficiente : 1.
=t : (4 >< &)

s (— 96 >< &) + 384 =0.
sciente es @ o + 4a® — 6% — 24 x — 96.

§ IV. — Descomposicién en faciores.

los quebrados y en la resolucién delas ecuaciones,
ajoso transformar una expresién en un producto de

operaci6n no es siempre posible, Los procedimientos

3
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99. 1° Por factores comunes. — Cuando varios {érminas
contienen un factor comin, se puede evidenciarlo, es decir,”
sacarlo como factor comun.

Para sacar un factor comin, sé dividen por este factor
todos los términos que lo contienen, se escribe el cociente
dentro de un paréntesis y se indica la multiplicacién de
este paréntesis por el factor comin.

V. gr. : Sea

{5a%2® — 3003z + 10507z — T5alzt

El factor 15a%? es comin a todos los términos; luego, se

puedé escribir
1batz? (4 — 2z 4 Tt —Bz?)

Siempre se debe emplear desde luego este primer pro-

cedimiento, cuando es posible.

100. 2° Por las identidades. — Las identidades mas
empleadas son

at—br={(a+b)(a—b) (1)
a% 4 2ab 4 b= (a+ b)® (2)
a? — 2ab - b? = (a — b)? (3)
(a + b2 —hab=(a — b)? (4)
(6 — b + bab = (a + b)? (5)

Si el polinomio tiene una de estas formas, la descom-
posicién es inmediata.

V. gr. : Sea
z’+y“+2zy-—z’

se tiene
21 4yt + 2ay = (z + ¢)* segin (2)

(z+yr—2=(z+y+aE+y —1) segin (1)

101. 3° Por la formacién de grupos. — Se forman varios
grupos; se descompone cada grupo, y silos productos asi
obtenidos tienen factores comunes, Sé los saca.

V. gr.: 10 Sea

z! + ax — bz —ab
e tiene
(x? 4 az) — (bx + ab)

22 4+ ax=x(z + a)
bz + ab= bz + a)

pero

CALCULO ALGEBRAICO
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'+ az) — (b +ab) = (z + @) —b(z + @) =(w +a) (e —b)
2° Sea

ac{a + ¢) 4 abla — b) — be(b +¢)
a2c 4 ac? + alb — ab? — b2 — be*
rdenando con relacién 4 a
a?(b + o) — a(b? — ¢?) — be(b + ¢)
a¥b+c¢)—ab+c)(b—e)—be(b+¢)
(b + ¢) [a* — a(b — ¢) — be]
(b + ¢) (a® — ab + aec — be)
(b + ¢) [a* 4 ac — (ab + be)]
. c)[a(a-{-c)nb{a+c)]=(b+c)(¢z + ¢) (a—b)
4o Por adicién y sustraccién. — Se agregan y

ciertos términos, de modo que aparezcan formas

co das

. 1% Sea

liene

a* 4 bt a?bd,
Agregando y restando a®b?, se liene

@ + b+ - a?bR==at + b* - 2a%b% — a?hd == (@ -} b%)? — q2b3
=(a? 4 b2)* — (ab)® = (a® 4 b + ab) (a? jbﬁ)—ab;

a* 4 b*

‘4 bt=g* + b* + 2 a2 — 2070
= (a® 4 b3) — 2a%b?

= (a'i 4- 52)2 s (ab \/5)1

= (a® 4 b2 + ab /2) (a? 4 b2 — ab /2).

103. ¥o pg -
Bomic -,{J_”Cljldm R e st i ordena el poli
i cado cp respecto a una letra, v. gr.: 2,y s

;-( 4 divisores de la forma z—a. s ¥ogEs s Bay M e

1048 qu ao v ias 3 .
Romio (i:‘db.e a debe dividir el término constante del poli-




pe), P(—1) PR

\

luego, los factores son

se fiene

————————

V. gr. : 1° Sea

15atbe?
10a%hc*

ge tiene

3ab
 Th

30 Sea todavia:

Ba2h’

CALCULO ALGEBRAICO 39

{érminos del numerador, podremos sacarlo como factor

38 KLEMENTOS DE ALGEHRA. comun (nim. 52); tendremos :

V. gr.: Sea (g)=a*+ T 2.

. dabe dividir — 2; luego, B0 podré ser sino +10E£2

Bajo esta forma,

se ve que el numerador y el denomi-
ador tienen 2a%b

como factor comin; suprimiendo esle

p)=0; P(— 1)=—2; P(2 1ctor, se encuentra per expresion simplificada :

g—1 vy =42

x2_!1..a;—-2::(;i."—1)(‘i"+2)‘

Sea por ultimo :
3a2b — 2abe
—T—__ﬁ'
15ac® — 10¢

4o saca como factor comun ab en el numerador, y be?
| denominader, esta fraccidn se convierte en

i- cAPITULO 1V . |
‘ iendo el factor 3¢ — 2¢ comun 2 los dos términos,
FRACCIONES ALGEBRAICAS

g 1. — Simplificacion. Jhservacién. — Cuando todos los términos de una
6n fraccionaria tienen un factor comin, se puede

16 o descomponen el o 2l -
ién, se descompo ar esta expresidn suprimiendo el factor comun.

impli frace

104, Para simplificar una ; :
numerador ¥y el depominador en productos de factores, ¥
se suprimen los factores comunes, 8 STk

TS ik L Lakhb
12420 4 4a*b

icard suprimiéndo el factor 4a?®, comun a todos

15atbic Bathe®.3ab

—_— ey

10a%bc* Badhed . 2c¢
Suprimiendo los factores Ba’be® COMUNES al numeradol

rimido todos los factores del término
y al denominador, 88 encuenfra :

ha reducido a 4, porgue toda cantidad
sma da 4 por cociente.

i6n dg las fracciones a un comfin denomi
ir varias fracciones @ un comun denoniy
los dos términos de cada una por el

! §adb® — Batb } i
" fatb* — Batd nominadores de las demds.

Producto de los ‘

§i observamos qite kq’b es un factor comin a los dos

4a?b(b — 24)
Bt

.

ab(3a — 2c)
Bc2(3a — 2¢)

ab
Bed

i—2a
35 + ab’
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Se puede también, como en aritmética, tomar como
denominador comun el menor comin miltiplo de ios
denominadores.

Asi las fracciones

R

E

Rlo
2B

se convierten en
Giit . 082 B
bdn " bdn bdn

No se ha alterado el valor de las fracciones, puesio que
se han multiplicado por un mismo nimero los dos térmi-
nos de cada una.

Del mismo modo las fracciones

a b ot
it Sa—b T a—B
gquivalen a
ba(a—b) _ ble+b) 5c2
5la?—0?) B(a*— b%) + B(a® — b%)

El menor comiin miltiplo de los denominadores, que viene
a ser el denominador comtn, es (a? — b}, compuesto de
los factores 5(a + b) (a—b). Se ve inmediatamente, sinnece-
sidad de ejecutar la divisién de 5(a*—b%) por (e + b), que

los dos términos de la primera fraccién ﬂ_?_ B deben mul-

tiplicarse por 5(a — b), que los de la segunda deben multi-
plicarse por @+ b, y los de la tercera deben multiplicarse
por &.

§ II. — Operacione$ sobre las fracciones.

407. Adici6n y substraccién de las fracciones. — Para
sumar o para restar varias fracciones, se reducen @ un comun
denominador, luego se suman ¢ restan los numeradores y al
resultado se le da por denominador el denominador comin.

4o La suma de las tres fracciones

g4 b pe_atbie
m m m m

porque multiplicando por m los dos miembros de la igual-
dad, resu'ta @ 4 b + ¢ tanto en uno como en otro.

CALCULO ALGEBRAICO

2° La diferencia de las fracciones

a_ b _a—1b

m m

m

porque multiplicande por m los dos miembros de la igual-
dad resulta a — b tanto en uno como en el otro.
Del mismo modo las fracciones

a—b, a R
b a-+ b’ a
educidas primeramente a un comin denominador se
sonvierien en :
ala 4 b) (a4 b) a*h __bla4b)(a+4b)
abla+b) * abla+b)’ abla+b)

5i se suman estas fracciones se tiene :
ala 4 b) (a —b) + a?h — bla+ b) (a 4 b)

abla + b)
ectuando las operaciones indicadas y simplificando :

a® —3ab® — b®
ab(a + b)

le la primera de estas fracciones se restan las otras
e encuentra :

ala + b) (a —b) —a®b 4 bla+ b) (a -+ b)

oy abla + b)
0 simplificando @
a® 4- b% - abl
abla +-0) '
108. Multiplicacién de las fracciones. — Para multi-

)5 fracciones, basta formar el producto de los nume-
el de los denominadores, e indicar la division del

praducto por el segundo.

a ¢

~ POT .

b a

la multiplicacién de

Llamando g al valor de gy g’ al de % se tendrd :

o

o R
I
]I
1
oy
-;)-.
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&

pero de 3 = q se saca a="59,

y de %: q' se saca ¢== dq';
multiplicando miembro 4 miembro las igualdades )y
‘ resulla :
(2), resulta b
dividiendo los dos miembros por bd, se tiene %

ac :
m=qq

¢ a_.t 1
donde se ve que tanto ('ftfl como 3 X 3 son iguales a qq'.

Luego :
a_ ¢__ac

FXa=ed’

nes. — Para dividir dos frac-

09. Divisién de las fraccio z
; ion dividendo por la fraccion

giones, sé multiplica la fracc
divisor invertida.

¢
Sea la divisién de % per 3

o G
flamando ¢ al valor de % y ¢ al de P

ge tiene

(4)
(@)

o estas dos igualdades 3

pero de g ge saca a=>0g

y de f_i se saca dg' =¢.
Multiplicando miembro & miembr
adg’ = beg.
Dividiendo los dos miembros por beg' ¥ sim

.

plificando

e d a.,c : :
donde se ve que tanto p >< o COMO g+ 9 son iguales a g;. i

luego O \{4
Fid b

CALCULO ALGEBRAICO

§ I11. — Razones.

110, Se llama razén geométrica, o simplemente razon, el

vesultado de la comparacion, por division, de dos magnitudes

de la misma naturaleza.
Asi la razén de m a n se escribe =

Las razones se representan con dos términos como las
fracciones: estos dos términos son las dos magnitudes que

pnes.
144. Proporcién. — Se {lama proporcién la igualdad de
razones.

a . 3 ¢ . . .
- da el mismo cociente que 5, sé tendra la siguiente

1|/dad o propercion :

=

a__¢
& d
también se escribe :

g hisse s d

{ son los extremos-de la proporcién y b y ¢ los medios

{a uno de los cuatro términos de una proporcién es
uarta proporcional con respecto a los otros tres.

indo el segundo y el tercer término de una propor-

. n iguales, cada uno de ellos es una media propor-
gional, y la proporcién se llama proporcion continua.

na proporcién contiene una media proporcional,

no de los otros dos términos es una tercera propor-

aqui las propiedades de las razones iguales, o pro-

porciones.

“;"— Propiedad fundamental. — Dos razones iguales
pueden ponerse }I;-‘-O la fO'l'?Tlﬂ de dos pT‘Od-uctos igttales.

n efecto. 1a : - 4= ) ;

En efecto, las razones iguales tEa multiplicadas cada
una por hd

8@ convierten en

abd _ bed
| Y=t
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k%

y simplificando :
ad = be.

Se enuncia ordinariamente esta propiedad fundamental
liciendo que el producto de los exfremos és igual al pro-
Tuclo de los medios.

143. Reciprocamente. — Dos productos iguales pueden
ponerse Lajo la forma de dos razones iguales y formar una

proporeion.
En efecto, los producto
dividiendo los dos miembros po

ad __ be a
b

bd~ bd

3 iguales ad = be se convierten,
rbdy simplificando, ¢n

G

guales se puede : 1° invertir el
orden de los exiremos; 90 invertir el orden de los medios; 3°
poner los exlremos en lugar de los medios, Y € cada uno de
estos casos, 56 tienen todavia dos razones iguales.

Sean las razones iguales

{14. En dos razones i

falo
o)

en todas estas formas, se tienen siempre dos

porque,
na proporcién (ndm. 112).

productos iguales ad=be, o1
La ultima forma, comparada con las razones
a que, euan Jo se tienen dos ra

y resultan todavia rasones iguales.

¢
3 prueb
ueden invertir
41%. Cuando se tienen dos
agregar o quitar a cada numerac
tando todavia TAIONES iguales.

En efecto, si

a
b
p

i

e

2
b

se obtiene, agregando 0 quitando 1 & los dos miembros :

= = |

-

I

L

a
5"’_:1:

fad 18

zones iguales, se

razones iguales, sé puede
lor su denominador, resul-

cALCULO ALGEBRAICO £5

o reduciendo a una sola ex i6
! resién cada u
ki P no de los dos
g cd
T A
2 116. ?os razones iguales, multiplicadas o divididas respec
ijvamente por oiras dos razones igu A .
[ zones iguales, dan i
razones iguales. ? e e
{* Sean a_ ¢ m T
R (e SRR S

Llamemos ¢ al valor comiin de cada una de las razones
o2 m_7T :
iguales S e hagamos

m__ T
R

Siendo iguales la 2y
g s razomes 3 ¥ o, lo serén aun después

multiplicarlas por una misma cantidad ¢
Luego :
(-]

substituyendo por g su valor

am cr a m ¢
— r
bn ds o 'Bx_=—><—-‘
Sann n da’s
-t m_r

vidiendo miembro a miembro e i

stas igualdades
tadnavia'n : re
s & una lguﬂldad H g % sulta

a ¢
b_d
mo T
"R
117. Cuane : )
B v, ‘I':”‘—ZQ Sf tienen varias razones iguales, la suma o
B :L ;_}ze los numeradores y la suma o la diferencia de
Inagores . s
Bt oriveras s forman urn. nueva razon igual a cada una
£ { 1S,
En ef

Lo, siendo iguales las razones 5;:5;.__—.
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&6

puede suponer qu
escribir :

e el valor de cada una de ellas sea 7 ¥

a 6 5 m ‘
E-’ q; a:q! F: q It
| 1
de donde se saca : it
a=>0bg i,
¢=dgq i
m=nqg ~
sumando miembro a miembro estas ires igualdades, se
tiene : .
a+c+-m:bq+dq—|-nq o glb+d4n)
dividiendo los dos miembros por b+ d + 7, queda :
atetm_ ¢ _°¢_T.
b+d+n—q'bf'cifn
Si en lugar de sumar miembro a miembro las tres 1
igualdades sé hubieran restado las dos tltimas de la pri-
mera, se hubiera encontrado
e gt X G 0
br—d—m‘q'_b—aln |

zones iguales; la suma de los

148, Cuando se tienen dos 7@
de los denominadores €5 S8

numeradores dividida por la suma

igual a la diferencia de los numeradores dividida por la dife- =5
rencia de los denominadores. i
Si ]
a__ ¢ .
b d
se tiene (ntm. 147)
atc__ G a—ec__ @ ‘
brd—5 ¥ B=a7b

iguales a una tercera son iguales =

Como dos cantidades
entre sf, se puede escribir @
g0 . 8—20

O

119. Cuando se tienen varigs razones iguales, la rais cuds =
drada de la suma de los cuadrados de los numeradores Y la
raiz cuadradn de la suma de los cuadrados de 1o denomind= |

cALcULO ALGEBRAICO A7

T . : L y
lores forman ung Wuevd TAZON igual a cada una de las Pri=

ras

Sieado iguales estas razones, sus cuadrados tambien
o serdn, y se tendra :

Q'J_Ci_-rn!

BT @ nt
cando a estas razones iguales la propiedad indicada en
imero 117, queda
@t pmt ol o
Erdtnm b d

le, extrayendo la rafz cuadrada,

@+l +m_a_ ¢
FTFEE b @

.i;:??vi‘;ue observar que se represenfa :

. nimero par por 2n, siendo n un nimero entero;
nero impar por 2n--1; ;
) Tna cantidad esencialmente positiva por + k?; porque
( era que sea el valor de k, su cuadrado Si@[‘;lpl‘e ser;';

i tidad esencialmente negativa por — K%
- antida esencialmente positiva puede considerarse
[ un cua ;*u,rin porque se la puede siempre mirar como
| idrado de su raiz.
Aplicaciones. — 4° Dividir

a’® 1
14— A s
3 += Por i3

éduciendo estas i 3 . 5 .
it as fracciones a un comin denominador,

3 “3:_-17-1-(1
i )

8

multiplicand
icando

N la fraccid o 2
divisor invert; raccién del dividendo por la fraccién def

da :

z3(z - a)
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suprimiendo el factor 23, comiin a los dos lérminos :
8 4 B
T+a

, La resta de la divisién de 22 + a?
0 cero (n° 95, 4°).

Efectuando la divisién se encuentra Por cociente ;

Porxz -4 aes(—a) -+ a,

# — az 4 g°
2¢ Sinplificar la expresion :

3a?b? — Bash? L 3qb2
a*h? — gp? 7

- Dividiendo todos los términos por ab?;

80 —6a4-3
ai—1

Sacando 3 como factor comiin en el numerador :

3(a® — 2a 4- 1),

S at—1

Siendo el frinomio g3 — 24 <+ 1 el cuadrado de ¢ — ;%

el binomio a*— 1 el producto de a1 e
Se puede escribir : s e o

_» 3a—1)(a—1)
¥ T(‘“H-n(a—n

t , Dividiendo los dos términos por @ —1, queda :
1! 3a—1)
k aF1

3¢ Simplificar la expresion :

_ 6% — 2a% - gb?
I O—a)(t+2a)
: Se puede escribir :

‘ bﬂ T aib £ a‘.’b + ab!
] C—a) b F2a) porque — 2a%h = — g2} — g%,

CALCULD ALGEBRAICO 49

Sacando b como factor comin en los dos primeros tér-
minos del numeradcr, y ab en los dos tltimos :

b{6* — a?) -} ab(b — a)
(0 —a) (b + 2q)
Substituyendo b — a? por (b +a)(b—a):
bb4a)(db—a) 4 ablb—a)
b —a) (b F 2a)
Dividiendo el numerador y el denominador porb—a :

b(b+-a) +ab,
+4- Za

.

Sacando b como factor cemiin en el numerador :

b(b + 2a)
-+ 2a
pividiendo el numerador y el denominador por & + 24,
se encuentra b por solucidn.

4° Demostrar que la expresion n® —n cerd divisible por 24
siempre que D Séd UN RUMET0 impar.

n® —n es lo mismo que n(n? — 1)
ademds :
n—{=(nt1)(n—1)
luego
Rt —n=n{n41)(n—1).

1%ro puesto que nes impar, n — 1, nyn 4 1 representan
ires nimeros consecufivos de los cuales el primero y el
dltimo son pares; y se sabe que si se tienen tres nimeros
consecutivos de los cuales el de en medio es impar, uno
de estos nuimeros siempre es divisible por 2, otro lo es
por 4 y el nimero impar es divisible por 3, o, si no lo es,
uno de los dos nimeros pares es divisible por 6. Luego
n® —n es divisible, cuando menos, por 2 <3 X 4 o por 24.

5° Demostrar que si un numero par es la suma de dos cua-
drados, su mitad es también la suma de dos cuadrados.

Siendo par el nimero dado, proviene necesariamente
de la suma de los cuadrados de dos nimeros pares o de
dos niimeros impares.
Sea pues 2n un numeroc par. Sean también m ym+d
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dos ntmeros enteros cuya suma de los cuadrados m® +
(m 4 d)? es igual a 2n; se podré escribiy ;

9n=m? 4 m?* -+ d* - Rdm

2n = 2m? 4 2dm -+ 2-3—

tomande la mitad de los dos miembros :

n—ﬂmz—i—dm—.—gﬁ-

n=<mi+dm7[-;d7:) —}—C—?

2 { 7 2
como m? 4 dm - % es el cuadrado de m +'§i, ¥ %— el de g,

ademas d, diferencia de dos nimeros pares o de dos
niimeros impares, es siempre divisible por 2,

: d\? d\?
o)+ @
Asi n, mitad de 2n, es igual 4 la suma de dos cuadrados.
Se ve que n €. la suma de los cuadrados de dos niimeros,
de los cuales uno es la semidiferencia de los nimeros
cuyo cuadrado se ha dado, y el otro es igual al menor de
estos mismos niimeros, mas su semidiferencia.
EIEMPLO, 3% es la suma de los cuadrados B2y 3%,

17 sera la suma de los cuadrados de 5 3 (5—3)0d, yde
3410k

CAPITULO V

FORMAS SINGULARES

g. — Supongamos que Se trate de encon-

trar el valor de y = g-i—m, cuando & =3,

424. I. Forma
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. ; b ‘e
Se tiene materialmente Y =j. expresion que no tiene

significacién, indicando la divisién de b por cero, opera-
¢ién ne sdélo imposible sino incomprensible.

Pero, si, en vez de suponer =3, se da a z varios
valores ‘gque se acerquen a 3, v. gr. : 2; 2,5; 2,9; 2,90;
2,999; 2,9999 los valores correspondientes de y son

5= 10

)

= 5—ggp— 1006

fe b
—3—2,999

b
¥Y=3_"519999

=1000b
=10000 b.

Se nota que estos valores van aumentando siempre.

Podrian llegar 4 ser més grandes que cualquier nimero
dado. Se expresa este hecho diciendo que el valor de =
#s infinito cuando &z es igual a 3; lo que se representa por

: b
el signo =

Pero, esta expresién : 3 S Z o infinite no indica que
b ;
T tenga un valor cuando =3, sino que, cuando el

valor de z se acerca a 3, T
422, II. Forma g — Supongamos que se pida el valor
de y— |2 —5M
A ~@=0)(z— 2)
Se tir:ne, susliluyendo
(6—6)(6—4&) 0
V=@E—6(@©—2" 0

- 56 hace mds y mas grande.

, cuando 2 =6.

Usta furma se llama indeterminmia, porque, si se la con-
i
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sidera como un cociente, lo que legilimamenle no se
puede hacer, parece que y tiene un valor indetermi-
nado.

En efecto, si y =g
¢ liene

Yy>x0=0

¥ puede lener cualguier valor; multiplicindolo por cero,
el producto es siempre cero.

123. Verdadero valor de las formas indeterminadas, —
Sea la expresién anterior

y—@—6) (2 —14)

z—0)(z—2)

Si z#6, resulta z— 60 y podemos dividir el nume-
rador y el denominador por z — 6.

Se liene
el m—ﬁ)(m—-é)_a:—-—i_
Y ==tz =2—5—2

Esta tiltima expresisn ;:2 es siempre igual a y, si

ZF6; si z es igual a 6, la simplificacién anterior no es
legitima, porque esta simplificacién consiste enlonces en
dividir el numerador y el denominador Por cero.

No obstante, el valor Z— :f,
T—2

deflnicién, el verdadero valor de Y.

Es una definicién, porque nunca se podrad demostrar
que y liene esle valor si # = 6. No obstante, esta definicién
es muy natural.

En efecto, y y

cuando z =6, se llama, por

r—4&
r—2
Cuando =6, no se puede averiguar si son iguales, por
no poderse conocer el valor de ¥; luego, es natural suponer
que aun cuando =6, las dos canlidades son iguales,

El verdadero valor de

_(z—6)(z—4)
V=z—8 =7
cuando z =6 es, pues,

son iguales siempre que z 6.

LIBRO II

ECUACIONES E INECUACIONES
DE PRIMER GRADO

CAPITULO PRIMERO

DEFINICIONES Y PRINCIPIOS

§ I. — Definiciones.

124. Igualdad, identidad. — Igualdad es la erpresion de
dos cantidades que tienen el mismo valor.

8=154 3.

Identidad es una tgualdad independiente del valor que se les
dé a-lus lelras.

Asi mitn=m-n
§ a'—U'=(a+b)(a—b)
son identidades, porque, en los dos ejemplos subsiste la
igualdad, cualquiera que sea el valor que se les dé a las
letras m, n, a, b,

125. Ecuacién. — Ecuacién es la igualdad en la cual se
Encuentran una o varias letras que representan cantilades
desconocidas. Tal igualdad no se_verifica sino por algunes
valores particulares de las incognitas.

Las igualdades

3z +12=%zr—8
VP45 —6y—3
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en las cuales @ e y representan cantidades desconocidas,
son ecuaciones; la primera no se verifica mas que por un
solo valor, =10, Ja segunda se verifica por dos valores,
y=he y=2.

426. Una ecuacion es literal cuando las cantidades conocidas
que la forman esldn representadas por letras; se llama numé-
rica cuando las cantidades conocidas estin representadas por
numeros.

De las dos ecuaciones

Sz4 8=172
ar — ab—= bz

la primera es numérica y la segunda literal.

127. Una ecuacién es de una, dos, tres, ete., incdynitas
segun contenga una, dos, tres, eic., leiras que representen
cada una, una cantidad desconocida.

El grado de una ecuacion se reeonoce por la mayor suma de

los exponentes de las incognitas en un mismo término,
Las ecuaciones

T4+ y=15b
a2 —br—=a2—gb
ab? — az? — gy?

son : la primera, de 4° grado con dos incégnitas; lasegunda,
de 2° grado con una incégnita; ¥ la dltima, de 3°r grado
con dos incognitas.

428, Las raices o soluciones de una ecuacion son unos valo
res que, atribuidos a las incdgnitas, hacen idénticos los dos
miembros de la ecuacion.

Y. gr. : 1° 2 es raiz de la ecuacién

3 —h=5z—8
porque, substituyendo = por 2, se tiene
6—4&=10—8
2° w=15 é y =2 son raices de la ecuacién
3 2 — 3y=—4

porque substituyendo @ por 5 e y por 2, se tiene
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129. Resolucién de las ecuaciones. — Resolver una ecun-
cidn es encontrar sus raices.

130 Ecuaciones equivalentes. — Ecuaciones equivalentes
son aquellas que admiten las mismas raices.

Entre varias ecuaciones equivalentes, hasta resolver
una de ellas para conocer las raices de todas eslas ecua-
cionés.

Los procedimientos de resolucién consisten precisamente
en transformar una ecuacidn en otra equivalente, cuya
forma sea mds sencilla, y asi sucesivamente, hasla que se
tenga una ecuacién de la forma z=a, en la cual la raiz
evidentemente es a.

§ II. — Principios generales acerca
de las ecuaciones.

131. Admitimos estos principios en el curso de Algebra.
Los que quisieren tener de ellos una demostracién la encon-
rin en la nota L.

{32, Primer principio. — Si se agrega o se quita una misma
cantidad ¢ los dos miembros de una ecuacion, se oblicne una
ecuacion equivalente.

133. Segundo principie. — 8i se mulfiplican o se dividen los
s miembros de una ecuaeion por una misma cantidad que no
gea nula ni infinita; y no contenga ninguna incognita, se
obtiene una ecuacion equivalente.

134. Consecuencias — 1° Del primer principio resulta que
para pasar un término cualquiera de un miembro a otro de
una ecuacion, basta suprimirlo en el miembro en que se encuen-
tra y escribirlo en el otro con signo contrario.

Sea la ecuacion

BT — & = @4 12.
Para pasar el término — 4 del primer miembro al se-
gundo, agreguemos 4 a los dos miembros, lo que da
br —4t b=+ 1244
e b= 412 4 4.
Cominmente se pasan todos los términes de una ecua-

cion al primer miembro, quedando el segundo reducido a
Cero,
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La ecuacitn anterior se puede escribir :
bz—a—12—4=0.

20 Funddndose en el seqgundo principio se pueden hacer des=
aparecer los denominadores de una etuacion ; para esto basta

- . 3 . !
multiplicar sus dos miembros por el productoe de tados los deno-

minadores, o, mds sencillamente, por su menor muliiplo comun.
Asi la ecuacidn |

se convierte en
3z xbx2 .
cuando se multiplican sus dos miembros por 5 >< 2, pro-
ducto de los denominadores. Efectuados los célculos, se
encuentra :
ibz — 70=28z
ecuacién equivalente a la primera y que no tiene denomi-
nadores.
135. Observaciones. — 1. Sea la ecuacién
A—B=0. (1)
Cuando la cantidad C contiene incégnita, las soluciones
de la ecuacién
C(A—B)=0 (2)
no son siempre scluciones de la ecuacion (1); porque si G
puede llegar a ser nulo sin que A — B lo sea, la ecuacién (2)
tiene una o varias soluciones que no convienen 4 la ecua-
cién (1).
Sea la ecuacién
3z =45

3z —45=0.

Multiplicando sus dos miembros por & — &, se obtiene
una nueva ecuacidn
(z— &) (32 — 43) =0
que, independientemente de la raiz de la primera, contiene
la solucién &= 4&; porque, para =4, siendo nulo el pri-
mer factor, el producto serd nulo.
Del mismo modo si se dividieran los dos miembros de

una ecuacién por una cantidad que contenga la incégnita, 8
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sleppodrian suprimir una o varias soluciones de esta scua
ciém.

IL. La elevacién a una misma potencia de los dos miem-
bros de una ecuacién puede también introducir soluciones
que no convengan a la ecuacién primitiva.

Sea en efecto

z=A.

Elevando al cuadrado resulta :

p2= A2

_ Zi—AX—0

o bien

(x4 A)(zx—A)=0
le se ve que la nueva ecuacidn contiene no solamente
‘ ;”;n z=A de la primera, sino ademds la soluciéa
[1. Cuando en la resolucidn de una ecuacién ha sido
iso elevar al cuadrado sus dos miembros, es preciso
ar las soluciones obtenidas, a fin de rechazar anque-
16 N0 convengan a la ecuacién primitiva.
1 observacidén es muy importante.
1ddindose en el segundo prinecipio se pueden cams-
nos de todos los términos de una ecuacion,
> esto equivale a multiplicar por — 4 los dos miem-
le la ecuacidn,

CAPITULO 1II

ECUACION CON UNA INCOGNITA

§ I. — Resolucidn.
137. Una ecuaci i
e FP Una ecuacién de primer grado con una inecdgnila
ede siemr radisata =
Siempre reducirse a la forma
: ar+b=90

P —

A% = —
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Suponiendo as£0, podemos dividir los dos miembros
por a, y resulta

T=—
que es la vafz de la ecuacidn.
138. Para mayor claridad, aplicaremos este método a

varios ejemplos, antes de enunciar la Regla practica.
139. 1° Propongdmonos resolver la ecuacion :
(x—8 z
) = E* + ‘l.

Quitemos los denominadores, multiplicande todos los
términos por 10, producto de 2 por b.
La ecuacidn se convierte en

30 (2 —8) 10z 10
PR g
15 (@ — 8) =2z 4 10.
Quitemos el paréntesis, multiplicando z — 8 por 15.
155 — 120 = 2z + 10.

Traslademos, es decir, hagamos pasar los términos des-
conocidos al primer miembro y los conocidos al segundo :

15z — 2z =10 4 120.

Reduciendo los términos semejantes :
13z =130

Dividiendo por 13 los dos miembros :

130
zWﬁ_

i0.

La solucién buscada es 10, y este valor, puesto en lugar
de z, hace los dos miembros de la ecuacién propuesta
iguales cada uno a 3.

2° Sea resolver la ccudacidn,
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Multiplicando todos los términos por b(a + &), producto
da los denominadores :

az +a® — ab 4~ ba -+ ab — 42 =b? — bz,
Reduciendo y trasladando :
ax -+ 2bx = 2h® — a?.
Sacando z como factor comin :
z(a + 2b) = 2b% — at.

Dividiendo los dos miembros por a -+ 25, coeficiente

de @ :
_2h2—at
i a - 2b

30 Sea todavia la ecuacion :

Lo D
silsmte=%

Quitemos los denominadores; para esto multiplicaremos
todos los términos por 12, menor comtn miltiplo de todos
los denominadores, y queda :

bz 4 3z — bz - 100 = 60.
Reduciendo los términos semejantes :

12z =60
le donde
T =5,

k Sea por ultimo la ecuacion

Quitemos los denominadores, multiplicando todos los
‘rminos de la ecuacién por a! — b2, menor comin mi!-
tiplo de los denominadores :

(a— ) (a + B) — ( — b) (6 — b) =200,
Suprimiendo los paréntesis :

@' + ab —ar — be — gz 4 bz + ab — b® = 2ab.
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Reduciendo y trasladando ;
— 202 = 0® — at.
Cambiando los signos de todos los términos,:

2ar — a® — b?
Je donde
at — b2

i

140. Regla prédctica. — Conforme a estoz ejemplos se
ve, que para resolver una ecuacién de primer grado con
una incégnita : 1° Se quitan los denominadores y los parén-
tesis, si los hay; 2° Se trasladan a uno de los miembros todos
los (érminos que contienen a la incignita y al otro los que no
la contienen; 3° Se reducen los lérminos semejantes y se saca
la incognita como factor comun; &° Se dividen los dos miem-
bros por el coeficiente de la incdgnita.

§ 1I. — Discusidn.

141. En la resolucién de la ecuacién az 4 b=10, hemos
supuesto
az£0.

Si a es igual a cero, el primer miembro se reduce a b, y
la ecuacién a

b=10 (1)

Si b es dilerente de cero, la igualdad (1) expresa una
imposibilidad ; no hay ningin valor de z tal que axz + b=0.

Si b esigual acero, laigualdad (1) expresa unu identidad ;
y sea cual fuere el valor de @, ax + b=0; se dice que hay
indeterminacién.

En resumen, en la resolucidn de la ecuacién axr 4 b=0,
pueden presentarse tres casos :

i° a4 0; hay una rafz finita y determinada;

2° a=0, b5 0; no hay ninguna raiz;

3° a=0, b=0; hay una infinidad de rafces.
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CAPITULO 111

ECUACIONES SIMULTANEAS

§ 1. — Definiciones y principios.

142. Ecuaciones simultdneas y sistemas de ecuaciones
— 8e [laman ecnaciones simultdneas, las ecuaciones que
tienen una 0 varias soluciones comunes.

Sistema de ecuaciones es [a reunion de cierfo nitmero de
ecuaciones simultdneas.

143. Por soluciones de un sistema de ecuaciones se enlienden
los valores que satisfacen fodas las ecuaciones del sistema.

Dos sistemas de ecuaciones son equivalentes cuando cual-
quier solucién del primer sistema es una solucién del
segundo, y reciprocamente.

Principios relativos a las ecuaciones simulldneas.

144. Primer principio. — Cuando se liene un sistema de
ecuaciones simultdneas, se puede reemplazar cualquiera de ellas
por la ecuacion queé resulte de sumar miembro @ miembro esta
ecuacion con una o varias de las olras ecyaciones.

145. Es evidente que en lugar de sumar miembro &
miembro varias ecuaciones se pueden reslar; como tam-
bién antes de sumar o de restar las ecuaciones, se pueden
multiplicar o dividir por un mismo nimero los dos miem-
bros de estas ecuaciones o de algunas de ellas.

146. Segqundo principio. — Cuando se tiene un sistema de
ecuaciones simultdneas, si se saca de una de las ecuaciones el
valor de cualquier incognita en funcidn de las otras y se subs-
tituye en las otras ecuaciones esta inedgnila por el valor encon-
trado, se forma un nuevo sistema equivalente al primero.

§ 1I. — Rssolucién de dos ecuaciones de 1er grado
con dos incdgnitas.

147. Eliminacién. — En general, eliminar una incégnila
entre varias ecuaciones, ¢s reemplazar las ecuaciones pro-
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puestas por un sistema equivalente en el que todas las
ecuaciones, menos una, no contengan ya esta incdgnita.

1. — Eliminacidn por substitucidn,

448. La eliminacién por substitucién consiste en sacar
el valor de una incdgnita en una de las dos ecuaciones, y
substituirlo en la otra ecuacién (nim. 146). El sistema
propuesto queda entonces reemplazade por un sistema
equivalente de dos ecuaciones de las que una sola contiene
la incognita eliminada.

Sea el sistema de dos ecuaciones :

3z y=156 (1)
bz —4y= 8 (2)
La eeuacién (1) resuelta con relacién a x da :
15—y
R, (3)
Substituyendo este valor de # en la ecuacién (2) :
5(“‘;‘3’) — 4y =8, )

Conforme al segundo principio (ndm. 146), el sistema
propuesto puede reemplazarse por el sistema equivalente :

1 ®)
ﬁwgﬂy—@=s. (6)

Resolviendo la ecuacidn (8), encontramos sucesiva-
mente :

75 — By — 12y = 2%
e 17?,! = — i
de donde
y=13;

Si en la ecuacién (5) reemplazamos y por 3, queda :

:—ia;_—‘f o z=k
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Los valores de las incdgnitas son pues :

T=4k; =3,
149. Apliquemos gste método a la resolucién del sistema :
4+ y=s (4)
&
= =gq. 2
r=q @)

Sise despejay, esdecir, si se saca el valor de esta incog-
nita en la primera ecuacién, se encuentra ;

Yy —=§-+2z, (3)
Substituyendo este valor en lugar de y en la ecdacién () :

z

il |

T=5q — g&.

Esta 1iltima ecuacidn da -

T4 qr=sq
: z(1+q)=sg
donde
89
=,
1+4¢
substituyendo este valor en lugar de z en la ecuacién (3):
=, nod
T &

Hefluc._iendo los dos términos del segundo miembro a un
comun denominador :

_S¢+s5—sq o —_—
7+1 o
Los valores de las incdgnitas son :
g L
& g+1’ == qgF+1 =
150. Observacién. — | método por substitucién se

‘ Yo s o 1 4
Emplea ventajosamente cuay
facilmente el valor de ]
que la ofra ecuacién es

1do una de las ecuaciones da
& mnedgnita por eliminar, mientras
complicada.
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2. — Eliminacién por comparacion.

151, La eliminacién’ por comparacién consisle en sacar

el valor de una misma incégnita en d4as dos ecuaciones,
e igualar estos valores,

Sea el sistema de lus dos eecuaciones ;

Sz 2y =29 (1)
e —3y=4 (2)
Déspejando a z en cada una de ellas :
o Ty}
G E8
z =2t (5)

Como dos gantidades iguales a una tercera son iguales
entre si, se puede escribir :

20—9% 443 :
L=t (5)

Do

El sistema prepuesto puede ahora reemplazarse por el

sistema de las ecuaciones By (5) o (4) ¥ (5). Resuelta
esta illima ecuacidn da :

F ]

y=2.

ulevando el valor de y a una de las ecuaciones (1) 6 (%),
Se encuentra :

@ =05,
Las incégnitas son pues :
=75 s

152. Apliquemos este método a la resolucién del sistema
siguiente :

T—2y=a (1)
2 —m, (2)
y

(3)
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Igualando estos dos valores :

By 2
5 —a+2y
my — &y =2a
{m—é-)y:?a
de donde
g AT
b—m_g,’

Llevando este valor a la ecuacidn (3) :

Reduciendo los términos del segundo miembro a un
omiin denominador :

_am—4a44a__ am

& M—=h 0 —m—h

153. Si hubiera que resolver el sistema ;

324 2y =42 (1)
3z — by = 24, (2)

Se podria sacar inmediatamente el valor de 3z en las
cuaciones, y escribir :

Iz=142—2y (8
3z=24+ by, (%)

Igualando estos valores de 3z 3

42 — 2y =24 44y
18 =6y

y=3.
Este valor substituido en lugar de y en la ecuacidn (3)
da :

de donde

E={2
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3. —— Eliminacién por reduccion, llamada también
eliminacion por adicion y por substraccion.

154. La eliminacién por reduccidn consiste primera-
mente en reducir al mismo coeficiente la misma incdg-
nita en las dos ecuaciones; en seguida :

{19 Si la inc6gnita elegida tiene signos contrarios en los
dos términos que la contienen, se suman miembro a
miembro las dos ecuaciones (nim. 144);

20 Si la incdgnita tiene signos iguales se resia una ecua-
cién de la otra, y el sistema obtenido es equivalente al
primero (nim. 445).

Para hacer que una incégnita tenga el mismo coefi~
ciente en las dos ecuaciones, se pueden mulfiplicar los
dos miembros de cada ecuacién por el coeficiente de esla
incégnita en la otra ecuacion.

Se puede multiplicar también cada ecuacién por un
nimero convenientemente elegido, de manera gque se
obtenga por coeficiente de la incdgnita por eliminar el
menor multiplo comin de los coeficientes de esta incog-
nita en las dos ecuaciones.

155. Sea el sistema de las dos ecuaciones :

be—y=>5 1)

Para eliminar a z, multipliquemos los dos miembros

de la primera ecuacién por 2 y los de la segunda por 5;
estas ecuaciones se convierten en :

10z — 2y =10 (3)
15y — 102 =155, (&)

Teniendo signos confrarios los términos que contienen

a z, sumamos miembro & miembro estas dos ecuaciones,
y queda :

13y = 65. (b)
El sistema propuesto puede ahora reemplazarse por el
sistema equivalente :
13y =65 (6)
bz —y=>0 (7

formado de la ecuacién (5) y de una de las ecuaciones

(1) y (2)-
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De la ecuacion (6) se saca :
y=>5.
Este valor substituido en la ecuacién (7) da

br—b5=25

ae donde

156. Apliquemos este método a la resolucién de las
ecuaciones siguientes :
{° Sea el sistema de dos ecuaciones :

10z + 17y =97 (1‘)
152 4 Sy — 128. (2)

para eliminar a @, multipliquemos la primera ecuacién
por 3 y la segunda por — 2, resulla :

30 4 51y = 294

— 30z — 16y = — 256.
Sumando estas dos ecuaciones :
3By =35
de donde
i = i,

Este valor, substituido en lugar de y en una de las
ecuaciones (1) o (2) da :

L

20 Sea el sistema de dos ecuaciones !

Sa — by =30
8y -+ 5z = 90.

Restando la primera de la segunda se encuentra inme-
diatamente :

12y = 60
Y="0s

Este valor substituido en lugar de y en la primera
icuacién da

z—4{).

30

Sean las ecuaciones !

6z —5y—8 (1
Ty — 2z = 8. f2)
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Multiplicando los dos miembros de la segunda por 3 :

2iy—6.‘!§=2-’4~. (3)

Sumando las ecuaciones (1) y (3) desaparecen los tér.
1 minos en z, y se liene :
bE =l 16y =32
U de donde =32
eat | : y por consiguiente w=39.
,i ; 457. Observacién. — El método por reduccién es més
Y rapide que los anteriores, sobre todo cuando los coefi-
' cientes de una incégnita son los mismos en las dos ecua-

ciones, o cuando se puede, por una sola operacién, ha-
cer esos coeficientes iguales; en todos casos ofrece la ven-
taja de no introducir denominadores.

§ IIl. — Discusion de un sistema de dos gcuaciones
con dos incognitas.

158. Un sistema de dos ecuaciones con dos incégniids
puede reducirse siempre a la forma :

az 4 by =¢ (1)
b bl a'z 4 by=¢. (2)
Resolvimoslo por el métode de reduccién, multipli-
cando los dos miembros de (1) por &', y los dos miembros de
(2) por — b; se liene:
ab'z 4 bb'y =b'e
— a'be — bb'y =— be

| y sumando ordenadamente
i P
s w{all — a'b) = b'c — be'
- ; 6, suponiendo
| ab' —a'b+=0
be — be'
==t . 3

Del mismo modo se obtiene

(- A ac' — ca’
\ ' . &)
§ V= —btad ;

L. Si ab' — ba' # 0, siempre tienen & e y valores finitos
y determinados.
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I1. Si alf — ba’ =0, no se puede dividir por esta cantidad.
Las dos ecuaciones (1) y (2) se pueden escribir :

az + by —e =20
dz4by—cd=0

y se tiene, multiplicando la primera por &'y la segunda

por @ :

aad'z + ba'y —ca =0
ad'z 4 ab'y — ac'=0.
Restando a primera de la segunda, se tiene :
y(ab' — ba') —ac' +-ca'=0

0 ca' —ac'=0

y el sistema (1), (2), se puede reemplazar por el sislema
gr+ by =¢ (1)
ca' —ac'=10 2y

Se deben distinguir dos casos .

{0 ac' —ca'=£0; en este caso la ecuacién (2) expresa
una imposibilidad. En efecto ac' —ca’ serfa igual a cero y
a la vez diferente de cero, lo que es imposible. No existe
ninguna solucién y se dice que las ecuaciones (1) y (2) sen
ompatibles.

90 g¢' — ea' =03 entonces la relacién (2)’ es una iden-
tidad por tener a¢’ —ca'=da'c—ac’ 0 0=0. La ecuacién
(2) se verifica siempre; basta pues que los valores de =
& y verifiquen la ecuacién (1). El sistema (1) ¥ (2) se reduce
luego @ una ecuacion con 2 incignitas y se llama sistema
indeterminado.

IIl. Si a=b—a'=b'=0, las ecuaciones (1) y (2) se
reducen a

inc

=0

19 8i a=—¢' =0, el sistema es indeterminado.

20 ¢ 0 ¢’ no es nula, el sistema es imposible.

159. Observaciones. — L. Si ab'—ba'=0y ac’— ca'7-0,
se puede averignar directamente que las ecuaciones son
ncompatibles. En efecto, se tiene ab’'=ba'; ac'Zca o

b a. ,6
et i

a
Z=0 A

c=0

Haciendo

aja
Il
o
I
s
w
aja

=k

resulta

c—=~Kd
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y la ecuacién () se hace
kn'z + kb'y = k'c'.
La ecuacidén (2) puede escribirse
ka'z + kb'y = ke'
y es evidenle que el primer miembro no puede ser igual
alaveza k' ya ke
L. 8i ab'—=a't y ac'—=a'c, se puede averiguar directa-
nente que el sistema es indeterminado.

Se liene
a b [
AR e
Haciendo
a b
0 LSy
& b
resulta

a=ka'; b= kb'; c="Kc'
¥ la ecuacién (1) se hace
ka'z + kb'y = k¢’
0 a'z 4 by =¢.
Esta ecuacidn se confunde con la ecuacién (2). Luego

solo se tiene una ecuaciin; no basta para determinar las
dos incégnilas.

§ IV. — Sistema de 3 ecnaciones con 3 incdgnitas.

~

160. Todavia se pue(?;n aplicar los tres procedimientos
anteriores para eliminaruna incdgnita entre una ecuaciin
y cada unade las otras dos; resullan dos nuevas ecuaciones
con dos incignilas, que se podran resolver como queda
dicno. Después, subslituyendo en la que quedd con ires
mcngnilas, se encuentra el valor de la tercera ineAgnita.

V. gr. : Sea por resolver el sistema de tres ecuaciones :

Sz — y42z2—=2
3y—z 4+ z=1>%
Je 42y — z=—2,

Saquemos el valor de = en una de las ecuaciones. la
segnnda por ejemplo, en donde esta incégnita tiene por
cocticiente — 1. Se tiene
T=— {5+ 3y + 1.
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Substituyendo este valor en lugar de z en las otras uos
ecuaciones, se obtiene el sistema :

S{—154+3y+z2)—y+4+2:=2

H—15+3y+2)+ 2% —z2=—2
Estas ecuaciones simplificadas se convierten en :
2y+ z=1l

Resolviéndolas por uno de
encuentra :

los métodos conocidos, se

=3 y =1,

Estos valores de y y de z substituidos en una de lus

ecuaciones (1), (2) o (3) dan :

r——1.

V. — Sistema de n ecuaciones con n incdgnitas.

Regla. — Para resolver un sistema de n ecuaciones
1 incognitas, 1° se eliminu una de las incdgnitas entre
t de estas ecuaciones y las n — 1 restantes. Se liene enton-
ces un nuevo sistema de n ecuaciones en el cual una ecuncion
solamente contiene todas las incognitas, las n — 4 restantes
no contienen mds que n — 1 incognitus.

2° Se elimina una de las incognitus entre una de las ecua-
ciones del sequndo sistema y las n — 2 restantes. Se tiene en-
tonees un nuevo sisterna de n ecudciones en el cual una ecua-
eion envierra todas las inecdynitasy otra, n — | tncognitas, y
0 — 2 ecunciones contienen B — 2 incdynilas.,

Procediendo de la misma manera se llega d un sistema e
0 ecuaciones en el cual la primera contiene todas las tneo ni-
tas, la segunda contiene n — 1, la tercera n — 2, ete., de tal
manera que la n® ecuacion no contiene mds que una incoynita.

3% Se resuelve esta ultima ecuacion y se encuentra para la
medgnita un valor unico. Este valor, substituido en lugar
de la incoynita en la penultima eruacion, da una ecuccion
YOn unn incignita que no tiene también mads gue una sola
raiz. Los valores encontrados, puestos en lugar dv las incdy-
Mitas en la rcuacion con tres incoégnitus, transforman ésta en
Una ecuacion equivalente que no tiene mds que una sola incoy-
"Ha, y, por consiguiente, una sola raiz, ete.
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se llegan asi a encuontrar los valores de lodas las incoyni-

Multiplicando la primera gcuaci6n por 6, la segunca
por 2, la tercera y la cuarta por 3, gueda :

tas, y el sistema tiene tantas raices como ecuaciones.

162. Apliquemos esta regla a la resolucién de algunos
sistemas de ecuaciones.

1° Sea el sistemn de las tres ecuaciones :

2@+ 3y +4z=20
3z 4 2z + 4y =17

b 4 12y — 182 + 24w =186
gz — 8z 4 6y —2v=16
6z 4 0v — 1Bz — 3y =239
6:0-i—3u—3z+6y:=51,

Restando de la primera cada una de las otras tres, se

b + 3z 4 2y =17
Despejando a x en las Lres ecuaciones :

_20—3y— 4z

6y — 10z 4 26v =170
15y — 3z + 150 =147
6y — 152 + 24v =135,

Resolviendo estas tres ecuaciones, resulta :

xﬂ__i?—.‘zz—&y

o 17— 3z —2y Substituyendo

y==, z=1 y n==6.
estos valores en lugar de y, de 2y de v

1 cualquiera de las ecnaciones (1), (2), (3) o (&), resulla :

Igualando el primero de estos valores, primero con el
segundo y luego con el tercero :

20 —3y—b4z_ 17T—2z— 4y
2

20— 3y —4s_ 17—3z2—2y

Estas ecuaciones simplificadas se reducen 4

it

CAPITULO 1V

ECUACIONES INDETERMINADAS

163. Definicién. — Sistema indeterminado es aguel que
iene mds incognitas que ecuaciones.
/. gr. : Sea la ecuacion :

by +52=23.

Resolviéndolas se encuentra :

Estos valores substituidos en lugar de y y de z en cual-
quiera de las ecuaciones (1), (2) o (3), dan :

ax 4 by =¢.
gue contiene dos incdgnitas.
Se puede dar ay, por ejemplo, un valor cualquiera; resulta :
¢c—b
g == ¥
a

30 Sea el sistema de & ecuaciones ;

y esta ecuaci6n tiene una infinidad de rafces.

Un valor de y y el valor de x que le corresponde forman
un sistema de raices.
. r. : Sea la ecuacitn :

x4+ 2y — 3z 4 4v =31
3z — 4z + 3y —v=8

2z + 3v — Bz —y =13
x4 n—zx42y=1T.

2z — 4y =150.
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'- Haciendo
A y—=%,
f se tiene :
9z — 50 4 16 — 66
| =38
b 7 | Los valores # =33, y = 4, forman un sistema de rafces.

Cada valor distinto que se dé a y y el valor correspon-
diente de x forman otro sistema de rafces.

y=1 gy:‘l. y=3 L dy==—1  (y=—2
z=21" (=29 =3"""" jz=293 } %::21 i 810

Y

II. Sea el sistema :

ar + by 4-¢z =d
3 l az+by+edzi=d {
b | Se puede dar a z un valor calquiera; después quedan

1 { dos ecuaciones con dos incégnitas que se pueden resolver,
, Por cada valor que se dé a z se tiene un sistema distinto
: de raices.
|5 164. Resolucién de la'ecnacién ay -+ by — ¢ en nfimeros
; enteros. Definicion. — Resolver en nidmeros enteros la

' ecuacion ax -+ by = c, es encontrar entre todas sus raices los
Bt sistemas formados de nimeros enteros.

{ Siempre se pueden suponer «, b, ¢ primos entre si en su
conjunio; si no lo fueren se dividirdn por su mdaximo
comin divisor.

Para que existan raices o soluciones enteras de la ecua-
cién ax - by =c es preciso que los coeficientes a y b sean

| primos entre si. Esto se deduce del teorema siguiente.
Teorema — Sia y b no son primos entre si, la resolucion
i es imposible.
. { |t En efecto, si @ y b no son primos entre si, tienen un
: - divisor comun; sea « este divisor. Se tiene :
: ! a—=rhe, bh=he
|

luego, siendo &, e y, las raices enteras, se tiene :
kaz, + hay, =c¢

; a(kz, + hy,)=c¢.
LA L | Pero, kzry 4 hy,, es un niimero entero; y ¢ serfa divisible
‘ por «, lo que es contrario a la hipdtesis, que a, b, ¢ son
] fu . primos en su conjunto. Luego, no pueden existir z; e y,
enteros.

ECUACIONES £ INECUACIONES DE PRIMER GRADO 15

i°c caso de la resolucién. — El coeficiente de una le
las incégnilas es la unidad.
V. gr : la ecuacién tiene la forma :

z4by=c¢ (1
Se tiene inmediatamente la solucién :
r=c, ==t

Se puede dar a y an valor enlero calquiera p, y las [6r
mulas :

=c—pb (2) y=p (3)
dan todas las soluciones.
2° caso. — Los coeficientes a y b son cualesquiera.

I. Sea la ecuacion :

quitando los denominadores, se liene :

b — by =135 (1)
de donde :

_Sy435 W vy, 32 3
T T e R

Haciendo

se tiene :

t=y+8+p (2)
y=4p—3 (3)

¥ sustituyendo en (2) este altimo valor de y :
g=—4p—3+8-Fp=5p+5 (4).

La ecuacién (3)' nos da:
i e g
sustituyendo en (&), se tiene :
r=>5 y=—3

que forman un sistema de soluciones.
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Los otros sistemas se obtienen haciendo en (3) ¥ (&)

p=du . T — T, we— 5 a3, " ey OLE,
se tiene

z=10 (z=15 fz=0 _3.7::—5‘ x=—10
Y=4" fy=8""" Jy=—17" Jy=—ait? Jy=— 5"

165. Una vez ya vistos estos ejemplos, podemos ahora
demostrar el teorema general.
Teorema. — 5i la ecuacidn ax + by =c tiene un sistema
de soluciones enteras, tiene una infinidad de estos sistemas.
Sea £=1m, y =n un sistema de raices enteras. Se tiene .
ar 4 by=e¢
am 4 bn=¢

Restando ordenadamente y sacando « Y b como factores
comunes, se tiene :

a(z — m) + by — n) =0
de donde

z—m__ b

y—n a
Para que se verifique esta igualdad, siendo a ¥ & nime-
ros enteros primos entre si, es preciso Y basta que z —m
6y —n sean equimiltiplos de — b y de a, o que
& —m=—pb
Yy—n =pa
siendé p un entero cualquiera,
Despejando a z-y a y, se tendra :

Z=m—pb (4 y=n+pa (5).

A cada valor distinto de p corresponde un valor de z y
un valor de y. El nimero de soluciones es infinito, y las
férmulas (4), y (5) dan todas las soluciones.

166 REGLA. — Para resolver. en numeros enteros, una
ecuacion indeterminada de la forma ax - by='e.

i° Se despeja la incognita que tiene el menor coeficiente,
ejecutando la division en la parte posible; se obtiene asi el
valor de la primera incognita expresado en ung parte entera
Yy otra fraccionuria;

2° La parte fraccionaria se iguala con otra indeterminada p,

Yy en esta nueva ecuacion se despeja de la misma manera la
segunda incognita.

@

e

y despejando & p, se tiene :
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3> Se¢ repile la misma operacion con el nuevo guebrado
restante, igualdndolo a q, el siguiente d r, ele , y se despejan,
de la misma manera las indeterminadas auziliures s oy
elc., husta que resulte una ecuacion de la forma x -+ by =ce,
queda x=cey=0.

&% Se sustituyen sucesivamente, en las ecuaciones anteriores,
las indeterminadas auziliares, v, q, p, por sus valores enteros
respectivos; se obliene asi un sistema de raices enteras de la
ecuacion ax + by =c;
5° Los otros sistemas se obtienen por las formulas

Xx=m-—pb y=n- pa.
167. Ejemplos.
I. Sea la ccuacion :

27x + 19 y =292

Despejando & y que tiene el menor coeficiente, se tiene :

222 — 272 13 — 8z
y:—gi————-ii—-x—l— o (1).
Haciendo
13—82 -
B I
k :
e tiene, despejando a z :
w=ﬂ.%ﬁ=1-2p+2_8_32. @)

Haciendo

5—8
P=“—*§—q=1‘“29+

2—2q
3 - (3)

Haciendo

 despejando a g, se tiene :

2—3r 3
g= 3 =1—§r.

Esta dltima ecuacién da :

g=4, r=4




y sustiluyendo en (2),
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sustituyendo en (3), se tiene :

p=1ﬁ2+2_‘3;2=_,

sustituyendo en (2), se tiene :

x={+2+5z3=4

sustituyendo en (1), se tiene :
13 — 32
=11 — =
v e T ot
Los \'a_lores =4, y==~6, forman un sistema de raices;
los dos sislemas se encuentran por las farmulas ,
z=4%-419p y==6—27p.
llaciendo p igual a
= = LR DRI R
se lienen los sistemas de raices ;
z=—156 — 34, —53..., &, 23,0 &2 ..
y= 33 T e T et T

Il. F L : .
o 012‘3“’”‘1’" a suma de § 10 con monedas de a $ 0,50 y de

Se trata Qe encontrar las soluciones enteras y positivas
de la ecuacion : '

6.

0,52 4 0,2y = 10

0
Sz 4+ 2y =100. ()
Despejando a ¥, se tiene :
__ 400 —b5z g T

Haciendo

se tiene :

- y=150—&p — p =50 — 5p,
Por otra parte, como z e i deben ser enferos, se tiene :

r 0 2p>0 dedonde p>0
y o B0—5p>0 dedonde p<i0.
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Luego p esta comprendido entre 0 y 10; haciendo p == {,
2 3,4 ...,8,9,se tiene 9 soluciones :
ey by 8 A0, A 1O
y—"4%, 40, 35, 30, 25, 20, 43, 10, 5.

[IT. Un comerciante tiene vino de a $ 60,8 80y 8§ 100 el
heetolitro. ¢ Cuantos litros de a $ 0,80 y de a § 1 delie mezclar
sun 100 litros de a $ 0,60 para que la mezcla resulte a 8 0,66
el litro?

Ge trata de encontrar las rafces enteras y positivas de la
ecuacion :

0,82 4+ y + 80 = (100 + = + y) 0,66
80x - 100y -+ 6 000 = 6 600 4- 662 - 66y

Lhz 4 34y = 600

7 4 17y = 300.
Despejando a z, se tiene
' xzﬂo—?—ﬂ:w—zy-{-ﬁ__’sy_ ()

Haciendo

6 — 3
i —p

[}

se tiene :

=, Pt
TR ]
que admite las raices :
p=0 =2

Sginl
=2—3p. (2

y sustituyendo en (1), se tiene :

z=42—4+6—?—6=38.

Las férmulas (&) y (5) dan :
r—38—17p

hebiendo ser ¢

>0, e -y>0
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B
ot se tiene
g ‘ 38 4
y 38 —17p>0 dedonde p<:= o 2
17 17
l»‘ 2+ Tp>0 de donde p>—?7-
VR RA! : Lz
i Las soluciones enteras y positivas se obtienen haciendo
l' I
8 p=0,14,2
i_ [ son
i I r=38 %x=21 T—= &
il y= 2 y= 9 g y=16
o IV. Hallar los niimeros enteros y positivos menores que 4 000
' : ! que divididos por 12 den por resta 7, y divididos por 7 den
P por resta 5.
E ! il 5L Sea n uno de estos nimeros.
E i se tiene :
.; 1224+ 7=Ty+5=n
¥l o

122 — Ty =—2

Bl Ty — 12z = 4-2.
Despejando a y, se tiene :
12z + 2 Sz 42
yar S @
? Haciendo

~

bz -+ 2
__:F_zp

se tiene :

Haciendo

i se tiene :

?%‘ [ que admite las soluciones :

i p=+1, g==0.
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Sustituyendo en (2) a p por 4, se tiene
z=1
y sustiluyendo en (1), se tiene
y=1+4 #:2.
Los otros valores de 2 y de y se sacan de las férmulas
z=41-}"Tp y=2- 12p.
Debiendo ser :
0<n<1000

se debe tener :
724+ 12p) +5>0
£

7(2 4 12p) 4 b < 1 000, de donde p<?; 6 11;—3-

19

de donde p>—37L

Haciendo
p=0,1,2, 3,4 5, 6, 7, 8 9, 10, 14,
se tiene las soluciones :

1

z= 1, 8, 18, 22, 20, 36, 43, %0, 57, 64, T, .78,

y= 2, 1%, 26, 38, 50, 62, 74, 86, 98, 110, 122, 134,

n=19, 103, 187, 274, 335, 439, 523, 607, 694, 775, 859, 943.
]

CAPITULO V

ARTIFICIOS DE CALCULO

168. Artificios de c4leculo. — Cuando hay-que resolver
un sistema de ecuaciones de primer grado con yarias
incOgnitas, se pueden frecuentemente omitir las reglas
que hemos dado parala eliminacion y llegar més rapida-
mente al resultado. Para esto se emplean ciertos artificios
de cdlculo que consisten, sea en la eleccién conveniente
de las incégnitas por eliminar, sea en la combinacién
éntre si de varias ecuaciones, sea en ofros medios que
ina larga praclica puede sugerir.

He aquf algunos ejemplos de estas simplificaciones :
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{ Resolver el sistema de las dos ecuaciones :
z 4+ y=210
&% Y
503
Estando formada la segunda ecuacion de dos razones
\guales, se pueden sumar los numeradores entre si, lo
mismo que los denominadores, resultando una nueva ra
z6n igual a cada una de las primeras (nim. 117) :

siendo

resulta :

Igualando la primera razén con cada una de las otras
~ dos, se encuentira inmediatamente :
== 120 e y= 90.
90 Sea el sistema de tres ecuaciones :
zt+y=a (1)
zt+z="0 (2)
y+i=c. (3)
De la suma de las dos primeras ecuaciones, restemos la
tercera, y se lendrd :
224 y+z—y—s=a+b—c

de donde
Qr—a-t+b—¢

_a+tb—e
Ty
substituyendo este valor en las ecuaciones (1) ¥y (2), se
tiene :
a-t+e—b
y= +2 .

z:ng—;—a.

30 Desolver el sistema de tres ecuaciones &

i i
zty=*
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i

+5=t
+ ==c¢.

(PR T |
Representando —» -, = i
P - respectivamente por &, v/, Z,
las ecuaciones propuestas se convierten en :
4y =a
47 =0b
V4 7=c
y encontramos el sistema del nim.2°; se tiene pues :

,__at+b=—c¢ R S e
Lt hT; Yy :_+_t)__!:' ;': f_ig_ﬂ_l“
Es preciso ahora resolver las {res ecuaciones :
£:a+b_c f_afec—b | b4+c—a
iy e e R e -
y se obtiene inmediatamente :
s 2
T a+t+b—ec
- 2
y_a—lf—c—b
P 2
s e

4° Resolver el siguiente sistema !

by
do- by 3
mT + Ny + pi=s.
Las razones iguales (1) pueden escribirse :
=Tl
ma_ nb_ pec’
Aplicando i i
g a estas razones iguales la propiedad del

mr+ny4pz__me ny

ma+nb+ pec ma  nb
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o, reemplazando mz -4-ny + pz por §,

5
maTnbrpe
Por consiguiente :
as
T=a + nb 4+ pe
bs
V="Tna + nb 4+ pe
s

*=Tna +nb+ pc

5o Resolver el sistema siguiente :

e ®
o y!i =5 (2)

La segunda ecuacién puede escribirse :
)
z+y) (z—y)=0b (3)
Dividiendo miembro a miembro las ecuaciones (3)

e @ty @—y)_b

z—y a
Suprimiendo el factor z —y comun a los dos términos
del primer miembro : ’
' & +y=3. ®
a

Sumando miembro a miembro las ecuaciones (1) ¥ (&) =
b_a*+b
L ey s
de donde 2

2a

Restando la ecuacién (1) de la ecuacién (4) :
b _b—a®
W=z—e=—g

de donde
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CAPITULO VI

RESOLUCION Y DISCUSION
DE LOS PROBLEMAS DE PRIMER GRADO

§ I. — Resolucion.

169. En la resolucién de los problemas, el método gene-
| es el siguiente :

i° encontrar las incégnitas, ;

2¢ plantear el problema, es decir encontrar las ecua-
ones que proporcionan los datos.

3o resolver estas ecuaciones.

i° a menudo, discutir los resultados. De esta discusidn

hablard més detenidamente por ofrecer mayores difi-
cultades a los principiantes. ;

170. Un problema es determinado cuando su enunciado
conduce a tantas ecuaciones diferentes como incégnitas.

Se .‘Izlama indeterminado cuando conduce a menos eena-
ciones que incégnitas,

Si el nimero de ecuaciones es mayor que el de incég-
nitas, las ecuaciones sobrantes se llaman ecuaciones de
condicion.

171. Plantear el problema. — No hay regla general para
eéncontrar inmediatamente la ecuacién dnica o las ecua-
ciones que respondan al enunciado de un problema. Sin
embargo, se puede, en ciertos casos, adoptar la siguiente
praclica. Se supone conocida la solucion, y se indican, con
ayuda de los signos algebraices, lus operaciones que deben
€recluarse para verificar la exactitud de esta solucion,

172, Problema I. — & Cudl es el nimero que agregdandole 46
¥ convierte en el triple de lo que era antes?

Sea @ el nimero.

Conforme al enunciado, agregando 46 a z se debe en-
tonlrar 3 veces al ntimero z o 3z, de donde resulta la
etuacidn :

416 =32
16 =— 22
z2=8.
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En vez de quitar los denominadores por el procedimiento
ordinario, se puede, en este caso, dividir los dos términos

2,40 + 6z
del quebrado —*“?"—ﬁy por 3, lo que no altera su valor )

4173. Problema II. — Repartir 100 pesos entre ires perso-
nas,de manera que la segunda reciba 10 pesos mas que la pri-
mera, y la tercera 20 pesos mds gque la segunda.

La parte de la segunda sera

L 40 se tiene :
z+1 0,80 + 2z - 8z — 9,80
0,80 + 10.0 = 9,80

10z — 9,80 — 0,80

= f‘;— =§0,90.

y la de la tercera
z 410 + 20.

Las tres partes sumadas deben dar 100 por suma, luego

r+x+ 104+ z 4 10 4+ 20 =100,
175. Problema IV. — Una fuente estd alimentada por dos

Erenastann - laves: la una puede llenarla en 5 horas, y la olra en 3; si se
z+z+ax=100—10 — 10 — 20. abren las dos laves Jen qué tiempo se llenarg la fuente?
Reduciendo : Representemos por z el iempo buscado y por 1 la capa-

3z — 60 cidad de la fuente.

Despejando : En 1 hora la primera llave llenard 1 de la fuente; en el
] *

2="20.

~ : ; o ?
Asf, 18 parte de la primera persona es §20, la de la mismo tiempo la segunda llenard 3 de la fuentes

R gegunda 20 4 10 o 30, y la de la tercera 30 4 20 o 50 pesos ] o g 1y

R 174. Problema III. — Un obrero no tiene mds que § 2,40 Las dos llaves llenaran por consiguiente en una hora 5 -+ 3
f 1 cuando se le pagan 6 dias de trabajo; compra entonces un ) y i

sl b} 9 de la fuente, y en & horas |lenardn r veces mas o (g 4 _) z,
vestido que le cuesta los 5 de su haber; pero después de 8 dias 53

| , 3
1L de trabajo le pagan, y se encuentra poseedor de § 9,80. ¢ Cudl

I
guedando entonces la fuente llena, luego :

es el precio de su jornal? \ (1 + j) 1
i} Sea z el precio del jornal. J AT

Pt 1 Después del primer pago, el obrero tiene : 2,40 + 6z. ] T Ty

d | 2 Ua . 5 IoT

i i v y Gasta los 3 de esta suma, le queda por consiguiente el 3z 4 Bz =15

bt %de2,40+em,o 83::; :
l i 9 40 4 6z & =-- =1 horag.
gt v

~ 176, Generalicemos esta cuestién, es decir, hagimosla
independiente de los nimeros 3 y 5. Para esto enunciemos
¢l problema como sigue :

Problema V. — Una fuente estd alimentada por dos llaves;
la ung puwde llenarla en t horas, la otra en ' horas; si se
abren las dos [laves 4en qué tiempo se llenard la fuente?

Después del segundo pago tiene :
2,50 | oz ;_ il + 8.z

Como entonces posee § 9,80, resulla la ecuacion :

2,40 4 6x

- 8o =080
7 + B 0,8

En { hora, la primera llave Ilenara i‘ de la fuente, y la
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gegunda %; lag dos %4—%,; en x horas llenarin z veces

%-{- },. quedando entonces la fuente llena, luego

b | (+2)amt

- ot

I
! oz
L | ite=!
’{.‘-. e+ te=1tt
 Lad il w(l 4 )=t
Tl gt
RER Ll ‘ AL .
e
o8 | ! '
_.‘l il La expresién r=gz f: 7 €8 una férmula que se puede
5 ¥
k Tt i aplicar a todos los problemas andlogos al que acabamos
bl f de resolver.
] { By Si se aplica al problema anterior, reemplazando ¢ por 5
l d y ¢ por 3.

i : a:—'ix—s—-i horaz como antes
1t SB543 g '

§ II. — Discusién de los problemas.

177. Discutir un problema, es reconocer los casos de
: posibilidad de este problema, determinar los limites entre
1 los cuales pueden variar los datos del enunciado, y distin-
guir los casos notables que puedan presenlarse.

4
i 1 it 1. — Problemas imposibles. .
i l : 178. Casos en que un problema es imposible. — Un pro- 7
HER blema es imposible : )
$ 1 fo Cuando las soluciones son negativas, debiendo ser '

esencialmente positivas.

: 20 Cuando las soluciones son fraccionarias, exigiendo/la
ot naturaleza de la cuestién que sean enteras.

it 0

¥
i
i;. {| 3° Cuando una de las soluciones toma la forma Z.
‘ & Por titimo, cuando los valores encontrados para las
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incégnitas no satisfacen las ecuaciones de condicidn. Ejem-
los :
’ {79. Problema I. — Sabiendo que 7 metros de tela valen
tanto como 3 metros de pafio, se desea saber cudl es el precio
de cada uno de estos géneros, sabiendo que 9 metros de pafio
cuestan 12 pesos mds que 24 metros de tela.
Representando por z el precio del metro de telay por
y el del pafio; resultan las ecuaciones :

Te=3y
9y — 2hx =12,

El valor de y____”.'_;n sacado de la primera y llevado a la

segunda da :

- % T sky—13
de donde
&= — & pesos.

Exigiendo la naturaleza de la cuestién que el valor de
¢ sea positivo, el problema es imposible.

180. Problema II. — Doce oficiales, capitanes y tenientes,
comen junios y hacen un gasto total de &5 pesos. §Cudntos
capitanes y cudnlos tenientes son, sabiendo que los primeros
han Guastado 5 pesos cada uno y los sequndos 3 pesos cada
uno?

Sean z los capitanes e y los tenientes, tenemos las ecua-
ciones :

x+ y=12
bz 4 3y = 45.

De la primera se saca
y= 12 — =z,

Este valor, substituido en la segunda ecuacidén da
Sz 4 3(12 —2)=14b
de donde 4 )

S =45
POr consiguiente

y=175

Exigiendo la naturaleza de la cuestién que los valores
ex y de y sean enteros, el problema es imposible.
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181. Problema II1. — Hallar un mimero tal que su mitad,
mds 6, seu igual u dos veces su cuarta parte mds %.
Sea z este niimeroy conforme al enunciado se tiene :

g el
problema es imposible. La ecuacién (2) mostraba ya esta
imposibilidad, porque en ella se ve ficilmente que los dos
miembros no pueden ser iguales.

182 Problema IV. — Hallar dos ntimeros cuya diferencia
sealb, y tales que 3 veces el primero menos 4 veces el segundo
den 20 por diferencia, -y que el primero mds 2 veces el
sequndo den 100 por suma.

PISRr L ) G Se tienen las ecuaciones :

Presentindose el valor de x bajo la forma singular

.I‘-—‘y:”? (1)
z + 2y = 100. (3)

Conduciendo el enunciado del problema a 3 ecuaciones
i con dos incdgnitas, una de las ecuaciones, la tercera por
ejemplo, deberd considerarse como ecuacidn de condicién
(ntim. 170).

Resolviendo las dos primeras, se encuentra ;

- No satisfaciendo estos valores de z y de y la ecuacién
(3), el problema es imposible.

-

VPR RS, LIS

2. — Problemas indeterminados.

. ¥ L 183. — Hemos dicho (nim. 170) que un problema es
indeterminado cuando su enunciado conduce a menos
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ecuaciones distintas que incégnitas; en ciertos casos puede
tener Iugar la indeterminacién, aun cuando parezca que
se han encontrado tantas ecuaciones como incdgnitas
tiene el enunciado.

184. EirMPLOS 1. — ¢ Cudl es el numero tal que restandole
su mitad 8, es igual a cuatro veces su octava parte menos 2?2
Se tiene, conforme al enunciado :

Z iy
z—g—8=4(z—2) )
8r — by — 64 = 4z — G4 (2)

82z — 8z — 64 — 64

O z=10
a¥o
=5-

kil problema es indeterminado y tiene una infinidad de
soluciones. Se podia prever este resultado notando que la
ecuacién 4 la cual el enunciado conduce es una identidad
(ntim. 124), como lo indica de un modo evidente la ecua-
¢ion (2).

[I. — Hallar Jdos nimeros tales que 2 veces el primero, me-
nos 3 veces el sequndo, den b por diferencia, y que 10 veges el
primero, menos 25, seu igual a 15 veces el segundo.

Sé{% tiene :

2z —3Jy=>5
{0r — 25 — 1By

Despejando a z en la primera ecuacion :

Substituido este valor de z en la segunda ecuacién da :

e i) TR

2

50 + 30y — 50 = 30y

0

0 = (1 B

<Yy Re-l=n
‘!lay todavia indeterminacidn, y esta vez la indetermina-
€ion proviene de que las dos ecuaciones del problema no

$on distintas ;: una estd incluida en la otra. En efecto, la
#egunda puede escribirse :
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10z — 15y — 25

5(2z2 — 3y) =5 x 5,
La cual es la primera multiplicada por 5.

3. — Interpretacién de los valores negativos
encontrados en la resolucién de un problema.

185. La resolucién de un problema conduce 4 menude
& una solucién negativa; tal solucién indica a veces una
imposibilidad ; sin embargo, en gran ndmero de casos, el
valor negativo puede ser interpretado si se tiene en cuenta
el siguiente principio, formulado por Descartes.

186. Principio de Descartes. — Cuando se puede contar
una magnitud en dos sentidos opuesios, si se conviene en con-
siderar comeo positivas lus magnitudes contadas en un sentido,
deberdn considerarse como negativas las magnitudes contadas
en sentido contrario.

487. Conforme a este principio, que no ofrece sino muy
pocas excepciones, las soluciones negativas encontradas
en los problemas sobre la duracién, el espacio, los grados
de temperatura, etc., podrin recibir generalmente una
interpretacion.

12 8i se trata de la duracién, la solucidn negativa indi-
card que debe tomarse el liempo antes de la época adoptadg
como origen y no después,

2° Bi se trata de grados deberdn tomarse los grados del
termémetro abajo de cero y no arriba,

3° Si se trata del espacio Y que se hayan considerado

@ como positivas las mag-

¥ nuitudes tomadas sobre

ana linea zy a la dere-

cha de un punto ¢, una solucién negativa indicard que la

longitud encontrada debera tomarse a la izquierda de este
punto.

188. Introduccién de los niimeros negativos en los datos
de un problema. — E] principio de Descartes no solamente
proporciona el medio de interpretar las soluciones nega-
tivas, sino que permite ademads introducir nimeros nega-
tivos en los datos de un problema, y tratar ciertas ches-
tiones de una manera del todo general,

189. Eignpro, — Propongémonos determinar Ia diferencia

“ |
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de temperatura de dos cuerpos cuyas temperaturas respec-
tivasson t y t', siendo ¢ una temperatura més elevada que ¢,
1° Las dos temperaturas estin arriba del cero del ter-
mémetro,
En este caso la diferencia buscada serd -

s=t—-1. (i)

2° La temperatura ¢ estd bajo cero. Esta vez la dife-
rencia buscada serd ¢ 4 ¢, porque es evidente que faltan
al cuerpo mds frio, primero ¢ grados para llegar a cero,
luego ¢ grados para alcanzar la temperatura del cuerpo
mis caliente.

Este es el resuitado que da la formula (1) si en ella se
considera ¢’ como negativa. Se convierte entonces en

r=t—(—t)=t4¢. (2)

3° Si las dos temperaturas estin bajo cero, la diferencia
buscada serd t'— ¢, porque siendo £ mas fria que ¢, el
fumero que representa su temperatura serd mayor. en
valor absoluto, que el que da la temperatura de t. Este
esain el resultado que indica la férmula (1) cuando en
ellg se consideran como negativas las cantidades ¢ y . Se
convierte en efecto en

Z=—t—(—t) 0 —t}¢

6 por ultimo
z=1t'—t.

190. Se ve que una misma férmula contesta a los tres
Casos que se pueden presentar, con tal que, en esta fér-
mula, se consideren como negativas las temperaturas
lomadas bajo cero,

194. Problema I. — Un padre tiene 39 afios y su hijo 15.
¢ Dentro de cudntos afios la edad del padre serd triple de la
del hijo?

Sea z el tiempo buscado; dentro de z afios la edad del
nadre serd 39 4 z, ¥ la del hijo serd 15 4 =.

Luego

394 2=3(15 + )
39+ =45 4 32
—6=20»
=13 afios.
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Aqui la solucién negativa — 3, indica que la condicién
pedida se realizé hace tres afios; en efecto, en esa época
el padre tenia 36 afios y su hijo 12.

Medificando el enunciado de la manera siguiente,conduce
a una solucién positiva.

Un padre tiene 39 afios y su hijo 15. 2Qué tiempo hace
que la edud del primero era triple de la del sequndo?

Se tiene

39 — z = 3(15 — z)
esta es la ecuacién primitiva en la cual se ha substituide
z por — = (ntim. 188).

Resolviéndola se encuentra z — 3 afios.

192. Problema II. — Dos viajeros de los cuales uno camina
18 kilometros por hora, y el otro 12, parten al mismo tiempo,
el primero de Paris, el segundo de Oricans dirigiendose a To-
losa. (A qué distancia de Limoges se encontraran, sabiendo
que de Paris a Orleans hay 4120 kildmetvos, y que de Orleans a
Limoges hay 280 kilémelros?

Representemos por z esta distancia que supondremos
situada mas alld de Limoges, sobre el camino de Tolosa,
ysea R el punto de encuentro.

B 120 ? 280 L @ R
- % ]

El viajero que parte de Paris recorrera
(120 + 280 + z) kilémetros.
el que parte de Orleans recorrera
(280 + z) kilémetros :
El tiempo empleado por el primer viajero sera :

120 4 280 +
18

v el tiempo empleado por el segundo,

2804z
12

Como estos tiempos son iguales, puesto que los dos
viajeros parten a la misma hora, se tendré la ecuacidn :
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1204280 2z 2804 =&

i8 12

de donde = — 40 kildmetros.

ksta solucién negativa puede interpretarse ficilmente;
indica que los viajeros se encontrarin 40 kildmetros mds
acd de Limoges y no més alla (num. 187). :

El enunciado del problema, modificado como sigue,
dara una solucién positiva.

Dos viajeros, de los cunles uno camina 18 kilometros por
hora y el otro 42, parten al mismo tiempo, el primero de Pa-
ris, el segundo de Orleans, dirigiéndose a Tolosa. ;A que
iistancia antes de Limoges se enconiraran, sabiendo que de
Paris a Orleans huy 120 kildmetros, y de Orleans a Limoges
2807

La ecuacién serd :

120+ 280 —z 280 — &z

18 12

es la ecuacién primitiva en la cual se ha reemplazado z
por — .
[iesolviéndola se encuentra :

=40 kilémetros.

193. Problema III. — Un tanque estd provisto de tres
llaves; la primern, abierta sola, lo llenaria en 8 horus, la se-
gunda lo llenaria en 12 horas, pero la tercera lo vaciaria en
3 horas. ¢ En qué tiempo se llenard el tangue abriendo las tres
llaves simultineamente?

Representemos por z el tiempo buscado.

La 12 llave llenara en 4 hora % del tanque.

La 2¢ llenar4 en el mismo tiempo 1i2 del tanque.
La 3% vaciara en i hora -13— del tanque.
Restando la tercera fraccion de la suma de las otras dos,
se lendra :
i i i
8TiR 3

Yue sera la parte de la fuente que se llepara en 1 hora.
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Multiplicando este resultado por  se obtendré la ecuaciou :

i 1 i
(§+1—2—§) =1,
(34+2—8)x=24

—3z=24%

24 e
T = :*§=—8 horas.

Esta solucién negativa indica que el problema es impo-
sible. Existe, en. efecto, una incompatibilidad en las

condiciones del enunciado, porque la suma de las dos
fracciones = —!-i 0 z7 €S menor que y u i

TERTRT Wmegug!
asi es que el tanque no se llenara nunca, dando las dos
primeras llaves menos liquido que el que deja salir la
tercera.

El problema podré ser posible si se modifica su enun-
ciado de la manera siguiente :

Un tangue estd provisto de tres laves;la primera lo lle-
naria en 8 horas, la seyunda lo lenaria en 12 horas, pero la

tercera lo vaciaria en 3 horas. JEn qué liempo quedard vacio
el tangue, suponiéndolo lleno?
La ecuacidén es entonces :

de donde se saca
=218 horas.

194. Observacién. — En general, cuando la resolucién
de un problema ha conducido a una solucién negativa, es
preciso :

1° Ver si el enunciado no contiene ninguna incompatibilidad
en el sentido de las condiciones propuestas;

2° Asegurarse que no se ha hecho ninguna hipotesis contraria
a los dalos del problema;

3¢ Ezaminar si la magnitud encontrada puede contarse en
sentido contrario a aquel en el cual se la ha considerado al
plantear el problema,

En este iltimo caso, se cambia el signo de la incégnita
en esta ecuacién, y se modifica el enunciado del problema
para que convenga a Ja ecuacidn asi transformada.
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4. — Ejemplos de discusidn,

195. Problema I. — Se tiene un lingote de plata con peso
de u gramos y una ley t; se quiere saber cudntos gramos seré
preciso agregarle de un segundo lingote de una ley ¥, para
que la liga obtenida sea de una ley t".

Llamemos & el peso buscado; t'z serd la plata pura con-
lenida en los # gramos quilados al segund_o lmgote,‘nt
serd la plata pura contenida en el primer lingote, n 4+
entard el peso tolal del lingote obtenido, y la plata
e este lingote serd (n 4 x)t". : )

Como esta plata debe igualar a la que estd contenida en

primer lingote, mas la que estd con_henida en la parte
vitada del segundo, se lendrd la ecuacién :

t'x+nt=(n+ z)t"

Resolviéndola se encuentra

(t—t")n
e T
1496. Discusién. — El problema no serd posible sino

cuando el valor de x sea positivo, lo que exige que la ley

va " sea intermediaria entre las leyes ¢y ¢’ de los lin-
. Estando satisfecha esta condicién, ¢ puede ser mayor
enor que ¢'. En el primer caso, el numerador y el deno-
nador son positivos; en el segundo, el numeradpr y el
denominador son negativos, pero el cociente es siempre
positivo.

Si se liene t =1¢/, siendo ¢" intermediaria entre las dos
leyes, valdra ¢ o ¢'; siendo nulos el numerador y el deno-

. 1 0
minador, el valor de x tomard la forma T=5; habra
indeterminacidn.,

Este resultado era facil de prever, porque si las leyes son
las mismas, se puede tomar la fraccién que se quiera de
cada uno de los dos lingotes, y la liga obtenida tendra

Siempre la misma ley.
. . " 0
Si se liene t” =1, el valor de z es t—,r——-:L p °0; lo que

"Bdica que no se necesita tomar nada del segundo lingote.
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s ; . o t—t')n
Por dltimo, si se tiene ¢ =1, m:‘-__o_)— = el pro
blema es imposible.

197. Problema II. — Dividir un numero & en dos partes
tales que, si se divide la primera por m Y la segunda por O.
la suma de los cocientes sea b. a, b, m y n son numeros post-

tivos.
Sean ¢ y a — x eslas paries.
La ecuacion es
kgl 23, e

m n

nz -+ m(a — x) = mnb
a(n — m) =m(nb —a)
198. Discusién. — 1° Sea
n—m=E0
__m(nb —a)

n—m

% m(nb —a) __ n(mb—a
it g — m—n

n—7Im

se tiene

Estas dos partes deben ser positivas; luego, se necesita

m—n>0, ga—bn>0 tm—a>0 (2)
m—n<0, a—bn<0 bm—a<<0. (3)

De (2) se saca
m>n b<m

De (3) se saca
m<n %<n %>m

r:>%>m.

Luego, 5i m 7 n, hay una solucidn si esté)comprendidc

entre m y n.
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2° Si

m—n=10
La ecuacién (1) toma la forma
m{a — bn) = 0.

Sia—bn+#0, el problema es imposible.

Sia— bn =0, el problema es indeterminado.

l.a indeterminacién es absoluta. En efecto, se tiene, con
?

m=n
a—2
4= =
n

=b

= nb, seglin la hipdlesis; luego, la igualdad (1) se
, sed cual fuere z.

CAPITULO VI

DESIGUALDADES

§ I. — Definiciones.

"‘1199, Definicién. — Desigualdad es la expresion que indiwa
que una cantidad es mayor que otra.
EiEMPLO ;

bz -+ & > bz + 2.

El nri e i
L -p:wwr nqembr‘o de una designaldad es la cantidad
k. I :'.,:u..l a la izquierda del signo > o <; el segundo, la
11;31..'.\'1!! colocada a la derecha. - bt
|‘rj,--;-';.,n:(: ..\"]th que existen dos clases de igwaldades : las
n(; ;1;:‘ actes, en las cuales la igualdad de los dos miembros

Y | pende del valor numérico de las letras:

as ecuaciones, en las c i !
S, § cuales est :

i ocioncs, 8 a igualdad depende del

7
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Del mismo modo, ciertas desigualdades se verifican sea
cual fuere el valor de las letras;

V. gr. :

(a0 >0

y olras no se verifican sino por valores particulares atri-
buidos a las letras. - g AT

200. Desigualdades condicionales © m_Lecuaclmlle opRer
desigualdades que solo se verifican por ciertos va ores de
letras que representan cantidudes desconocidas. % s

Soluciones de las inecuaciones son los valqres de las incog
nitas por las cuales se verifi-an estas_ mecuacmnes.s £t

Desigualdades condicionales gquivalentes. — Son q
que admilen las mismas soluciones.

§ 11. — Propiedades de las desigualdades pumeéricas.

904. Primera propiedad. — Se puede, sin c:z1n§iar el sen-
tido de una desigualdad, agregar 0 quitar a cada miembro unda

misma cantidad. i (1)

y m un numera cualquiera. Digo que
A+m>B4m
En efecto, la desigualdad (1) significa que la diferencia

A—B=d
es positiva. (N° 30.)
Se tiene también
A+ m—B—m=d
0 1
(A +m)—(B+m=d
y siendo positiva 1a diferencia
(A—[—m)—(BJ;—m)
Ita
S A+m>B+4m.
pel mismo modo se ve que

A—m>B—m

202. Segunda propiedad. — Se puede, sin alterar ta
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desigualdad, multiplicar o dividir todos sus términos por ¥
mismo nimero positivo; pero si se multiplican o se dividen
todos sus términos por un numero negativo, la desigualdan
cambia de sentido.
En efecto, si se tiene
A>B
se puede eseribir
A—B>0

Multipliquemos los dos miembros por m.
Si m es positivo, el primer miembro es mayor que cero,
y se tiene
mA —mB >0
de donde
mA > mB.

Si m es negativo, el primer miembro es menor que cero,
y debera escribirse :
mA —mB <0
de donde

mA < mB.

203. Consecuencias. — I. Si se cambian los signos de
todos los términos de una desigualdad, se cambia el sentido
de la designaldad, porque esto equivale a mulliplicar los
dosymiembros por — 4.

I1. Se quitan los denominadores de una desigualdad mul-
tiplicando los dos miembros de la desigualdad por el pro-
ducto de los denominadores. Si este producto es negativo,
es preciso cambiar el sentido de la desigualdad.

Sea

a

i T &

Si se tiene d{b — h) > 0, se escribird
ad > ¢(b — h)

Si d(b — h) < 0, se debera escribir :
ad < o(b — h).

7204‘ No se pueden quitar los denominadores de una
desigualdad sino cuando se conoce el signo del denomi-

nador comin por el cual se multiplican los dos miembros
de la desigualdad.
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205. Tercera propiedad. — Se pueden elevar al cuadrado
los dos miembros de una desiyualdad o extraerles lu raiz
euadrada cuando estos miemlbros son esencialme e posilives,
resultando siempre una drsigualdad del mismo sentido, porque
si el primer miembro es mayor que el segundo, su cuadrado
serd también mayor que el del segundo, sucediendo lo
mismo con su raiz cuadrada. Pero si los dos miembros no
son positivos, la elevacién al cuadrado puede cambiar el
sentido de la desigualdad.

EsgmMpLO. — Si se liene :

—a>—b
se deberd escribir, elevando al cuadrado :
a2 < b3,
206. Cuarta propiedad. — Se pueden sumar miembro a

miembro varias desigualdades del mismo sentido, resultando
una desiqualdad del mnismo sentido que las primeras, porque
siendo los miembros de la izquierda, por ejemplo, mayores
que los miembros de la derecha, la suma de los primeros
sera todavia mayor que la de los ditimos.

Pero si se suman desigualdades de sentido contrario, no
se puede saber cual serd el sentido de la desigualdad resul-
tante, ni tampoco si el resultado expresara una desigualdad.

207. Quinta propiedad. — Se puede, de una desigunldad,
restar olra desigualdad de sentido contrario, y el resultado
serd una desiyualdad del mismo sentido que la primera.

Pero no se pueden restar miembro a miembro dos desiguul-
dudes del mismo sentida, porque no se sabe cudl serd el resul-
tado de la substruceion.

EieupLos. — Las desigualdades :

8>5

6>1
resladas upa de otra dan 2 < 4, mientras que las des
igualdades :

6 <15

&<13

dan 2 =2 si se les resta miembro a miembro. En el pri= =%

mer caso hemos obtenido una desigualdad cuyo sentido

es diferente del de las primeras, y en el segundo hemnos 7

obtenido una igualdad.
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§ TII. — Principios acerca de las inecuaciones

208. Admitimos en el curso estos principios, cuyas
demostraciones se encuentran en la nota I. No® 456, 457 v
458, iy

.209A Prm;ler principio. — Si se agrega o se quita una
misma canlided a los dos miembros de una inecuacion, se
tiene una inecuacion equivalente. '

210. Segundo principio. — Si se multiplican o se dividen
los dos miembros de una inecuacicn por una cantldad positiva
resulta una inecuacion equivalente; pero, si se multiplican osc,’
lividen por una cantidad negativa, es preciso cambiar el sentido
4 nuevd ReCuacion parda que sea equivalente a la inecua-
cion dada.

ZiislTercer principio. — Si los dos miembros de una in-
eruacion son positivos, se les puede elevar al cuadrado, y
resulta una inecuacion equivalente, ;

St son negaiivos, es preciso, ademds, cambiar el sentido de
la nueva inecuueion.

St no se conoce su signo, tampoco se puede conocer el sen-
tido del resultado,

212. Consecuencias. — I. Se puede pasar un término de
un 'I:mm_brn a oiro de una desigualdad, teniendo cuidado
de cambiarle su signo.

IL. Se puc_d:: quitar un denominador comitn a los dos
miembros, si es posilivo; si es negativo, es preciso ademis
cambiar el sentido de la desigualdad. ‘

§ IV. — Desigualdades simultaneas.

‘2t3. Definicién. — Lldmase sistema de inecuaciones de
.r‘-/.m“f.r grade con una incdgnita, o inecuaciones simulldneas
'Lui{‘flh ?ln-‘:r_'zzaca.mws Que deben tener soluciones comunes

esolver un sistema de inecuaci i i )

e sistema de inecuaciones simulldneas e .
tray lus soluciones comunies. g -

(,'.,, sata 3 a ey 4
n este li]l, s5€ tlaﬂhful‘!]’lﬁ el S}J,ema dild en Ll'."O 11
e 8 0 0 y €

e : :
%l‘l il la incégnita estd despejada en cada inecuacién
es casos pueden ocurrir : l
io Sean

3r—2>4 (1)
T2 —5> 3z 414 \
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La primera da
Ix>6 o z>2
y la segunda
bz>16 o z>k
Basta tomar & > 4%; a fortiori & serd mayor que 2. Se
dice que 4 es el limite inferior de las soluciones.
20 Sean
bz 1 3 <18 ()
9z < 6z + 21 (2)
La primera da
be<ib o x<3
y la segunda
3z<<2f o az<LI..
Basta tomar & <C 3; a fortiori serd menor que 7. Se dice
que 3 es el limite superior de las soluciones.
30 Sean
br —6>18 (1)
Te—21 <bx 49 (2)
La primera da
bz >2 o =z>6
y la segunda
2p <30 o &o<ib.
Basta dar a z un valor comprendido entre 6 y 12; se

tiene 6 < x < 15.
6 es el limite inferior y 15 el limite superior de las solu-

eiones.

914, Observacién. — Si el limite superior fuera menor
que el limite inferior, Jas inecuaciones serfan incompali-
bles.

215. Inecuaciones simultdneas con varias incégnitas. —
Son inecuaciones gue deben tener soluciones comunes.

Resolver estas inecuaciones es encontrar las soluciones.

En general la resolucién de tales inecuaciones sélo es =

posible en algunos casos particulares.

216. Ejercicio I. — Hallar un niumero entero tal que sus =

-*

g menos 12, sean mayores que su mitad mds 2.
Sea z esle numero. Se tendrd conforme al enunciado:

3z z
-§~—412> §+2
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Quitando los denominadores :
6 — 120 > Bz 4+ 20

x> 140.

Asi es que todos los niimeros enteros mayores yue 14t
salisfaran el enunciado.

21'7 Ejercicio II. — ;Cudles son los witmeros enteros,
positives o megativos, que pueden satisfacer a las dos des-
igualdades siguientes?

bz — 6 >3z — 14

-"‘T;LS<x+12.

De la primera se saca :
z>—&

y de la segunda,

1
£<?8 ¢} 3+§.

Los nimeros pedidos serin pues :
—3;—2;—1.0.1.2.3.

porque todos eslin comprendidos entre — 4y 3 4 g




LIBRO III

RADICALES Y ECUACIONES
DE 2° GRADO

CAPITULO 1

RADICALES ARITMETICOS

§ I. — Propiedades de los radicales.

248. Rafz cuadrada de una cantidad. — Raiz cuadrada
de una cantidad es otra cantidad que wmultiplicada por si
misma reproduce la primera. o

La raiz cuadrada de 4a®b* es 2ab?, porque esla dltima
cantidad multiplicada por si misma, da 4ab*.

Asi la raiz cuadrada de un monomio se obtiene extrayendo
la raiz cuadrada de su coeficiente ¥ dividiendo por 2 los
exponentes de todus sus letras. :

219. Raiz m™* de una cantidad. — Raiz m™ de una eun-
tidad es otra cantidad que, elevada a la potencia m, reproduce
la primera. L '

En general, se encuenlra la rajz m™* de un monomio
extrayendo la rafz mm® de su coeficiente y dividiendo por
m los exponentes de todas sus letras.

220. Notacién. — Por convencion, la raiz cuadrada de
una canlidad cualquiera a, se representa por ya. De ahi
se inliere que el cuadrado de ya es a.

Por convencién también, la raiz m™* de una cantidad

cualquiera a se representa por 'Va. De ahf se infiere que
la m™ potencia de V/a es a.
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El signo 7, que es una deformacién de la letra r,
inicial de raiz. se llama radical; m es el indice del radical.
El indice 2 se subentiende siempre.

221. Teorema. — Dos numeros positivos, que tienen sus
potencias m® iguales, son iguales.

Sean a y b tales que

am — hm
Se tiene
am™ — bm =0,

Por divisién se obtiene

am — hm — (‘a = b) (am—l ~+ a™—2h P = bm-l) =10,

El segundo factor es diferente de cero; luego, el pri-
mero debe sernulo, ya —b=00a=56.

222. Todas las operaciones que pueden efectuarse con
los radicales se deducen de los teoremas siguientes.

223. Teorema I. — El producto de dos radicales de mismo
indice es igual a la raiz aritmética de mismo indice del pro-
ducto de las cantidades colocadas dentro de los radicales.

Sea

va < V/B.

Se Liene

¥a x Vo= Vab. 0

/" En efecto, elevando los dos miembros & la potencia ns,

se liene
a < b=ab.

Siendo iguales las potencias n® de los dos miembros
de (1), estos dos miembros son iguales.

224. Teorema Il — Para elevar un radical a una cierta
potencia, basta elevar a esta potencia la cantidad que esid
dentro del radical.

Sea z="Ya.

Digo que

. y—
:r'x]ﬂ P — \ am_
En efecto, z es el producto de m factores iguales a x,
n— n~— p-—
B sa.ya.na....
Sea, segun el teorema I,

[ ¥ n
Nayg-a: o Vam
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! ! 225. Teorema II1. — El cociente de dos radicales de mismo
indice es igual a lu raiz de mismo indice del cocicnte de las
cantidades que estdn dentro de los radicales.

n-~—
Gy
%o Vb
Multiplicando los dos miembros por '\'/b, se tiene, segin

Sea ~—;
el teorema I

digo que

[V

n

Va=\/2.Vo=/%=Ya.

226. Teorema IV. — Para extraer la raiz m® de un radi ai
basta multiplicar su indice por m.

Sea
w{/‘F_
VVa="Va. (1)

Elevando los dos miembros a la potencia mn2, se tiene

Digo que

a=a.

Luego, la igualdad (1) se verifica.

227. Teorema V. — No se altera el valor de un radical
multiplicando o dividiendo por un mismo nitmero el indice del
gt 4 rudiculy el exponente de la cantidad que estd dentro del radical.
i Sea

Digo que
Va=""am. “

os dos miembros a la potencia mn?,

En efecto, elevando

b se tiene
am = a™.

228. Observaci6n. — Cuando. los dos miembros de una

1gualdad estén formados cada uno de una parte racional y
[ de una parte irracional, las partes racionales son nece-
. sariamente iguales entre sf, sucediendo lo mismo con las
partes irracionales.

4
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Sea la igualdad
a4+ ym="5+ /n
en la cual 2, b, m y n representan cantidades racionales
no siendo m y n cuadrados. .
Se puede escribir, trasladando :
\/ﬁ =b—a + \,"‘ﬁ
elevemos los dos miembros al cuadrado :
m=(b—aP+2b—a)ynt+n (1)

siendo racional el primer miembro, es preciso que el
segundo miembro también lo sea, ¥y no lo serd sino en

tanto que el término irracional 2(b — a) Ji valga cero, lo
que no se verifica mds que para

b=a

La igualdad (1) se reduce entonces a m =n,

§ II. — Operaciones con los radicales.

229. i Introduc@r un nimero dentro de un radical. — Se
multiplica la cantidad que estd dentro del radical por el

numero, multiplicando el exponente de este por el indice del
radical.

Sea ay/b.
Se tiene : °
v a =y/a?;

0, segun el teorema I,
ay/b = /a%.

aVb = Vanb

En general

{ 23(} 2° Sacar un factor fuera de un radical. — Se extrae
@ raiz de este factor, y se escribe esta raiz delante del radical.
Sea la expresidn

va%
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se tiene : e h
\/(J,ib :a;f“)
porque la raiz cuadrada del producto a®b es Ja2\b o ay/b.
Del mismo modo la expresion
\/C(LI — b)?
puede escribirse . 7
(a— b)ye.
En general,

oy — nT
yath =a\ b.

931, 3° Reduccién al mismo indice. — Se multiplican el
indice de cuda radical y el exponente de la eantidad que estd
dentro por ¢l producto de los indices de los demds. Se puede
también escoger por indice comun el m. m. c. de todos
los indices.

V. gr. : Sea

se liene

@

132. 4° simplificacién de un radical. — Se suprimen los
factores comunes al indice y al exponente de la cantidad colos
cada dentro del radical.

V. gr. : Sea

Vaie®
se tiene
s':fa5,1f3‘3 :‘/&F — bvﬁb-

233. Radicales semejantes. — Los radicales son seme-
jantes cuando tienen el mismo indice y que las canlidades
que estan dentro del radical son las mismas; tales son los
radicales :
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6‘/5’ "‘b\/aa '—bc\/a1 ‘f‘\/‘—1
Siendo semejantes estos radicales, se puede sacar a
J/a como factor comun y escribir :
6ya— bya—-bea+ Ja=(7 —b—be)y/a.

£n ciertos casos, es necesario simplificar los radicales
ara ver si son semejanles.
Asi los radicales :

afi8, —b/F, +(I2

se convierten en

ayV16 < 3 — by8 < 3+ /& < 3

4ay/3 —35/3 +2/3
que son semejantes.
234. Adicién. — Para sumar los radicales

5V - —8yB, +23/b
con

se escribe :
5B —8y2 + 28 + 52 —v/b.
Efectuada la reduccién se encuentra :
6yb —32.

Del mismo modo para sumar

aya b+ bya—=

24,7 F b —tbya—5

con

se escribe :

2avVa+b—5bfa—b+ajat-b4-bfa—b
3aya = b — &bJa—b.

235. Substraccién. — Para restar

52—y  de 3/24-2/b—/a
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se escribe . 2 =,
32 42 —ya—5/24\b

sfectuada la reduccidn se encuentra :
— 23 + 3/ — \a.

Del mismo modo la expresién ay3b — byed restada de
& — b)/36 — 2by/ed, da :

(@ — b)y/3b — 2b\/ed — ay3b + byed
o
—bm-—— ﬁ\,"’G_ti
— b (/3D + ed).

236. Multiplicacién. — El producto de ya por b y por
Jed es \Jaled, segin el n® 223.
Del mismo modo el producto de

3aya— b por 5bya + b es 15aby/(a — b) (@ +0)
15ab /a2 — b3.

o todavia

De una manera general

e Vil

937. Divisién. — El cociente de (/a por b es \/i; segin

el me 225,

238. Aplicacién. — Hacer racional el denominador de una
expresion. Es algunas veces més ventajoso, para la sen-
cillez de los calculos, hacer racional el denominador de
una fraccién.

: 2
i° Sea por ejemplo calcular el valor de ‘/_E .

Es preciso dividir 2 por 2,236067977...... , operacién
larga y que da un resultado muy poco satisfactorio, en
atencién a que el nimero tomado por divisor no es mds
que ¢l valor aproximado de /5.

Pero si se multiplican los dos términos de la fraccién

9
‘/—g por v5, el valor de la fraccién no se habrd alterado ¥

el divisor serd exacto y racional.
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Se puede por consiguiente escribir :

2_ 2/8 28
\/g VB < V3 I
y el cociente buscado serd la quinta parte de
2 < 2,236067977.. .... resultado ficil de encontrar.

2¢ Hacer racional el denominador de la expresion

Se multiplican el numerador y el denominador por
2 -+ /2, y se tiene :

_ 4@+ _ a(2448),
(2—v2)(2 +2) 2
Sea la siguiente expresién :
d \a'T ;
VE— R

L{Se multiplican el numerador y el denominador par
Vi 4 /i, y se tiene :

AR (VA +VR)  _ d (K + JRR)
WVE— W) WR+VR)~ ~ h—W

3¢ Sea por fin la expresion ;
aJ/b
a—b—\a

Se considera a — & como un solo término, y se mulli-
plican el numerador y el denominador por (a — vB) + /a.

ayh(a— b 4 /a)
@= b — V) (a— B+ 73}
== LI\'E (a— Vi 4 Ja
at+b—2ayl —a
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Basta ahora multiplicar los dos términos de esta frac-
cion por (a2 + b—a)+ 2a V-
G\J[E ((T. = \‘TJ -:—- \Tﬁ (rI?‘ - b—a + Q[I\“f_'ﬁ}
at - 0 + a® + 20 — ous — 2ab — 4a?b
9239. En estos ejercicios y en otros andlogos, se procede
de manera que quede en el denominador el producto de la suma
de dos cantidades por su diferencia, porque sé sabe que esle
producto es igual a la diferencia de los cuadrados de las
dos cantidades. Asf queda racional el denominador de la
expresion.

§ HI. — Cantidades imaginarias y complexas.

940. Definicién. — Se llama unidad imaginaria cierta can-
tidad i, cuyo cuadrado, por definicion, €s igual @ — 1.

Esta cantidad no represenia ningin numero positivo ni
negativo; porque el cuadrado de un numero negativo,
como el de un numero positivo, es positivo. No obstante,
se ha convenido aplicar a esta cantidad las reglas ordina-
rias de calculo, con la convencién 2 =—1,

944. Nimero imaginario es el producto de i por cualquier
niumero positivo 0 negativo.

V. gr.:

+ 315 — bi.

Por oposicidn, los niimeros positivos ¥ pegalivos se
llaman reales.

249. Observacién. — Los ndmeros imaginarios tienen, en
las teorias algebraicas, una utilidad muy grande, y de la
cual mas tarde se dard cueata; pero, po representan, en
si, ninguna magnitud, ni se pueden comparar con los
numeros reales.

9243, Calculo de las cantidades imaginarias. Potencias
sucesivas de i. — Aplicando las rcglas ordinarias de cal-
culo, con la convencion i*=—1, 8¢ tiene :

primera potencia
segunda —
tercera

cuarta

guinta
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n\'ﬁi{;-' l};lz c}mdr‘ada de un nimero negativo. — Los

imeros imaginarios permilen una representacién dell'

raiz cuadrada de un nimero negativo ;
Sea :

se fiene
y
sea todavia

se tiene
2B=1y3=1,73205... x i

245, Multiplicacid ivisig
: n o divisid i i ]
e o 6n de les nimeros imagi-

1° Sea a < bi; se tiene a > bi = abi

¢ . . . 3

20 Sea ai < bi; se tiene ai x bi = abi* = — ab

ai .
3° Sea 5 el cociente es g—.

4 Sea —; par: i
L o5 para hacer real el denominador, se multiplican
el numerador y el denominador por i, se tiene
a__ai_ ai
bi— i T F°

246. Canti S
g pa:l::diades_ co::pplexz;s. — Son cantidades formadas
e un maginaria unida po icio j
e por adicion o sustraccion, @
V.gr:o= i; si
D Tmi:l--,{ .a~|— ‘bx,s.lendo ay b dos niimeros algebraicos
5 1_{{'.1'0:[ Ilmagmana, z es una cantidad compl_éxa '
La utilidad de las cantidades imaginarias y complexas

podrd notarse cuando i
3 s cuacid
, : e estudie la ecuacién de segundo

CAPITULO 1I
EXPONENTES FRACCIONARIOS

2.’ T ) " .
47. Cuando el exponente de una cantidad que estd

dentr radical e ilti
entro de un radical es un miiltiplo del {ndice, se puede

8
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simplificar, quitando el radical y tomando por exponente
de la cantidad el cociente de su primer exponente por el
indice.

N.groi

8— 8
vat=ai=a’.

n B m
En general, Va™ = @x, siendo 5 entero.
. m : . : m ; y
Si = es fraccionario, la expresién an, en si, no tiene

ninguna significacién. Pero se ha convenido que 5 repre-
senta yam, aun cuando TT es fraccionario.
3 b

V. gr. : ab representa Vad.

948. Esta notacién permite reemplazar los radicales por
formas racionales; y no es una ventaja ilusoria, porque se
puede aplicar & estos exponentes fraccionarios las reglac
srdinarias de calculo, como lo demuestra el teorema
siguiente.

249. Teoremna. — Se pueden aplicar a los exponentes frac-
cionarios las reglas de cdleulo de los emponentes enteros
1° En la multiplicacion. — Sea

» 2
a® x afd’
Digo que

En efecto,

RADICALES Y ECUACIONES DE 2° GRADO

se tiene
e B
ai— qf

1 3
==

2° En la division, — Sea

digo que

se tiene

»
ﬂ iy n fqme nj ———
g = ng — — a—P" = yaig—pa

mg—pn .

/ =g ™ —gqgn q

3° En la elcvacion a las potencias. — Soa

Digo que

se tiene

" Z e

(V Gm]Q = \!?," R qrﬁjp
= i
= \ ame

= q"'ﬁ‘ amy
-

=_=aght

! 1.2
as < al —q3 i:ﬂ”_:aﬁ 12

117
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4° En la extraccion de las raices. — Sea

Digo que
En efecto
Var =Va

y elevando & la n? potencia

gm = {/amm

de donde

— o]
z="Ya" =a™

—eeer

CAPITULO 111

ECUACION DE SEGUNDO GRADO

\

§ 1. —#Forma de la ecuacién de 2° grado.

o50. Ecuacién de segundo grado. — La ecuacion de
sequnido grado con und incognita es una ecuacion en la cual
el mayor erpinente de la incdgnita es 2.

La ecuacion es completa si después de efectuadas lodas
Jas reducciones, contiene : 1° la segunda potencia de la
incégnita; 2° la primera potencia de la incdgnita; 3° un
término conocido.

Es incompletn si no contiene J]a primera potencia de le
inedgnita o bien el término conocido.

Ngr: 3r2 — 16z =12

esmuna ecuacion completa;
P ="5

& bien
(]

2
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es una ecuacién incompleta, lo mismo que
ar?4br—20
L.a ecuacion completa siempre se reduce a la forma
ax?+ bz 4c¢c=0

La ecuacién incompleta siempre se reduce a una de las
formas
azx® -+ bz =0

ar?4+c=0

§ II. — Resolucidn.

254, Ecuacién incompleta. — 1° En el primer caso
as? + bz=0, se tiene, sacando a ¢ como factor-gomiin

z(ax + L) =0

como para que un produclo sea nulo, basta que uno de
los factores lo sea, deberd lenerse :

r=10
ﬂ-fﬂ—f— b=10

De esta ultima ecuacién se saca :
b

LT=—=.
a
Qe ve ¢ §
- e ve que una de las raices es cero, y la otra es igual al
coeficiente de z tomado con signo contrario dividia
el coeficiente de z2. ‘ o7
2° En el segu :
§ ndo caso, az? &= 3
‘ g s0, az®+4 ¢=0, sacandc
factor comin, se tiene , e

a[x2+;t°]=o

o=}

¢
~ puede considerarse como siende el cuadrado de
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\ /_.EGL, cantidad real si et es positivo, e imagnaria si

Se tiene, pues

fe- (VT I

tro del corchete es una diferen-
se puede descomponer en un

c -
ey es negativo.

La cantidad que esta den
cia de cuadrados; luego,
producto, y sé tiene

[y D -V

cto de tres factores que debe s
lactores lo sea; por sera #0,

ernulo;

Tenemos un produ
se tiene

pasta que uno de los
— —
m+\/——a~0 o a:——\/ E“O'

La primera gcuacidn da

La segunda

259, Ejemplos. — 1° Sea la ecuacion :

(@—1) (z+6) = 17z —6
Se tiene:
a:’+6:c——z——6=i?.r—6
z2—122=0
z(z —12)=0
jgualando & cero cada uno de
cuentra :

los dos factores, se em=" 4
]
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90 Sea por resolver la ecuacion:

SR

Se tiene sucesivamente :

32

S 150
322 =1200

a* = 400

& = == /400 = == 20.
3% Sea todavia la ecuacion :

2z x
?X;:—L

Se tiene
2% = — 12
3= —86
z===J—86=11i6

Las dos raices son imaginarias.
. 253. Consecuencia. — Tode numero algebraico tiene dos
raices cuadradas algebraicas o imaginarias
Sea a un numero algebraic iz
Sea ¢ g co, & su raiz cu
Se liene @ : Sk
2 =10
22 —a=0

&= (\Ia)zl

at — (Va)R =10

vy, siendo
+ tiene

i}
que da (..C o JE) (:t.‘ = \fa) =0
T = + \.’a

Si a es positin
'v"'-flc: es positivo, las dos raices cuadradas son dos nimeros
CULE: 2 ) I i :
p t!.?PftlLStﬂS, si @ es negativo, las dos raices cuadradas
$ 2":3 ntmeros imaginarios opuestos.

94, io
5~-:‘1nd§cﬁ?:1\j?3n completa. — La ecuacién completa de

fundo g con una incdgnita, sien
el gnita, siempre se puede

ar* 4+ bz 4+ ¢=0
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Sacando a como factor comin se liene
b LR e 550 ”n
a[:c* + = - a] (
Los dos términos z? +g:p recuerdan el cuadrado de

b
z 4+ 55 que es
i R T
x? + (-1‘1: =t Za!
se tiene, pues, {

b TR b2
#+ze=\"T.)
! < b o I ;
substituyendo en (1) 4 =*+ 2% por este valor, se tiene

) -B il

oy b 2 bz_éac]zo 2,
o|(o+m) — T ]=" ”
La eantidad b — inc puede siempre considerarse como

giendo el cuadrade de su raiz cuadrada \/0* —j4ac; esla
raiz es real si b? — kgc > 0, é imaginaria si b% —dac < 0.
Se tiene, pues, en (2)’

of(e+2) — (T ]=e

La eantidad gue estd dentro del corchete es una dife-
rencia. de emadrados; descomponiéndola en un prodacto
se liene

o2+ 2] o) T

o[-+ 2T b ST “%f@]zo_

2a

Bastas que uno de estos factores sea nulo para que el
producto sea igual a cero; por ser a0, se lendra, pues
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b+ /2 — T
-r+—-1—_——-%a MC:O o w+b—\g'~-+rrc:0‘
= 24

De la primera igualdad, se saca

m':—b+m—_b“\ihz—4tac
2a b= Za
y de la segunda

— _ b — /0 —%ac _—b+ B —lac
2a 2a

Las dos raices juntas se expresan por

— b= A\ E;“— il
EAEE e (1)

255. Observaciones. — L. Cuando el coeficiente Jde  es
par, la férmula (1) se simplifica.

Supongamos &=20, y substituyamos este valor en la
férmula; quedara :
_ — 2 BT —%ac
e ",

=

£r

Sacando a & fuera del radical y simplificando, se
encuentra :
/

= Y 6T —ac (2)
a
256. I1. Cuando el coeficiente de #2 es I, |a ecuacién com-

plela puede escribirse, representando por p el coeficiente
de 2 y por g ¢l término conocido,

z* 4+ pz+q=0,

Aplicando l& férmula (1}, se encuentra :

_—Pi\’fﬁ_—i—q 7
e==T e O P—— 5\ /D)

Se ve que las rafess de-la ecuacién completa de segundo
grado de la forma z*4-pz + ¢ =0 son iguales a ln mitud
del coeficiente de x tomado con signo contrario, mds o menos
la raiz evadrada del cuadrado de esta mitad del cu@l se vesia
el término conocido.
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957. 111. Se llega méds répidamente 4 la férmula general
(1) procediendo como sigue :

Sea la gcuacidn
ar® -+ bz 4 ¢=0.

Multipliquemos todos sus términos por 4a, de modo
que el primer término sea un cuadrado; se tiene :

kalz? 4+ kabz = — Lac.
Agregando b* 4 los dos miembros :
ka?z? 4 kabx + b® = b® — hae.
Extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros, y
ohservando que el primero es el cuadrado de 2ar 4 b;
2az + b = ==/b% — kac.
Despejando @

_ —bx/F—kac
Fein s o0 M

formula idéntica a la del niim. 254.
958. Aplicaciones. — Apliquemos las férmulas encon-
tradas a la resolucidn de las ecuaciones siguientes :

18 o — Tz —2=0.

La férmula (1) da inmediatamente :
_ 1 /59 F 32
S 8

i =
8

A —
de donde
3‘:’:2 Y :E”:—%-
9 212 bz +2=0.
La férmula (1) da :

de donde
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3a Bz — 2r—3=0
Siendo par el coeficiente de 2, la férmula (2) da:

+ /1%

w=i 5

de donde
J 3 o
b 22— 1224+ 34=0
Siendo igual a 1 el coeficiente de 22, la formula (2) da ;

z=61 /36 — 34

z=61/3

de donde
& ="1,4%...

Ha

-
BOT

ot
=¥
(=1}

H
|
co
w0

[+44
=3
=

H
®S

de donde

§ III. — Discusidn.

— b+ /BT " kae

; -y 2a
se consideran ordinariamente los tres casos siguientes:

259. Para discutir la férmula z=

o ¥ —lhac>0; 2° B®—dac=0; 3° b2—kac<O,

260. b* — 4ac > 0. Raices reales y desiguales. — Cuundo

2
1_)' — hac es mayor que cero, las dos raices son reales y des-
iguales.
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Pero con 0 — 4ac >0 se_puede atin tener

ac>0, ac<0 o ac=0,

L

19 i se tiene ac > 0, — &ac es negativo; por consiguiente
la raiz cuadrada de b* — 4ac es menor en valor absoluto
que — b, y esta raiz sumada con —b orestada de —bno
cambia el signo de esta cantidad. — b da-pues su signo al
numerador.

Asi cuando ac es positive las dos raices tienen el mismo
stgno, y este signo es diferente del de b,

2° Si tiene ac <0, — 4ac es positivo; por consiguiente la
raiz cuadrada de b2 — 4a¢ es mayor en valor absoluto que
—b, y esta raiz sumada con — b cambia el signo deesta
cantidad, mientras que restada de — & no cambia el signo.
El radical da pues su signo al numerador.

Asi cuando ac es negativo, las dos raices son de siynos con-
trarios, y la mayor en valor absoluto tiene un siyno diferente
del de b.

3° Si se tiene ac=0, la rafz cuadrada de b — &ac es b;

esta raiz sumada con —b da 0, y restada de — b da
9
—5—2 0— g. Este es el caso estudiado en el nam. 251, (19).

261. b2 —4&ac=0. Raices reales e iguales. — Cuando
b? — 4ac es igual a cero, las dos raices son reales e iguales.
En efecto, el valor del radical es nulo, y se tiene :

—b+0 b
Ereee 8@ . om
,_—f)—D___i
i 2a Tk

El signo de las raices es diferente del de b.

En realidad no se encuentra mas que un solo valor que
pueda verificar la ecnacién ; no obstante se dice que tiene
dos raices ; porque si b®* — 4ac es muy pequefio, las raices

3 b e .
difieren poco una de la otra, y— 55 ©8 el limite comin
hacia el cual tienden los dos valores de x cuando b — 4ae
tiende hacia cero.

262. b* — 4ac < 0. Raices complexas. — Cuando b? — 4ac
es menor que cero, las dos raices son complexas.
En efecto, la cantidad colocada dentro del radical es
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negativa ; las dos raices son complexas

valor real gue pueda yerificar la ecuaci

én.
263. Resimen de la discusidn.

( Laa raices tienen el
0 mismo signo, Y este

ac
= signo es lhl‘erenlt
\
Dos raices

del de b.
10 Las ralees tienen sig-
B S kgp reales ¢ s 0 nos contrarios, y el
y desiguales signode la mayores
diferente del de b,
Una de las raices es
ac = b
' l — s ¥ la otra es 0.
20 b — 4ac = 0. Dos raices reales e iguales.
0 12 v
32 b2 — &ac <2 0, Dos rafces compfexas
IV. — Caso de a =0,
264. Aun cuando la férmula :
PO b =y -7
2a
e 1 . . .
:z .m}zesgablnculo con la condicién de que ¢ no es nula
Puede investiga 3 : :
At gar lo que sucederd cuando se suponga

Si a=0, [a ecuacion es bz 4 c—0, de fer grado, y
tiene una raiz z

= — p+ Pero aplicando materialmente las
férmulas

Sl a=0, se tiene p—-bt /B
de donde

e :f;!__b — 9
0 0

e R

g =5 =—o

127

¥y no hay ningin

|
*




28 ELEMENTOS DE ALGEBRA

Una de las raices es infinita y la otra toma la forma le
la indeterminaci6én. Pero esta indeterminacion po es sino
aparente, porque multiplicando por —b— {b*—4ac el

£ I fas
pumerador y el denominador de — b-iwé’; hac oo

encuentra :
(— b + VBF—kae) (— b — 7 — kac)
20 (— b — /&% — kac)

de donde, efectuando las operaciones indicadas en el
numerador,

& E—

o (0 —kad) = Rk
~ 2a(—b— B® —kac) — b—yb> —lac

Si se hace ahora a =0, esta ultima férmula se convierte
en !

965. Observacién. — A fin de mejor darnos cuenta de lo
que antecede, notemos que los valores de las raices depen-
den de a. Si a# 0, las raices son

Jl,=~--b+.,/b2—fiac

2a
m,,____—b—-\b2—4ac
2a

si a cambia después y sgacerca i cero, " aumenta siempre,

¢
y @ se acerca a —g-

Es la significacién de los resultados anteriores, y no se -

debe creer que, siendo a =0, existen dos raices de las
cuales una es infinita. Si a =0, la ecuacion es de 1°° grado,
y solo tiene una raiz :

§ V. — Propiedades de las raices.

266. Sabemos que las raices de la ecuacién
az? + bz +c=0
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12y
son zl="—b+\/"3f1d6
2a .
x-=—b—\‘b“ — hae
2a -
Sumando las dos raices
g 2
& +x”=-1“_5’=_.l.’.
2a a

' Luego la suma de las dos raices es igual al cociente del coefi.
cienle de x por el de x*, tomado con signo contrario -
267. Formemos el producto de las dos rafc

I
observando que en los numeradores h il car
I a u ipli
la sama de dos cantidades por su dil'ererjlri:;i‘if:tI ‘e el
) b% — (b® — 4ac) b b*— b2 L kae ¢
) 4a? 4a? o

_Asi el pr:oducto de las raices es igual al cociente del té
mino conocido por el coeficiente de x2, 7

Luego cuande se han dividi

g ido por @ todos los térmi

de la ecuacién : i T
az? -+ brd4-e=0

y se ha convertido esta ecuacién en

b
1"+aa:+§:o

o+ pr+g=0
se puede poner bajo la forma .

2! — (2 4+ 2"z + 22" =0.
Asi, cuando la ecuacién se ha reducido 4 la forma

@ 4 pz+ g=0
Iaszgsroiledadesdde las raices se enuncian como sigue :
. La suma de las raices es i ! ,
’ b u
B e gual al coeficiente de x tomado
El producto de las raices ¢s i
269. Consecuencia. --
determinar los signos de |

gual al término conocido.
Estas propiedades permiten

ere as raices de una ecuacién si

necesidad de resolverla. Se asegura uno primeirr(:;;mtzl St;n

que las raices son reales, es decir que b* — 4ac es rnne :
— ayor
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que cero : si Et: es positiva, las dos raices son del mismo
signo, porque su producto es positivo, y su signo es diferente
del de g; si g es negativa, las raices son de signos coa-
trarios, y la mayor en valor abscluto tiene un signo dife-
rente del de ?{ 5

270. Otra consecuencia. — Las propiedades de las raices
permiten también formar una ecuacién de segundo gradoe
que tenga por rafces dos canlidades dadas. Para eslo se
escribe una ecuacién que tenga 22 por primer término, la
suma de las raices tomada con signe contrario por coefi-
ciente de @, y el producto de las raices por lérmino cono-
cido; el segunde miembro de la ecuacion es cero.

271. Ejemplos. — 1° Formar una ccuacion gue tenga por
raices & y 10,

Se tiene : y4a'=1k=—p
de donde

p=— {3
y J !
zz'=40=4q.

La ecuacién serd :

2 — 14z + 40=0.

2¢ Hallar dos numeros cuya suma sed g y el producto — 2,

Se tiene inmediatamente

la ecuacion serd :
8% o
@ 3 2=10
232 — T —4£=0.

3° Formar una ecuacion que lenga por raices m -+ ni
y m— ni.
Se tiene :

r4+r=mt+nd+m—ni=2m=—p
' =\m+ni)(m—ni)=m?4+ni=g
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la ecuacién serd :
2 — 2max -+ m? + n2=0.

& Hallar una ecuacién de segundo grado que tenga por
raices las inversas de las raices de la ecuacion

ax® 4 bx +c=0.
En la ecuacién dada basta reemplazar z por% y se tiene :

1\2 i
a(E) +bipe=0

ew? J- bx + a=0.
272. Aplicacién. — Discusidn de la ecuacidn

x4 px 4 q=0.
Las raices de esta ecuacién son

;g=__g.i\@_2,2__4_‘1.

El producto de las raices es ¢, y la suma — p.

1o p* — &g > 0. Hay dos raices reales y desiguales.

5i ¢ >0, el producto de las raices es positivo; luego las
dos raices tienen el mismo signo, y este signo es el de la
suma — p.

51 ¢ <0, el producto de las dos raices es negativo; las dos
raices tienen signos diferentes; la rafz euyo valor absoluto
es mayor, tiene el signo de la suma — p,

Si g =0, el producto de las raices e$ nulo; luego, una
de ellas es igual a cero; la otra es igual a la suma —p

2° p* — 4q =0, Hay dos raices iguales.

Cada una de ellas es igual a la semisuma g
39 p? — &g <C 0; Hay dos raices complexas.

CAPITULO 1V
ECUACIONES REDUCIBLES A 2° GRADO

k, 2?3- Ciertas ecuaciones que parecen de un grado supe-
O se resuelven por medio de ecuaciones de segundo gra-
¥ tomo sucede en los ejemplos que siguen,

9
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§ 1. — Ecunaciones bicuadradas.

274. Ecuacién bieuadrada es una ecuacion de cuarto grado

gue no contiene mas que potencias pares de la incégnita,
I forma
yesdsla ax* 4 ba? -+ e =0.

Supongamos z?=1z, de donde z*=2%; la ecuacién se
transforma en

de donde

az® + bz 4-e=0.

— bz B2 —kac

(1)
2

y por consiguiente

@
a

Las cuatro raices son :

—b—}—\/bﬂ-fmc = o — b4 b — kac
£ TN V"

2a
-—b-\,sz—éac xml=_¢—-b~—‘/b2——!§ar:'
= 2q

2a

Se ve que estas rafces son dos a dos iguales y de signos
ontrarios. Este resultado era ficil de prever, porqug n]o
gontoniendo la ecuacién mas que las potencias pares de la
inco ‘nita queda la misma cuando se cambia z en — . ;
m;?g Di;cusidn. — Cuando los valores de z son reales
y posi.ljvoq los cuatro valores de & son reales, iguales dos
B :
i rios.
ero de signos contra . ?
s %(:fz;npdu los valores de z son reales y de signos contrarios,
tiene dos valores reales, iguales y de signos coutr:g:m;;;
:; dos valores imaginarios, también iguales y de sign
rios. i : e
w?zﬁm cuando los valores de z son negalivos 0 imagina
3 - - »
ios, los cuatro valores de @ son imaginarios.
IL02'7,6 Observacién. — Para que las cualro 1;&1(:&: seaél
reaIes; es preciso que se fenga en la ecuacién b2 — 4ac >0,
bl

b ; ¢ sos
y ademds que 7 sea negativa y - positiva

977. Aplicaciones. — Sea por resolver las ecuaciones
siguientes :

b
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Tt — 2522 1 44k —0,
Se tiene inmediatamente, conforme a Ia férmula 2) ¢

1__i‘/25i\f'l372'5—576_+ WET
= ey

2
de donde

{a

-?‘:4; .1:":3; .'t‘m=—4; . SR
43‘ + 17‘1'2_' 15=0.

=g/ =17 389 250
8
w=i‘/:%i_?§=:t\/§ Y /=%

-2a
Se tiene

* de donde

- x’:@; ﬂ:\n‘—fi; wmz_\",?s; mﬂﬂ=——J———5.
2 7t — 62° + 10 =0,
Se tiene

z=%\/3%/— [0
g=%\3x/=1.

Las cuatro rafces son imaginarias,

278. Transformacién de las expresiones de la forma

VA= /B.

La resolucién de una ecunacién bicuadrada conduce

ordinariamente a una expresién de la forma \/A:I:\/E;
83 1itil, cuande esto es posible, transformar esta expresion
€n una suma de dos radicales simples, tales como
Vz + Jy.

Supongamos \/A-}-y’l_}':\/ﬁ—}-\/;?;, siendo 2 e y canti-
émlcs racionales, elevemos al cuadrado los dos miem-
ros.

A+\B=z+y+ Jizy.
Ahora conforme al niim, 228, z+y=A

bzy=T, de donde ay=1,
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Se conoce la suma y el producto de las incdgnitas,
luego (nim. 270), estas son las rafces de la ecuacion

a:*—Am—{—g:O

y se tiene :
: mé_:\ =JAT— B
i Sy, T T
Asf los valores de x y de y serdn conmensurables cuando
la expresion A* — B que esta dentro del radical sea un cua-
drado perfecto.
Llamando C? este cuadrado, se tendrd :
A4G A—GC

= 5 = —T—.

4 r

279. Ejemplo. — La expresidn Vii -+ y21, en la cual
.44* — 24 o0 100 es un cuadrado, se convierte en

1110 H—10__ /2 i
¥ YA

La condicién de transformacion de las expresiones de
la forma /A — /B es la misma que para \/A 1 vB.

§ II. — Ecuaciones reciprocas.

280. Definicién. — Se llama ecuacién reciproca la que
no cambia cuando en ella se substituye z por i Por
consiguiente si esta ecuacién tieme por raiz a, tiene tam-
e X
bién pbr raiz &

281 Sea por resolver la ecuacidn reciproed de euarto grado.

ot — 9x® — 2602 — 9z 4 4 =0.

Si se agrupan los términos que tienen el mismo coefi-
ciente, la ecuacidén propuesta puede escribirse : 2

bzt 4 1) — 9(2® + ) — 2622 =10

Dividamos por z% a fin de hacer desaparecer a del
tltimo término, queda : =

fpad) il 1l m=0 @

RADICALES Y ECUACIONES DE 9° GRADO 135

= i 1
Supongamos z—= 2 4 =1 de donde 22= 2% + =+2
por consiguiente
1
z? e =z:—2
a ecuacidn (2) se reduce entonces a

K —2)— 95— 26—0
42t — 9z — 36 =0

2 9EVBI+ 16 < 3%
=——t— ==

, 17
Z—T y =2,

de donde

4 i z
En la ecuacién z 4- =Lt substituimos por z sus valores
i 17
Bg & (3)
1
T - =R (4)
De la ecuacién (3) resulta sucesivamente :
bzt 1724 =0
P 17 == /280 — 64
8
.'L” = S ! -
- ¥y x %
La ecuacién (4) da sucesivamento :
B4 2w =—0
r=—41xyi1—1

=1 ¥ =1,
Las raices de la ecuacién propuesta son pues :

2=k :z;"_—.-‘%; T'=—1; g"=—1,
o .’r‘uiu todavia por resolver la ecuacion reciproca de cuarta
"Aa0
3t —10x® + 102 —3 =10

en la cual el término 8% % no éxiste.
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Agrupemos los términos que tienen el mismo coeficiente
3zt —1)— 10z (22 —1) =0
ot —1 = (a2 1) (z* —1)
se puede escribir, sacando 2* — 1 como factor comin }
(z2—1) [3(22 + 1) — 10x] = 0.

Se tendran las cuatro raices de esta ecuacién resolviendo
las dos ecuaciones :

Por ser

22— 1 =20
a2 +1)—10z=0
la primera da

y la segunda

§ 1II. — Ecuaciones binomias.

282. Ecuacién binomia es la que consta de dos términos
de los cuales uno es conocido. Siempre puede reducirse

a la forma
g+ A=0.

me— .
[lagamos vA —=a, de donde a™"=A, y la ecuacién se
convierte en :
R gri=—=A),

Si suponemos que x==ay, siendo y una incégnita auxi-
liar, am = amym, y se lendra @
urym = am =0
am(ym =+ 1)=0
de donde, suprimiendo el faclor comin a™,

yrEd =

Tal es la forma & la tual se puede reducir una ecuacién
binomia, la cual permite calcular y. Encontrados los
valores de y, se les multiplica por a y se obtienen los de z.

283. Aplicaciones. — 1° Sea por resolver la ecuacion :

gt —8l =0~
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b,
Observemos que y81 =3; se tendré pues que resolver

la ecuacidn :
yt—1=0,
Fsta ecuacién puede escribirse ;
Y ==+ 1) (2 —1).
Las raices se encuentran por medio de las ecuaciones

Y¥+4=0; dedonde py—=;
y¥»—14=0, de donde f=cEd.

Multiplicando estas raices por 3, resultan como raices
de x:

Frod e 2" =
F=—3 =

3
— 3.
2° Sea por resolver la ecuacion ¢

P —1 =0,

Siendo z?—1 divisible por & —1 (ntm. 9%
escribir : ( Bl
@ — 1= (2?4 2+ 1) (x —1).
las rafces se encuentran por medio de las ecuaciones

22 2x4-1=0
r—1=0.

Resolviéndolas se tiene :
— =3
I ol e
2
3° Resolver la eeuacidn :
1 =0,
Siendo 2® 4 { divisible por @ 41 (nim. 95), se puede
scribir :
B+ d=(z—1) (2 —z+ 1),
Las raices se obtienen por medio de las ecuaciones

wt1=0
2 —z 1=
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Resolviéndolas se encuenira
zg=—1
1£/—3
G

Estas son las raices, con signos cambiados, de la ecua-
cién z® — 4 = 0. Se hubieran podido deducir directamente
de esta ecuacion, porque cambiando el signo de  en Iz
ecuacién z?® + 1 =0, se encuentra

— 2 +1=0

23 —1=0.

§ IV. — Ecuaciones trinomias.

984, Ecuacitn trinomia es la que consta de tres tér-
minos de la forma :
axin 4 ban ¢ =0.
Para resolverla se supone
gh =1, de donde ain—z2
y la ecuacién se convierte en :
a4+ bz+c=0

=~ zn_——b:i:\jb’—éac
a7 2a

de donde

lo que se reduce a resolver las dos ecuaciones binomias.

wﬂ_—b—l—\/bi-—lrac
=5 2a

Fab Sl e
P87 b b 4ac
s 2a
985. Observacién. — La ecuacion bicuadrada resuelta en
el nim. 274 no es mis que un caso particular de la ecua-

cién general que acabamos de tratar; es una ecuacién
trinomia en la cual n=2.

286. Aplicacién. — Sea por resolver la ecuacion :
= 72234 512=0.

-
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Suponiendo #* =1z, de donde 2% = 72, resulta

22 —727 +512=0
de donde

Z3 =36 £ /1296 — 512
z'3 = 64 Y 2"t —=38.

Se tienen ahora las dos ecuaciones binomias :
L —6hk=0
2 — 8=0.

Es preciso resolver y* —14 =0 y multiplicar las raices

encontradas, primero por iﬁ 0 % y luego por ‘S/E 0 2.
Siendo las raices de y® —1

y =1

s —44J—3
=t
e T W e
e

las de la ecuacién x® — 72 2® 4= 512 =0 seran :
Bi=—%, i

pm=2(—1+V=3), zn=—14/—3
Z=2(—1—y=3), z=—1—y—3.

cariTULO V
ECUACIONES CON VARIAS INCOGNITAS

287. Cuando se quiere resolver un sistema de variasineég-
nitas en el cual algunas de las ecuaciones son de se-
gundo grado, se llega, por eliminaciones sucesivas a una
scuacién que no contiene mds que una sola incdgnita. Si
esta ecuacidn es de segundo grado, 0 aun bicuadrada, se
laresuelve por los procedimientos ordinarios; pero sies
de un grado superior al segundo, no se la puede resolver
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por el algebra elemental, excepto, sin embargo, en casos
particulares empleando artificios de cdlculo.
Un sistema de dos ecuaciones, una de primero y otra de

segundo grado, no da nunca una ecuacién (inal de un grado
superior al segundo.

288. Artificios de calculo. — He aqui los artificies mas
generalmenle usados.

1° Sea el sistema de dos ecuaciones }

Se conoce la suma y el producto de las incégnitas; es-
tas incégnitas serdn pues (nim. 270) las raices de la ecua-
cion :

X2 — 42X 4 35=0
rox=6-+36—35=17
"oy =6— 36 —35=35.

289. 20 Sea el sistema de dos ecuaciones !

r—y=>5
oy = — &.
Haciendo z=—vy, el sisltema propuesto se cambia en:
z+z2=5
Tz =>4,

Las incdgnitas serdn las raices de la ecuacién :

X2—5X+4=0
de donde

pSEVE=TE_

s Bb— 25— 16
x =—2~—=1
z=4; z=1, dedonde y=—1.

Otro procedimiento. — Si a la primera ecuacién elevada
al cuadrado 2?4 y? — 22y =25, se agrega 4 veces la
segunda, o 4ry = — 16, se encuentra :

z? 4yt 4 2ry =9,
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Extrayendo la raiz cuadrada de los dos miembros

z4y=3
conociendo la suma y la diferencia de las incdgnitas, se
tendra
= . —'i;- —k

290. 3° Sea el sistema de dos ecuaciones :

2+y—a
24 =52,

Si de la primera, clevada al cuadrado, se resta la se-
gunda, se encuentra :

t 2ry =a®— b
- “dec donde
az— b2

Y =—a—.

2 __ 2
Se conoce ahora la suma a y el producto : 5 ) de las

incéguilas, por consiguiente se puede escribir ;

at — b2

X —aX 4+ 55~ =0

mgxai\fm

Yy 2
a4 /22 —q3
="
2
a— /257 — gt
3 y=t— Vg
‘ 201, 4° Sea el sistema de dos ecuaciones »
'_‘ z? y?=a?
. Ty =152

El doble de la segunda ecuacién sumado con la primera,
o reslado de la primcra da sucesivamente

oyt 4 2y = a? |- 252
a® oy — 2oy = a2 — 21,
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Extrayendo la rafz cuadrada de cada una de estas
ecuaciones :
z + y==£/a® + 2b?
z—y === vat—2%

Conocida la suma y la"diferencia de las incignilas se
tiene :

o TEW L T
Zys 2

Va? F 26° £ya? — 263
2
Otro procedimiento. — La segunda ecuacién elevada al
cuadrado da a?y? = b*. Si se toman <2 e y* por incdgnitas,
se conoce la suma y el producto de estas incégnitas, y se
tiene :

H

y=

X! —a?X 4 B =0
zﬂg__ 2\ Job — &b
il (S 2

de donde
SISy ST E Ry A R

993, 5o Sea el sistema de dos ecuacionss :
e—y=2
23—yt =98.
La primera elevada al cubo da :

23 —3x%y + 3xy — y* =8
U]
2t —y—3ry (z—y)=8

substituyendo #? — y? por 98 y @ — y por 2, se encuentra:
98 — bay —8

ay=—15.

Se conoce la diferencia 2 y el producto 45 de las incég
nitas, y se vuelve a encontrar el caso del num. 289. Las
ecuaciones resueltas dan :

=B, y=1
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De una manera anloga se resolveria el sistema :

z4y="6 (1)
x4yt =128 (2)
ede empleam el siguiente método :

Sin embargo, ge pu L
ro a miembro la ecuacién (2) por

Dividiendo miemb

la ecuacion (1), queda :

2yt 426 o

Tty 6 >

an—ﬂiy—-’;—y?‘:?l (3)
La ecuacion (3) restada de la ecuacion (1) elevada al
cuadrado da zy=¥5. Conocida la suma 6 y el producto 5
de las incégnitas, se puede escribir :

‘ X:—6X+5=0

de donde

- z2'=5H
=1

Estos valores substitufdos en lugar de z en la ecua-

cion (1) dan: i
f=Ae Y=o

003. 6o Sea por resolver cl sistema de dos ecuaciones:

ay (z +y) =20
zt+y=>
Dividiendo miembro a miembro las dos ecuaciones se
tiene :
=

ol R

Conociendo ahora la suma y el producto, es facil ob-

fener el valor de las incégnitas.

294, 7° Sea todavia por resoly
ciones :

z4y=2a (1)

Firad + y«'& — 2h* (‘3)

er el sistema de dos ecug-

Tomemos por incégnita auxiliar la semidiferencia de
[as incdgnilas y sUpONgamos:

z—Y
2

=2
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de donde
z—y=2z (3)

Las ecuaciones (1) y (3) dan:
r=a-+4+2z € Yy=—a—=z (&)

Substituyendo estos valoresde 2 y de y en la ecuacion
(2), se encuentra :

(a4 2)* + (@ — z)* =2b*
@b+ 4a’z -+ 6a%2® 4+ kaz® -zt @t —badz + 672 — baz? + 2t
— h*
7+ + 6a%2 +at — b =0
z=ck/— 3a2=% /Ba* I O*

Substituido este valor de z en las ecuaciones (4) da

z=a4+ y—3a2£ /Ba* + I}
=q—y—3a?=%/8a* + 0}
295. 8° Sea por wltimo resolver el sistema de dos ecua-

ciones !
922 4 9y*— 5 (y — z) =502 = P31y
3zy + e —y) =17 (2)
Restando de la primera 6 veces la segunda :
922 - 9y — B(y — z) — 182y — 42(zx — y) =502 — 462
9(2? 4 y* — 2zy) + B(z — y) — 42z —y) =40
Yz—y )2—37(z—y)=40
haciendo z =z — ¥y, la ecuacién se convierte en
9z2 — 372 — 40 =10
de donde
L 3EBTLIXE_
18 V—:

8
b ¥ —-9-'
Asi
8
Estos valores substituidos en lugar de *—g en I8

gcuacién (2) dan : -

&
wy=144% ¥y %
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Conociendo ahora la diferencia y el producto de las
incdgnilas, es ficil obtener los valores de = y de y.
Se encuenira
— 4 \Jm
9

&4 /2263
9

=17 ¥y

y==2 y

296. Observacién I. — Se ve que la mayor parte de los
artificios de célculo consisten en encontrar la suma y el
producto de las dos incdgnilas, y resolver en seguida una
ecuacién de segundo grado cuyas raices son precisamente
los valores de cada una de las incdgnitas.

297. Observacién II. — El sistema de las dos ecua-
ciones del nim. 291, nos ha dado para # y para y valores
de forma diferente, 4 saber, por una parte

@® F 20 =+ /a¥ — 252
2

:c=:!:‘/ (1)

y=:Y

a® + 2b° = Ja? — 207
2

por otra parte,

oty [P T T
9

y=c \/ag—\/a‘—fmb“
2

es necesario, pues, que los dos valores de cada incégnita,
los de z por ejemplo, sean equivalentes; para verificarlo,
elevemos ai cuadrado la férmula (1). :

4 2b? | a?—2W?
) -]; +5 4% ”—’%v’(a%?bz)(a’—%’)

et Vat — &bt
- 2

g=t\/PE/T —EB
T

valor idéntico a la férmula (2).
Asimismo, de la férmula (2) se puede pasar a la fér-
mula (4) por medio de la transformacién indicada en el

x?
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nim. 278. En efecto, se tiene aqui A= a?, B = a* — &b%;
luego A®?—B=—a*—qa* - 4b*=4b*; por consiguiente
G=20b de donde

72— Y02 4 2b° -é— Va? —26*

y — YT — oo

CAPITULO VI
PROBLEMAS DE 2° GRADO

298. En la resolucion y la discusion de los problemas de
20 grado, se siguen las mismas reglas que en los problemas
de 1°r grado, como se ve en los ejemplos que siguen.

299. Problema I. — ;Cudntos metros de panio se han com=
prado con 240 pesos, sabiendo que si el metro hubiera costado
3 pesos menos, se hubieran comprado & metros mas?

Sea z el nimero de metros.

250 ¢ < 240 .
— serd el precio del metro, y oy el precio del meiro

en el segundo caso; pero entonces el metro cuesta 3 pesos
s 240 y
menos, faltan pues 3 pesos al cociente 7o g baraigualar

L=
240 : ¥'x
a—-; de ahi la ecuacién :

240 240
= T ERL T

Mulfiplicando todos los términos por x(z -- £), se tiene :
2402 + 960 = 240z + 3224 122
22 4 ho— 320 =0
de donde
=16 -y o =200, ,

Se han comprado, pues, 16 metros. La segunda solucién
no es admisible; sin embargo, si se le cambia su signo,
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indica que se hubieran comprado 20 metros si el precio
del metro hubiera disminuido 3 pesos.

300. Problema II. — Dos socios han retirado de Su comercio
2500 pesos por puesta y ganancia; el primero recibid
300 pesos de ganancia; se sabe ademds que el segundo habia
puesto 800 pesos. Encontrar la puesta del primero y la ganan-
cia del segundo.

Llamando z la puesta del primero e ¥ la ganancia del
segundo, se tiene desde luego :

T =+ y = 2 500 — 300 — 800 = { 400,

Siendo las ganancias proporcionales a las puestas, se
tiene todavia
z _ 800

300
= de donde ¥

oy == 240 000.

Gnnocieqdo la suma y el producto de las incégnitas, se
puede escribir :

X2—1400X L2 0 —
de donde 34090 ®

T=1413200 e y=200.

304. Prohllema HI. — Un particular impone a un cierto
tanto un capital df: 8000 pesos; después de un ano, retira
este rapwat.y los interases producidos, e impone todo a un
tanio superior 4 peso al primero; entonces obtiene una renta
anual de 416 pesos. § Cudl erq el primer tanto ?

& >< 8 000

Sea.x este tanto; 100 — @ 80z expresa el interés de

8000 pesos en un afio. El nuevo _capital es entonces
8 000 + 80z.
Este capital al (z -+ 1) °/s produce

(8000 + 80z) ( + 1)
100 :

Resulta Ia ecuacién :
(8000 + 80z) (z + 4)
100 e -

que se reduce a

€ — {0z — §20=10
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de donde
¥=40 ¥

La primera raiz es la tinica admisible. El tanto era,
pues, el &°/o.

302. Problema IV. — ¢ Cudl es el nimero que restdndole su
raiz cuadrada da 110 por diferencia?

Sea wel ntimero pedido; se tendrd :

" =—105.

z— [z =110.

Para resolver esta ecuacién es preciso hacer desapi ecer
la parte irracional; eslo se consigue despejando el radical
y elevando en seguida los dos miembros al cuadrado.

Resulta, pues :

—Jz=110—z
z=12100 4 2 — 220z
22— 921z + 12400 =0
de donde :
=421 Y z" =100.

La raiz cuadrada de 121 es =115 la de 100 es = 10.

191 menos su raiz positiva da 110.

100 menos su raiz negativa da también 140.

Observacién. — Llamando z? el nimero buscado, se
tiene inmediatamente :

n—z=110
de donde

=11 y z"=—10.

Siendo 11 y — 10 las raices cuadradas del nimero bus-
cado, este numero es, pues, 121 6 100.

303. Problema V. — Hallar dos numeros consecutivos tales
que la raiz cuadrada de su producto, aumentado 37, sea igual

a los g; de la suma de sus cuadrados.

Sean @ y z-+1 los nimeros pedidos; tendremos la
ecuacidn :

2 (@+ 1)+ 37 =gx [& + (2 + )]

95 Pz +31="1 (222 + 22+ 1). )

Si elevamos al cuadrado los dos miembros de esta ecua- j’
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;lc?lrégg;e?oo; cllestapgrecer el radical, pero tendremos una
i enseﬁa;;(;a le cuarto graflo que el dlgebra elemen-
S Sl esolver. Vale més proceder como sigue :
gundo miembro de la ecuacién (1) puede escribirse ;

7 (20 + 22 + 74— 173)

7 [2(2*+ 2 4 37) — 73].
Desde luego la ecuacién queda
25 VEEt 2+ 3T =T2 (x4 2+ 37)—T3] (2
Hagamos

y=vyz2 4 z 137, de donde yr=2a4 x4+ 37.
La ecuacidn (2) se convierle entonces en
By =1 (22 — 73)

(3)

14y® — 25y — 511 =0,

e S

Substit 1

ubstituyendo este il

ecuacién (3) valor de y'=7, en lugar dey enla

y,=7 e y”=—-

=gtz 37
2 A —12 =
=3
! o' =—4,
Los niimeros pedidos son 3 y 4, 0 — & y—3
El valor da y” 4

. . iz Substitufdo en lugar de y en la
cuacion (3) da para @ rafces imaginarias.

CAPITULO VII

TRINOMIO DE 2° GRADO
304. Detinicién, — ; 2
B términ en n. — Un trinomio de segundo grado contiene

. o un término Kt
o en :
diente de z; es de la forma y un término indepen.

ar* bz 4 e
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las letras @, b, ¢ representan cantidades conocidas, posi-
tivas o negativas, mientras que  €s una magnitud variable
que puede tomar todos los valores desde — co hasta 4.

305. Se llaman raices de un trinomio los valores que lo
anulan. Son las raices de la ecuacién que se obtiene igua-

lando este trinomio a cero.

§ 1. — Descomposicién del trinomio.
306. Consideremos el trinomio
azx?+br ¢
y escribamos la identidad
w’+bm+c=a(z‘+§x+i).
Agreguemos y quitemos al segundo miembro la misma

2
cantidad ;a—.“ y 1a identidad no sufrird alteracién.

2 2
w’+bz+c=a(w‘+%m+4%—f;2+§)

- bs ko=l (s +35) — (—9)]

az? + bx+c=a[(a‘.+ ﬁ%)’— (iz_aT’“E)].

Es preciso ahora distinguir tres casos.
307. 1. 5*—kac>0. El trinomio tiene dos raices reales

y desiguales.
Se puede considerar b? — &ac como siendo el cuadrado

de su raiz cuadrada \/B® — kac; y se escribe

ar®+ b+ ec= a[(m =+ 2%)‘ = ('/__LF)‘].

Siendo el paréntesis la diferencia de dos cuadrados, se

puede escribir
az® - bz 48
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=af (o + g5 + Y2 —Far) (o 5 — V)|
az? bz +e¢

g L (‘“+t‘%:ﬂ)] (1)

Siendo las raices del trinomio propuesto

= :—b-—{— \fb2__4ac
2a
xn= = b — \igi f— IEGG
2a
si de x restamos sucesiv P
e amente cada una de las dos raices,
) s-—.z:'::c-i—b_._ b® — hae
2a

a

y se ve que el primer paréntesis del segundo mi

la identidad (1) esi - e e L

hie m_mg‘) gual a ® — " mientras el segundo es
Se puede pues escribir :

ar®+ bz +e=alz — o) (z— 2.

Luego el trinomio de segundo grado de la forma ax?® + bx
+ ¢, es igual al producto por a de dos factores de primer
grado que se obtienen restando de x cada una de las d ]
del trinomio. gy

308. II. 62 —4ac==0. inomio ti ices i
e El trinomio tiene dos raices iguales
Siendo b* — hae =0, b= iac
se tiene ax? + b+ ec=a (a.' -+ ﬁ)'
2 2a
y siendo las raices
P P )
se tiene %
az? bz e =afz — o'

El trinomio es 1
nio 65 igual al producto por a del
facior abtenids restande de x(el valer comitin d‘c}-;a‘d::fc:‘ -t
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309. I11. 4* —4ac<<0. El trinomio tiene dos raices com-
plezas (nim. 262).

Siendo b®— 4ac<C0, — (b2 — kac) es positivo y puede
considerarse como siendo el cuadrado de \/Eac — b?
se tiene

mﬂ+bx+ C=ﬂ[<3+2%)1+(£‘;a;tf)g]

El trinomio es igual al producto por a de la suma de dos
cuadrados.

§ Il. — Variaciones del trinomio.

310. Llamemos y el valor del trinomio az? 4 bzt ¢
tendremos :

y=ar*+4bz+tc
y=a(z’+(—z:a:+c;)

Cuando se hace variar a z de — o a4 w0, el valor y del
trinomio varia. Estas variaciones son las que vamos a estu-
diar. :

344. Teorema. — El valor del trinomio de segundo grado
varia de una manera continua cuando X varia de una manera
continua.

Sea todavia y el valor del trinomio, se tiene : .
y=az®+ bz +¢ (1)
Demos a z un incremento &, y llamemos & el incremento
del valor del trinomio, tendremos :
y+h=alz+hP2+bz+h+e¢
¥+ k=ax®+ ah®+ 2ahz + bz +bh 4 ¢ (2)
Para oblener el valor del incremenlo &, restemos la
ecuacion (1) de la ecuacion (2); queda :
k=h(2az 4 b 4 ah)
Para un valor determinado de z, si el factor & es muy
pequefio y tiende hacia cero, el producto A (2az+b+
ah), y, por consiguiente, el incremento k tenderdn hacia

cero. Haciéndose el incremento por grados insensibles, el
trinomio varia de una manera continua.

2
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§{. — Variaciones de los signos del trinomio
de segundo grado.

Hay Lres casos que considerar en el estudio de las varia-
ciones de los signos del trinomio.

312. ier Ciso. — El trinomio tiene sus raices reales y
desiguales. — Cuando el trinomio ax? 4+ bx 4 ¢ (liene sus
raices reales y desiguales, conserva el signo de su primer tér-
mino para todo valor de x no comprendido enire sus dos
raices; y toma el signo contrario al de su primer término
para todo valor de X comprendido entre sus dos raices.

Llamando 2’ y #” las dos rafces, y siendo &’ mayor que
z’, se tiene (ntim. 307) :

y=a(z=+§m+§)=a(x—s')(r-z’)

{0 Para todo valor de = no comprendido entre las rafces,
es decir, mayor que &’ o menor que &', el producto (z — ')
(z — z") serd posilivo.

En efecto, si se tiene z > 7, siendo positivas las diferen-
cias z — &' y * — 2", su producto sera positivo, y el trino-
mio serd del mismo signo que a.

Del mismo modo, si se tiene x < 2", siendo negativas las
diferencias # — 2’ y £ — a7, su producto serd posilivo, y el
trinomio serd del mismo signo que a.

90 Para todo valor de z comprendido entre las dos raices,
el producto (z — a) (z — z") serd negativo, porque siendo
de signos contrarios las diferencias (z — ') y (z — 2), su
producto serd negativo, y el trinomio lendrd el signo con-
trario al de a.

Se sabe por otra parte que el trinomio se anula cuando
ge da a 2 un valor igual & una de las dos raices, y se dedu-
ce que el trinomio cambia dos veces de signo pasando por
Cero. :

343. 20 Caso. — El trinomio tiene sus rafces reales
iguales, — Cuando el frinomio ticne sus raices reales e iyua-
les, conserva siempre el signo de su primer lérmino.

Puesto que las rafces son iguales, se Liene (nim. 308):

y=a(z=+2:c+%)=a(¢_,,a):
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Siendo positivo el cuadrado (x — z')* calguiera que sea
el valor de z, el trinomio tendrd siempre el signo de q.
Ademds, el trinomio se anula para z2=4a, Y pasa por cero
sin cambiar de signo.

314. 3er Caso. — El trinomio tiene sus rafces imagina-
rias. — Cuando el trinomio tiene sus raices imaginarias, con-
serva siempre el signo de su primer término,

Puesto que las raices son imaginarias, se puede esc..-
bir (nim. 309) : -

y:-—-a(:cg-f-f—:x-]-g)

-ef(e ) ()

El trinomio es el producto por ¢ de la suma de dos cua-
drados; y como el segundo factor es esencialmente posi-
tivo, el trinomio serd siempre del mismo signo que a, y no
se anulara nunca.

315. Resumen. — El siguiente enunciado resume todo Io
que acabamos de decir sobre las variaciones de los signos
del trinomio.

El trinomio ax® 4 bx + ¢ tiene siempre el signo de su pri-
mer término, excepto para los valores de x comprendidos entre
las dos raices.

3146. Las consecuencias que acabamos de sacar con rela-
cién a los signos del trinomio permanecen ciertas cuando
el término en z no existe, ¥y también cuando el término
conocido es nulo; porque en estos dos casos particulares,
el trinomio igualado a cero tiene siempre dos raices.

2. — Variaciones del valor del trinomia,
317. Sea el trinomio

y=az? 4 bz 4 ¢.
Puede escribirse (n°® 306) :

-
= (o4 -t

y=a [(z + i%)s 5 kac ;‘.b’-, .
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Haciendo -
& by, , bac—0b*
== (“’ + i'&) T
se tiene
Yy =us.

Las variaciones de y dependen de las de z.

z tiene su menor valor cuande .'1:=—-2%. En efecto, en

este caso
b b dac— b _ hac— b2

’=(_2_a+ﬁ)’+ W e W)
b

Cuando z tiene otro valor, V. gr. : z=— 5t

b b bac — b2 bdac — B2
z=(_2_a+a+2_a)2+T=uz+'__4aﬂ ~(3)
La diferencia entre los valores (2) ¥ (1) es o ¥y no

depende del signo de o; luego, queda la misma si 2 se aparta

b 2y i : b
de — 32 de cantidades iguales, sea creciendo (_E o G) .

: b
sea decreciendo (—-—-271 - a.) .

Por otra parte, cuando z se aleja més y méis de — :,%: la

diferencia 22 va creciendo siempre y llega a ser mayor que
cualquier nimero.

Conocidos estos resultados, ficilmente se estudian las
variaciones de y.

b dac — b2
G L= — ==
uando 33’ Y =
cuando
b 4fac— b?

L= — — a —_—— l.
2a R y 4a +oa

La diferencia entre estos valores es aa?,
1° 8i @ > 0, esta diferencia es siempre positiva; luego, el

; Lae — b2
menor valor que tenga y es — s que corresponde a

b
¢=—2—a. Este valor se Ilama el minimo del trinomio,

Cuando z se aleja m4s y més de — %. el valor de y crece
#iempre,




— =

-
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20 8j a < 0, la diferencia aa?® es siempre negaliva. Luego,

bac —b?
el mayor valor que tenga y es ———, que corresponde

a e —2—'!:‘-. Este valor se llama el mdzimo del trinomio,

Cuando x se aleja mds y més de — 2—?}, el valor de y dismi

nuye siempre.

318. En resumen

Si a >0, el trinomio tiene un minimo.

Si a<< 0, el trinomio liene un mdximo.

El méximo o el minimo corresponde a £ =— fa Yy €8
; bac — b?
lg'ual a T'

319. V. gr.: 1° Seay =2 — x|+ B.

Este trinomio tiene un minimo que corresponde a
£x5—16 =4

z=——_—4=2‘ y esigual a 7

2
En efecto
cuando

LS
|
|

=10
y= 5
y= 2
p="4
y= 2
y= 15
y =10,

I
£

O e G 0D e D

x
T
2¢ Sea y=—a?+ &2 4 10.

Este trinomio tiene un mdazimo, que corresponde a
— 4> 10—36
—_74—‘219.

a:—:-—%-::% y es igual a

En efecto ,
cuando y=10
A=
=148
y==19
y=18
y=15
y = {0.
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3, — Representacién grafica de las variaciones
del trinomio de 2° grado.

320. Para representar gréificamente las variaciones del
trinomio y = ax* 4 bx ¢, se emplean dos rectas perpen-
diculares 0X, 0Y, que se llaman ejes.

Los valores de z se representan por unas longitudes
tomadas con cierta escala sobre 0X, desde 0; hacia la
derecha, si son positivos, y hacia la izquierda, si son nega-
tivos. El valor correspondiente de y se representa por un
segmento de recta paralelo a 0Y, que sale del punto que
representa @, hacia arriba, cuando y es positiva, y hacia
abajo, cuando es negativa.

324. V. gr: Consideremos ¢l trinomio de segundo grado :

2 —4dr 43

Llamemos y su valor, y
tratemos de representar
por una curva las varia- ISR e SRR ) -
ciones de este trinomio, 1 -
cuando se dan a z valores
arbitrarios. -

Supongamos

y=a22—4zx+3

g

B

¥
'
'
|
-
i
'

> 8i hacemos z=0, el
valor del trinomio sera
y=- 3. Llevando pues sobre OY el valor positivo 3,
marquemos el punto A.

[lagamos @ =-1, el valor del trinomio serd y = 0. Mar-
quemos lodavia el punto B situado sobre OX y en el cual
z=1ey=ik

Hagamos z=+ 2, de donde y = —1, y marquemos el

. punto C en el cual z=2 e y=—1.

Hagamos todavia ®=3, de donde y =0, y marquemos
el punto B’ en el cual z=23e y =0.

Para @ =4, se encuentra y = + 3, lo que da el punto A"
Para x=-48, » y=-+8
Para z=—1,  » y==+8

¥ asi sucesivamente.
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322. Uniendo los diferentes puntos A, B,C, B. A'... por
una linea continua, se obtiene una curva cuyas ramas son
infinitas, y que representa las variaciones del trinomio
propuesto.

Esta curva demuestra :

4° Que el trinomio se anula para =1 y 2=3; en
efecto, 1 y 3 son las rafces del trinomio 22 — 4z - 3;

2¢Que el trinomio permanece positivo para cualquipr
valor de x mayor que 3 y menor que 1. Se sabe, en efecto,
que el trinomio conserva el signo de su primer término
para todo valor de # no comprendido entre las dos raices;

3° Que el trinomio es negativo para =2 y en general
para cualquier valor de # mayor qae 4, pero menor que 3.
Se sabe, en efecto, que el trinomio toma el signo contrarie
al de su primer término para tndo valor de z comprendido
entre las dos raices;

4° Que el valor minimo del trinomio corresponde a z =2;

5° Finalmente se ve que para valores de & equidistanses
de C D, el trinomio toma también valores iguales.

323. El trinomio

ar? 4 bz + ¢

— bt b2 — kac
2a

Si las raices son reales, la curva que representa sus varia-

tiene por raices

e S S

1 i
-

e N e
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§i las rafces son iguales, la curva que representa el tri-
nomio es langente al eje de las . La curva de la figura 4
corresponde al trinomio 2* — 4z + 4,

Por dltimo si las raices son imaginarias, la curva no
encuentra al eje de las z (fig. 2), y esto es lo que se verifica
con el trinomio z* - 2z 4- 2, :

En estas dos tltimas curvas se ve que el trinomio con-
serva siempre el signo de su primer término, sea cual
fuere el valor que se le dé a z.

824. Si las raices del (rinomio fueran negativas, la curva

poeads e g
i
i

by e
i
!
'

$ ¥ ¥ $
et SRt EES B

omp - ol el R S

Fig. 1.

ciones afecta Ja forma de la figura anterior, y encuentra
al eje de las = en dos puntos que marcan las raices de este
trinomie,

.

Fig. 4,

tendria la forma de la fig. 3, la cual representa las varia-
ciones del trinomio.
a2 bz -3

Por dltimo, si el primer término del trinomio ruera
negativo, la curva afectaria la forma de la figura 4, la cual
representa las variaciones del trinomio

—zt o2

325. Se puede observar, en todas estas curvas, que la
paralela al eje de las y, pasando por el vértice C, repre-

senta el valor expresado por a— —221, ¥ que la curva es

suméfrica con relacién a esta recta.
326, Aplicaciones. — 1° Descomponer en factores del primer
grado ¢l trinomio x3 4 &x — 32, . \
Siendo 4 y — 8 las raices de la ecuacién z? -+ 4z -- 32 =0.
se tendrd :
b - 32=(x — ) (x4 8).
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Se puede comprobar, en efecto, que el producto (z — 4)
(x 4 8) da electivamente z2 1 4 — 39,
2¢ Descomponer en factores el trinomio

- 1022 — 7z 4 1.
&« 1
Siendo 3

i . - -
Vg las raices de la ecuacisn

1022 — T2+ 1 =0
se tendra '
- i { 7
1022 —Tp 4+ 1 = IO(z—rz) (.z-—;‘i) = (2 —1) (52 —1).
ot — |

P p—

El numerador puede escribirse (x4 1) (x—1), y el
denominador igualado a cero tiene por raices { y — 4; la
expresidn se convierte pues en :

(24 1)(@—1)
z—1)(z+ &

Suprimiendo el faclor r—1 comun al numerador y al
denominador, se tiene por valor simplificado de la expre-
sidn dada :

39 Simplificar la expresion

r 41

T4

&° Determinar entre gué. limites se puede hacer variar el *

valor de x para que el trinomio x* — 2x — § seq negativo,
Llamemos y el valor de este trinomio, y escribamos -

y=uz*—2zr —8§

El trinomio propuesto tiene por rafces &' =4, " — -9,

Luego para que el trinomio sea negativo, es decir, para
que y tenga el signo contrario al del primer término, se
necesila que » tenga un valor menor que & y mayor
que — 2 (nim. 312),

Los valores enteros de x serin pues: 3.2 1,0y--1; el
trinomio se anula ademés para » — 4 e

37 Determinar entre qué limites se puede hacer variar el valoy
de x para que el trinomio — 3z —12x 4 36 seg negativo,

Escribamos :

y=—32 — {27 1 3¢
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=— 3(a? + 4z — 12).

Siendo las raices del trinomio a? 4 4z 4 12, o' —2 ¥
1"=—86, se ve que el trinomio sera negativo, es decir tendra
el mismo signo que su primer término, para todo valor des
2 no comprendido entre sus dos raizes.

« puede por consiguiente variar entre 2 y 4 =, Y entre
—6 y —o; ademds el trinomio se anula para r=2 ¥y
z——8.

6 Determinar entre qué limites se puede hacer variar x para
que el irinomio x* — 4x + 6 sea positivo.

[gualindolo a cero ;

o —hr 4+ 6=0

Siendo el término conocido 6 mayor que el cuadrado de
<la mitad de 4, las raices del trinomio son imaginarias

(ndm. 272).

El trinomio seri siempre posilivo, sed cual fuere e;
valor que sé le d¢ a & (num. 309)

7° ¢ Se puede establecer la desiguadad x* — 6x 412 < 07

No, porque las raices del trinomio propuesto son imagi-
narias; desde luego el valor del trinomio tiene el signo de
su primer lérmino; y el trinomio nunca serd negativo.

CAPITULO VIII

DESIGUALDADES

§ I. — Resolucién de las desigualdades.

827. Definicién, — Toda expresion de la forma
az?+ bz 4-¢>0

enla que a, b, ¢ son cantidades conocidas, es una desigualdad
de 2° grado,

Resolverla, es encontrar entre qué limites puede variar x
Pare que la desigualdad se verifique.
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Esta resolucién estriba sobre el estudio de las varia-
ciones del trinomio de 2° grado.
328. Problema I. — Resolver la desigualdad

ag? 4 bx+e¢ >0
se deben distinguir dos casos :
4o b2 —&ae > 0; las raices del trinomio son reales y des-
iguales;
Si @ >0, z debe encontrarse fuera de las raices.
Si a < 0,  debe estar comprendida entre las raices.
90 b2 — kac < 0; las raices son iguales 0 complexas.
i @ > 0, la desigualdad se verifica siempre.
Si ¢ < 0, la desigualdad no se verifica nunca.
Ejemplos : 1° sea
2! — b6z + 5>0.
Las raices son 1 y 5; luego, se debe tener

<1 o x>DH

20 zt— Tz - 12<0.
Las raices son 3 y &; luego, se debe tener
3<a<h

329. Problema II. — Resolver la desigualdad
a4 bz tec>k
Pasando k al primer miembro, resulta
az? 4-bz+ec—Ek >0

y el problema se reduce al anterior.
330. Problema III. — Enconirar la condicién para que

azx? bz +c>0

se verifique sea cual fuere .
El signo del trinomio debe ser invariable y positivo. Para
que sca invariable, se necesita

b3 —hac L O
y para que séa entonces positivo
a>0
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§ II. — Desigualdades simultineas.

331 ;
smgi. Se resuelven como queda dicho acerca del primer

y‘r' gr: 32—15>0
ot — 10z + 16 <0,
La primera exige
3z>15 6 =z>B,

La segunda exige
<z <.

- 50 .
A 2 0 8 +‘;°

Se indican los valores de z i
r por orden de magnitud en
una recta AB. La primera desigualdad se verifica en el
mtervglo 5, 4= ; la segunda, en el intervalo 2,8; las dos
se verifican en el intervalo 5,8; luego, las soluciones son

b<<a<8




LIBRO IV

NOCIONES DE ANALIS1S
COMBINATORIO

CAPITULO I

ORDENAGIONES, PERMUTACIONES
Y COMBINACIONES

§ 1. — Definiciones.

332. Lidmanse ordenaciones de n en n, los diversos grupos
que pueden formarse de m letrasu objetos distiitos tomandolos
de nen n, de manera que dos grupos se distingan por el orden

o el nombre de sus factores. .
V. gr. : Las ordenaciones de 2 en 2 que pueden formarse

con a, b, ¢ son
ab, ae, be, c¢cb, ca, ba.

333. Lldmanse permutaciones de m letras u objelos dis~
tintos los diversos grupos que pueden formarse de ellos, de
manera que dos grupos se distingan por el orden de sus fac-

tores.
naciones de m objetos de m en m.
V. gr. : Las permutaciones que pueden formarse con
a, b, ¢ son
abe, ach, bac, bea, cab, cba.

334. Llamanse combinaciones de n en n, los diversos grup2s

Observacion. — Se ve que las permutaciones son las orde- |
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que pueden formarse de m letras u objetos distintos, tomdn-
dolos de n en n, de manera gue dos grupos se distingan a lo
menos por un objeto.
V. gr.:Las combinaciones de 2 en 2 que pueden formarse
con a, b, ¢ son
ab, ac, be.

Son los productos Jdiferentes que se obtienen con tres fac-
tores tomados de dos en dos.

§ II. — Calculo del nimero de ordenaciones.

335. Sea por encontrar el nimero de las ordenaciones
‘posibles entre las m primeras letras del alfabeto, tomadas
Jde una en una, de dos en dos, de tres en tres... dem en m.

Es evidente que las ordenaciones de las m letras de una
én una son :

a,b,¢,d, e ...l
su nUmero es m.
Luego, representando por O} el nimero de ordenaciones

de las m letras de una en una, se tendri :
i
0Lt —=m.

336. Para obtener las ordenaciones de las m leiras
tomadas de dos en dos, se necesita escribir sucesivamente
a continuacién de cada letra a, b, ¢.... I, de la primera
ordenacién las m — 4 letras que quedan. Se tiene asi :

ab, ba, ca, da...., la
ac, be, eb, db...., b
ad, bd, ed, de....

al, bl, e, dl ...,

Todas las ordenaciones de dos en dos que cada letra ha
formado con las m— 1 leiras restantes, se encuentran en
una nisma columna vertical,

En la formacién de la tabla anterior, no se ha omitido
ninguna ordenacién de dos en dos; porque de la manera
que hemos procedido, se ha escrito sucesivamentle a con-
Linuacién de cada letra las m — 1 letras restantes; no se ha
répetido ninguna ordenacién, porque las ordenaciones que
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se encuentran sobre una misma colamna horizontal difieren
todas en la primera lefra, y las que estdn sobre una misma
columna vertical difieren todas en la tltima letra.

Pero cada ordenacién de una en una ha producido m —1
ordenaciones nuevas; las m ordenaciones de una en una
han producido, pues, un ntimero de ordenaciones de dos
en dos marcado por m (m—1).

Representando por 0} el nimero de las ordenaciones de

dos en dos, se tendrd :
0% =m (m —1).

337. Para obtener las ordenaciones de m letras de tres
en tres, se necesita escribir sucesivamente a continuacién
de cada ordenacién de dos en dos cada una de las m — 2
letras que no entran en esta ordenacién; se tiene asi:

abe, ach, adb. ..., bac, bea, .., cab, cha....
abd, aed, adec...., bad, bed. ..., cad, cbd....
abe, uee, ‘ade. ..., "bae; bee, ..., cae, che ...,

abl, “acl, adl...., bal; bel...., cdl, ebl....

Las ordenaciones de tres en tres que cada ordenacidn
de dos en dos ha formado con las m — 2 letras restantes,
se encuentran fodas en una misma columna vertical.

Probariamos como antes que, en la formacién de la tabla
anterior, no se ha omitido ninguna ordenacién, ni tampoco
se ha repetido. Pero cada ordenacién de dos en dos ha
producido m — 2 ordenaciones nuevas; las m(m — 1) orde-
naciones de dos en dos habran producido un niumero de
ordenaciones de tres en tres marcado por m(m —1)(m —2).

Representando por 02 el niimero de las ordenaciones de

las m letras de tres en tres, se tendrd :
02 =m(m—1)(m—2).

De donde se infiere la siguiente ley :

338. El nimero de ordenaciones de m objetos de n en n es
igual al producto de n factores, de los cuales el primero es m,
y los otros disminuyen sucesivamente 1.

Asi el nimero de ordenaciones de 8 objetos de 5 en 5,

serd :
0F=8x7x6x5x4=6720,
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En general :

Or =m(m —1) (m—2) (m—3).... [m— (n—1)].

§ I1I. — Calculo del niimero de permutaciones.

339. Si se quiere obtener el nimero de permutaciones,
debe calcularse el de ordenaciones de las m letras de m en
m (n° 333).

Llamando P,, este mimero de permutaciones se tendrs :

n=0n=mm—1)(m—2)(m—3)....3x2x1
é bien, invirtiendo el orden de los factores :
Pr=4x2x3xéixbx....m.

Es el producto de los m primeros nimercs enteros, se
designa por m! que se lee factorial m.

Asi el nimero de permutaciones que pueden hacerse
con cineco letras es:

P=51=12x3x4x5=120.

§ IV. — Galculo del nimero de combinaciones.

340. La férmula que sirve para encontrar el ntimers de
combinaciones de m ohjetos de n en n se deduce de la
férmula de las ordenaciones y de la de las permutaciones.

Representemos por Cj el nimero, que supondremos
conocido, de las combinaciones de m objetos de n en n.
Permutando los n objetos que entran en cada una de estas
combinaciones se tendrin todas las ordenaciones de m
objelos de n en n; no se habrd omitido ninguna ordena-
cidn, puesto que formamos sucesivamente todas las que
una misma combinacién puede producir; ademds, no se
habrd repetido ninguna ordenacién, porque cada una de
las combinaciones contiene cuando menos un objeto que
no se encuentra en las otras.

Ahora bien, conteniendo cada combinacién n objetos,
producird entre estos n objetos un nimero de permuta-
tiones representado por P,. Luego el nlimero de ordena-
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ciones de los m objetos de n en n se obtendrd haciendo
el producto de las combinaciones de’n en n de los m
objetos, por las permutaciones de n objetos.
Asi
0:1 = C; < Py
le donde

n_ Oh  mm—1)(m—2) (m—3) ... [m—(n—1)]]
Cn=p = nl

341. Observacién. — El numero de las combinaciones de m
objelos de n en n es el mismo que el de las combinaciones de
m oljctos lomados de m — N en m— 1. :

En efecto, supongamos los m objetos reunidos en un
mismo lugar, cada vez que se tomen n.se tendrd una com-
binacién de n en n entre los m objetos; pero también cada
vez los m — n objetos restantes formardn entre si una com-
binacidn. ,

Luego, si hay C» combinaciones de los m objetos de n
en n, habrd un nimero igual de combinaciones de los m
objetos tomados de m — = en m—n.

CAPITULO II
BINOMIO DE NEWTON

342. llemos visto que para formar el producto de un
polinomio por otro polinomio, se multiplican todos los
términos del multiplicando por cada uno de los términos
del multiplicador.

Segin esto, el producto de un binomio por otro binomio
se compondri de los productos de dos en dos de los tér-
minos del multiplicando y del multiplicador; es decir, que
en cada érmino del producto entrard un término del primer
factor y un término del segundo.

V. gr. : Sea el producto (a +b) (¢4 d) se tiene :

(a4 b) (c+d)=ac - be 4 ad + bd

y se nota facilmente que en cada término del producto =

entra un término del primer factor y uno del segundo.

i se multiplica este produclo por un tercer binomie,
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se oblendrd un polinomio cuyos términos serdn los pro-
ductos de tres en tres de los términos de los tres binomios
y ¢n cada términe entrard un término del primer factor, uno
del sequndo y uno del lercero.

Esle se nota facilmente en el ejemplo siguiente :

(@~ b) (c + d) (e + f) = ace + ade - bee
-+ bde - acf -+ adf + bef + bdf.

En general, si se tienen que multiplicar n binomios
entre sf, los términos del producto serin los productos de
n en n de los términos de los n binomios; y en cada tér-
mino del producto enivard un término del primer factor, uno
del segundo, uno del tercero.... uno del n™o.

343. Sea pues por efectuar el producto de m faclores
binomios :

(z+ta)(z+8) (24¢) (z+a).... (z+ 1)

Este producto, que supondremos ordenado con respecto
a las poteucias decrecienles de z, serd la suma de los pro-
ductos oblenidos de tomar de m en m los términos de los
m binomios, es decir, que cada término del productoe cen-
tendra un términoc de cada uno de los m faclores.

Se tendrd el primer término del producto tomando el
primer término de cada uno de los m factores binomios, lo
que dard

XX EXT ... b2

Tomando el segundo término a en el primer factor y el
primero en los m — 1 faclores restantes, se tendrd azm—i.

Tomando el segundo término b en el segundo [aclor y
¢l primero en todos los otros, se lendrd bzm—1.

Tomando el segundo término ¢ en el tercer faclor y el
rrimero en todos los otras, se tendrd cam—1,

Y asi consecutivamenta.

El segundo lérmino dal producto serd del grado m -1
con respeclo a g y tendrd por expresién i

(a+b+e+d+...1) amt

Si se representa por Sa la suma de Jos m términos conte
nidos en el paréntesis, se tiene : Syem—t,

344. Tomando el segundo término en dus faclores cua-

lesquicra y el primero en los m — 2 restantes, se lendrin
productos tales como
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abz™=3,  acam—t,  gdam-?,  gexm-? ....afxm—t
bezm-%,  bdzm—8, beam-3, bfzmt....
edam—2, cexm—2, efES e

Formando la suma de todos estos términos del grado

m — 2 con respecto a z, el segundo término del producto,
tendrd por expresién :

(ab+ac+ad.. +be+-bd4-be...4 ecdt-ce efui.yam—3,

Se ve que el coeficiente de 2m—* es la suma de los pro-
ductos diferentes o combinaciones, de dos en dos de los
m términos a, b, ¢, ... L.

Si se designa por S; la suma de estas combinaciones, el
tercer término del producto serd Ssam-2.

345. Tomando el segundo término en tres factores cua-
lesquiera y el primer término ¢n los m — 3 restantes, se
tendrdn productos tales como

abezm=3,  abdzm—s,  abeam—..,
acex™—2,  gefzm—3 .,
beeam—3,  befam-s ...

bdfam—3,  bdgam—3 ...,

Formando la suma de todos estos términos del grado
m—3 en z, el cuarto término del producto, tendra por
expresion :

(abe 4 add.... 4 acd - ace.... + bed -+ bee....) zm—5,

Se ve que el coeficiente de z™2 es la suma de los pro-
ductos diferentes o combinaciones de tres en tres de los
m términos a, b, c.... L.

8i se representa por S; la suma de estas combinaciones.
el cuarto término del producto serd S;zm—s,

346. Eu general, si se toma el segundo término en n
cualesquiera de los factores y el primero en los m —n
restantes, se formard el término (n 4~ 4)m° del producto; este
término serd del grado m —n en @ y tendré por cocficiente
la suma de las combinaciones de los m términos @, &, ¢.... I,
de n en n.
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S5i se representa por S, la suma de estas combinaciones,
el (n - 4)m término del producto, serd S,zm—n,
Tomando el primer término en uno de los factores y el

segundo en los m — 1 restantes, se tendran productos tales
como :

(bxexd..l)a,(axexd... Dz, (axbxd... i) z...,

Formando la suma de todos estos términos del grado 4

en z; el ™ término, ¢ el pentltimo del producto, tendrd
por expresidn : ;

(bxcxd....-]-axcxd....—{-axbxd....)a:.

_Se ve que el coeficiente.de z es la suma de las combina-
ciones de los m términos a, b, c.....de m—1 en m — 1.
_Bi se representa por S, la suma de estas combina~
ciones, el m™ término del producto serd S,
Finalmente, se tendrd el wltimo término del producta
tomando el 1iltimo término de cada uno de los m factores
lo que dard abed.... m. :
Este término del grado cero en z Sé representa por §
347. El producto de m factores binemios se desarro[l';.
pues, como sigue : i

27 4 B | Sogm—2 WSpamn, S @ +8m (1)
El término general, es decir, el n 4 4mo dg] desarrollo, es:
Spam—n,

348. Suponga:pos ahora que los segundos términos de
los m factores binomios sean los mismos en todos estos
factores.

E?i producto (2 4 a) (z 4 b) (z +¢)..u.(z + Dsera(z 4 a)m,
_ \‘e(air)nos ahora en lo que se convertira el desarrollo ante-
rior (1), si

-

a=b=c:—d....——-—l-

La suma 8, cuyo valor esa -+ bte.,, .= I se converliri
en maq.

Sz designard siempre la suma de las combinaciones de

dos en dosde m cantidades; habr4 m&m;;) combinaciones,

¥ valiendo cada una de ellas a?, S; valdra

m(m — 1)

2
ix2 &
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8; designara la suma de las combinaciones de m canti-
m{m—1) (m—2)
452338
siones y valiendo cada una de ellas @, Ss valdrd :

dades de tres en tres; habrd combina-

mim—1)(m _2)'&’.
1x2x3

349. En general, designando S, la suma de las combi~
naciones de m cantidades de n en n, habréd

m(m — 1) (m — 2) v [m— (n—1)]
nl

combinaciones, y valiendo cada una de ellas a*, S, valdra :

m{m—1)(m —2) ... [:;’It — {(n—1)]

ar.
n!

Designando Snm—1 la suma de las combinaciones de m
cantidades de m — 4 en m — 4, habrd m combinaciones, y
valiendo cada una de ellas a™—*, 5,,_; valdra ¢

L —

1
Designando Sy el producto abed. . .1, se convertiri en a™.
Se tendrd pues : =
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obtiene dividiendo el producto de los exponentes de z, en
los n términos que anteceden, por el producto de los n
Primeros numeros.
V. gr. : el coeliciente del sexto término del desarrollo
de (x+a)®es:
20 <19 < 1B < 17 < 16
IxX2xX3X&x5

351. — Observaciones : I. Los términos extremos zm y gm
del desarrollo tienen por exponente el indice de la poten-
cia del binomio. En los otros términos los exponentes de 2
disminuyen gradualmente en una unidad, mientras que los
de a aumentan, pero la suma de los exponentes de z y de
a en un mismo término es siempre igual a m,

II. — Los coelficientes de los términos equidistantes de
los extremos son iguales, porgue el términc que liene n
términos anles de él tiene por coeficiente S o Cr, y el
término que liene n términos después de él, es decir
m—n antes de él, tiene por coefiziente Sp—p 0 G

Como (num. 3%1)

= 15.504.

C;:C”‘ n

queda demostirada la propoesicién.
V. gr.: En el desarrollo de (z 4 a)!°, que tiene 11 tér-
109 <8

minos, el coeficiente del 4° termino es 133

— (20;

es igual al coeliciente del 8° término :

10 X9 X8 Txbxbx4
1 X234 xXE5xX6x7

Basta pues con calcular los coeficientes de la mitad de
los términos del desarrollo.

IIT. — Para enconlrar el coeficiente de un término cual-
quiera, se mulliplica el exponente de z en el lérmino que
precede, por el coeficiente de este término, y se divide el
producto por el lugar que ocupa este mismo término.

V. gr. : el desarrollo del binomio (z + a)f serd :

(% + a)f = a8 4 612% + 150224 + 20a%2° 4 15a%2? | Gl ab,
_El coeficiente de un término cualquiera, el cuarlo, por
¢jemplo, se ha obtenido multiplicando &, exponente de xz,

por 15, coeficiente de a en el lercer lérmino, y este pro-
ducto se ha dividido por 3.

m{m — Uai_;;mA! = m_(?f_-M azm-m—:sl:

m
g+ g)m =™+ 7 ar— =g 1<2<3

= 120.

mim —1) (m —2) (m —3) ... [m—(n— l)]an el gk o +am
3 Ix2x3IxXt..n = i

350. Tal es la {érmula descubierta por Newion y que se -
.conoce con el nombre de fdrmula del binomio, la cual per- =5
mite escribir inmediatamente una potencia cualquiera de
un binomioc dado sin pasar por las potencias inferiores. :

Esta £ rmula contienem -~ 1 términos, siendo m e'l expos
uente de la potencia que se trata de ol?tener; su term{nolf
general es el (n-+14)m° del desarrolle; liene por expreslén___; E

m(m—1) (m —2)(m —3)...[m—(n— 1)) o= -
- 1x2x3X4Xn

Se ve que el coeficiente de un lérmino cualquierd s8.
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352. Si el binomio cuyo desarrollo se busca es una dife-
rencia, se recordard que las potencias pares de una can-
tidad negativa son positivas, y las potencias impares
negativas.

V. gr. : El desarrollo de (z — a)b serd :

(z— o) = a5 — Sax* -+ 10a%z® — 10a%2% + Sa*z — ab.

Se ve que los términos de orden impar son positivos y
los de orden par negativos, porque — a entra en ellos con
exponente impar.

353. Si en la expresién (z 4 a)™ se hace z—=1 y a=1,
el desarrollo se reduce a los,coeficientes de los términos,
y se tiene : ( Nl )| 2)

m, mim— m\m — m— &
o e S 5 N T i £7

Asi la suma de los coeficientes de los términos del des-
arrollo de la potencia m™ de un binomio es 2™,

354. Restemos de los dos miembros el primer coeficiented
que no representa una combinacién, queda :

om—4=0CL4-CL4C....Ch....C0 Lo,
Asi la suma de todas las combinaciones que se pueden
hacer con m objetos tomadndolos de uno en uno, de dos

en dos, de tres en fres.... de m en m, es igual a 2™ —1,
Finalmente si en el binomio (# — a)™ se hacen a=1 y

a2 =1, el desarrollo se reduce a coeficientes alternativa-

mente positivos y negativos (niimero 356), y su suma alge-
braica es ({ —1)™ o cero.’

355. Triangulo de Pascal. — Se pueden encontrar inme-
diatamente los coeficientes de las potencias sucesivas de
un binomio consultando la siguiente tabla, llamada tridn-
gulo aritmético o de Pascal.

(-9

1

3 1

6 1

{05 =10

15 15

21 36 3B 1

28 B6 70 8 1

36 84 126 36 A |

&5 120 210 120- &5 10 4
65 165 330 330 465 55 41 1

L e T
O D 00 =1 O UL OO

-
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La primera columna horizontal contiene los coeficientes
de la primera potencia del binomio;

La segunda, los coeficientes de la segunda potencia;

La tercera, los coeficientes de la tercera potencia; :

La nma, los coeficientes de la nma potencia; E

356. Para formar esta tabla, se escribe eierto niimero de
veces 1 sobre una columna vertical,

Se forma una segunda celumna, escribiendo la serie de
los nimeros naturales 1,2, 3, 4..,

rParaJ formar la tercera columna, se escribe 1 frente al
numero 2, luego se suma cada uno de los ntmeros de la
segunda columna con el mimero que estd a la misma
altura en la columna siguiente, y se dice ;

g‘—t ;: 3, que se escribe debajo de 1
£ =", - — 3
£ -6 =10, — — 6
5410 =15, — =10k 40

Para formar las otras columnas, se procede de Ia misma
manera : asi, para la cuarta se escribe 1 frente al 3, y se
dice :

34 1= &, que se escribe debajo de 1
6+ 4&=10, — — b
10 4 10 = 20, oL — 10
15 4 20 =35, - — 20

357. Férmula del binomio en el caso de un exponenta
cualquiera. — La férmula ha sido establecida en el caso
de m entero y positivo. Pero todavia es exacta en el caso
de m fraccionario, negativo o inconmensurable. Admiti-
femos este teorema, cuya desmostracidn clemental es
demasiado complicada. Se encontrardi mas tarde wuna
demostracién sencilla en nuestros Elementos de Geometria
nalitica y de Cdlculo infinitesimal,

V. gr: Sea

(14 z)3;

se tiene

(1 )i =1 +32 +5(—1 §~:+§(—§)(—— 3
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4 o =
0 (1+$J*=i+§—*§+ﬁ'

Se ve que, en estos casos, el desarrollo no }iene fin. Los

términos que lo componen forman una serie. ;
Estos desarrollos en serie permiten 4 veces sxr'nphﬁ.,ar

mucho los cdlculos en la extracciin de cierlas raices.

V. gr. : Sea
; V1,01, ‘
3

Haciendo 0,01l =2, se tiene Vitz ¢ [14z]3.

Pero

wratt=t+he 43 E 5 () D5

2 z x?  Bad
[i +-I']3=1 +§——9—+‘—8T+-..
siendo x* = 0,000001, ya se puede prescindir del 4° término

y de los que siguen, ¥, con 1:000.000 de aproximacidn,

- 0,00  0,0001 =
Vol=14-2—— —5— =1,003322.

358. Elevar un polinomio 4 una potencia dada.

Sea

- (a4 b—c+df.

- llaciendo
at+b=a y c—d=c¢

se tiene
a+b—ct+d=a—¢

(@-+b—c df = — ¢
(a+b—c+d)5=

a® — 6a’¢’ - 15a'%'2 — 20a'3¢"® - 1542 — Ba'e™® + ¢t
v}
(a+ b —6(a+ b (c—d)+ 15 (a+ b
(6—d)*—20(a+b)*(c—dpP*+15(a+ b2 (e —d)—... 4 (c—d)t
Después se desarrollan las potencias sucesivas de (a + b}
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¥ de (¢ —d), y se efectuan los calculos. El desarrollo com-
pleto tendra :

T46x2485x344x 4435426 7==8%lérminos.
359. Extraccién de la rafz cuadrada de un polinomio
entero en .
El cuadrade de un polinomio

P=ad4btetd+...4+5+1
puede escribirse
Pr=gq? | 24b | p2
+2(a+b)e + ot
+2(a + b+ c)d +a*
¥ 2@tbtetdt... LRIt
En efecto, el segundo miembro de la igualdad contiene
la suma de los cuadrados de todos los términos més el
doble producto de los términos del rolinomio tomados de
dos en dos.
Sea el polinomio :

bt — 1225 1 {324 — 2923 + 2522 — 8z - 16

que supondremos ser un cuadrado perfectd, y ordenado
con respecto a las potencias decrecientes de .

Si representamos por P2 este polinomio, y su raiz cua-
drada por P=ag+b 4 ¢ d, las lelras a, b, ¢, d repre-
sentan los términos desconocidos de esta raiz, ordenados
con respecto a las polencias decrecientes de z. Tendremos
pues;la identidad :

P =gt — 1225 | 1324 — 2223 | 9522 — g + 16
=t +2ab + 5 - 2(a + ) + ¢ 4 2(a + b + o) d 4 .
De donde
drf=a® y a=r-213,

Tomenos solo @ = + 272 ¥ restemos su cuadrado a? = 4z¢
del polinomio P2,

Dividiendo ahora el primer término de la resta — {228
= 2ab por 2g — 423, encontraremos el segundo término de
la rafz b= — 33,

Multipliquemos 24 + b = 429 — 322 por b=—3z2 y
restemos el producto — {225 -+ 9z* de la primera resta,

Dividiendo ahora el primer término de la segunda res!a

o
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4x* =2ac por el duplo del primer término de la raiz
Lp%=2a, encontiraremos el tercer término z =e¢.

Anadamos el tercer término @ al duplo de los dos pri-
meéros; multipliquemos la suma &2® —62® + 2 =2(a + b)
<+ ¢ por z =g, y restemos el producto éz* — 6a® 4 2% de la
segunda resta.

Dividiendo el primer término de la tercera resta — 162°
= 2ad por el duplo del primer término de la raiz, 4z% = 2q,
encontraremos el cuarto término de la raiz : —b=d.

Multipliquemos por —4 la suma 4x® —62% -2z — 4
=2(a+ h+¢)4d y restemos de la tercera resta el pro-
ductoobtenide. Siendo nula la nueva resta, la raiz cuadrada
del polinomio P? es 2a® —3a®+4 ®— 4. Si hubieramos
tomado — 22® como valor del primer término, tendriamos
ofra raiz cuadrada de P2, igual a — (22% — 32 4 =z — &),

360. Regla., — Para extraer la raiz cuadrade de un poli-
nomio :

1o Se ordena el polinomio con respecto d las potencias
decrecientes de una misma letra;

20 Se extrae la raiz cuadrada del primer término; se obtiene
asi el primer término de la raiz, cuyo cuadrado se resta del
polinomio ;!

30 Se divide et segundo término del polinomio por el duplo
de la raiz cuadrada del primero, y el cociente, que es el segundo
término de la raiz, se escribe con su signo a la derecha del
duplo del primero ;

4o Se multiplica la suma obtenide por el segundo término
de la raiz, y el producto obtenido se resta de la primera resta;

50 Se divide el primer término de la segunda resta por el
duplo del primer término de la raiz, y el cociente, que es el
tercer término de la raiz, se escribe a la derecha del duplo de
los dos primeros;

60 Se multiplica la suma obtenida por el tercer término, y
el producto se resta de la segunda resta;

7° Se continda de la misma manera hasta que la resta resulte
nula.

Observaciones. — Para que un polinomio ordenado con
respecto a las polencias decrecientes de una misma letra
sea un cuadrado perfecto, es indispensable;

1° que el primer término y el iltimo sean positivos y
cuadrados perfectos;

2° que el primer término de cada resta que se obtiene al
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efectuar la operacién sea divisible por el duplo del primer
término de la rafz; :

3° que la tltima resta sea nula,

Disposicién de la operacién :

— 1225 + 0a*

hat — 629 | 22

203 — 32t L — 4
(4z® — Bz® 4 20 — &) (— &)
— 162% - 24t — 8z - 16,

(&x® — 322) (— 3a2)
(4x3 — 62t - 2) &

P
— 462% + 24a® — 82 - 16

bat — 222% + 2522 — 8z - 16
162% — 2t 82 — 16

— 4ot 4 62—

— 1228 4 1374 — 220° + 2a® — 8z - 16
0 — 4245 + 132+ — 222 - 2a? — 8z 4 16
1225 — 9t

fb
— gyt

%ﬁi- Extraccién de la rafz me de un polinomio.
egla. — La raiz m* de un polinomio que sea la potencia
12
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m? exacta de ofro polinomio, se extrae del modo siguiente :

10 Se obtiene el primer término de'la raiz extrayendo la rai:
m¢ del primer término del polinomio ordenado con respecto a
las potencins decrecientes de una misma lelra;

29 El segundo término de la raiz se obtiene dividiendo el
segundo término del polinomio asi ordenado por m: veces la
potencia m — A del primer término;

3° Para obtener el tercer término, se eleva @ la potencia m*
el binomio formado por los dos primeros términos; el resultado
se resta del polinomio dado, y el primer término de la resta se
divide por m wveces la potencia m — 4 del primer término de
la raiz; A

&° Para obtener un término cualquiera, el n™, se eleva a
la potencia m?® el polinomio formado por los n — 1 términos
ya encontrados; el resultado se resta del polinomio dado, y el
primer término de la resta se divide por m veces la potenein
m — 1 del primer término de la raiz.

Sea

V/272° F Bhaz® | 9ozt — 2BaL® — 3a*T® I 6ax — a°

Tenemos :

V2728 = 322;

es el primer término de la rafz.
El segundo término sera :

Bhazs + 3 (32%)2 = 2ax.
Restando del polinomio dado el cubo
(372 + 2ax)®
0
27z% 4 bhax® + 36a zt 4 8az®
tendremos la resta

— 27a*z* — 360%2® — 3atz? 4 Batz — ab.

Dividiendo — 27a%z* por 3(3z%)%, tendremos el tercer

término — a? de la raiz.
Elevando al cubo la raiz encontrada

32® 4 2az — a?

obtenemos precisamente el polinomio dado : luego la rafa =

encontrada es exacta.

LIBRO V

PROGRESIONES

362. Progresidn es una sucesion de nimeros o términos tales
que la relucion entre dos términos consecutivos es constanle
Asi como hay dos clases de razones, hay también dos

clases (_ie progresiones : las progresiones aritmeticus y las
progresiones geométricas.

CAPITULO 1
PROGRESIONES ARITMETICAS
§ I. — Definiciones y propiedades.
363. Definicion. — Progresién aritmética es una serie

de términos tales que cada uno de ellos es igual al gque

le a'mecede aumentado con una ecantidad constante llamada
razén de la progresion.

La progresién aritmética es creciente cuando la razén

csl).ositiva; es decreciente cuando la razén es negativa
Ejemplos : :
$2.4.6,8.10.12.14.16.18......

+96.92.88.84.80.76.72.68

:e Primera progresién es creciente, Y su razén es -} 2
34éll‘angunda €s decreciente y su razén es — &,
- Teorema. — En todg progresion aritmética, un tér-

- ; p -
.fi!?EO cua(q.mm':a ts igual al primero, mds tantas veces la ra
0N como términos hay antes de él,

Sea la progresién :

2a.b.ec.d.e.f.g. bl

Conlorme a la 'definici

] 6n, el segundo término b es i
al primero més la razén o

que llamaremos r, esto es :
b=a+r
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Conforme a la misma definicién, el tercer término ¢ es
igual al segundo b, mds la razén; pero como b—=a + 7.

c=a+21'

Del mismo modo, el cuarto término d es igual al tercero
¢, méas la razén; pero como c=a - 2r,

d=a-+ 3r
y asi sucesivamente.

Se ve que el segundo término es igual al primero mas
una vez la razén; el tercero es igual al primero més dos
veces la razén; el cuarto es igual al primero mas fres ve-
ces la razdn, ete.

En general, si se designa por ! un término de un orden
cualquiera n, y por a el primer término de la progresidn,
se tiene !

l=a+4 (n—1)r. (1)
De esta propiedad resulta que una progresién aritmélicur e
+a.b.c.d. 8ol :
puede escribirse :
+a.64r.a+2r.a -+ 3r...... a+ (n—1)r.

De la férmula [=a 4 (n — 1)r se saca :
a=1—(n—1)r
il—a

= S +1
et
Ty
365. Teorema. — En foda progresion aritmética, la suma

de dos términos equidistantes de los extremos es consiante e
tgual a la suma de los extrenos. -
Sea la progresién :

sa.b.e.d.. hakd

Consideremos los términos ¢ e %, que estdn a igual dis- =

tancia de los extremos :
Se tiene (ntdm. 364) :
¢c—a- 2r 1)
Se tiene también :

(=it 2r, dedonde i=1-—2r. (2}

mos, sea la de dos términos
mos;

de donde
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Sumemos mi i i :
resulta : emhiro & misinbro las igualdades (1) y (2) y
cti=a-} |,

} En genera.l', sean d y k dos términos de drdenes tales, que
1aya m términos antes de g ¥ m términos después ée h
siendo a y I los exiremos, se tendrs : ;

d=a- mr (1)

l=h+mr; dedonde h=1i_ pp. (2)

Sumando las igualdades (1) ¥ (

2), B 5
de la reduceién : h s0 encuentra, despuss

d+h=a-+1. £

Ghser_vaciéu. — Cuando el nimer
Progresién es impar, el término de o
semisuma de los términos extremos.

366. Prol{lema. — Encontrar la su
una progresion aritmética.

Sea una progresién de n términos,

0 de términos de la
nmedio es igual 4 Ig

ma de los términos de

ta.b.e.....h k.1

se tendra por expresién de la suma :
S=a+b+c+ ...... A+ k41
S=l-i—k+h+......c+b+a.

Sumando miembro a miembro :

2= (a0 + (b4 k 2 S
(ko) (e B e

Cada paréntesis contiene

B=(a+)n

S=§a—;l]n.
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Asi la suma de los términos de una progresion aritmética
se obtiene multiplicando la semisuma de los extremos por el
numero de términos.

367. Observacién. — Si en esfa férmula se reemplaza
el n™e (érmino | por su valor ¢ 4 (n —1) 7, se encuentra:

s_lata -|~2(n — 1)?‘]’1:%{% +n—1). (2

Esta segunda férmula permite calcular la suma de los
términos de una progresién en funcién de a, n y r.

368. Definicién. — Se llaman medios aritmétices, § di-
ferenciales, los numeros que forman con dos numeros dados
una progresion aritmética en la cual los niumeros dados son
los extremos.

Asf los nimeros 5, 7, 9, que forman con 3 y 441 una pro-
gresidén aritmética cuyos extremos son 3 y 41, son medios
aritméticos. :

369. Problema. — Interpolar entre a y b, m medios
aritméticos.

Busquemos la razén de la progresién.

Esta progresién tendrd m < 2 términos; a saber, los-m
medios, mas los dos términos dados.

Luego (niim, 364)

b=a+(m+ 4y
de donde :
—a
r= m. (3)

Asi la razon de la progresion se obtiene dividiendo la dife-
rencia enitre el ultimo término y el primero,' por el numero
de medios por interpolar mds uno.

Conocida ya la razdén, se suma con el primer término,
y se obtiene el primer medio; se suma en.seguida con el
primer medio, y se obliene el segundo, elc.

370. Observacién. — Si entre los términos consecutivos
de una progresién aritmética se interpola un mismo ni-
mero de medios, las progresiones parciales asi obtenidas
forman una sela y tnica progresién.

En efecto, la razén de estas progresiones es la misma,
puesto que se ha obtenido dividiendo la diferencia cons-
tante de dos términos consecutivos por el numero de me-
digs por interpolar mds uno. Ademés, el 1ltimo término
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de la primera progresién es el pri

: primero de la segunda, el
tltimo de_a la segunda es el primero de la lerce%‘z, Y ’asi
conseculivamente. Luego todas estas progresiones par-
ciales forman una sola ¥ Unica progresién.

§ II. — Aplicaciones.

371. 1° Encontrar el 30° nimero impar.

Lus niimeros impares forman una progresiag -
cuya razén es 2, progresién +1,3.5.7,9

Se tendrd (ndm. 364) | —a + (n — 1) 3
El 30° término =1 4- 20 5 2 —§9.
2° Encontrar el 21° término de la progresion

+80.75.70.65.60....

El 21° término = 80 4- 20 x (—8)=—20."

3° Encontrar la suma de los términos de' la I
+3.8.13.18... compuesta de 40 términos, e

El 40° término =3 4 5 > 39 — 198,

3
s=Gi9i0_, .,

La férmula (2) da inmediatamente :
40
S=—2—(6+39 x 5) = £ 020.
& Encontrar la suma de los n primeros nimeros tmpares

1:3.5.7.0041 13,
La férmula (2) da inmediatamente :
n
S=z[2+(n—1)2] =m,
Asi la suma de los 7 primeros ntimeros impares es igual

al cuadrado de n.

Seglin esto, los 20 prim i i i
Ty 400., Primeros nimeros impares tienen

5o Interpolar 10 medios aritméticos entre 2 y 2k

Se tiene conforme a la férmula (3):

%9
1 =2

r=




o

T D et~
S

——

-
e e St e e et
- R

iy =

ELEMENTOS DE ALGEBRA

La progresién serd :
+2.4.6.8.10.12.14.16.18,20.22, 24,

60 Interpolar 5 medios aritméticos entre 80 y 50.

Se tiene : 50—80__
,B S

—B.

r=
La progresién serd :
= 80.75,70,65.60.55.50.

70 Interpolar 3 medios aritméticos entre los términos conse-
cutivos de la progresién + 5.13.21.29_.37. ;
La razén de las progresiones parciales serd :

13—5 20—13 29— 37 — 29
g s P &

es decir 2 o 2.

Se tendréd sucesivamente :

que se puede escribir :
+5.7,9.44.43.45.17,19.21 93 .28....

y no hay mds que una sola y unica progresién.

CAPITULO 11

PROGRESION GEOMETRICA

§ 1. — Definiciones y propiedadés,

372. Definicién. — Progresién gesmétrica es una serie de

términos tales que cada uno de ellos er igual al que le precede 4

PROGRESIONES

multiplicado por un nimero constante llamado razén de lg
progresion,

La progresién geométrica es eréciente cuando la razén

°8 mayor que i; es decreciente cuando la razén es una
fraceién.

EJEMPLOS :

H4:2:46:8:146:32:65: ...
581:27:9-3-4.3. 1,
=81.27.9.3.1.3.§.......

La primera progresién es creciente y su razén es 2,

La segunda es decreciente ¥ su razén es %

373. Teorema. — En foda progresion geomeétrica un tér-
mino cualguiera es igual al primero multiplicado por la
razon elevada a una potencig indicada por el numero de tér-

= minos que le preceden,

Sea la progresién :
Hazbie:dieifigi.....i

Conforme a la definicién, el segundo término b es igual

al primero g, multiplicado por la razén, que designare-
mos por ¢, 0 sea

b=ag.
Conforme a la definicién también,
= bq
de donde
e =ag?
Del mismo modo

d=qag?

¥ asi consecutivamente, ;

Se ve que el segundo térming es igual al primero mul-
tiplicado por la razén; que el tercero es igual al primero
multiplicado por la segunda potencia de la razon, ete.

En general, si se representa por ! un término de un or
den cualquiera n y POT a el primer término de Ia progre-
8idn, se tiene :

§= ggn—t, 1)

De esta propiedad resulta que la progresién

Hadie:d:ie:..... 1




188 ELEMENTOS DE ALGEB2A
puede escribirse
Haregiaqd:agi: ..., agh—,

De la férmula ! = agn, se saca

3 I
=
n— j i
== @
374. Observacifn. — En tfoqa progresion geométrica
creciente, los términes awmentan constantemente y acaban
por exceder a cualguiera cantidad dada, y en toda progresion
decreciente los términos disminuyen sin cesar y llegan d ser
menores que cualquiera eantidad dada,
Para demostrar esta propiedad basta establecer el si-
guiente teorema : .
375. Teorema. — Las potencias sucesivas de un numero
mayor que 1 crecen al mismo tiempo que sus exponentes.
Sea ¢ una cantidad mayor que {.
Se tiene
¥ g>1 \

de dond’e, multiplicando los dos miembros por gn=i,
qn > qn—l.

Asl, una potencia cualquiera es mayor que la potencia
inmediatamente inferior.

Llamando = el exceso de g sobre |, siende « una cantidad
positiva, se tiene :

===,

Ahora, si se multiplica el primer miembro sucesiva-

mente por g, ¢% g*......, sin tocar ol segundo, se tendrs
una serie de desigualdades -

g—d=a
e g

qrt__ qnzl > a.

* Mas tarde ze dirg (nam. 431) ol modo de despejar a w.
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Sumgndo miembro a miembro Ia primera igualdad ¥
las desigualdades que siguen, los términos intermediarios
se desiruyen, y queda ;

1> fia

¥ Por consiguiente gn >~ ny + 1.

Ahora bien, para que ¢” sea mayor que una cantidad
dada A, basta que se lenga ;

N4> A

A—1{
e

de donde
n>

Asi, cuando el €xponente n de Ia potencia es mayor
_que :' » Sucede que ¢” también es mayor que A.

376. 1° Consideremos ahora una progresién geométrica
creciente '
Tiagiagliaql; agt: ...... agn,
En el término agn, el factor 9" puede llegar a ser mayor
que cualquier cantidad dada; luego lo mismo suceders

con el producto gqgn, Luego (niim. 374).uuuns
2° Sea la progresién decreciente

Hag'iag?:q¢. .. . ag's,

Siendo la razén 9" menor que i, es una fracci¢n que

podemos representar por ;—’, ¥ la progresién se convierte en

- a . a
. 6‘8' T ‘qu a
Como se ha visto en el ntmero anterior, el denomj-
|
, o Aok
hador g= del térming e puede llegar a ger mayor gue
tualquier cantidad dada; el numerador permanece inva-

e
dary s g .
| Mable; luego la fraccign a decrece mas Y mds,

e 3
=

. 377. Teorema. — En toda progresion geométrica, el pro-
uclo de dos términos equidistantes de los extremos €5 cong=~
fante e fgugl gl producto de los extremos,
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Sea la progresién ;
2athioidnthic kil

Consideremos los términos ¢ e i, que estan 4 igual dis-
tancia de los extremos.

Se tiene (nim. 373) : c=ag®. (4)

Se tiene también [ =1ig?, de donde i:i!- (2)
Multiplicando miembro a miembro las igualdades (1)

¥ (2), queda :
/

. a

ol=%=at.

En general, sean d y h dos términos de 6rdenes tales
que haya m términos antes que d y m términos después
de h, siendo @ y [ los dos extremos, se tendrd :

d=ag™ . (1)

(2)

¥ {=hg™, de donde

=5
Multiplicando las ignaldades (1) y (2)

378. Observacién. — Cuando el niimero de términos de
la progresidén es impar, el férmino medio es igual a la raiz
cuadrada del producto de los extremos.

379. Teorema. — EI producto de los términos de una pro-
gresion geométrica es rgual a la raiz ¢uadrada del producto

de los extremos elevado @ una potencia marcada por el niimero B

de términos.
Sea la progresién

AU i T O B

Llamando P el producto y n el niimero de términos, se 4

tiene g
P=uabt...cc. Wil
0

=
v
3

P==Tkh'.......cha,

Multiplicande miembro a miembro estas igua.ldades,“-.

queda :
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Pi—ql < bk >< eh he < kb >< la.

'Pero {m’lm. 377) al="bk =ch ; ¥ hay en el segunde
miembro =z productos tales como al, bk, ch ; se tiene
pues ;

P2=(al)p =qnin

P = /o[,

380.' Ohservacién. — Substituyendo por / su valor agn-—1
esta férmula se convierte en : 4

de donde

P= \jdnanqn{n—lj — \"ﬂi_”m:]‘

Por otra parte, ya sea n par o ya sea impar, el producto
nin —4) de dos niimeros enteros consecutivos siempre es
divisible por 2,y la extraccién de la rafz es posible; luego

nin—)
P=a"xqg T .

381. th_lema. — Encontrar la suma de los términos de
unda progresion geométrica.
Sea una progresién de n términos

z=abici.thik: L

S=a4b+tctuhtk41 (1)
Multiplicando por ¢ los dos miembros de esta igualdad :

S¢=aq + bq 4 cq +...... hg + kg + lg. (2)
Restando miembro a miembro la primera igualdad de

i;}. segunda, observando que ag=— b, bg=c...... hg = k,
Y [ &

5q—8=b+t0tuers, + bl lg—a—b—e......, — k1
S(g—1)=1lg—a
_lg—a
=T (3)

Asi, la suma de los términos de una progresion geométrica
€3 iqual al ultimo términe multiplicado por la razon, menos

el primero, y todo dividido por la razon menos 1.
Si substituimos por | su valor ag™, la férmula (3) se

convierte en
S =-a£'_.___a' s a(qn e
=T =40 *)

Se tiene
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382. Cuando se quiere calcular la suma de ]os_ términos
le una progresidén geométrica decrecients, se puéden cam-
biar los signos de las férmulas ($) y (4) a fin de hacer los
#rminos posilivos; se tiene enionces :

e O —dt—q 5)
T 1—gq s 1 —gq (
383. Observacidn. — Se llega mds fdcilmente a la_ for-

mula (4) procediendo como sigue :
La progresién geomélrica :

S

satbieid: ..l
puede escribirse (ntim. 373).

: saragiag®:ag’:...... aght
y se tiene.
S=a+aqg+ag®tag® + ......
S=al +94+ ¢+ +......

Como el paréntesis es el cociente de g» — 1 por'g—1,
resulta (ndm. 9%5) :
g ag"—1)

384. Discusifén. — {° La suma S serd siempre del mismo
signo que a, porque si se tiene ¢ > 1, los de?s términos
g"—1 y ¢—1 son ambos positivos; si se tiene ¢ <{,

: it |
g"—1 y ¢ —1 son negalivos, y el cociente %_ { perma-

nece positivo. i
20 Cuando g =1, la f6rmula se convierte en S =§- Pars

quitar la indeterminacién, basta o
divisible por ¢ — 1.
Efectuada la divisién, se encuentra :

S=alg" ' +¢" '+ ... P+ g+ 1).
Si se hace ahora g=1, cada uno de los términos del

parénlesis se reduce a 1; y como hay n términos, se

tiene :
S=an

bservar que gn" —1 es :
- .

'

resultado fécil de prever, porque cuando la razén es 4,

todos los términos de la progresién son iguales E:

i
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385. Busquemos el limite, es decir, el valor fijo al cuai
8¢ va acercando la suma de los términos de una progre
sién geométrica decreciente.

Se tiene (5) :

Bajo esta forma se ve que la suma S se compone de una
a
1—g
tiende hacia cero, cuando n crece indefinidamenle ; porque
la razén ¢ es una fraccién, y el factor g™ es tanto menor

cuanio mayor es n (nim. 376, 2¢),

parte fija ¥ de una parte variable — i a_q"'q' la cual

a

Luego la suma de los términos tiende hacia =

tiene :

) ¥ se

limite S= % .
1—gq

Asi el limite de la suma de los términos de una progresion
geométrica deereciente es igual al primer término dividido por
1 menos la ruzén. .

386. Se llaman medios geoméiricos o proporcionales los
nimeros que forman con otros dos mimeros dados una %
progresién geométrica, en la cual los ntimeros dados son
los extremos. :

387. Problema. — Interpolar m medios geométricos entre
ay b,

Busquemos la razén de la progresién.

Esta progresién tendrd m -2 términos, a saber los m
medios y los dos términos dados.

Segiin esto b= ag™H (mim. 373).
de donde

Y=
a

Luego, se eacuentra la razin extrayendo del cociente del
Wllimo términe por el primero, una raiz marcada por el nu-
ero de medios por interpolar, mas 1.

Obtenida asf la razén, se multiplica ésta por el primer
lérmino y se obtiene el primer medio; se multiplica este
primer medio por la razém, Y se obtiene el segundo,
etc., elc.
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388. Observacién. — Si entre los términos consecufivos
de una progresién geométrica se interpola un mismo ni-
mero de medios, las progresiones parciales asi oblenidas

" forman una sola y unica progresidn.

En efecto, la razén de estas progresiones es la misma,
puesto que-para cada una de ellas, se la obtiene exira-
yendo del cociente constante de dos términos consecutivos
una raiz marcada por el nimero de medios por interpolar
mds 4. Ademds, el tltimo término de la primera progre-
sién es el primero de la segunda, el dltimo de la segunda
es el primero de la tercera y asi consecutivamente. Luego
todas estas progresiones parciales formarin una sola y
tnica progresién.

§ II. — Aplicaciones.

389, 1° Encontrar el 41° término de la progresion !
24:2:4:8:....

Bl 11° término =1 > 219, o 1 024.

2 Encontrar el 9 término de la progresion = 9:3:1 :% Sanee

El 9° término =9 < (1)8— e
N = 3) T 128

3° Encontrar la suma de los diez primeros términos de la

progresion :
=2:4:8:16:....

La férmula (4) del nim. 381 da:
9(2t0 — 1

2—1

40 Encontrar la suma de los ocho primeros términos de la
progresion !

(e =2 046.

=T 20 F3 e

Stmota S0 —0%) 4y
La férmula T—g

1 61

T 23X 6561
L=

1\ 8
_ [1—(5)] 1 )_27><6560><3
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8¢ Encontrar el limite de la irmi
g suma de los términ
proyresion ; i

by

‘8°76
Se tiene (num. 385) :

Ifmite = ;=1

i—3

6° Encontrar el limi : s . :

0 54545454 ... imite de la fraccion periddica simple.
Esta fraceién puede ponerse bajo la forma :

B 88 B w
100 " {goop * 100y + (107 -+

Esta esfuﬂa progresién geométrica decreciente cuya
razon es 00" Se tendr4 pues :

54
100 54
gl W
100
7¢ Interpolar tres medios geométricos entre 2 y 162
Se tiene (ndm, 387) 3

limite =

6
LA A,

La progresién es

H2:6:18:54; 162,
8¢ Interpolar dos medios geometri
e geomeétricos entre 1 024 y 16

A 3 !‘6 = 3 T
2~ V=3

La progresién es

14024256 ;64 :16.

i J,
“‘9. Interpolar tres medios geomitricos entre los términos
sonsecutivos de la progresion '

H2:32:512:8192 134 072,
13
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i . 387) :
La razén de las progresiones parciales serd (nim )
¢ /8192 H131072
\:/@’ ‘ %!22' gé:T’ : g 192
2 )

es decir Ql_6=2.- ;
Se tendra sucesivamente :
=2+ 4:8:16: 32
24 L@ 1281256 : 512
23 681282206 15 .
2249 024:2048:4006:8192
2R 19216 38%....

e se puede escibir : : -
i 9:4:8:16:32:6%:128:256:512:4025:2048 ..

z . . ¥
, no KESullra mas qlle una sola y unica UI‘OgIGSI .

LIBRO VI

LOGARITMOS Y ECUACIONES
EXPONENCIALES

CAPITULO 1

LOGARITMOS

§ I. — Definiciones Y propiedades.

390. — Definicién. — Se lama logaritmo de un nitmero el
exponente de la polencia a que es preciso elevar otro numerg
llamado base para reproducir el numero dado.

Cuando se tiene a= = p, se dice que x es el logaritmo de
b en el sistema cuya base es a, y se escribe z=Ilog b,

391. Nimeros que tienen un logaritmo. — Notemos que
@ &s siempre un mimero positivo; todas sus polencias son
positivas: luego, sélo los num

€T0S Posilives tienen un logaritmo.
Pero, no se sabe a priori

si siempre se podrd encontrar

Z lal que a*=, siendo conocidos g ¥ b. Demostraremos

eD el teorema siguiente que no sélo las potencias enteras

6 fraccionarias de g tienen logaritmos, sino también los
nimeros intermedios,

392. Teorema. — g

: n cualquier sistema, todo niumero posi-
livo tiene sy logaritmo.

Sea a Ja base; digo que siempre se puede encontrar z
tal que a* =b, siendo b un nimero positivo.

Supongamos ¢ > 1.

£ Sus potencias positivas erecen al mismo tiempo que sus
eTponentes y llegan a ser mayjores  que cualguier numero
(0° 375),

2° Sus Potencias negativas pueden considerarse como siendo
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las potencias de 113 que es menor que 4; luego, disminuyen sin

cesar y llegan @ ser menores que cualquiera cantidad dada
(n° 374).

30 La cantidad a* erece por grados insensibles, cuande x |
erece por grados insensibles.

Para demostrarlo basta mostrar que se puede dar a z
un incremento h bastante pequefio para que la cantidad
a® crezca tan poco como se quiera.

Sea m un valor conmensurable de z; si se le daa m un
incremento A suficientemente pequeiio, la diferencia

anth — gm

serd lan pequefia como se quiera.
En efecto, esta diferencia puede escribirse

amth — gm — gm(ah — 1) (1)

como a™ es una cantidad determinada que no tiende ni

. haeia cero, ni hacia el infinito, la expresién (1) tenderd = '

hacia cero al misme tiempo que (a* —1).
Por hipélesis, siendo h muy pequefia, se puede poner
h=’1‘, y basta demostrar que se tiene
i
an—1 <8
siendo la cantidad 8 tan pequefia como se quiera.

i
De an—1 <8
4
se saca ar<<i+43d
a< (148

Como 1 + & es mayor que 1, (1 + &) crecerd indefini-
damente (ntimero 375) con n; la desigualdad anterior =
puede, pues, verificarse siempre, y como h tiende hacia
cero cuando n aumenta indefinidamente, el aumento 8
hace por grados insensibles, y queda demostrado el®
teorema.

4 La cantidad a= no toma mds que una sola vez el mismo
valor. :

Acabamos de ver que Ia cantidad a* es continua; es deci
que si se hace crecer « de un valor 8 & un valor g, e
cantidad tomard todos los valores intermedios entre a8 §

/
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at, de manera que si se supone @ > 0 y se hace variar z de
una manera continua de 0 a-- o, a* tomard todos los
valores desde 1 hasta + oo ; y si se le dan a z todos los
valores desde 0 hasta — oo, la funcién a* tomaré todoes los
valores.desde 1 hasta 0, porque

- i
a’=—1 y @ —= Fz 0.

Luego si z varfade — o0 a 4+ o, la funcién a* toma todos
los valores desde 0 hasta 4 o ; pero esta funcién no puede
pasar mds que una sola vez por cada valor,

_ En efecto, supongamos que a* haya tomado dos valores
iguales parax =2 y 2=2¢, de manera que se tenga ad =gq?¥’,

Pod hacer % ' i
odremos hacer -5 == { = a8—%'; como esta wltima expre-

sién no puede valer 1 sino cuando el exponente de a es
~ nulo, es decir, cuando se tiene-§ = &'; la funcién no toma

méds que una vez el mismo valor,

_393. Cuando a <1, sus potencias posilivas disminuyen

sin cesar y llegan a ser menores que cualquier ntimero

positivo dado; sus potencias negativas pueden considerarse

- 2 1
como siendo las potencias de 2 due es mayor que {1; luego

crecen y llegan a ser mayores que cualquier nimero,

En todos los cases, e toma todos los valores positivos.

394. Propiedades de los logaritmos.

Lo El logaritmo de un producto es igual a la suma de los
logaritmos de los faclores. i

Sean a*=b, a¥=¢, a*=d; se tiene a=tv+s — ped
conformed la definicién, 2+ y -z serd el logaritmo de (;cd.

2° El logaritmo de un cociente €s igiial a la diferenciu de los
lagari;mos del dividendo y del divisor.

Se = = i L
an a*=25, a¥=¢; se tiene av =i — 8" y conforme

& la definicién # — y serd el logaritmo de &
c
3° El logaritmo de la n™ potencia de un nimero es tgual
a n veces el logaritmo de este numero.
desf'ii a*=4&; se tendrd an* =", y nz serd el logaritmo
", > Ly

.Q El logaritme de una raiz es igual al logaritmo del numero

dividido por el indice de la raiz.
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Sea a*=b5, /b = bi; en sonsecuencia dm = b, y %
serd el logaritmo de /3. LI

5¢ En un sistema cualquiera de logaritmos, el logaritmo de
{es cero, y el logaritmo de la base del sistema es 1.

‘En efecto, sea cual fuere a, se tiene a®=1; luego
logi=0yad=a=aq;luegologa=1. Se puedsd también
deducir que log. 0 = — w; porque a—= =0.

395. Diferentes sistemas de logaritmos. — Puede tomarse
un nimero positivo cualquiera como base de un sistema
de logaritmos. Se pueden eoncebir asi una infinidad de
sistemas. Los dos sistemas generalmente usados son :

1% Los logaritmos vulgares o de Briggs, cuya base es 10;

2° Los logaritmos neperianos, llamados también naturales
o hiperbilicos, y cuyo inventor fué el escosés Juan Néper.
La base de los logaritmos neperianos es un nimero incon-
mensurable 2718 28 1 828459 .. ., que se llama el nimero

¢y cuya importancia es grande en las Matemélicas supe-

riores L.

396. Conversién de los logaritmos de un sistema en
otro. — Conociendo el logaritmo de un nimero en un
sistema, es facil encontrar el logaritmo del mismo nimero
en otro sistema; basta con aplicar el teorema siguiente 3

397. Teorema. La relacién entre los logaritmos de un mismo
niimere en dos sistemas es constante.

Sea x el logaritmo de b en un sistema cuya base es a;

designaremos los logaritmos de este sistema por logs -

tenemos : -

z=logsb o b=g"
si o’ es el logaritmo del mismo niimero en el sistema de
base a', tendremos :

T'=log. b o
s& puede escribir :

b=a’

a*=a",
Tomando los log, de los dos miembros, se tiene :
2 logs a =a' log, a"
Pero
logaa =1.

i. Véase en nnestros Elemcnfos de Geometria analitica |
Cdleulo infinitesimal el origen de esie ntimero. =

K

-
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Luego
z=2a'logaa,
y la relacién entre los logaritmos de b en el sistema de
base a' y en el sistema de base g es
C AR
z  loge.d
Esla relacidén es constante, como lo queriamos demostrar,
398 Consecuencia. La relacién anteriorda o' = & %,;
] ) Wla
luego, conociendo el logaritmo de b en el primer sistema,
se obliene el logaritmo del mismo ntmero en el segundo

sisterna multiplicando el primer logaritmo por fBgLa" Esta
a

iltima cantitad se llama el médulo del segundo sistema.
Es el inverso del logaritmo de la base del segundo sistema
tomado en el primero,

399. Aplicaciones.

L. Transformar los logaritmos vulgares en loguritmos nepe-
rianos.

Los logaritmos vulgares se designan por log y los loga-
ritmos neperianos por L.

Si se trata de un nimero z, sus logaritmos son Lz y logz,
¥ tenemos

T=e¢lt— [Qlg=x

0 elr— [Qlgx (1)

Tomando los L de ambos miembros, tenemos
Lz < Le=logz. L 10

Pero Le=1; luego
Lz=logz. L10

=l 1

La cantidad ﬁﬁ es el médulo de los logaritmos vulgares;

su valor es 0,434204482.

Il. Transformar los logaritmos neperwinos en logaritmos
vulgares,

Enla ecuacién (1), tomemos los log. de ambos miembros,
tenemosg 5

Lz. loge =log z. log 10
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log10=1; luego
Lz. loge=loga

T 1
L;c-logmm

@ es el médulo de los logaritmos neparianos; su valor

s 2,302 585 093,
II1. Buscar el log. vulgar de 5.
logh =1log. nep. 5 > médulo
_ log5=1,6094379 < 0,434294482 = 0,698 97 000,
IV. Encontrar el log. neperiano de 100. ;
Basta multiplicar el log. vulgar por el médulo :
log. nep. 100 =2 x 2,302 585 093 = 4605470186,

§ I. — De los logaritmos vulgares.

400. Los logaritmos vulgares o ae Briggs, mds cdmodos
para los calculos pricticos que los logaritmos neperianos,
tienen por base el namero10.

Por ser

100 =102
1000 =10%... etc;

se ve en este sistema : 1° que el logaritmo de 10 es 1, el
de 100 es 2, el de 1000 es 3 ; en general el de 10” es n.

2° Que todo nimere comprendido entre 1 y 10 tiene
su logaritmo mayor que cero y menor que 1; que todo
niimero comprendido entre 10 y 4100 tiene su logaritmo
mayor que 4 y menor que 2; que todo nimero compren-
dido entre 100 y 1000 tiene su logaritmo mayor que 2
Yy menor que 3, y asi sucesivamente; de donde resulta
que el Jogaritmo de un nimero mayor que 40 se com-
pone de una parle entera llamada caracteristica, y de una
parte decimal llamada mantisa. Se ve ademas, que la carac-
teristica contiene tanlas unidades como cifras tiene el ni-
mero en su parte entera, menos {4,

404. Teorema. — El logaritmo de un niumero diez, cien,
mil veces, etc., mayor 6 menor que otro, tiene la misma man-
kisa que éste, y no difiere mds que en la caracteristica.

En efecto,

log(a < 107) =loga 4 log10" =loga +n
¥y n es un niimero entero (mim. £00).
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lgualmente, logi%;, = loga —logi0® =loga —n.

Del mismo modo,

Yy se ve que.
+1esellogde 10,y que —1 es el de:

+2 » 100, - » —2 »

10
{
100
1
1000

T » 1000, »

y asi sucesivamente

Del mismo modo,

si 0,69897 es el log de 5, — 0,69807 serd el de-;;
__—’ -
1865

Asi, cuando se cambia el signo del logaritmo de un
nimero dado, se obtiene el logaritmo de la inversa de
este nimero; y un logaritmo negativo puede considerarse
como el logaritmo de una fraccidn que tiene 1 por nu-
merador, y por denominador el nimero a que corres-
ponde el mismo logaritmo considerade como positivo.

402. Estas mismas igualdades demuestran que un
nim.ro comprendido entre 4 y 0,4 tiene un logaritmo
comprendido entre 0 y —1;

Que un ntimero comprendido entre 0,4 y 0,01 tiene un loga
ritmo comprendido entre — 1 y — 2, y asf sucesivamente.

403. La introduccién, en los cédleulos, de logaritmos
enteramente negativos seria casi siempre una complica-
cién; para evitarla, se hace positiva la parte decimal del
logaritmo, quedando inicamente negativa la caracteristica.

Sea el logarilmo negativo — 2,69897.

Se puede escribir, agregando y quitando 1,

— 2,60807 = — 3 4 (1 — 0,69897).
Efectuando la substraccién indicada en el paréntesis

—2,60897=—3, +0,30103 o 3,30103.

v si 2,26600 » 4845, —2,26600 »
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Igualmente el logaritmo negativo — 0,48674 puede escri-
cribirse : o
—0,48678 = —{ 4 (1 —0,48674) o 1,51326.

404. Regla. — Luego, para (ransformar un logaritmo
negativo en otro logaritmo que no tenga mds que la caracte-
ristica negativa se resta de 1 la parte decimal y se uniade
— 1 @’ la raracteristicu. El signo menos que afecta a la ca-
racieristica dnicamente, se escribe encima de dicha ca-
racteristica.

405. De ahi y de lo que se ha dicho en el nam. 401.
resulta que el logaritmo de un niimers menor que 1 tiene
una caracteristica negativa cuyo valor absoluto indiza ¢l
lugar que ocupan, después de las unidudes simples, las uni-
dades superiores del ndmere propuesto.

406. Observacién. — En la confeccién de las tablas no
s¢ han calculado los logaritmos de los niimeros menores
que 1, ni los de los nimeros fraccionarios, porque se
pueden obtener estos logaritmos de una manera indirecta.

Asi, para oblener el logaritmo de 0,625, se multiplica
625
1000
De donde (394) log oo — log625 — log4 000

¥y se divide este nimero por 1 000, y se tiene

log 625 = 2,705 88
log1 000 = 3,000 00
Luego log0,625 = 1,795 88

407. Cologaritmo. — Se llama cologaritmo de un nimero
el logaritmo de la inversa de este nimero.
408. Regla. — Para obtener el cologaritmo de un ni-
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§ III. — De las tablas de logaritmos.

409. Existen diferentes tablas de logaritmos; las unas,
llamadas grandes lablas, dan los logaritmos de los 100 000
0 de los 108 000 primeros nimeros, con 7 cifras decimales;
se usan ordinariamente las de Callet, de Dupuis o de
Schrén. Las otras, llamadas pequefias tablas, contieren
los logaritmos de los 10 000 primeros nimeros con 5 deci-
males; y, aun cuando estas tltimas dan una aproxima-
cién menor en los célculos, son, sin embargo, mds usuales
que las primeras,

En todas estas tablas, hay columnas especiales que con-
tienen las diferencias que existen entre los logaritmos de
dos niimeros consecutivos, Hay tablas que no dan las carac-
teristicas, lo cual es una simplificacion, porque la simple
inspeccién de un ndimero hace conocer la parte entera de
su logaritmo.

410. Para servirse ventajosamente de una tabla de loga-
ritmos, es preciso saber resolver las dos cuestiones si-
guientes :

i¢ Encontrar el logaritmo de un nimero dado.

2¢ Encontrar el nimero que corresponde & un logaritmo
dado.

i. — Pequefias Tablas,

441. Encentrar el logaritmo de un niimero dado. —
Suponemos a la vista las pequenas tablas con % decimales.

ier Caso. — El numero se encuentra en las tablas. Basta
leer inmediatamente el logaritmo correspondiente.

merd, se resta de 0 el logaritmo de este ndmero, lo guic S
equivale a aftadir 41 d la caracteristice, a cambiarly de
signo, luego a tomar el compler;)zemo alide tg pgrre a;e;;mal. *
Este complemento a 1 se obuene restando de 9 cada une A :
de las ca'frar:: de la parte decimal, excejto la primera cifra defergﬂi?& —;‘iile;un;:m 2" ste encuentra en las tablas. Se
significativa de la derecha, que se resta de 10, I d'p' 3 caracteristica (ndm. 400 y 403),
EiEMPLOS ; ; uego se divide este nimero por 10 o por 100, o por

: ; , 1000, etc., de manera que se tenga un nimero entero, y
Log8=0,903 09; colog8=1,096 91 - el mayor posible, comprendido en la tabla; por tltimo

log639 = 2,805 50, colog639 = 3,194 50 : \ se busca la mantisa del logaritmo del nimero asj dividido,
log0,005 — 3,698 97;  colog0,005 = 2,304 03, 5 ‘ teniendo en cuenta las diferencias tabulares, :

Sea por caleular el logaritmo de 24647,

Asi se ve que el log. de 6843 es 3,83525.
_Del mismo modo el log. de 6,843 es 0,83525, porque no
difiere de el de 6843 sino en la caracterislica (nim. %04),
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Teniendo este nimero cinco cifras, la caracteristica de
sut logaritmo es 4.

Dividamos 24647 por 10, lo.que da 246%,7.

Busquemos en las tablas la parte decimal del logaritmo
de 2464, se encuentra 0,39164.

Siendo 48 unidades del quinto orden la diferencia tabu-
lar entre los logaritmos de 2464 y de 2463, se dird, conside-
rando los aumentos de los logaritmos como proporcionales a
los aumentos de los nimeros :

Si por un entero de diferencia en los nimeros hay un
anmento de 48 en los logaritmos, por una diferencia de
0, 7 en los nimerns habrd un aumento de x en los logarit-
mos : 0

1_07
o
de donde =13, con una unidad del quinto orden de

aproximacién. Se agregan estos 13 cienmilésimos a...
4,3916% y se tiene:

log. 25647 = 439177

Sea todavia por encontrar el logaritmo de 0,0478533.

La caracteristica del logaritmo sera 2.

Cologquemos la coma después de la cifra 5, se tiene :
4785,33.

El logaritmo de 4785 tiene por mantisa 0,67988.

La diferencia entre los logaritmos de los nims. 4785 y
786 siendo 9 unidades del quinte orden, se dird :

Si por 1 entero de diferencia en los ntimeros hay un
aumento de 9 en los logaritmos, por una diferencia de
0,33 en los nlimeros, habrd un aumento de z en los loga-

rilmos, 0
0,33

l _—
R
se encuentra, con aproximacién de una unidad del quinto
orden, =13,
y el logaritmo de 0,0478533 es 2,67994,
En algunas tablas, el cdleulo de las partes proporcios
nales esta efectuado y se encuentra indicado en una <to-

lumna especial.
412. Encontrar el ndmero que corresponde a un loga-

]
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ritmo dado. — 1*7 CAs0. — La manuisa se encuentra exacta-
mente en las tablas.

En'este caso se lee inmediatamente el nimero corres-
p‘ondlente 4 esta mantisa, que se busca generalmente como
si estuviera precedide de la caracteristica 3,

Asl, se ve que el nimero correspondiente al logarilmo
2,88395 es 7655. La caracteristica 2 del logaritmo propuesto
indica que el niimero pedido tiene tres cifras en su parte
entera : este nimero es por lo mismao.. ., 765,5.

Del mismo modo, el niimero correspondiente a la man-
tisa del logaritmo 2,18808 es 1542 : la caracterfstica . ‘n-
dica que la primera cifra significativa del ndmero pedido
ocupa el segundo lugar después de la coma (nimero 405)
este ntimero es por lo mismo 0,01542, . ]

9S.° CAs0. La mantisa no se encuentra en las tablas.

ea por encontrar el nimero ;

4,55575? que corresponde al log,

Se busca en las tablas la mantisa del logaritmo como si
estuviera precedida de la caracteristica 3. Se ve que estd
gzrgggg?dlda entre 3,55570, log. de 3595, y 3,55382, log.

La diferencia tabular es 12, y la que existe entre el log
dado 35575 y ellog. inmediatamente inferior 55570 es 5.

Se dird : Si cuando el log. 35570 aumenta 12 unida.des
del quinto orden, el nimero 3595 crece 4; cuando el loga-
ritmo aumente 5 unidades, el niimero crecerd &

12 - 3

T g
Se encuentra, con un centésimo de aproximacién
=0,41 que seafdade a 3505, lo que da 339541, '
3 La caracteristica 4 indica que el ntimero pedido tiene
5 cifras en su parte entera; este niimero es pues 35954,1,

0

2. — Uso de las grandes tablas,

413. Suponemos que estén a la vista las tablas de Calle
6 las de Dupuis, o bien las de Schron. En estas tablas, los
logar:tmos de los niimeros menores que 1000 o que ,4200
conlienen 8 decimales; los de los nimeros mayores, con-
tienen 7 decimales. '
_ Los 1200 primeros nimeros y sus logaritmos se leen
lnmediatamente ; en cuanto a los ndmeros mayores que
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1200 y sus logaritmos, se leen en dos partes. En efecto, en
una columna intitulada N, se ven las decenas del nimero;
sus unidades se encuentran arriba y abajo de la pagina,
sobre una linea horizontal que comprende las cifras 0, 1,
2,3,4%5,6,7,8,9. La primera parte del logarilmo, com-
vuesta de las cifras comunes a los logaritmos de varios
numeros, se lee en la columna 0, y la segunda parte se
encuentra en la columna de la cifra de las unidades y en
“la linea horizontal correspondiente a las decenas.

Asi, para encontrar el logaritmo del ndmero 19208, se
escribe primero la caracteristica 4, que no estd en las
tablas, luego se leen a continuacién de 1920, en la columna
0, las tres primeras cifras decimales 283; por dltimo,
en la columna 6, se encuentran las cuatro iltimas, £369;
el logaritmo de 19206 es pues 4,2834369.

Del mismo modo, el log. de 19450, cuya caracteristica es
4, se compone de 288, que se encuentra en la columna 0,
un poco arriba de la linea horizontal correspondiente a las
decenas 1945, y de las cuatro dllimas cifras 9196, que se
encuentran en la misma columna vertical y sobre la mis-
ma linea horizontal corresponidiente a las decenas; por
consiguiente el logaritmo de 19450 es 4,2889195.

Para encontrar el logaritmo del nimero 348,567, cuya
caraclerislica es 2, se corre la coma después del 6, y se
busca el logaritmo de 34 856, que es 542 2775; la. diferen-
cia entre los log. de los nimeros 3% 856 y 34857 es 125;
en vez de calcular el aumento por 0,7 estableciendo la
proporcién 1_;§=93'c2’ se encuentra inmediatamente el
resultado del céleulo en una pequefia tabla encabezada
con 125; en efecto, en esta tabla, enfrente del 7, se lee el
nimero 88, que representa las unidades de séptimo orden
que es preciso afiadir al logaritmo de 34 856, ¢

El logaritmo del nimero 348,567 es pues 2,5422863,

Para el log. de 3743595, se encuentra primeramente
6,5732778. La diferencia entre los log. de 37435 y 37436 es
116; falta calcular el aumento que sufre el log. por 0,96.

La tabla encabezada con 116 da por 0,9
y por 0,6 da 70; de donde por 0,06, . . .

luego por 0,96 al aumento serd. , . , . , .
que debe agregarse a 6,5732778,

LOGARITMOS Y ECUACIONES EXPONENCIALES 209

Por consiguiente, el log. del ng 4
SR gu , g numero 3743596 seri :

414. Sea ahora por encontrar el nimero correspondiente
al log. 4,6804624.

Se busca primeramente 680 entre los nimeros aislados
de la columna o, luego 4624 en las lineas horizontlales
“omprendidas entre 680 ¥ 681, y se ve que 462 esta en la
-'ull._lmna_i, cuya cifra esla cifra de las unidades; siguirndo
hacia la izquierda la linea horizontal que contiene 462%, se
llega al nimero 4794 que representa las decenas del nu-
mero buscado : este nimero es pues 47914.

Sea aun por encontrar el ndamero correspondiente al
log. 0,0597809.

Buscamos primeramente 059 entre los niimeres aislados
de la columna 0; luego, en las lineas horizonlales com-
prendlldas entre 059 y 060, buscamos el ndmero que se
aproxime mis por defecto, a 7809; este nimero es 7527,
el cual estd en la columna 5, cuya cifra es la cifra de las
umdades_; siguiendo hacia la izquierda la linea horizontal
que contiene 7527, se llega al ndmero 1147, que repre-
senta las decenas. El nimero pedido es pues 11475, con
aproximacién de una unidad. Si se quiere una aproxima-
E“"rf mayor, se busca la diferencia que existe entre 7527 y
1905, y la que existe entre 7527 Y 7809; la primera es 378
¥y la segunda 282. Se ve en seguida en la tabla intitulada...
378-379. entre qué miimeros estd comprendido 282; se ve
que lo estd entre 265 ¥ 303; la cifra 7, corrrespondiente
a 265, indi.ca las décimas del ndmero buscado. Para obtener
las centésimas se busca la diferencia que existe entre 282
¥ 265, y se encuentra 17; si fuera 170, la tabla daria & déci-
mas; 17 dard cuatro centésimas; de este modo se habri
encontrade 1447574; y, como la caracleristica es 0, el
Dumero pedido, es 4,147574.

3. — Observaciones sobre el empleo de las partes
proporcionales.
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Sean, en efecto, a+1 y a dos nimeros enleros conse-
eutivos; llamando d la diferencia de sus logaritmos, se
tendri :
d=log(a+ i)—loga:log(aaﬁ)

a=log(t +7)

3 y . L.
ahora bien, a medida que a aumenta, = disminuye, y la

expresién 1+:1z tiende hacia 1; pero el logaritmo de 4

es 0, luego las diferencias tienden hacia 0,

416. Cuanco los niimeros son suficientemente grandes, los
aumentos de los logaritmos son sensiblemente proporcionales a
los aumentos de los niumeros.

Sean tres nimeros a, @ + h,a -~ 2k, en progresién arit-
mética, hagamos ver que los logaritmos de estos nimeros
estdn sensiblemente en progresién aritmética, es decir,
que se tiene :

log(a + k) — loga =log(a + 2h) —log (a + &).

o(-4)— g2
log (1 B :—:) = log (1 - %) 1)

Si a es suficientemente grande y A muy pequeia, los

valores de los paréntesis se acercan sensiblementead, por .

consiguiente la llima igualdad se verifica lo mismo que
las anteriores.

417. Observacién. — Si en las expresiones log (i +2)

y log (1 hid %} hacemos a =1 000, h=1, estas expre-

glones se convierten en

1 1001 :
Log (1 - m) = log ] pog = 00003408

Log (1 + ﬁ) = log ;o0 = 0,00043364,
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- ?omo estos dos Ioga_nf.mos difieren menos de una unidad

el sexto orden decimal, lo mismo sucede con los dos
miembros de la igualdad (1). Luego cuando los nimeros
Son mayores que 1000 los aumentos de los logaritmos son

e ib mente proporci
Sens {25 Unﬂ.leﬂ a 103 aumentos de 105 Blj."

Operaciones resueltas por logaritmos.

448. 1° Sea por sumar el log
con el logaritmo , . , . 2,95419

§¢ encuentra. . ., , ., , . . 2,82664
. 2,82

2° Sea por restar del logaritmo, .
el logaritmo. . , .

.

§¢ encuentra, , , .

Después de haber dicho en las déci
: cimas : {
8, se continda 3 para 0 faltan — 3, Pefs L

3¢ Sea por restar del logdedo . .00 i 0,00000

el logaritmo , , . . et oo ) 3,39193
RO e a5

se encuy
entm..................2,60807

3Después de haber dicho en las décimas : 1 de retenida
¥ 3 son 4, & para 10 faltan 6, se continta : 1 de retenida y
—3son—2 —32 para 0 faltan - 2,

Se ve que esto equivale a t i
omar el
5,30105 (ot e cologaritmo de

&° Seq por multiplicar por 3 el log .

Producto ,

LA T S

Después de haber dicho 3 por 9 son 27, escribo 7 y re-
14
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tengo 2, se agrega:3 por—4da—12,—12y+2 de rete-
nida son — 10,

Cuando hay que dividir por 2, por 3, por 4, etc., un
logaritmo cuya caracteristica- negaliva no sea d.visible
exactamente por estos niimeros, se agrega a dicha caracle-
ristica un ndmero negalivo tal que la haga divisible ; luego
por compensacién, se agrega el mismo nimero positivo &
la mantisa, y se hace la divisidn.

415, Esempros : 5° Dividir por 2 el log 1,42846.

Se agrega —1a la caracteristica, a fin de hacerla
divisible por 2, luego, por compensacitn, se agrega 414
la parte decimal, y se dice : mitad de 3 es 1, mitad de 14
es 7. mitad de 2 es 1...

Ei cociente es pues 1,71423.

6+ Dividir por & el log 5,62829.

Se agrega —3 a la caracleristica, a fin de hacerla
divisible por &, luego, por compensacién, se agrega + 3a
la mantisa, y se dice : cuarta de 8 es 2, cuarta de 36 es 9...

El cociente pedido es 2,90707, con aproximacién de un
cienmilésimo.

7° Caleular el logaritmo de la expresion !

g 0 < 0,0826 < 16,57
— 13,58 5<0,0017 X< 9,467

Se suman juntamente los logaritmos de_los factores del
numerador, y los cologaritmos de los factores del denomi-
nador.

Log 64 =1,80618

Log 0,0826 — 2,91698
Log 16,57= 1,21932

Colog 13,48 =2,87031
Colog 0,0017 = 2,76955
Colog 9,467 =1,02379
Log =z =2,60613.

8¢ Caleular la expresion

. 64628 x V2 (ET3" + 0,42636*)
o 196my/21
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Log64,13 = 1,80706

2 log64,13 =3,61412

Log6,462 = 0,81037
o
¥
1

log6 = 0,38907
64,132 = 112,72

Log0,42636 — 1,62978
2 1og0.42636 — 1,25956
0,426362 =10,18178

64,132 + 0,426362 = 4112,90

3 log2 =0,10034

Log4 112,90 = 3,61416

Colog 196 =13,70774

Cologm=1,50285

Colog log2t —1,33589

Logé 112,9 =3,61416 Logz =1,46342
Log2 = 0,30103 T =29,068

~ a1
Logy2 =3 log 2=0,10034

Log6=0,7781%

LogyB =4 log 6=0,38907
Log21 = 1,32222

Logy2l = 3 log24 = 0,66114

9¢ Sea por ultimo, calcular el valor de la siguiente expresion :

2= 0:9137VAE x 0,6543241/3
186,8%17 < 0,056789450

Para efectuar este calcul
sieto docintalae. 0, haremos uso de las tablas con
Log0,913 = 1,9604708
Logn=0,4971499
Log\A5 = 0,5880456
Log0,654321 — 1,8157409
Logy/2 = 0,1003433
Colog 186,8417 — 3,7285262
Colog1,056789459 =1,2457322
Logz = 1,9360589
2 =10,863096

Con aproximacién de un millonésimo.
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CAPITULO 11

ECUACIONES EXPONENCIALES

420 Definicién. — Lldmase ecuacién exponencial una
ecuacion en la cual la incognila es un exponente, ;
Se resuelven eslas ecuaciones aplicando las propiedades

aritmos. X
del;gols: llglg';ll;llema I. — Resolver la ecuacion a*=>hb, conay b

positivos. ]
Tomando los logaritmos

zloga=logh
__logh
x_Ioga

422. Problema II. — Resolver la ecuacién ab* = c.
Haciendo b* =1y, se tiene
aV=g¢

de donde 3 Tiks
~ loga
¥y, por ser iy
=i

loge

1 .
= Togh" log Toga
423. Problema III. — Resolver la ecuacitn
a* 4 ba* +ec=0.

Haciendo

aF=y
y*+oyte=0

: —b:t:\IE‘—E_
2

resulta

y=

Por ser
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— b= 6T —fge ¢
2

Es preciso que los valores de ¥ sean positivos
424. Problema IV. — Resolver las ecuaciones

logz + logy = m
ar + by —— N

La primera ecuacién da

logzy—=m
o0
Ty = 10m
0
__om
=—

tustituyendo en la segunda 4 xy por este valor

m
il e
o
az? —ex 4 b < 10m =0
de donde

== /e —%ab x 10m
=
2a

A cada valor de z corresponde un valor de v.
425. Problema V. — Resolver las ecuuciones
V=y*
Td =1y,
La primera ecuacién da
ylogz ==zlogy
¥ la segunda
3 logz =2 logy.

Dividiendo miembro a miembro

F

=
372

21%

(1)




et i
AR

e

—ar

i

e ey

=
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Sustituyendo en (2);

La solucién z =0 no tiene significacisn.
Tomando

CAPITULO 111

INTERES COMPUESTO. ANUALIDADES

§ I. — Interés compuesto.

426. Definicién. — Una suma estd impuesta 4 interés com-
puesto, cuando, cada aio, el interés producido se agrega al
eapiral para producir interés el ano siguiente.

427. Férmula del interés compunesto.

Liamemos a, el capital impuesto.

— r, el interés anual de un peso o el 1%
tanto.
- n, el tiempo.
— A, el capital aumentado con su interés.

1 peso se convierte en un afio en

@ pesos se convertirdn ep a veces mds 0 . , . . a(t + 1)
_Asi. multiplicando un capital cualquiera por (1 4r) se
encuentra en lo que se convierte esle capital al cabo

un afio.

a{i+r) es el capital- que deberd producir interes
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durante el segundo afio; este capital se coavertird al fin de
dicho afio en

a(l+r(t +r)=a(t + )

Del mismo modo, siendo a (1 4 r)? el capital que debe
producir intereses durante el tercer afo, este capital se
convertird al fin de dicho afio en

a(dl+r2(i4+r)=a(d+r)p?

y asi consecutivamente.
Luego, al cabo de n afios, el valor A del capital, méis sus
intereses compuestos, serd :

A=a(l+r)p ()

428. Tal esla férmula general del interés compuesto;
Jsontiene cuatro cantidades variables: A, a,n y r; cono-
ciendo Lres de ellas se puede calcular la otra.
429. Cédlculo del capital impuesto. — Para despejar a, se
dividen los dos miembros por (1 4 r)*, y se encuentra :

o= (@)
14rpm
430. Cdlculo del tanto. — Para despejar a r, se dividen

por a los dos miembros de la ecuacidn (1}, y se extrae la
rafz n™me de los cocienles; queda

" /A
l+r=\/;

r=y/3—1. (3)

de donde

434. Célculo del tiempo. — Por Wltimo, para despejar
a'n, se hace uso de los logaritmos, y se escribe :

LogA =loga+ nlog(i +r)

de donde : |
__logA —loga
s log(1 +1r) * (5
432. Todas estas férmulas son calculables per logaritmos.

Cuando el logaritmo de (14 r) debe repetirse n veces
testando n ordinariamente comprendido entre 1 y 100), es
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bueno tomarlo con ocho o nueve decimales; porque, en las
tablas, no siendo mds que aprozimada la ullima cifra, el
producto del logaritmo por n podria hacer el error consi-
derable; después de haber multiplicado por n el logaritmo
de (1 4+ r), no se conservan en el producto mas que cinco
cifras o siete cifras decimales segtin las tablas que se hayan
usado, y se tiene cuidado de forzar la ultima, si la cifra que
sigue es mayor que 4.*

433. Observacitn I. — A menudo el interés se capitaliza
cada seis meses; entonces, en las férmulas, 2n representa

21

el nimero de semestres transcurridos, y é el 100 del tanto

por seis meses. Las férmulas toman en este caso las
siguientes formas :

A=a(i+%)h
S T,
(1+3)"

h&

r £
3=\/az—1

o =lngA—loga_
log(i + %)

Asi un capital de 4 000 pesos impuestos a interés compuesto
durante 15 anos, al & °/,, y capitalizindose los intereses cada
6 meses se convierte en ;

A =14000 (1,02)% = § 7245 %0.

434. Observacién II. — La férmula A (1 + r)? supone que
nrepresenta un nimero entero de afios. Si esto no es asi,
se calcula generalmente en lo que se converlird el capital
mds sus intereses al cabo de n aiios, luego se buscan los

intereses simples que produce durante la fraccion de afio -~

el capital asi aumentado. ;
Llamemos n el nimero de afios, f la fraccién de afio,
siendo siempre r el interés de 1 peso en un afio.

* Al fin de ¥a obra se encontrars una tabla de log logaritmoes de (I + r)
eon nusve cifras decimales.
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Al cabo de w afios el capital se habra convertido en
a(i 4 rjn,

Si 1 peso produce r en un afio, en un tiempo f produ-
cira fr,y el capital a(1 4 r)* producira en el mismo tiempo :

a(d 4-r)n < fr.
A=a(l +rr +ad + ri® < fr.

Sacando a(1 + r)® como factor comtn, se tiene ;
A=a(t +r)n (4 + fr). (5)

435. La férmula (5) se aplica sin trabajo cuando la incég-
nita es A o ¢; es de una aplicacion menos ficil euando
la incégnita es r, porque conduce generalmente a una
ecuacién de un grado superior al segundo; por illimo,
cuando se busca el tiempo, todavia se puede aplicar, aun
cuando entonces se tengan dos incdgnitas,

En efecto, se tiene :

LogA =loga + nlog(i +r) + log(1 + fr)
de donde

Luego

__logA—loga log(i+ fr
iy ]ogfi-]—r% " Tog(T+1)° (6)

Si efectuamos la divisién indicada en la primera parte
del segundo miembro, tendremos, llamando g el cociente
¥ R la resta,

logA —loga R
Iogi+7r 41 Iog(T+7)’

Llevando este valor ala ecuacién (6), queda :
), R log(1 4 1)
Bt Rl oy e Iog't_i ¥
Por otra parte, n y ¢ son enteros por hipétesis; ?(?ﬁ

¥ li!Hg(ii '5_’2' , son fracciones, porque | + fr es menor que

! +7; luego la igualdad no se verificars sino cuando se
fenga :
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e R
"= T g+

R=log({ + fr).

Asi, la parte entera del cociente da un niimero exacto de
afios, y la resta es el log. de (4 4 [r), de donde se saca facil-
mente el valor de f.

436. Problema. — Una ciudad ve crecer su poblacion cada
afio la ciento veinleava parte; se pregunita deniro de qué
tiempo se duplicara su poblacion.

Sean p la poblacién actual,

og(d
de donde

1 .
= la relacién que expresa el aumento anual,

n el tiempo,
P la poblacién después de n afios.
Después de un afo la poblacién serd p més el aumento

Px?_:-l, 0 p+~£, 0 p(i-{—%), 0 p(ﬂ‘%‘_i)

Asi, multiplicando por m;l—i la poblacién al principio

de un afio, se obtiene la que serd al fin de este aiio.
Después de dos anos la poblacion serd pues :

/,l_l__d)ﬂ

m
después de 3 afos serd :

m -+ 1\?
p( m )
y después de n afios serd :
m -4 1\»
(%)
entonces se tendrd por férmula general -
e (I
Bl )
Para resolver el problema propuesto, hagamos P = 2p

pEEY o 1-(nEY

i
3
= |
.§
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Log2 =1nlog (m + l), de donde n= ——lO—EZ_:reem-
m lOg (m -4 'l)
placemos las letras por su valor : G:
__ log2
=01
l(}g ‘F‘._’TG
Log2 = 0,30103.

n

9
Log o5 = 0,00361.

‘El coc':iente de 0,30103 por 0,00361 es 83, mds una frac-
cién. Asi la poblacién se duplicara dentro de 83 afios proxi-
mamente.

437. Aplicaciones. — {° Hallur en qué se convierte una
suma de 40 000 pesos impuesta a interes compuesto, al &,5°/,
durante 12 ajios, g ,

La férmula (1) da :

A = 40000 (1,045)12
Log. 40000 = 4,60206
+ 12 log. 1,045 = 0,22940
Log. A — 4,83146
de donde e ,
A = 67835,7.

- 29 ;Cudl es el capital que colocado a iﬁtere’s compuesto, y at
5 °/u durante 10 afios, se ha convertido en $ 12 6407
La férmula (2) da:
__ 12640
{1,085}
Log. 12640 = 4,10175
Colog. (1,05)%0 =7 78814
Log. A =3,88y86
de donde 2 ,

a="7760 pesos.

m?:“ Una .ﬂ.;ma de 10 000 pesos colocada a inferés compuesto se
14 convertido en 20 360 pesos despues de 43 anos
Bt P ] 5, ¢ @ que tanto

La férmula (3Y da :
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18 Joanaon
e \/@ — 4
10000
Log. 20360 — §,30878
Log. 10000 = #,00000

Diferencia 0,30878

El ;—5 es 0,02058, correspondiente a 1,049, por exceso
de donde :

?

r=0,049

y por consiguiente el tanto es 4,90.

4° Una suma de 40 000 pesos colocada al &,5 o/, de interés
compueslo, se ha convertido en $67835,7, scudnlos afios durd
colocuda?

La férmula (4) da:

__ log. 67835,7 — log. 40000
o log. 1,045
Log. 67835,7=4,83146
Log. 40000 = 4,60206

Diferencia = 0,22940

que es preciso dividir por 0,01942, log. de 4,045. Se
encuentra por cociente 12 afios.

50 ¢ Qué tiempo se necesita pnra que se duplique una suma
impuesta al 5 °/, de interés compuesio?

Si en la férmula (1) se hace A = 2a, queda :

2a=a(l+r)* o 2=(1+4rm
Log. 2=mn log. (14 7)
de donde
_ log.2 _ 0,30403
" =Tog. 1,05 0,02119

Efectuando la divisién, se encuentra un poco méis de
14 afios.

6° Una suma de 60 000 pesos ha sido impuesta a interés
compuesto durante cierlo tivmpo. 8i hubiera permanecido un
afio menos, el capital definitivo hubiera side $3996,12 menor;
si, al contrario, hubiera permanecido un afio mds, el capital
definitivo hubiera sido $ 156,02 mayor. Se pregunta cudl era
el tanto del interés y la duracion de la imposicion.
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Para resolver este problema, observemos que la dife-
rencia

£156,02 —3996,12 o $1459,9

proviene tnicamente del interés por un afio de § 3996,12.
Se obtendra pues el tanto estableciendo la preporcidn :

3096,12 _ 100
1599 — =z
de donde 2 = 4,001, o sea 4 por ciento.

El capital definitivo después de n afios es 60000 (1,04)n,
Después de n—1 afios, este capital tiene por expresién

60000 (4,04},

Siendo la diferencia entre estos dos capitales $3996,12,
se tendré la igualdad

60000 (1,04)" — 60000 (4,04)— — 3096,42 (1)

como 60000 (1,04) es lo mismo que 60000 (1,04)"—1(1,04) la
ecuacion anterior puede escribirse ;

60000 (1,04)" (1,04) — 60000 (1,04)n~¢ = 3996 12.
Sacando 4 60000 (1,04)" como factor comin, queda :
60000 (1,04)"— (1,04 — 1) = 3996,12

60000 (1,04)n~ > 0,04 = 3096,12
2400 (1,04)"— = 3996, 12,
Log. 2400 + (n — 1) log. 4,04 =log. 3996,12
de donde
n— | = l0g. 3996,12 — log. 2400
log. 1,04

=13 afios

¥ por consiguiente
: n=14% afios.

§ II. — Anualidades y amortizaciones
438. Definicién. — Se llama anualidad la suma que se depo-

sita cida ano, durante un tiempo delerminado, para consti-
tuir un capital 0 para amortizar una deuda.
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En el cdlculo de las anualidades siempre se tiene en
cuenta el interés compuesto.

1. — Amortizacién.

439. Férmula de la amortizacién. — Llamemos A un
capital prestado.
a la anualidad que debe pagarse para amortizar este

capital.
rel interés anual de 1 peso.
n el tiempo.

El capital A se convertird al cabo de n afios en (ni-
mera 427)

A{d 4 )

La primera anualidad, pagada al fin del p ~er afio,
producird inlereses compueéstos durante n—1 _ « v se
convertird en

a(il 4 r)n,

La segunda anualidad, pagada al fin del segundo afio,
producird intcreses compuestos durante n—2 afios y se

convertird en
a (14 2

La tercera anualidad se convertird de una manera
analoga en
a4 2

y asi consecutivamenie, de manera que la anualidad
pagada dos afios antes del n™° afio se convertird en

a(l4r)
La pagada un afio antes del n™° afio se convertird en
a(1+r)

y la tltima anualidad no tendrd mis que su valor a.
Pero entonces la deuda estd pagada; luego la suma de

todas estas anualidades més sus intereses compuestos, debe = =

valer

Ad+4rm
de donde resulta la ecuacién :
Ad+rr=a4a(l+r+a(l+rP+ae(d+r ...

a(i 4 rp-t,
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El segundo miembro de esta ecuacién es la suma de los
téz:mmos de una progresién geomeirica creciente cuye
primer lérmino es a, ¥ la razén (147); esta suma es

igual a
af(t 4 rm—1q
‘“{1—4_*,7’_‘,]' 0 ;—l[(i + rjn — 1]

y la ecuacién se convierte eq :

AL+ = 2[4 Fr)r— 1]
de donde

— Ar{l 4rp
Sarr—t (0

_440. Tal es la férmula de la amortizacién, la cual con-
tiene cuatro cantidades variables, A, a, ry n, que se pue-
den‘ despejar ficilmente, excepto sin embargo r, que
ordinariamente se halla por una ecuacién de un ,grado
superior al segundo.

441. Cdlculo del capital prestade. — Si j
— P I se despeja A,
0 i 1]

i e (2)
442, Calculo del tiem

: PO. — Si se despeja n, se encuentra
sucesivamente ;

Ar(l + rjn = a{i + r}5—~ a
Ar(l + " —a(l +rrt=—a
+rPAr—a)=—g4
; ((i—[—r)"(a—Ar):a.
nlog. (1 + r) + log. (a — Ar) —
de donde ) i He=te
—1og. a—log. (a— Ar)
R log. (1 +7) ; Y
443. Cilculo del tanto. — Guando r es la incognita, se

fnsayan sucesivamente diversos tantos ¥ el que resuelve
la ecuacidn hace conocer r.

Para facilitar estos ensayos,
ecuacidén (1) bajo la forma

8¢ pone generalmente la
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Se busca el cociente de a por Ar; si este cociente es

igr.mlai%t"?1 el tanto ensayado es el tanto pedido; en

caso contrario, se ensaya otro tanto. Cuanto mdis se
aproxima uno al tanto verdadero, menor es la diferencia

a UGS D p e . : :
entre el valor ¥ TEp—1’ si esta diferencia cambia

de signo, el tanto buscado es intermedio entire los dos
ullimos tantos ensayades. Se obtiene de esta manera el
valor de r con la aproximacién que se quiera.

444. Observacifn. — Si a = Ar, la misma férmula (3) se

convierte en (nimero 394) :

"=log.a—log.0=log.a— = e
log. (T +r) — log-(A+7) i
Lo que prueba que si la anualidad iguala Gnicamente al
interés simple del capital, la amortizacién es imposible.
En este caso el valor de a es lo que se llama renta perpetua.
2. — Constitucién de un capital.

445. Supongamos que se impone al principio ae cada

afo, durante cierto tiempo, una suma a, y propongédmonos,

calcular cudl serd el valor del capital asf constituido, al
fin del n@° afo. .
Liamemos A el capital buscado,
@ la anunalidad impuesta;
r el interés anual de 1 peso:
" n el tiempo.
Entre la primera imposicién y el dia en que el capital
esté constituido, transcurrirdn n afios.
La primera imposicién @ producird pues intereses com-
- puestos durante n afios y se convertird en (nim. 427):

a(1 4 ).

La segunda imposicién producird intereses compuestos
durante (n —1) afios y se convertird en :

a(i +ryn—.
La tercera imposicién del mismo modo se convertird en
a(d +r)=*
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y a?si consecutivamente, de manera que la penillima impo-
sicifn se convertird en :

a(l 4 )2

¥ la dltima, un afio antes del arreglo :
a(l + 7).

El capital asi constituido sers pues :

A=Al +1)" +al +rp~ - a(t + )., a(t 412 a1 )
0
A=a[14r) 41+ )2 4 4+, (4 +r)m].
La parte comprendida entre los corchetes es la suma
de los términos de una progresidn geométrica creciente

de n_términos cuya razén es 1 +r, asi como el primer
término. Esta suma es pues (ndm. 384) :

=+ + )y
A T — 1]

A=21+7[14+rm—1)
= :

(4)

lfiﬁ. Esta férmula general contiene cuatro cantidades
variables, {&, &, T, ¥ n, que se pueden despejar facilmente,
excepto, sin e_rphargo ", que ordinariamente se obtiena
por una ecuacion de un grade superior al segundo.
Si se despeja a, resulta :
i Ar #E
a= Ha
TFEFr—1 S
Si se despeja n, se encuentra sucesivamente ;| o phiy
e
Ar=a(l +r) (4 +r*—a(l 4 1)
Ar+a(l +r)=a( + r) ({4 r)m
Ar+tald4-r
_EHJ-DTJ i

nlog. (1 4 7) =log. [Ar + a(f +7)]— log. a(i + r)

_ log. [Ar + a(i + r)] — log. a(1
pte log. (T 7 altr), (6)

447. Si el capital no debiera estar constituido sino m
efios después del nmo depdésito, se razonaria gomo sigue 1

15
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La tltima anualidad pagada produciria durante m afios
y se convertiria en :

all +r)™
la pentiltima se convertirfa en :

a{i + rym+
la antepeniltima :

a(1 + rym+t

y asf sucesivamente, de tal manera que la primera anua-
lidad se convertiria en :
a(l 4 r)mtin—t

de donde haciendo la suma :
A—a{l 4+ 1)m 4 a( 1) 4 ald 4 r)ma{l o),

El segundo miembro es la suma de los términos de una
progresién geomélrica creciente cuya razén es 4 +r ¥ el
atmero de términos n; luego (ndm. 381) :

A=3(1+f)"‘[(i+f)";ll, (1)

448. Observacién. — Constituir un capital m afios
despusés del nme y dltimo depdsito, es lo mismo que consti-
tuirlo m 4 (n — 1) afios después del primer depésito.

449. Aplicaciones. — 1° Un municipio pide prestados
80 000 pesos al & %/, y quiere amortizar esta deuda en 20 anos.
¢ Qué anualidad debe pagar?

La formula (1) da :

i 50000 >< 0,0%(1,05)2*
(1,060 —1

Se tiene primeramente para el numerador :

Log 50000 = 4,69897
Log 0,06 = 2,60206
20 log 1,06 = 0,34067

Log del numerador  3,64170

g Para el denominador se tiene :
20 log 1,06 =0,34067, de donde (1,062 = 2,1944

Lo(fauurmos Y ECUACIONES EXPONENCIALES ézt
¥ por consiguiente el valor de (1,04) — { eg, ee.4,4911
Log 1,191 = 0,07595. .
Restando este logaritmo de of del numerador :
e Log a = 3,56575
a= § 3679,25.
2° Un municipio que puede disponer durante 2% ajios de ung

suma -’ie 8 000 pesos, pr egunla qué Capitllnt debﬂ tomar pr estado

al 5 %/, para que ;
25 ar'ws? que este capital quede amortizado al cabo de

La férmula (2) da :

0,05(1,05)%# 4

Efectuando los calcul :
Hlos, se encuentra A —
mi::: tf’:i epadr;_ _de familia impone cada afio ;els(ﬂi::S'?tpeso?.
e U h3jo, una suma de 200 pesos al,i i) cte s
Hg esto. JQué suma recibird el hijo g l:z edad :;e 281 !m‘_ef‘és
e] digé):[r todp 2.1 lmposiciones, porque la primera 431;?5?
- m;l:cllﬂlleﬂl? del hijo, la segunda al princi:i(:: tlizcl,
( .oy 12 vigési i incipi :
b g aﬁ:a. gesima primera al principio del vigé-
La férmula (4) da :

AR 200 x< 1,04 (4 ,053 1)
0,0% = $6649,70,

40 ]
=3 sg;;u:f:nsdor:’d; ei;:s mtp::szo cada afio, durante 15 afios
a i ;
despue"s del ultimo depdsito? i o g
Aqui m =35, n=15 y la férmula (7) da :

__ 500
A= g (1,08)5[(4,06) — 1] — g 19481 5.

i.
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NOTA 1

PRINCIPIOS RELATIVOS A LAS
ECUACIONES Y A LAS INECUACIONES

§ I. — Principios generales relativos
a las ecuaciones.

450. Primer principio. — Si se agrega o se quitn una mis-
ma cantidad a los dos miembros de una ecuacion, se oltiene

una ecuacion equivalente. ! .
Representemos por A el primer mlembro y por B el
segundo miembro de una ecuacién, pudiendo uno y olro
miembro contener las incdgnitas, y escribamos :
A=B

Agreguemos a los dos miembros la cantidad C, contenga
o no contenga incégnitas, se tiene :
A+C=B+C.
Hagamos ver que estas dos ecuaciones son equivalentes.
Para esto necesitamos probar que cualquier solucién de la

primera es una solucidn de la segunda y reciprocamente. -

En efecto, haciendo idénticos, cualquier soluc‘ién de la
ecuacién (1), a los dos miembros de esla ecuacidn, estos
miembros serdn todavia idénticos cuando se haya agre-
gado a cada uno de ellos la misma cantidad C; pero

entonces las cantidades que se obtienen son los dos

miembros de la ecuacién (2); luego cualquiqr solucién de
la ecuacidn (1) conviene también a la ecuacidn (2).

Reciprocamente. — Cualquier solucién de la ecuaciém

(2), haciendo idénticos los dos miembros de esta ecuacidn,

da evidentemente el mismo valor a G en los dos miembros, =
por cousiguiente hace a A idéntico a B : es pues una sclu-

eién de la ecuacién (1). : A
451. Observacién. — Si se supone que C sea negativa, la

demostracién anterinr prueba gque se puede guitar una

misma cantidad a los dos micmbros de una ecuacidiu si
que se alteren las soluciones de esta ecuacién.
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452. Segundo principio. — S¢ se multiplican o se dividen
o5 dos mivmbros de una ecuacion por una misma rantidad que
ne sea nula ni infinita y que no contnga ninguna incoynita,
se obtiene una ecuacion equivalente.

Sea la ecuacién

A=B,

Multipliquemos los dos miembros por una misma can-
tidad finita C, que no contenga incégnita, se tendra :

AxC=BxC,

Apliquemos el principio anterior (n® £50) y hagamos
pasar todos los términos de las dos ecuaciones al primer
miembro, resultando :

A—B=0 (1)
Cx(A—B)=0 (2)

Falta probar que cualquier solucién de la primera ecua-
¢idu es una solucién de la segunda, y reciprocamente.

En efecto, toda solucién de la ecuacidn (1) haciendo A
igual a B anula el primer miembro de esta ecuacion ; este
miembro valdra todavia eero aun cuando se haya multipli-
cado por la cantidad C que no es infinita. Pero entonces
se tiene el primer miembro de la ecuacién (2), luego toda
solucién de la ecuacién (1) conviene igualmente a la ecua-
cién (2).

Reciprocamente. — El primer miembro de la ecuacién
(2) llegando a ser cero para toda solucién de esta ecuacién
¥ no siendo C nulo, es preciso que A — B valga cero; pero
A— B es el primer miembro de la ecuacién (1), luego toda
solucién de la ecuacion (2) conviene igualmente a la ecua-
cién (1).

453. Observacién. — Si se supone que C represente un

quebrado de la forma é, la demostracién anterior

prueba que se pueden dividir los dos miembros de una
ecuacidn por una misma cantidad finita sin cambiar las
soluciones de esta ecuacién.

§ II. — Ecuaciones simultineas.

454. Primer principio. — Cuando se tiene un sistema de

 ecuaciones simultdneas, se puede reemplazar cualyuiera de
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ellas por la ecuncion que resulte de sumar miembro a miem-
bra esta ecuacitn con una o varius de lus ofrus ecuaciones, y
s forma un sistema equivalente al primero.

Sean los sistemas :

A=A A+B4+C=A+B+C
B=8 (1) B=§ @)
C=C C=¢

se necesita probar que son equivalentes.

En efecto, toda solucién del sistema (1) hard idénticos
los dos miembros de las ecuaciones que lo componen. Pero
si A es idénticoa A’, Ba B'y C a C, los dos miembros de
la ecuacidn :

A4+B+C=A"+B+C
también son idénticos. Luego toda solucién del sistema
(1) es una solucién del sistema (2).

Reciprocamente — Toda solucidn del sistema (2) ha-
ciendo a B idéntico a B' y C a €', hard B 4 C idéntico a
B' C'; y como ella debe verificar también la ecuacién
A + B4 C=A'+ B'+ C, hard necesariamente a A idéntico
a A'. Luego toda solucién del sistema (2) es una solucién del
sistema (1). Luego los dos sistemas son equivalentes.

455. Segundo principio — Cuando se tiene un sistema de
ecuaciones simultdneas, si se saca de una de las ecuaciones el
valor de cualquier incognita en funcion de las otras y se subs-
tituye en las otras ecunciones esta incognita por el valor
encontrado, se forma un nuevo sistema equivalente al primero.

Sea el sistema :

& =
B—=B' (1)
E=G

en el cual A no contiene z, mientras que B, B, CyC st
l; contienen.

En las dos tltimas ecuaciones, reemplacemos z porAy
llamemos By, B, C; y C; el resultado de la substilucién,
se tendrd el sistema :

T=A
B =B
. Ci=0/,

necesita demostrarse que el sistema (2) es equivalente al
sistema (1). 8
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“En efecto, toda solucién del sistema (1) haré el valor de
z idéntico al de A; y como las ecuaciones del sistema (2]
no difieren de las del sistema (1) sino en que allf se ha
reemplazado z por el valor idéntico A, se infiere de ahf
que By, es idéntico a By, y Gy a 'y Luego toda solucién
del sistema (1) es una solucién del sistema (2). ‘

Reciprocamente. — Toda solucién del sistema (2) haciendo
el valor de z idéntico al de A, se podra, en este sistema,
reemplazar A por x, y se volverd a encontrar el sistema
(1); luego las soluciones del segundo sistema son las mis-
mas que las del primero.

Por lo tanto los dos sistemas son equivalentes.

§ IIl. — Inecunaciones.

456. Primer principio. — Sise agrega o se quita una mis-
ma cantidad a los dos miembros de una inecuacion, se (liene
una inecuacion equivalente.

En la demostracién, suponemos que sélo hayuna incég-
nita; pero el raciocinio seria idéntico si hubiera varias
incégnitas -

Sea A(x) > B(z) (1)
una inecuacién, y G(z) una cantidad.

La inecuacidn

A(z) + C(z) > B(z) + C(z) (@)
es equivalente a la inecuacion (1).
En efecto, si # =4 es una solucién de (1), se tiene
A(a) > B(a). (Y

En una desigualdad numérica, se puede agregar a los

dos miembros el ntimero C(a) y se tiene
A(a) + C(a) > B(a) + C(a) 2y

Esta designaldad demuestra que £ =a es una solucién
de (2).

Reciprocamente, si = b es una solucién de (2), se tiene

A(b) + C(8) > B(b) -+ C(b).

En esta desigualdad numérica, se puede quitar a cada

miembro el numero C(b); y queda
A(b) > B(b)
que demuestra que z = b es una solucién de (4).
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457. Segundo principio. — Si se multiplican o se dividen los
dos miembros de una inecuacion por una misma cantidad posi-
tiva, se obtiene una inrcuacidn equivalente; pero, si se multi-
plican o se dividen estos dos miembros por una misma cantidad
negativa, es preciso cambiar el sentido de la segunda inecua-
dion para que resulte equivalente a la. inecuacion dada.

1° Sea
Az) > B(z) ()
y G una cantidad que contiene o no contiene z, pero queda
siempre positiva.
La inecuacién
A(z) < C> B(z) < C (2)
es equivalente a la inecuacién (1).
En efeclo, i £ =a es una solucién de (1), se tiene
A(a) > Ba).
En esla desigualdad numérica, se pueden multiplicar los
dos miembros por el numero positivo C, y se tiene
A(a)>< C>Ba) < C
lo que demuestra que 2 —a es una solucién de (2)
Reciprocamente, si £ —bes una solucién de (2), se tiene
A(B) xG>B(b) < C
en esta desigualdud numérica, se pueden dividir los dos
miembros por el nimero positivo C, y se tiene
A(b) > B(b)
lo que demuestra que z=~5 es una solucién de (1).
Del mismo modo se demuestra que se pueden dividir los
dos miembroes por C.
° 2° 51 G queda siempre negativa, la inecuacién
) A(z) x C< B(z) < C (2)
es equivalente a
A(z) > B(z). (1)

En efeclo, si 2 =a es una solucién de (1), se tiene
A(a) > B(a) (1)
¥, siendo C negativa, la designaldad numérica (1)’ da
Afa) x C < Bla) x C;

lo que demuestra que z = g es una solucién de (2) y, reci-
procam=nle, toda solucién de (2) es una solucién de ().
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458. Tercer principio. — 8i los dos miembros de una in-
ecuacion son positivos, se los puede elevar al cuadrado, Y
resulta una inecuacion equivalente ; si son negativos, es preciso,
ademds, cambiar el sentido de lu nueva inecuucion,

Si no se conoce su signo, lampoco se puede conocer el sentido
del resultado. i

1° Sea Alz) > B(z) (1)

en la cual los dos miembros siempre son positivos,
La inecuacién
A¥z) > B¥z) (2)

es equivalente a (1).
En efeclo (2) puede escribirse

AYz) — B2z) > 0
o [A(z) + B{z)] [A(z) — B(z)] >0

¥ (1) puede escribirse
Alz) —B(z) >0
siz=a es una solucidn de (1), se tiene
A(a, — B(a) >0,
y, multiplicande por el numero positivo A(a) + B(a),

se tiene
[A(a) + B(a)] [A(a) — B(a)] >0

que demuestra que # = a es una solucién de (2).
Del mismo modo, si z=1¥ es una solucién de (2), se
tiene la dresigualdad numérica

[A(b) + B(b)] [Alb) — B(B)] >0
y dividiendo por el numero positivo A(b) + B(b), se tiene
A())— B(t) >0

lo que demuestra que z =15 es una solucién de (1).
20 Sea

A(#) > B(z) 1)

en la cual los dos miembros siempre son negativos.
La inecuacién

A¥x) < B¥(z) (2)
es equivalente a (1).
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En efecto, (2) puede escribirse
. Al(z) —B?*(2) <0
[A() + B(z)] [A(z) — B(z)] < 0
y (1) puede escribirse
Alz)—B(z) >0
si z = ¢ es una solucién de (1), se tiene
A(a) — B(a) >0
y multiplicando los dos miembros de esta desigualdad
numérica por el nimero negativo A(a) + B(a),

resulta [A(a) + B(a)] [A(a) — B(a)] <O

= lucién de (2).
lo que demuestra que T =a es unaso :
lgeciprocamente, toda solucién de (2) es una solucién

de (1)

NOTA II

MAXIMOS Y MINIMOS

Veohid oS

§ I. — Definiciones.

459. Variable. — Se llama variable una cantidad que =8
puedr pasar sucesivamente por diferentes estados de mugr‘ut.tfd_.
Dos variables son funcién una de otra cuando la variacion
de una trae vonsigo la variacion de la olra. ) -
Variable independiente es aquella a la cual se atribuyen =
valores arbitrarios; la otra se llama variable dependiente 0 =
funcidn de la primera, . 3
460. Cuando una funcién que varia de una manera con=
tinua disminuye después de haber aumentado, pasa po
un valor mayor que los valeres que lo _preceden ¥ que lo
siguen inmediatamente; este valor se dice que es miximo.
4 |

.‘
iy -

T
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Al contrario, si después de haber disminufdo, la funcién
anmenla, pasa por un valor menor que los valores inme-
dialos; este valor se dice que es minimo.

461. Los miximos y los minimos son pues mayni-
tudes relativas que deben siempre considerarse con rela-
cién a los valores inme-
dialos. Una misma [un-
cién puede tener méds de
un méximo y mdas de un
minime y puede suceder
que un minimo sea mayor
que un méaximo.

Si la linea ABF repre-

{© ¥ senta el corte de lerreno

por un plano vertical, las

= alturas b, d, f arriba de

una horizontal XY, marcan cada una un miximo, mien-

lras que las alturas a, ¢, e, indican cada una un minimo,
y se ve que el minimeo a es mayor que el maximo d.

462. La teoria de mdximos y minimos no es del dominio
del dlgebra elemental; se pueden sin embargo resolver las
cuestiones que dan lugar a una funcién de segundo grado
o aun algunas de un grado més elevado. s

Con este fin se emplean varios procedimientos. Indicare-
mos el Método directo, el Método indirecto y el Método de
aplicacion de los principios.

Ninguno de estos métodos puede dar los mdximos y
minimos de todas las funciones. El mds cémodo y seguro
2s el de las derivadas (V. nuestros Elementos de Geom.
Analftica y de Calculo infinitesimal).

§ II. — Método directo.

463. El procedimiento mds natural para la averiguacién
de los maximos y minimos consiste en el estudio de las
variaciones de la funcién cuando z varia entre — o y + o0,
Este método se llama Método directo. Lo hemos aplicado en
el estudio de las variaciones del trinomio y=ax?+ brte

464. Demos otro ejemplo.

Seq V= 1 3

I —Tz + 12

s T YISt ———

-

e
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Haciendo

; z=x?—"Tz 4+ 11

se tiene

z tiene un minimo
que es igual a

y eorresponde &

Las rafces de zson =3 yz—14.

En fin, segin el n° 312, zes positivo cuandoz < 36 2> &,
¥y es negativo cuando 3 < @ < 4.

Siendo y la inversa de z, se liene el cuadre siguiente

Valor de o |-o0 3 + & +00
¥

Valorde x| co decrece o decrece—

5

crece 0 crece +00
- i
|
i
1

Signode x + =

Variae.de 77 [0 erece +oc|—occrece —4 decrece—s0 |+ o0 decrece o

y tiene un mdzimo que es — 4, cuando 2 =%-

§ III, — Método indirecto.

465. Se representa la funcion por m y se busca entre
qué limiles se puede hacer variar m para que la variable
permanezca real. Los limites asf encontrados dan a conocer
el maximo y el minimo.

466. Problema I. — Hallar el mdzimo o el minimo del tri-
nomio de seyundo grado ax® - bx + c.

Escribamo
ar*4- bz +e=m
— b+ Vb — kac F kam

% <

MAXIMOS ¢ MIiNIMOS

Para que z sea real se necesita que
b —dac + bam >0

ham > hac — b2,
1° Si a es positiva, se tiene :

bac — b?
> ia
2° Y si @ es negativa,

bac — b
(A S

En el primer caso, debiendo ser m cuando menos igual
a3 ;
a MGM 4 este valor es el minimo de m.
En el segundo caso, debiendo ser m cuando més igual
> dac — b?
4a
467. Problema II. — Hallar el mdximo o el minimo de los
trinomios :

, este valor es el mdximo de m.

3 —bzx+4 y —2'43x—7.

1° Supongamos
32 —Szxthb=m

525 —48 = 12m
r= 5

-« no serd real sino cuando se tenga

28— 48+ 12m > 0

23,
2

de donde
m >

El minimo del trinomio es f—g, tiene lugar para a:—-_-g
Cuando se hace variar @ de + o0 4 — o, el trinomio dade
toma lodos los valores comprendidos entre f—g Y+,

2° Supongamos

—2 43z —T=m
34 7T=—m

z=-3+~/q —228~—i-m.
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Para que x sea real se necesita que

— 19 —4m >0
de donde
m< — .'1_%.
B |
El trinomio tiene un médximo que es — %, tiene lugar
para ng-

468. Problema III. — Siendo constante el producto de dos
factores positivos, encontrar el minimo de su suma.

Sean p* el producto constante de los dos faclores y m su
sum .

Se tiene X2—emX +p2=0
de donde
z§{__m=m®—4pt
i O S A

Zz e y no serdn reales sino cuando la cantidad colocada
dentro del radical sea positiva, lo cual exige que m no
esté comprendido entre las dos raices +2p y —2p de
m? — &p* = 0. Pero, conforme al enunciado, los factores
son posilivos; su suma m deberd pues ser positiva. Esta
suma puede por otlra parle variar enlre + = y 2p.

El minimo pedido es pues 2p.

Para m=2p, 2=y =p, y los dos factores son iguales.

469. Problema IV. — Descomponer un nimero a en dos

partes tales que la suma de sus cuadrados sea minima.
Se tiene

Dt (e—zxP=m (1)
x’—am+“2;m=0 (2)
z=a———i\"2£nua%- (3)

Para que el valor de & sea real se necesita que

2m—a? >0
de donde
aE
m ‘>, *SZ'

Asf la sama m no puedé ser menor que la mitad del
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cuadrado del nimero propuesto : g’,; es pues el minimo
pedido.

2
Reemplazando en la ecuacién (3) m por ‘32—, se encuentra

z=% y por consiguiente la otra parte serd también g-
470. Problema V. — Se tiene un semicirculo ACB; se

levantan las perpendiculares AE,
BF a lus extremidadrs del didme-
tro, y se quicre lrauzar una tan-
yente tal gue el trapecio rectangu-

lar formado tenga una superficie
minima S.

Supongamos
AE=EC=z;
AB=2R y

BF:FC:‘y,
OG=R.

Se tiene, conforme a la geo-
{ metria,

(@+y)R=S

w+y=%- (1)
el tridngulo rectingulo EOF da
sy —BE (2)
Conociendo la suma y el producto de las incdgnitas, se
puede escribir ;
XS X+RI=0

-’Fg__Sﬂ:JS“—liR*
T4 2R -

Para que los valores de @ y de y sean reales, se necesita
que la cantidad que estd dentro del radical sea positiva,
es decir, que el valor de S no esté comprendido entre las
dos raices 2R? y — 2R?de $? — 4R* = 0 (ntim. 312); 2R? es
pues el minimo y — 2R? el miximo.

Para § = 2I? se encuentra & = y = R. El trapecio puede
tomar dos series de valores : 1°, parte de 4- o para £ —=co,

decrece hasta 2R? su minimo, entonces = R, luego crece
hasta 4+ o para z = 0.

R b= = o e S s xRt - ot ——.
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20 Parfe de — e para #=0, crece hasta — 2R’ su
mdximo, entonces # = — R, luego decrece hasta — = para
T=—o0,

474. Problema VI. — En un semicirculo se inscribe un
triangulo; estudiar las varia-
ciones del perimetro de esie
triangulo, ’

Sea ABC un tridngulo inscri- T
to. Permaneciendo fija la base [/ - : b
AC, la longitud del perimetro [ " b\
depende de la suma de los H ©
lados AB -+ BC. Como esta suma
tiende hacia AC cuando un lado del 4dngulo recto tiende
hacia cero, hay pues un maximo,

Llamemos m la suma AB 4+ BC; la perpendicular BH
determina los segmentos e y, y se tiene :

AB=\BRz; BC=\2Ry.

Las ecuaciones del problema son pues

x4+ y=2R
V2Rz 4 2Ry =m.

El valor de y sacado de la primera y substituido en la
segunda da :
V2Rz + \2RER —7)=m
V2R(ZR — &) = m — 2Rz
4R* — 2Rz =m?® + 2Rz — 2m 2Rz
4R?* — kRz —m? = —2m /2Rz
16R* 4 16R%22 + m* — 32R%z — 8R2m?® L 8m?Rz = 8m2Rz.
16R%z? — 32R% 4 m* L 16R* — 8R2m2 =0

ot 4R? = m y8R? —m?

&R

Siendo negativo el coeficiente de m?, no puede variar m

més que entre las raices ®=2R 2 de 8R:— m2=0; el
mdximo es pues 2R /2 y el minimo — 2R /2.

Para m= 2R y2, 2 = R y el tridngulo esisésceles; cuande
m=—2R /2, 2=R; el triangulo también es isésceles ¥

estd situado debajo del primero. A

472. Problema VII. — Dado un circulo r tangente a los
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dos lados de un dngulo recto; se tira una tangente o este cir-
culo_y se forma un tridgngulo
rectingule elreunserito gl
como A B C. Estudiar lgs va-
riaciones del drea. de este
tridngulo y por consiyuiente
las de los lados del angulo
recto.
qumemos z e y los lados
del dngulo recto del tridn.
gulo Y8 el drea obtenida; se
tiene por primera ecuaciép :
Ty =28 (1)
cComo
CN=CD=y—,
BN=BE=z_¢
El perimetro del tridngulo es pues :
2z 4 2y — o
Por censiguiente la segunda ecuacisn serd
(@ +y—rjr=s§
S + r2

-""f-y::T. f2)

Conociendo ya la su
8e puede escribir :

X’-—w-mszo

z—S4+ 14 ST 525 +
2r (3)
S VI =65 It
e D LT L K
v 3 (4)
qugu:u?'-dln. _é Para que la}s raices sean reales, se necesita
: a_ﬂc\:r e S no esté comprendide entre [as raices
By ¥ 2 (3—2y2) del trinomio §2 6725 -y
minimo es pues 12 (3 - 2y/2), y el méximo r2 (3 —2/2).

Para §=—g2(3 +2/2 5
: bk e x:y:P 2 /2
YRara S—ri(3_ o /m) z:v:r{(i.)i:'ﬁ))

16

ma y el producto de las incdgnitas,

T R AN v i L MR ot m—
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Cuando S=wo, =00, BC es paralela a AB, y por con-
siguiente y =2,

Es facil verificar este resultado para el valor de &,
porque cuando se hace S=ow en la ecuacion (3) se
encuenira x—o . La ecuacién (4) no se presta direcla-
mente a la verificacién del valor de y; pero cuando se
multiplican los dos términos del segundo miembro por

S+ 124+ /ST—6rE5 3
esta ecuacién se convierte en

T 4Sr
T S+ +/F—6rs 11t

o, dividiendo todos los términos por 8 :

Y

P &r .
2 &0 3
145 +\/1-5+ 5

] 2
Si se hace S=o0, los términos %,—% y S—’: se con-

vierten en cero, y se tiene :

&r
Y= = 2r.

Cuando S=0, z=17r e y =0, Para verificar este resul-
tado, basta hacer S=0 en las formulas (3) y (&), vy se
encuenlra
Wi
e

—rt
p==-=h

Resumen. — 1° Decreciendo z de 4o a r (24 /2),
8 decrece de + o a1? (3 4+ 2y2), suminimo; si z conlintia

decreciendo de r(2 4+ /2) a 2r, S crece de r* (34 2//2)

&-+oo.

2° Decreciendo « de r a r(2—/2), S crece de 0 a
r? (3 —2/2), su méximo; si & conlinta decreciendo de
r(2—2) a0, S decrece de r*(3 —2/3) 4 0.

No consideramos los valores de # comprendidos entre

MAXIMOS Y MINIMOS 245

2r y r, porque e« trifngulo no estarfa situado en el dngulo
BAC. Para estos valores, S varfa de — o 4 0.

Asi el tridngulo puede tomar dos series de valores, todos
positivos. 1° Parte de + w , decrece hasta su minimo, luego
crece hasla -+ o ; 2° Parte de 0, crece hasta su nidaximo,
luego decrece hasta 0.

El minimo corresponde al tridngulo isésceles ABG, y el
maximo al tridngulo isésceles Abc El tridngulo Abe, no
obstante ser menor que el tridngulo ABC, es sin embargeo
el mayor de los tridngulos que se pueden formar por medio
de una tangente al circulo en la region DME, mientras que
ABC es el menor de los tridngulos que determina una
tangente en la regién DNE.

473. Problema VIII. — ;Para qué valor de x serd mdzima

Fo—
P — 33— 3?
Llamemos m el valor de la funcién, se tendra :

0 minima la expresion

e
FE— g
T — b= mar®— 3mr — 3m
mz? —3mr—z —3m + h—0
ma? —(3m+ 1)z — (3m —5)—0
w=3m -4 :L",f[3m—g 1)2 + &m (3 —_4)
2m

simplificando se encuentra :

_am 44 =T —10m - 1

T
2m

Para que z sea real, se necesila que :
2Um? — 10m 41 > 0.
Las raices del trinomio :

10m
m? — 30 +

m—.l_ m"—i.
i Rl

Siendo positivo el primer término del trinomio, el valoi
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da m no debe estar comprendido entre las dos rafces. Asi

m debe ser mayor que % 0 menor que x - ; puede, pues, valer
todos 105 numeros comprendldos entre & 3Y +®,y enlre
.7 y—®.

El minimo de la funcién es pues % y su miximo %

Para m=é la ecunacién (1) da =3, y para m_—_,'I la

misma ecuacién da z=>5.
La fraccién propuesta es, pues, méxima para =25 y

minima para £ =3.

474. Discusion. — Cuando z =4, llegando a ser nulo el :

‘numerador sin serlo el denominador, la funcién se anula.

Para determinar el valor hacia el cual tiende la funcién
cuando z tiende hacia el infinito, se dividen los dos
términos de la fraccién por z? y se escribe :

> &

= Il
m=m, Iz A ot "__3.
B i z® Bzt

Si se hace ahora =00, el valor de cada uno de los
x —-E, —-3-'5 se convierte en cero, y se
&

8 i
{érminos o _E_gi z

encuentra m = y= Al
Asi la funcinn se anula todavia para z ==+,

0B
2 ’

El denominador igualado a cero tiene por raices 3

po anulando al numerador estos valores, la funcién llega

4 ser infinita para
et
T 2

475. Resumen. — Decreciendo x de + o 4 + 5, m crece

1
12037

s
disminuye de % a 0; decreciendo x todavia de &a 3—4’:’!—2-1

su méximo; decreciendo x de 45 a + 4, m
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m decrece de cero 4 — . Desde ¢l momento en que x
3 21
llega a ser menor que = 2 ‘/ » m pasa bruscamenle de
—w a4,

Si @ contintia decreciendo de 3—+2‘/—2_1 a - 3, m decrece

1 h X
de +o a3 3 SU minimo; deereciendo z siempre de 3 a
3— \/‘J

r—= 0 desde el momento en que z llega a ser menor que

3 —v2
—3—— ™ pasa todavia bruscamente de + o a — 0.

1
, m crece de 3 -+ o, siendo su valor g para

Por dltimo, decreciendo z de ‘/21 a —oo, m varia de
—co 4 0.

476. Problema IX. — Hallar el mdzimo y el minimo de la
[raccion

43
T e

Escri e 3l
scribamos =™

A4+ m)—2mz4+m+3=0
mi‘/-—lim—3
1+m
Para que z sea real, se necesita que
 —im—3>0
ém-+30, osea mg-—-%

L=

Asf m debe ser menor que — g; [~de pues valer todo lo

més —-, ¥y la fraccidn propuesta tiene un mazimo ¥y no

tiene minimo
3
Para m=— ise encuentra r — — 3.

477. Problema X. — Hallar el mdzimo y el minimo de la
fraceion
2 — 4
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x?— 4

Supongamos = Ry

(e}

=1m

z%(m —A4)—mx— (2m —4) =0
de donde

m =/ 9m®* — 24m + 16
2(m—1) 3

Para que x sea real, se necesita que

9m?® — 24m 4 16 > 0.

&

. ert ‘i 4,
Este trinomio tiene sus dos raices ignales cada una a 3
serd pues positivo como su primer término, cualesquiera
que sean los valores que se den a m, en consecurncia, la
fraccitn propuesla no liene ni maximo ni minimo.

Para el valor particular de m = %. se encuentra z—2;

llevando este valor a la fraccién, queda m = g

Para quitar la indeterminacién, observemos que el tri-
nomio

n—zg—2=(2—2) (z41)

¥ que 2® — & puede ponerse bajo la forma (z 4 2) (z —2),
Suprimiendo el factor comtin (x — 2) se encuentra :

zF2 4
P o (e
Observacién. — Si las rafces del trinomio colocado den-

tro del radical hubivran sido imaginarias, la fraccién tam-
poco hubiera tenido en ese caso ni maximo ni minimo.

478, Problema XI. — Hallar el mazimo y el minimo de la

fraceion
b —2t 1
|

br — 222 + 1
a2 41

ZMm+2) —dx — (1 —m)=0

_ 2/ —m b
£=n m4 2 ;

Supongamos

=m

de donde

i
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Para que z sea real, se necesita que
—(m?4m—6) > 0.

Las raices del trinomio m? 4 m — 6 son 4 2 Y2

Para que la expresién — (m? 4+ m — 6) sea mayor que
cero, se necesita que el trinomio m2 4+ m —6 tenga signo
contrario al de su primer término, lo que tendra lugar
para todo valor de m comprendido entre las dos raices
+2 y—3.

Se ve que 2 es un méximo y — 3 un minimo.

Para m =2, se encuentra 2 — %, Y param = — 3. resulta
2=—2.

478. Regla préictica. — Se ve, por los problemas que
anteceden, que para determinar e} maximo o el minimo
de una funcién de segundo grado con una sola incégnita,
se iguala esta funcién a m, y se resuelve la ecuacién con
respecto a la incignita. Pueden entonces presentarse dos
‘casos segiin sea del segundo grado o del primer grado
en m, la cantidad que esta dentro del radical.

1° La eantidad que estd dentro del radical es del segundo
grado; tiene por consiguiente dos raices, Entonces, si el
coeliciente de m? es positivo, la mayor raiz es minimo ¥
la menor méximo. Al contrario. si el coeficiente de m? es
negalivo, la mayor raiz es maximo y la menor minimo,
Cuando las raices son iguales o imaginarias, no hay ni
méximo ni minimo.

2° La cantidad que estd dentro del radical es de primer
grado. Enlonces hay un méiximo cuando el coeficiente de
™ €5 negalivo; ¥y un minimo cuande este coeficiente es

“ positivo,

§ IV. — Método de aplicacion de los principios.

480. Se puede 4 veces encontrar los maxzimos ¥y minimos
aplicando los principios siguientes.

481. 1°r Principio. — El producto de dos ‘actores positivos
variahles ruya suma es constante, es mdrimo cuando estos
factores son ivuales, si esto es posible,

Sea p el producto de dos factores z ey cuya suma s es
constante, se tiene ;

e T

A S AL Ty L

£ S i, e g g Sy

e —
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X —sX+p=0
z( s s?—ip,
o 2

Para que los valores de = y de y sean reales, se necesita
que

[

ST—ip>0
t
P< T

2 g2
No pudiendo el producto p ser mayor que %—, %es gu

2

méximo; para p=§; ge encuentra =y :%.

Asi el producto es méximo cuando los dos factores son
iguales.

482. Este principio puede demostrarse todavia como
sigue :

Sean 25 la suma constante de los dos factores, y 2d su
diferencia; los factores serdn s+d y s —d, y su producto

s —d*.

Este producto estd compuesto de una cantidad constante
s* y de una parte variable 4*; serd el mayor posible cuando
la cantidad por reslar d? sea nula; pero si la cantidad d es
nula, los dos factores se convierten el uno y el otro en a,
por consiguiente son iguales.

483. 2° Principio. — Elproducto de varios factores positivos
variables, cuya suma es constante, es mdximo cuando estos
factores son iguales, si esto es posible.

Sean ®, ¥, z, v... factores cuya suma es s.

51 estos factores no son iguales, se puede, sin alterar
la suma constante s, reemplazar dos factores cualesquiera,

z
g—y,yel

z ¢y por ejemplo, cada uno por su semisuma

producto (ﬁ’%") (-{%_—) es mayor que zy (1°* principio).

Asi, en tanto que dos factores no sean iguales se podrd,
sin alterar su suma, hacerlos iguales y aumentar el pro-
ducto. Luego el produclo serd maximo cuando los factore(
sean iguales.

484, 3t Principio. — El producto de dos factores positivos

-

s Tl T

z o R
g ;..\‘!‘-,_n T

b
) !

' lp,-. 4

i
8

Tl
e

o T T = ety sl
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variables, cuya suma es constante y que estdn afectados cada
uno de un exponente, es mazrimo cuando estos factores son
proporcionales a sus exponentes.

Sean z™ e y" dos factores cuya suma z -+ Yy ==3§; su pro-
ducto puede escribirse :

xﬂ yl’l
Py > n XK m™ X an,
Este producto estd formado de dos partes, la una fija
mm ><n" y la otra variable £ > v (:c‘ X (y g
y < gm0 (%) = (4)"
Esta tltima parte se compone de m factores igualesa
% y de n factores iguales a E; la suma de estos factores es

constante, porque
m—+nﬂ:a, + y=s.

El producto serd pues mdximo cuando estos factores
sean iguales (2° principio), es decir, cuando se tenga :

mn ¥y n

T_Y 4 T_m

485. Observacién. — Hay un gran nimero de cuestiones
de mdximos y minimos que se podrian llamar reciprocas,

. yen lascuales el mdximo de launa corresponde al minimo

de la otra, de tal manera que el conocimiento del primero
permite descubrir ficilmente el segundo.

Asi, dada una cantidad P, si una segunda cantidad Q,
ligada con la primera, llega a un méximo para ciertos
valores de P, reciprocamente, dada Q, P llegard a un mini-
mo en las mismas circunstancias, si con todo eso el mdzimo
de Q disminuye al mismo tiempo que el valor de P.

En efecto, sea a el valor dado a P para el cual corres-
ponde un mdizimo M de (; si se le da a P un valor &/,
menor que a, el maximo. correspondiente de Q llega a ser,
por hipdtesis, menor que M; luego, para que Q pueda ser
igual a M, se necesita dar a P un valor cuando menos igual
a a, a es pues un minimo.

486. Problema I. — Dividir el niumero 20 en dos purtes
tales que su producto sca mdximo, ;

'.1; ] gy L

3 LS el | .

SN
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Debiendo ser iguales los dos factores para que el pro-
duecto sea miximo, cada uno de ellos valdra 10.

Se puede uno cerciorar, en efecto, de que el producto de
dos factores tales como 9 y 44, 8 y 12, 7 y 13... cuya suma
es 20, es menor que el producto de 10 por 10.

487. Problema II. — ;Cudl es el mayor rectingulo que se
puede inscribir en un cuadrado dado? BB - B B

Sea ABCD el cuadrado dado.
Llevemos a partir de los vértices I
opuestos A y G, y en los dos senti-
dos, una misma longitud arbitraria

AE=AH=CF=C(CG

el cuadrilitero EFGH es un rectén-
gulo. D G C

Llamando a el lado del cuadrado y z la longitud AE, se
tendri ¢

F

a—x=EB

Los tridngulos AEH, EBF son rectingulos ¢ isdsceles,
luego . :
HE=2z\2 3y EF=(a—az)/2.

Entonces
S=EHXEF =22 x (a —x)y2
S=12(a —z)z.

La superficie S estd expresada por tres factores’ de los
cuales, uno, el factor 2, es fijo y los otros dos son variables:
esta superficie serd, pues, mixima cuando el producto de
los factores variables sea el mayor posible.

Lasuma de estos dos factores variableses a —z + z o0 a,
cantidad constante. Asi el producto (@ — )z serd maximo
cuando los dos factores sean iguales; escribamos pues :

a—a—==z
de donde
g s=2,
e e
Se ve que el recténgulo méiximo es el cuadrado que

-tiene por vértices los medios de los & lados del cuadrade

o —
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488. Problema III. — De todos los tridngulos que tienen el
mismo perimetro gcudl es aquel cuya superficie es marima? .

Llamemos 2 p el perimetro ¥ S la superlicie; se liene,
conforme & una férmula de geometria,

S=vVplp—a)(p—Fn—c).

La superficie serd médxima cuando el producto de los
tres factores variables (p — a) (p — b) (p —c) sea el mayor
posible; por ofra parte, la suma de estos factores es
constante, porque es igual 4

P—a+p—btp—c=3p—(a+b+c)=3p—2p=p.

Luego el producto serd méximo cuando los tres factores
sean iguales; es decir, cuando se lenga a =b—-c.

Asi, de todos los tridngulos que tienen el mismo peri=
metro, el mayor es el triangulo equildtero.

489. Problema IV. — Inscribir
en una «sfera de radio eonocido R el
paralelipipedo rectangulo md.rimo.

Llamando z, y, z las tres dimen-
siones del paraleliplpedo y V su
volumen, se tiene

V=uzyz
V2= p2y232,
Se tiene también, llamando v la diagonal de la base
Z oyt =2

s

¥

v? 4 22 = 4R?
de donde

24y 22— 42

V2 es el producto de los tres factores z%, 2, 22 cuya suma
4R? es constante; este produclo serd maximo cuando los
3 factores sean iguales. Se lendra pues :

r=yt=2:2 o T=y=q.

Asi, el paralelipipedo rectingulo méximo inscrito en
una esfera es el cubo.,

490. Problema V. — De todos los cilindros de la mismia
superficie total 2ma® gcudl es aquel cuyo volumen es mazimo?
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Sean z el radio de la base e ¥y la altura del cilindra, se
tiene .
2ra(2 + y) = 2nat
de donde
a! = mﬂ
e
Se tiene todavia :

matal—z?)
T

2 , :
= (a?) (a2 — z2)p, ( | j

Teniendo una suma constante a? los factores = y
a* — 2, su produclo serd maximo cuando estos factores
sean entre si como sus exponentles; se tendri pues ;

FESL T
at—zi— 3

=maiy— =mz(a® — )

de donde

¥ por consiguiente :

=—
a
3/3

Asi la altura y es igual al didmetro 2z,
491. Problema VI. — Con un
cuadrado de carton cuyo lado es
a, construtr el paralelipipedo rec-
tangulo de volumen mdximo.
Llamando @, y, z, las tres
dimensiones, se tiene :

a4 — 2z
2

HAXIMOS Y MINIMOS

: 1
V=5 (e —2r)2= P 2z{a — 2x)2,

Teniendo los factores variahles 2z ¥ (¢ — 2r) una suma
constante a, su produclo serd maximo cuando sean pro-
porcionales & sus exponentes,

Luego

de donde

Y por consiguiente

de donde

&

Discusién. — La férmula V=2

(@ —22)* demuestra

a

que x puede variar de 0 a 3

Para =0, el factor ; es nulo asi como el volumen

%:(a—fza:)? creciendo =z de 0 a g, el volumen crece de 0 a

ad : ! a_a

35 SU méximo; creciendo z de 5§23 el factor a — 2z
3

llega a ser nulo, y el voJumen disminuye de g-_? a0,

492. Problema VII. — Inscribir
2l un semicirculo un trapecio cuya
superficie S sea mda.rima.

Llamemos 2z la longitud de la
base supervior del trapecio; se
tendrd :

S=(R + a)k

e

of

S$=(R 4+ z)vR? — 1,




de donde -
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Hagamos pasar dentro del radical el factor (R + z).

8 =/(R + 2)7 [RT—27)
S=y(R+ 2)* (R + z) (R —=)
S=y[R +z)* (R —a).

i S serd maxi los fac-
lor § serda mdximo, cuando el plrndncto de :
toxl'gelsvlé: +a y R—z sea el mayor posible; ahora bien, la
suma de estos dos factores es 2, cantidad constante;

luego deben ser proporcionales a sus exponentes, y se
tiene :

R+z_3
R—a 1

po| =3

L =

La base superior es pues R y por ronsiguiente el
trapecia maximo vs el Sel-eXigonn 1'f-uJI:||'.
Discusion., — Laldrmulad = /(R & [ § — &) demuestra
aviar 0a i
ue 2 puede viariar de L v
i I’aral.r = 0, la base superior es nula, el trapecio viene a
o, 5 3 . fiei 2
ser un Lridngulo rectingulo is6sceles cuya superficie es R2,

: 3132
Creciendo z de 0 a g, la superficie crece de R? a 5 V3
su maximo. 2 S
Creciendo z atin de 5 8 I, la superficie disminuye de

E? V3 2 0; porque para = R, el factor ] — l_lega a ser
nulo, asi como el producto
R4+ 2P (R—ua). :
: 493. Problema VIII, — Sobre
cada uno de los lados de un ree-
tangulo de perimi tro constinte
2p e construye un currn’rqd'o
deudl es vl nanimo de la superficie
asi obtenidal?

Se tiene

m+yﬁps
Ty + 200 F 2t =

2(x? + y? 4 22y) =S + 3ay

2z +y)*=S | 3xy
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reemplacemos Z -y porp.
se tiene pt=—5 1 3zy
S=2p2 _ 3zy.

Bajo esta forma vemos

tendrd lugar cuando |a cantidad por restar 3zysea mixima,
es decir, cuando se tenga z —y,

Asi la superficie minima estard for,
drados iguales,
494. Problema IX. — Circunseribir
a un circulo un iridngulo isdsceles de
superficie minima,
Llamemos 22 |4 base ABé y la
altura CH, se tendra

mada por cinco cna-

S=uay (1)
Los tridngulos rectingulos seme-
jantes CAH, gcop dan :

B

luego
a2 R2
Py — e

Multipliquemos los dos miembros por y*,

1 L y!“l
= ¥y — 2R
Zy? es el cuadrade de la su

perficie; como e] minimo de I3
Superlicie tiene lugar al m

ismo tiempo que e] minima del
a2
cuadrado; se trata pucs, de estudiar la expresién Y1

—3R’
Transformémosla: después de haber dividide el ny

me-
rador y el denominador por y3, se tiene sucesivamente :
St B ik
IR R e
vV gy LI

que el minimo deJa superficis §
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R R

ata e
ST A “(1)‘(L__1)
wlem—g) () (s

E! minimo de la superficie tendrd lugar cuando el deno-

minador N/ 1
() (=—3)

. | R E
sea mdximo; es decir, cuando los factores (ﬂ) ¥ (ﬁ' y) 5

' cuya suma es conslante, sean entre sf como sus expo-
nentes, escribamos pues :

BT
R
y=3R.
Este valor de y substituido en la ecuacién (2) da :
2z = 2R3

la superficie 2y del tridngnlo es 3R x Ry/3 o 3R%/3. Esta es
la del tridngulo equildtero rircunserito.

de_ donde

NOTA III

LOS LOGARITMOS DEDUCIDOS
DE LAS PROGRESIONES

~ 495. Definicién. — Se llaman logar‘itmos los niimeros d;
una progresitén aritmélica que comienza por cero, y qu
corresponden término a término a otros nunéexf'los Lcie lfs:
ebi ic omienza por 1. Cada términe
rogresién geométrica que ¢ > '
ge gia progresién aritmética es el logaritmo del término
correspondicnte en la progresién geométrica.
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Las dos progresiones que sirven para definir Ios logarit-
mos pueden ser Prolongadas indefinidamente en ambos
sentidos; upa de ellas debe contener el término cero, la

otra el término 4, ¥ estos dos términos deben correspon-
derse,

496 Sean las progresiones :
:—éirq:q?:qf‘:q‘:qﬁ:
0.7, 20, 3r. kr. Br, 6, 7 (A)
Se ve : 1° Que 1a Progresién geométriea contiene todas
ias polencias de g razon;

22 Que la progresién aritmética contiene fodos Ios multi-
plos de la razén;

3° Que el nimero

e—:i:g:q*:q’:q‘:..q":g“‘....

Interpolemos m — ¢ medios entre dos términos conse-

cutivos cualesquiera ¢" ¥ g™, la razén de la Progresién
asi formada ser4 ;
m a

n-t =
o = Ve

¥ dos términos consecutivos del orden k41y k-2 en
esta progresién tendrin por expresién :

(Vv (g,
Basta ahora probar que si m es suficientemente granae,

la diferengia
¢ {(Va)ert — gn(yag)

tenderd hacia cero.
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Se tiene en efecto :

g {Va) — ¢ (Va)e = (Vo) (Vg —1).

El factor (7/g)* tiene un valor determinado y menor
que g, puesio que m es mayor que k y g mayor que 1;
g" tiene también un valor determinado, luego si el factor
(Vg — 1) tiende hacia cero, lo mismo sucedera con el pro-
ducto.

Para demostrar que Vg — 1 tiende hacia cero, es preciso
hacer ver que por pequefia que sea una cantidad g, hay
valores de m que verifiquen la desigualdad :

m
¢g—1i<a
de donde ‘/—
Va<a+1
y
g<(a-1)m.

Lo que ciertamente se verifica, puesto que las potencias
de un niimerc mayor que 1 crecen al mismo tiempo que
sus exponentes (375).

498. Si un nimero A no forma parte de la progresién
geométrica, estard comprendido entre dos términos conse-
cutivos de esta progresisn que diferiran el uno del otro, y
por consiguiente, del niimero A, unx cantidad tan pequefia
como se quiera; y se podrd tomar indiferentemente el loga-
ritmo de uno de ellos por el logaritmo del nlimero A.

Luego todo nimero mayor que 1 tiene un logaritmo.

El teorema siguiente nos permitird deducir que, en un
sistema dado, no tiene méds que uno.

499. Teorema. — Si en una progresién geométrica, inter-
polando m —1 o m'— 4 medios, se llega a obtener un mismo
numero, se encontrard para este numero, en ambos casos, el
mismo logaritmo.

Sean las dos progresiones :

sligi?iq®iqba.grigntt
0. 7, 2r.3r.4r.. nr.(n1)r.

Interpolemos (m — 4) medios entre cada término de las
dos progresiones; los términos del rango k -1 en las pro-

gresiones asi obtenidas, serdn respectivamente ;

(’:/a)k y ’% k.
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Si se interpolan del mismo modo m' — i
minos del orden ¥ <+ 1 serén : b

m! ' T
("Va)k y o K

Es preciso probar que si se tiene ;

Ve (!
se tiene también (‘/Q) __( ‘/E)k’ )
G L
) e fpfrse
m m mom

Elevemos la igualdad (1) a la potencia mm'; queda ;
qkrn' = gk'm
Io que conduce a

-~
km'=k'm o

F>
Bk

Luego en un sistema dado, t
. i » todo nimero mayg
1 ;13513;_11 lagarlltmo Y no tiene més que uno soioy o
;9. ol se prolongan en sentido i :
Prec ) Sl e g 0 inverso las dos progre-

TR SERIPE R (e WS
PERRTR R £ P 1ot tgE i
=M aeeeis —4r, —3r, —2p, — 5. 0.7, 2r. 3r.

Se ve que los términos de | i i i
B a progresién geomélrica dis-

quiera;y como un niimero menor que 4 que no perteneze

a la progresién estars siempre comprendido entre dos té :
minos consecutivos de esta Progresidn, se infiere que todr-
numero menor que { tiene un logaritmo, y que este loga.(3
drda de_Ia progresién geométrica m4s ¥ mds pequefios tien-
den hacia cero, mientras que los de la progresién aritmé-
tica aumentan en valor absoluto y tienden hacia — oo d

donde se inﬁgre que cero tiene porlogaritmo — oo . :
mésgil No teniendo términqs' negativos la pmgresién geo.
rs‘tmo.:a’ se infiere que los numeros negativos no tienen loga-

e = S ——
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Propiedades de los logaritmos.

502. 42 Propiedad. — El logaritmo de un producto es igual
a la suma de los logaritmos de los factores de este producto.
Sean las progresiones :

Consideremos en la primera progresién dos términos
cualesquiera, g* y ¢° cuyos logaritmos son respectivamente
4r y 6r.

El producto de g* por g% es ¢!, y se encuenira en la
progresién geométrica, puesto que contiene - todas las

potencias de la razén. La suma de los dos logaritmos es |

b+ 6r o 107, y se encuentra también en la progresion
aritmética, puesto que contiene todos los miiltiplos de la
razén; por otra parte el término 410r corresponderd a g'°,
luego serd su logaritmo.

Del mismo modo el logaritmo del producto ¢® < ¢® < ¢®
serd 3r 4 br -4 87, o 160,

En general, sean g™, g%, ¢v, tres términos de una pro-
gresién geométrica, y mr, nr, vr, sus logaritmos. El pro-
ducto g™ x g™ X g° o g+t se encuentra en la progresién
geométrica; la suma de los logaritmos mr--nr--or o
(m—-n--v)r se encuentra también en la progresién arit-
mética; por otra parte, el término (m -4 n 4 v)r correspon-
deréa a gmintr, luego sera su logaritmo.

Luego

log g™ < g~ < v =log g™ + log g™ 4+ logq®.
Del mismo modo
logabe......=loga - logh 4 loge......

503. 22 Propiedad. — El logariimo de un cociente es iguat
al logaritmo del dividendo menos el logaritmo del divisor,
Sea el cociente

Se tiene
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¥, conforme a la primera propiedad,

log log B=1log A
de donde e =

log g o log %_—_log A —log B.

504. 32 Propiedad. — El logaritmo de la potencia de un

numero es igual al logaritmo de este nimero multiplicado por
el exponente de la potencia.

Se tiene en efecto,

Ab— A
Gl XAXAXAXA
log A¥=log A+ log A+log A +1log A +log A=5 log A.
~ En general
log A" =n log A.

505. 42 Propiedad. — E! logaritmo de la raiz de un nitmero

es tgual al logaritmo de este numero dividido por el indice de
la raiz.

Sea R=yA
de donde
Ri—A

¥y, conforme a la tercera propiedad,

3 log R=log A
de donde $ P

log R=

log A
3

En general
log W =I°_i_ﬁ\

_506. Observacién. — De la nueva definicién de los loga-
ritmos se han deducido propiedades idénticas a las que
resultaron de la primera definicién. Eso proviene de que
las dos definiciones no son diferentes.

En efecto,

Consideremos las dos progresiones :

o 3 8 B A e e L e
0.7, 2r 3r.ér.... mr.... ar
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que definen un sistema de logaritmos. Si se supone que

g™ sea la base del sistema, se tendrd mr=1 de donde r=-%',
4
wdemds, si se hace g™ =a, se tendrd g=am,
Reemplazando r y ¢ por estos valores en las dos pro-
gresiones, se tendra :

i N T e

EJERCICIOS DE ALGEBRA

GEiCTIT

4 2 3 4 m

Hl:ahigh.gnian,  an

P, o

INTRODUCCION Y LIBRO |

donde se ve que los logaritmos de los diferenles ndmeros o § I. — Valores numéricos.
de la progresién geoméirica son precisamente los expe-
pentes del nimerc @, que es lo que dize la definicion L : Encontrar el valor numérico de las cantidades siguientes :
lagebraica. X 1. 1* %4 2b 4B
2 a?—2ab4 02
para a=1 y b=3.
X 2.‘ 1° a3+ 3a?b 4 3ab? -}- b3
2* g3 —3a%h 4 3ab2 — 42
para e=13 ¥y b=3.
3. a4 b2 o2 —2ab | 2ac — 2be
para
a=5 b=2 =3, y 2 para a=5, b=1, ¢=3.
4 1° @b+ 5abh L 102352 L 104263 4 Babb 4 bs
2*  ab —Bath |- 10a%63 — 104263 |- Babd — b6
para a=5b y b=—1.
a5 1° Balb—5a2bt { %62 4-atb para a=—2 y b—=—3
2 182b 412022 —6iad— 8104 para o=} y b=g.
2 2
8 10 Lo+ G hab—% 2 parg gy hg, ey
2 (a4-b—e)(a+-b+c)(a—b+c) para a=1,b=2, e——3,
1°  (3a - 4b) (4b — 3a) — 36a36
2 (14 2a-13b) (1 + 2 — 3b) — 1a2

i 25
para ez y b—g'

8. 1* bat(at+b6—o)— (b+-c)(c—at—b)+(a+ i) (cr— b4 a?)

para a=—1i, b=3 e=3

e e AT o IR A g Sl
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para
9.

para

para

10.
para

1.

para

para

12
para

13.
para

4.

451
para
16.

para

ELEMENTOS DE ALGEBRA

2-

ab , be ,ac 1,1 1
T+F+T+E+E+E

a==1,

5=2 _0=35.

* @Ety—0+@+yr@—y+ 9+ -y

T=—1,

a=1,

i
Yy=—9, Z=§

2 kal[(a? — b2)2 — (a? 4 2ab + 622+ (@ —b—¢) (a+ b)

b=2, c¢=3.

Calcular los valores de los polinomios siguientes ;

328 228 — 803 — 923 L —9

=1,

r=—1 y x=4

1* 6af o5zt — 4ol | 822 —2

=2 y para 2

2

2 4226 4 525 L 324 | 403 — 1422 6z} 2

z=3 y

para =z =§

b ¥ L 522 — 97 L4
z=0, z=1, z=2, =3, z=10.

&b — 1528 | 852° — 29522 - 2742 — 420
r=i, z=2 =3, z=4 z=5, z=6

4od — 1622 — 9z -+ 36

1* paraz=0, a=1{, s=3, z=2

2* para z=-—1,

9

z-_——g y z=—2.

Calcular los valores de las férmulas siguientes !

i% e=ol;
a=13,
lﬂ

v e=-$712; 3 e=a-tuvid %71‘
v=3, =6 y y=24
az? 4- bz ¢

g —b—VE—da

2
30 Va? 38 & \aT —35
2a

& —bj

b =12,

c=4%, x=—9

17. En los trinomios siguientes, de la forma ax? L bx -t g
calcular el valor de la cantidad 4% — éage:

A

R

-

e A
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I 222 — 521 49
2° 2 Bp__ 49
¥ 3z B 5
£ 92— 2z L 45,
18. Un tridngulo tiene por lados @=13, b — 1%, e =15; cal
tular : 1° la superficie 8 ;

por medio de la formuls ;

i
S:I\/{a—i—b-}-c)(a—f- b—e)la+ c—b)(b:l:c_a)
el radio R del circulo circunserito por medio de la férmula

_ abe
4B
3* a qué se reduce la formula dela superficie cuando g —

90

b=e.
19. El volumen de un tronco de cone Se encuentra por medijo

) 1
de la formula V=§ wh (R2 4 r2 L Rr): el de una esfera es

V=-§ wh3. Bi estos dos volimenes son iguales,

calcular A,
sabiendo gque R=5 y r—3,

20. Caleular los valores de z dados por las férmulas :
1° x:va‘!—\/ﬁ——R\/ﬂ—‘/ﬁ para R ={s,

R/ =z j
2 2=3(B—1)—8V0"58 e R = 16,

B _
y T 2Via —5 —\ig—7
3 2=a—2\/ﬂ+l—""—___‘r———- =
Vi3 {para a=8,

§ I. — Ejercicios sobre la adicién
¥ la substraccion.

Sumar los polinomios Siguientes y efectuar las reducciones ¢

2. da—8b4-2 —4d
3¢ —Tb+2c-}d,
22. 8a2b — 5402
—4ab —ab? t-¢.
23. a?-i- b2 L 945
a? 4 52 — 94p
a? — 43,
24, 403 1 2% — 3qp2
— 4a® 4 6a2 1 2q42

@1 — Ta% 4+ Gaba,

ML SIS S M o '
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aa_ﬁg_l.bl
—Z a4t
b2
—a9+ab—T=
340 242
i -+ ab
§ 2*— 3a1

-i’-; + T2,

8a2 —ia 436 —1
1202 —3a-+ b—14.

% abh3ch —-—g adble
3 atbsct + ¢ asbc
+2 avre.

Sar — 3by -+ 4cz
—2az -+ &by — 3cz
— az -+ Thy— ez
9az — 11by + 10cz.
Bt — 2zt y — 154y
828 +dy —yt - ay—a
4z8 — 3y
+ 1 — 22y} izt
28 4 2x%y — day? 4 5y
Tad — 1222y |- 152y2 — 13y8
— 43 By —Tay? 4 9yd
— 223 L 1y — {22y 4 33
120863 — 5a+b2 — Balh*
— Ta568 + 8ath? 4 5adbt
— 152508 + 12a*b2 - Basdt — Ba
ax? 4 abz? 4 albx
pa? — pgzt 4 pigw
—rzd +rsz? — siz
Szm | Tom—t | ggm—2 — {2am—8 L _
2pm - 8xm 4 L Jom—2— Tgm-3 1.,
gm — fam—1 4 fpn—2— Qgm—3 L
azn — a?zn—t - @dan—2 | ghan—3 Faune
on— fen—t — jign—2-L 8an—3 4.,
— 2n 4 Tan—t — gdbpn—t — bran—3 L,

EJERCICIOS SBOBRE EL I*" LIBRO

Bfectuar las subsiracciones siguienies :
36. De a? — b restar a2 - 62 —2ab.
37. De Ta® — 4b3 -5¢3 restar 6a® - 963 — ddes.
[ 38. De 9a3 — 8a2b - 5a2b — Tb3 restar.
Ta% + 2a2b -+ 9ab? — 1458 — 4c3.

b 29, De %a!x + % ax? +%z3 restar

— :aﬂx -+ éam! -—g:r'.

az® + bz? 4 cx - d restar ma® — nz? — px + ¢.
amt+ 4. qam 4 qEpm—i + adpm—1 L gbgm-—8_L |
restar.
amH — (m 4 1) azm — (m— 1) gtzm— 4
(m 4 1) adam=2 — (m — 1) abam—S 4.,
42. Dados los polinomios siguientes :
P =ia% — B5a*b+ 768

Py—24% 4 11a® — 863
P,=4ad 4+ 5a% — 863,
1*P—Py; 2°P+P—P,
43. Dados los cuatro polinomios :
X 522 — 3ab | b3 — 3ac 4 2be | ¢3
2a - 5ab — 352 4 2ac — 4be - 3¢
4a? — Tab 4 502 — bac — Sbe - o2
2a2 4 9ab — 8b2 4 3ac -+ 3be | 202
de la suma de los dos primeros restar la suma de los dos
ultimos. :
44. Dados los cuatro polinomios :
6a® — 3ab -+ 202 — Bac -+ 6be — 202
a®— ab+ 624 ac— be— of
2a? 4 3ab — 2b% — Jac — 4be — 5c?
3a2 — 6ab -+ 3b2 — kae - 106c + 42
del primero reslac la suma de los tres ultimos.
N CKP La misma cuestion para los cuatro polinomios :
9zt — 2az3 4 a2z® — bz bt
Szt 4 3bx? — Baba? — adz -+ &4
22% — agad + Th2x? — 2032 — at
z+ — bax? + 3az? 4 Labx — 24?02,

Caleular :

Hacer desaparecer los paréntesis y efectuar las reducciones

8. (@—b—(bt+e—d)+ (b+e—d)-} (2b—a)
€. ' — (8% — %) + 62— (a2 4 c%) — 3 — (a3 — b%)
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48, a—[b—(c—d)

49. (@ + 2b — 6a) — [3b — (6a — 65)].

0. (@t y—s)—(@—y+ )+ (=24y+)—(—z—y+1).

51, (428 —202t o 1)— (329 — 28—z —1T) — (0 — b2 + 22} 8),
- 52. 2+ [y —=)—(y—2)

53, (@4b—c)—[ —(b—3c)).

4 &) —[—¢( c))
[(a+b~—ﬂ—-p)—-{c-d—m+q)]—[(a+p—q)—(b —m)—(c+d—n)]

55. 44z -[ 48y — (62 4-8y—Tw) + 4z)— [48y — 8o+ 25— (42 L) .

L 6. (3a?—3az+2%)—[4a2+ Bax—(3a2 — Taz 4 52%)]—Tas.

PROBLEMAS ELEMENTALES SOBRE LA ADICION ¥ LA SUBSTRACC .

57. Representado un mimero por z, expresar el niimero qus
le excede en a y el que le es inferior en 6.

58. Siendo « la edad actual de una persona, expresar la edad
que tendrd dentro de 20 afios y la que tenia hace 9 afios.

59. Se ha repartido una suma entre tres personas; la segunda
recibio a pesos mais que la primers, la tercera b pesos mds que
la segunda. Expresar la suma repartida, siendo z la parte de
la primera.

60. De un juego de 32 cartas, se sacan primero « cartas y 3
mis, la segunda vez se saca el doble de lo que se habia sacado
Y 4 mis. Expresar lo que queda.

64. Un negociante gan6 durante cuatro afios conseculivos una
suma de @ pesos cada afio; durante otros 3 afios una suma b; en
los 2 anos siguientes perdié por todo una suma c. Bxpresar su
capital actual habiendo sido z su capital primitivo.

62. Una persona A tiene a pesos; otra persona B, tiene b
pesos; las dos juntan su dinero y gasian en tres ocasiones dife-
renies una suma desconocida z. En el momento de separarss,
A toma una suma ¢, Expresar lo que Je queda a B.

63. Expresar el perimetro de un rectédngulo, sabiendo que el
lado mayor excede en « al lado menor z. jCual seria el lado,del
rcmbo del mismo perimetro?

64. Se han hecho cuatro compras : la segunda ha costado a
pisos mas que la primera; la tercera & pesos mas que la segunda;
la cuarla ¢ pesos mds que la tercera. Habiendo costado Ia pri-
D era COmpra @ pesos, se pregunta cudnto se ha gastado per todo.

65. Expresar algebraicamente un numero de ires cifras x, Y.
%, en el sistema decimal, y expresar este niimero mnvertido.

66. En una mezela de dos substancias A y B que pesa a kilo-
gramos, entran & de Ajse agrega un nuevo peso ¢ de A ¥ se
saca @ de B.; Cudnto queda de By cudl es el peso de la mezclal
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67. Tengo en la mano izquierda 3 piezas mds que en la dere-
cha;si tomo 5 de ésta para ponerlas en la primera, jcuantas
hay en cada una, siendo z el nimero de pieczas de la derecha?

€8, Los lados de un tridngulo son a, b, ¢; sele anade al lado

@ una longitud d, se le quita al lado b la longitudgy se le

agrega al lado ¢ %d ¢Cudl es la diferencia de los perimetros de

los dos tridngulos, y cuil debe ser la longitud d para que el
perimetro del segundo tridngulo sea doble de el del primero?

69. La edad de un padre es g, el hijo tiene 4 afios menos ¥ el
abuelo tiene ¢ afios mas que el padre. 1° ;Cudl serd la suma de
las edades de estas tres personas dentro de n afios? 2° ¢ Cudl
era esta suma hace n afios? 3° Encontrar la diferencia entre la
primera suma y la segunda. 4° Sumar estas dos sumas.

70. En un tridngulo A B G, el angulo A vale n grados y la

« diferencia de los angulos B y C es inferior »’ grados al valor del

dngulo A. Calcular : 1° los angulos B y G; 2° hacer el cilculo
para m = 32° y n' = 36° Decir 3° cual serd la naturaleza del
tridngulo si »’' = 2n.

§ I1I. — Ejercicios sobre la multiplicacién.

Efectuar los siguientes productos :

n. da < 8b
Ta? >< 8ab
12a3h < Ta%be
— babe < 8 abd
1ia%ber < (— Sabdz).
1° Tab >< 8a2 >< The
20 Tablcd 3¢ 2a2be < Batlbel,
i° (6a—2 b — 8e)Ta
2  (— Ba2 -+ 3ab — 852) (— 9ad).
° (@+8)(@+10)
2 (z—5)(z—"1)
3 (@z—1) (x +§)
£ (x4 a?)(x—09).
(22 =32 —T)(x—2)
(a 4 a* + ab) (a3 — 1)
{a* — 2a%h 4 £a2b® — Bab? 4 166%) (a - 25),
(am b7 — 2¢n) (2am — 36).
(= + y2 — ay) (a7 + 2 + 2y).

Wioamrsr o om e SRR 17 o AN o B——— e e e

e




ELEMENTOS DE ALGEBRA

(at+b—c)la—0d+40),
(@ 4b—c)(a—4 b1+ ¢,
(@+y—21) (z—y +22).
(a* + a6 4 a?h?) (a— b).
(a2 — bT — c3) (b2 4- c2 — a?),
~ (+2a43b+4e) (1 4 22— 3b—4e).
(a® — 3a2z + 3az? — %) (a—x).
(5a2 4 ab — 3b2) (3a2 — 2ab - b2).
(af — a*b 4 a3b2 — a26% -+ ab* — b8)(a + b).
(2% — az* + atzd — adz2? 4 adx — af) (z+ a).
(3a5—2a2h3-9ab*—855)(ka?-5ab—652).

(5a* + 2a%b6 — 3a2b2 — Lab? + Tb%) (902 — Bab — 115%)
(# —a) (z — b) (z — ¢).
(@—a)(z—b)(z—¢) (x —d).

(a2 — da —b)(a® — ba + b) (a® 4+ ba — b).
(ba2—321-2)(322-4-22—1)(#2—22+-3)

[(@ 4 b) F (c—d)] [(a + &) — (e —d)]-

(g a2 +aam—gaﬂ) (2::2— a..t:—%lz .

96. (ab — 4a3b -+ 6a%h® — fabd + b*) (a® — 3a2b -} 3ab% — 43)

7. (A +2) A 2% (1 4 24)
98. (1 —22 — b — 28 — 28)2 (1 - =+ 228 4 4ab + 27),

Efectuar las operaciones indicadas ;
29, (e4+-b—c—dpE—(c+d—a—Dbp.
100. (a4 byt — (a— 6) — 253,

401, (1 + 22 — 3b)2 — (36 — 22 —1)2.

102. (a4 b)(b+o)—(c+d)(d+a)—(ate)(b—d).
103. @bz + @+ dy—[a—b)az—(b—c)yl
404 (Sa—50)(a+26—3) — (3a —5b) (3 — b — 3).

105. (a+b—-e)(a+b)+(a—b-+c)(a+c)+(b+e—a) b+ 0-
V106, (422 — 420y +9y1) 22+ 3y) (4 + 122y + 9y?) 2z —3y).
cAA07. Rz—y—(z+2)]Bz—2y — @z +3y).
108. Bz—y)lte+y)—3(z+ydlz—y).
109. (2a—b)[(ka 4 b) a + b (a + b)Ja2.

440, (@ — )% 4 (a + b)* + 3(a + b) (a — 8)2 +3{a—b)(a -+ b)3.
i1, [22 + 7 (a + b) + (2% + b%)] [#2 — = (a— b) + (a2 — B2)].
142, (8a®—2%)(8ad %) —(2a—a?) (2a -+ 22) [2a (2u 4 2%) + z4]

[fa2—a%(2a—2?)].

EJERCICIOS SOBRE EL I™ 4lBRU

§ IV. — Ejercicios sobre la divisién.

Efectuar las divisiones siguientes:

113, ge (15a%h — A2a%52 — 0035 4 6atb?): 3ab
2°  (8ath? — Gadhd 4 4alt —2a%h?): (— 2a2b?)
3 (baTzd — 24adzb |- 36abxT): bax
5 (zmtiyn - 2pmtiyntd | gmynd2) ; gmyn,
(a2 4 4ab 4-3b2): (a 4+ b)
(a*+3a2+3a-+1): (a+1)
(a® — Bath + 10a362 — 10a2b® 4 5abd — 08): (a —b;
(ab4-8a2-+-24a2--320-1-16) :(a-2)
1e (6a* 4 a®z — 1522) : (222 — 3zx)
ge (622 — 2ry? — 28y%) 1 (2@ L 42)
3° (4x® 4 42 — 291 - 21) : (e — 3)
& (3ab 4 Sadb— 33a3h2 - 14a208): (a® 4 Tab).
1° (12520 — B4y?): (5z2—4y) ¥
20 (aba® - 35) : (ax + y)
3 (3245 4 45): (2a 4= b)
40 (81x® — 16y8): (32— 2y2),

“il7. (2a% —43a%h - 31a2b2 — 38ab® 4 24b%): (202 — 3al + ib2)
148, (14a5—27a%b--21a%b%—3a?b3 —2abt) : (2¢2 —3ab+4-209).
119. (8ath3 — 13adD* |- 28a+hb — 234308 - 20a247)

: (2a262—3abd-}-408),
120. (625 -5z — 2823 4 3122 — 132 4 2): (202 —3x 1 2).
121.  (5a7hb - 8ath? — 13a56% - 38atbt — 264305 |- 24alS)
: (ba2b—2ab24-65%).
422. (ab —a*b—4atb? —ad - &a2b3 |- 3a?b—a?—2ab2 —2ab 1] -
1 a2 426 —1).

A 123 (10a3b—21atb2—56ab:—3a®b*—10a2b3) : (8b3—3ab2--5ab).

w(emferdanl) (oot

125. (m‘—%x’+m‘+%x—2):(§z_2)

126.  (pto — 81a1%): (pzt — 3a3pha? 4 9atplx — 27aY).
127. (a2 4 2anb2r 4 Bér — ) : (an 4 B2 + cp).
428. (zﬂl‘ — yﬂr) . (;;En — ghayr o gnydr — o)

Encontrar, sin efectuar la operacidn, la resta de las dive

siones siguientes :

129. (a3 —1): (a—1).
130. (28 +1): (2 —1).
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(a® 4 %) : (a — &).
132. (a7 +-87): (a + b).
133. (3a® + 5a? — 6a): (e — 1),
134, (a* — 822 —9): (x —2).

135. (2% 4 177% — 68z — 32) : (o: A ;_)

135. (3x'+2.z'—4:c3+aa:2+5x-—-2):(:c-l-!).
137. (a5 — 3bx* - 5b223 — 8h3t L Ghba — 45%) 1 (2 — 2b).

Escribir sin operar los siguientes cocientes :

138. i° (@* — 1)1 (z—1)
a0 (@*—1): (z+1)
3 (a*— b4 i(a—b)
£ (a*—b%):(atB).
g° (a8 —1):(a—1)
20 (a8 —1): (a4 1)
8 (@—yhi(z—y)
£ (@ —yh) (x4 y).
1* (a8 + 28): (a4 @)
2*  (ab—2%): )a—um)
3 (7 4-1): (x4 1)
£ (@ —y):(z—y).
¢Qué divisiones de la forma (am=gm):(z==a) dan lo
siguientes cocientes :
144. {° |
g¢ Z3—gL i
3 @ - ab 4 b2
& a? — ab 4 b2,
1 B —a Lz —1
9o 23 |- qz? 1 a2z 4 g8
3 z¥ — qx? + a2z — @3
4 attattatt-al-A.
L 2b—zb L8 L2t Ly |
2° ¢+ttt gt
3 23y8 - may? + mizy -} md
 amApgm2lgmS 4 | Laid,

144, Determinar m de tal manera que :

1°  4z? — 6z 4 m sea divisible por x — 3,
2° b —b2? 4 bz —m sea divisible por 2z 4.

22+ -+ hax? — 5a%2? — 3adz L mat;
z* 4 ma2x? — Sadz 4 ab,

sean divisibles por z —a.
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146. Determinar m y'n de tal manera que el polinomio
b — 32 L matn
sea divisible por 22 — 95 + 4.
147. { Qué valor debe darse a m para que
i zt - ma2z2 | gb
2 2% —maz? - maz — gd
sean divisibles por 22 — a2 +a2?
148. Dados los polinomios x4 +pat 4 g y 22 4 92 45 defer.

minar p y ¢ de tal manera que el primero sea divisible por el
segundo.

149. Determinar m, n, P de tal manera que el polinomio
Z8 — 2zh — a8 +ma? 4 nz4p
sea divisible por (z — 3) (@4 1) (z— 1).
En general : encontrar la condicién para que el polinomio
azb + 628 + ezt + dz 4 ¢

Sea divisible por % — a2,

§ V. — Descomposicién de log polinomios
en factores. \

Sacar los ‘factores comunes a los términos de los polinomiios
siguientes :

1° Ta862 — 5g2ht |- 948

2° 25a2 - 30a* — 358

3° 2adb2ctd — 3abtcS - Tadlesgr

4 124253 — 304862 L 18ab% — 49,54,
it 6a%x3 — 3axt 1 24q228

2*  4ba2a? — 30a%2? 4 105426 — 754000
3° — dhazn | 286atznt+t — GEgign 42
&° ZWHAYD — ginymdn amydm

Descomponer en dos factores las expresiones siguienles ;

162. b b z2 —9
2 32— %
3 a® — Lz2
£ im2— gp2,

i ay? — h2gs
2 o2 2
g ~%
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2 s
T =F
2 — 81a2bcl,
ad by
at 4 b3
x5 —1

ab 41,

a? | bab 4 4b2
9a? — {2ab | 448

al-l-a-i-%

2
9z — 3xy -{-%—

3

at__ sab 4 963

2

at 4 2ab -+ b2 - 2ac + ¢ + 2be
at4-azx -t bz 4 ab’
73 + (a—b)z — ab
8az — bz | 8ay — by
ap + ax — 2bx — 2bp.
a? 4 2ab - b2 —c?
a? —2ab 4 b2 — 3
a2 — b2 — 2be — ¢t
a? — b3 4 2bc — .
z2 4221 —yt
yd—az2 4 22 —1
m2 — n? - 2np — p?
m2 —n? — 2np — pi.
ab - bt - ath?
at + b+ — q2p2

at + bé
ab + bt

a% — 63 + a2 — y2 4 az — by)
a? — b* — ¢? 4 d? — 2(ad — be).

Descomponer en tres factores las expresiones siguientes :

ba? — 4bm2

_gay e ,;-yl

2a%be — 18ablic
Zbm — Jpimydn,

ab—1

ab — bé
8zt — yt
ghm — pin

EJERCICIOS SOBRE EL I* LIBRO

9a’ — 12a2p + dap?
a®p? + Badp 4 9a
ad —2q2 — 3a
ad+a® —ha—4§
a® 4 3aty 4 3a2? 4 13
zb — 3xy L 3xy2 — 3
a¥hd - 3atbizry - 3abxiy? + z3y?
3atziy + Balzlyl + Ja2zys — 3a2ayzt
36a2z0y3 — 24adzty2z |- datxiyz?
4atzd — 214626 4 364527
(# —y) (22— 22) — (5 — 1) (22 — y?)
(z—1)(z—2)(z—3)4 (x — 1) (z—2) — (z —1).

Descomponer en cualro faectores las erpresiones siguienles ;

Descomponer en faciores las expresiones siguienlss ;

a? —ab—b —1
ad +ad— al—a
4022 — (a2 4 b3 — c2)2
4(ad + be)? — (a? — b2 — 2 + d2)3,

§ VI. — Ejercicios sobre la simplificacién
de las fracciones.

Reducir d su mds simple expresion las [racciones siguientes

35am? — 25m3"
123z |- 24225
18ablx | 30222
3ztyd 4 9ar2ys

L S e SR T e T ot R e i e _._____ ——
- . R T o=

kabyT |- 12a%23y?"
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a?—%a 41
a—1
z? — 203 + a2
ma ma
ac -+ be + ad + bd
act-bo-ad pad aﬂ-—l-i- a 173.
35 4 b - Ty + 2y
5y
oy —2—3y 46
Ty — 22
4202 4 5lab - 1562
6a 4 3b E

ad - b2

3

40

ll

20

3°

40

2 — 2oyt
z2—y3
ad 4 bt + Jabla &),
@+ byEm?

22 — hax + 4a?
z2 — 4al
8ax8 4+ 303z — 6a2x?
az’ — adz
1245h% — 48a%h7
16a505 — 32att®

(a + b)2(a® — b®
(a3 =003

i @a—o6)7Fab
: 6ah? — 3a3h— 3ab?
2 ab® — adh
(a2 4 b2 — o2 — (a2 — b2 - o2t
4a?b — habe
zb — azb — ate + ab
¥ —az’ —azd + asw’

a2 — 24 2ab
@+ ¢ — b% L 2ac
wd —1
(T+ar—(=+a
(a8 4 22472 - 2¥)(at — 2?)
(@ F =)@ — o'z +- ala? — )
at? 4 pie
a¥ £ ath + abt + B

g°

4°

§ VII. — Ejercicios sobre las reducciones
de fracciones.

Reducir @ una sola fraccion y simplificar &
— 2z
e, 1 PR

Tz — &
g 8z + 1‘3::
a—b

¥ +ars
e i

i
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ab 4 b2
36— 20

Sar — x1

e

a? — 62 — o2
15 2bc
- b!.'.cl_a‘i.
4 l——b———-zc
2

. 4 — gt e g
1 at—adf-at—at1 S

4 —2% 42
4 e al o
—h
L Aty -[iexﬁ-a: :
Redueir af mismo denominador las fracciones giguientes :

> 3a ba 2
180. 1 o' & 5T
> 1 Hab  sac
3a* M2’ Bb
g0 8a bbb  Bab  5eb
T2’ TR Ty’ Bz’
a? ab 3a® — 2ab
a6’ a—b @E—0b
az 20%x2 202 - 22
a+az’ o —azr+a22 DB’
at1 a—1 a1 a1
a—1' a1’ @—1" @F1

§ VII.. — Operaciones con las fracciones.

EJERCICIOS SOBAE LA ADICION Y LA SUBSTRACGION

182, R Bl

B e

R e T

st -




R
-

e e

b

ll

9

‘l

ELEMENTOS DE ALGEBRA
« 22 3a,5, Ta
P otetatms
4 m-4n 6 m—n
g T o
at+b  a—b
¥ a=mtarr
i 14nt
1r‘+i+n+i—n
2a 3z 3z2 L g
a+x+a—m+a=_mn
9417, 6z+5 , 9r—8
b + & 4 8
bz —5 2246, bz} 8
o e Mo -
1452 1 —5Bzx
I—35z T 5=z
22—t gz
xi—z T z—1{
ar a—uzx
al— 27 gz
az—a _azta
41 z—1

dat btz 2a+b, Ta—2b
5a % T

dat+2x bBa—z, a
a+a a—z T

{ 1 2z
e tise T i=2

g b b
@O @ oE T aFs
2az L 2% adlBgr z
(e—2? @tz o—z

3a s 2a 4= ¥
l@—2P T @t a—220) " @t

a—1  a4i1 a4

aFiTa—1—@—1

30a 4 5
W —1 1 5a—1 " 5F1

E)ERGICIDS SOBRE EL I°*® LIBRO
5 3 b 10 (502 + 2a)
T+8a T—5a 1 —25a?

a2 ab L b2 a*-—ab+b2+2b'—b3+a’.
@b L a—b az— b

g 3a—6b bta—6b 4a-—-5b+1a—-8b

. at & a—b  ‘a-t+b a—b
b4-1 , 5a+3b , b—1 3

i E—a+aﬁ—E=+FF'5+E—a

z 41 =4 +mﬂ+{
97 —3 2z F3 o—1 ' 23—1
2a? 4ah?

Fata—5n

a
a_—-b-l'a—T—b'Fa2

- i i i
@E—hE—0  T—ab—0 T=ae=bh

be ac ab
G=0la—D T b—al=0" =0 =0
atb + b+e 3 cta
b—c)(ce—a) ' (c—a)la—0) " la—b)(t—o)

2 . 2 4 2 @62t (b—opf(c—ap
a—b'b—e'e—a’ (@—b)(b—c)(c—a)

EJERCICIOS SOBRE LA MULTIPLICACION
ge 2z =< 21—yt
r—y 8
o =21 6a
z+1
at— bt . a
$ a et Na—3
152 —30 322
2z 5z — 10

—=J\% 1)yt
(= - O ’;l-__)ly

[{m+5)+4][(m+3) =]
(++2) (G-

p J—0 |
a Ex

‘l
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a’z’xa(m+y)x._:%&?l ‘ 7 # (m+zii):(z__£_{)
w52 | A% SEiealifnrl)
(;i:}s e i xim_'tﬁ)f _._i’;"'_i_—'t”i’) d : 28 —3aa:_-!{_-§a%m— as, -::?g
%‘fi— e 1 e P A
(@t ) @t ] ot
::3_.«%"'31:)(”""”’ | ?i : 2 n‘:i:}ﬂ‘%—%
@0+ it—1): . r 2osaon

z—3 " o—3

= e, A T e e A

(=+12a) (3-1) - £ T
(tE-15) (2 +3-+) T
{—=z =Ty : r—a T —
[t — st + i) < 2 r_'_,'ﬁl =L (1+5):(5+23)

GH+ED CE 0 215 4 (5-5):6-Y

28 b— a) ek i4-ab ]
EJERCICIOE SOBRE LA DIVISION 1 ( [

T+ab alb—a).
[“——][ “;iig] =
3ab (2+ a?)

2miz
pi—pz

dm2pd ;
(-259) (53 -)
(zf-a+:c-‘1!-a) :(xia—x-t{z-a)'

e (mbrhed):(-A-3

B s T R T . — -

=¥




ELEMENTOS DE ALGEBRA

2 (i—:F—g—Z—{+a):(a—a3l+-2a‘)

" (ort g et

v i

(=gt vrasthe b5
(ZF-tFD (-0 (- )

1 i i
+e. b afe

i I | 1
E+b+c 5+a:Fc

§ IX. — Ejercicios sobre el verdadero valor
de las fracciones indeterminadas.

Encontrar el verdadero valor de las expresiones siquientes :

==
203. 3% %,_I_:"Tmi% para =2

2} 20—z — 2
e —3
28 —3z 12
TT—6z+ &
1—6z45
1 :3—_3—}—1—2 para

3 — 6z 45
=Bz 18 para
! —3x2 4
a3 —22%2 _§r + 8
x4 — 6x2 4 8z — 3
e oy
272 + 3x —2
Wi — 19z 55 P
z¥— 322 | 4
Bx? — {827 I 36z — 24

2° para =1

3 para

para

20

EJERCICIOS SOBRE EL I*" LIBRO
823 4222 — 5z -1
3 823 102" —iiz g  para
3 bl — 1322 — |2z —2
827 —32;7 1 13z —3g  bams

ot —2pd L 922954 |
mij_gma+xs = para

&

25 28 —Ba2 g
BT T2 =5 para z=2
zt—8523 | 622 L 4r 8
z3 j&.r’-:-&a: JATA [l
524 414023 — 22322 4 097 — 19 2 1
452t — 9323 - 6527 — 19z - g POrA T=py z=3;.
28— 9z Lz 3
#F— T2t T 827 — 20z F 8 ik e
2z5—2!x‘+683:3—84x‘—§-32z
22® — T4zt + 3127 — 3557 i3z — 1§ Pora =2
8 — 223 L 922 2544
ey v,y
LEE =228 20— 203 L 4at_gr 43
ZT— 3201 328 — 3% | ZaT— Gt gz —g Para =1

para z={

:+3+:t;
T

z,+z+l

* =2

I T i)
R

z—3
z-46 z 41
i ZT—18  zz—4&) PRES
z—12 x2 41
¥ FIm_i s@—tay P
T—2z 4
—2—3 F—_IzF2 PeER

@ bz 4+8 20 r—1

@i fFz—6) z—6zF§ Pare
222 L fr —1

x—3

bz —1

zd 4 2

3

r
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8 __ 82

» oIt e r—w
3 8x2

4 5.7:21:822 3‘_2'{_‘ para z=oo,
B2 —82x-4-38
358 — 716 para w=—oo

o (2:5'—@—3)(3$—5)(.’!.‘+l’
Zq gz — 3) (43_“ } para z=—oo

. (44 (243
X EF =)@+ i

—3)2
. 5 gi_ 3)9 %::;:_TS para o— oo,

211, i

L =]

242, L & 8z —\Vz¥ — 7 1 para o=
g z43\Vz

para =0

TVz 4 22 :

3 Var—22—1—\Vo" =Tz 13 para 2=
e 22 —5 L Vzk —3z 11
& T —
z—44\Viab fz—2

Para ¥ =—eo,

LIBRO 11

Observacién. — El n® entre { ) se refiere a nuestros Ezercices
d’ Algébre,

§ 1. — Identidades.

213 (278). Verificar las identidades siguientes 3
a a-t+ b2 a— b) R il
: (5~ ye

2
2 tt+at=(1%a/24a)(l —a a4 ay
¥ Atat=0U+aB3+a)(1+a)(1—aT+at
Py (R-;-r)i_i_-r_%), (ns—r)s=%§ma+,z+ Rr).
214 (2179). Verificar las identidades :

i 2@+ 1) (2 + 2 (24 3) + 4 = (22 3z 4 42
¥ (a2t at b adRe=t 2 323 4 het 4 226 - 2ab 29
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r () ()
(c+3)"+ (49" + (3+2)'=

e a a, b
=Het (z+5) [aEs) (3‘+a)'
215 (280). Verificar las identidades :
1° (at-b-ec) —3(at-b)(d+¢) (e+a)=a®+4 6% |3
2 (@—0)4-3a—b) (- b)+(a~+b)3 4 3(a— b)(a— b2 =3a3
3" (a-b+0)4-(a—b)2 (@ —e)+(b—c)=3(a2+ b3 +-03)
i (@tbootdpd-(a—b)2+(a—c) +(a — d)+ (b—opp
+H(b—dp (e —djp=ia 4 b2 4 ¢ ).
216 (281). Verificar las identidades :
1* (at-b+te)t—(b+c—a)pr—(ct a—b)3—(a+b—c)3=24abe
& @+6R—(e+dR+(a+c)—(b+-dp=2(a—d)(atb+oc+d)
3 albte)t4-ble+a)+c(at-b)2 —dabe=(a+ b) (b+c) (c+a)
& (atd+tectdpt(a—b—ctdP(a—b+tc—dp
+(at+b—c— =4 (a® 4 b2 c2 o),
247 (282). Verificar las identidades :
I* (@—b)(a+b—c)+(b—e)(b+c—a)+(e—a)(c+a—b)=0
2 (mb—n*) 4 2n (m34-n3)— (n 4 m)? (m —n)2=2mn(m -+ n)
3* (a® 4 b2 - ¢%) (a'2 -} b'2 +c'%) —(aa’ - bb" L ec’)t =
= (ab'— ba')2 + (be' — cb")2 + (ae’ — ca')?
¢ Ua—0)2+(b—e)'+(e—a)2P=2l(a— b} +(b—ct - (c— ],
218 (283). Verificar las identidades fraccionarias :
1,m‘y’z’+§m9 — %) (y? — b2) (22— bz_{_(;,,a_cz)(ya_cz] (s2—cy)
b2t b3(6T —¢2) eXcF — 09 s
:—xi..i_yﬁ_l_ z2 — o2 %

20 %+(22_62)(b2—y2)+(i_ A=y

-
(]

53(c2 —3) 3k — b9)
A z22 | (22— (bt — 2%y | (a2t — (e — g2yt
- TR T T =)o@ — o7 T (=) I — by

— @ —yt)(yt— %)
(2 =832 —37)

219 (284). Si se escribe @+ b-ec=2p, demostrar que se
tienen las identidades signientes :

: (+Bte—e_ o

2 =5 (p—cpfpr=ar} bt et
¥ Ap—alp—b+2Ap—b)p—0)+2Ap—c)p—a)=
=2p!* — aq? — j2 — ¢?

e et

R R e T
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¢ p—a)p—b)p—e)+alp—bp—c)t+blp—c)p—a)
+ clp — a) (p — b) = abe.

220 (285). Verificar que si se tiene a%=b%4-¢?, la férmuls

S=\/plp—a)(p—10)(p—rc)

se reduce & S=-é be.

221 (286). Verificar que si

z=2-’;5—‘ai+c’
Ja

se liene

222 (287). Verificar que si se tiene %

se liene también

VAT + B+ Co+ /D= /A FBFCT D)@+ o+ec+d.
223 (288). Verificarquesi z-t+y=u y zy=uv, se tiene:

z2 4y =ut— 2
20 2% | Y3 =u? — 3wy
P oyt =t —dut - N
£ 284 yb=ub — budv - Suvt.

224 (289). Verificar que si az - by + cs =0, la expresion :
az® - by 4 cz?
Bely — 2)° + ac(z — @)® + abl@ — y)°
es constante; cualesquiera que sean z, ¥, 2.

z ¢

2 o me . n2 2 m?tnttp?
se tirne también F+F+%=W'

; §B_n_p x|y
225 (290). Verificar que si = y a2+%i+

226 (291). Verificar que Ta expresion :
(ay — bx)? + (bz — cy)? + (cx — az)® + (ax + by + ¢2)?
es divisible por a®40%2-Fc® y por 2% 4y 422
227 (292). Verificar que el polinomio (a -4 ¢ =-¢)m — am — bm

—em es siempre divisible por (a4 b) (6 +¢) (a + ¢) cuando m
es impar.

228 (293). Verificar gue la expresién x® -3z 12 se anula
: 1 1

. cuando se da a z el vlalor (Vi—1)3—(V@—1)73,

EJERCICIOS SOBRE EL 11° LIBRO 289

1
229 (294). Verificar que el producto (1 —az)(1 + az)— (14 br)t

= i 2a =
(1 — bz)” ® tiene por valor 1, cuando z=a" ('6__" 1) i

230 (295). Verificar que se tiene :

1 i1—
2a(1 + 27)2 [x +a+ mﬁ)i] =a+b

cuando ==2[(8):-())i):

Demostrar las propiedades siguientes :

231 (296). 1° Si la suma de dos fracciones es ignal a la unidad,
su diferencia es la misma que la de sus cuadrados; 2° Si la dife-

rencia de dos fracciones es igual 4 Ié, P veces su suma es igual

‘& q veces la diferencia de sus cuadrados.

232 (297). 1° La diferencia de los cuadrados de dos numeros
impares es siempre divisible por 8; 2° lo mismo sucede con la
suma y la diferencia de los cubos de dos nimeros pares con-
seculivos.

233 (298). 1° Todo niimero impar cuadrado perfecto disminuido
en | es divisible por 8; 2° El cubo de un niimero impar dismi-

.nuido este numero impar es divisible por 24,

234 (299). El producto de dos niimeros que son la suma de dos
cuadrados es igualmente la suma de dos cuadrados.

235 (300). Si un numero cualquiera es la suma de dos cua-
drados : 1° su duplo; 2° su cuadrado; 3° en general, cada una
de sus polencias es también la suma de dos cuadrados.

§ II. — Ecuaciones con una incégnita.

Resolver las ecuaciones numéricas siguientes ;
236 (301). 5z -+ 50 = 4z - 56

237 (302). {6z — 11 =Tz 4 0.

238 (303). 3z 10 =5z — 170,

239 (304). 18z 4+ 4=34zx—4.

240 (305). Tz —18) = 3{x — 14).

241 (306). Tz —3) =9(z+ 1) — 38.

242 (307). 24 3+3=11

243 (308). 36— ‘T’ =




E ALGEBRA
200 ALEMENTOS D L LJERCICIOS SOBRE EL I° LIBRO

244 (309). 265 (331), =8 20—z x4
: R -7 3

245 (310).

o i 266 (332).

247 (312). 267 (333).

28 (313).

29 (314). 268 (334).

R°250 (315). k(o —9) Tz —4)==b—z 4 2609 (335, 4: LI
251 (317). §+§+§+§=x_n. .

19—232 _ 9%r—11 ' 2 i, 2—8. . % i
X252 (318). el L} 0 (336). — —s+ T te=4 8

i 3 3z—1
w253 (319). °_:Ga:l-_?___ Caek SEONS 271 (337). (.‘k:—‘t)(m—-ﬁ)-i—(.m—-l)(x_.s)zg(x__z)(z__a)

5
¥ 254 (320). e ; 272 (338). 82 —1_ 3z—1j

2T Im—13"

——¥ 255 (321). L A YT \ 28 (339).  Ie *5_%=%+;

= 12 — Baz— 36 5
X 256 (322). Es e L S ‘ 214 (346). [« — [#+3]—@—s) (o3 = 3.
3

—3z z

K257 (s2). 2R o8 _sdld o ' 215 (3, AT
A28 (324). 2;:3—5__534—3_|_2+§___0_ - 276 (342). ”_:1_3[3515_1%%?3]:%__}_

/6 259 (325). ‘1§4Hx;*=2+3m5g1- | 1 277 (35). [%(-’6—2)-{—%]-—[:-“;(275._,)]=0.
T (). (e 43 (et H=i1—e, 7 218 (344). é[&z—s—s(?*5)]+13(x—5)+£=o.

i 9 i
261 (327). 5(21 — &) =5 4 — (Te — 54).
{53%), 2 ( ) 2 + 10 ( ) Resolver las ecuaciones literalés siguienfes :

262 (328). %(s—m)+m—l§=%(z+6)—§- | 279 (345),

: Sz41, 2 —5 4p—1 92— =
8529, xi-.‘I)- ¥ xa e b =) . 280 (346).

e,  ETlypBoe_g kdz '3 281 (347).
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2 282 (348).

« 783 (349).

284 (350).
285 (351).
288 (352).

287 (353).

288 (354). a(x — b) = bla — ) — (a -+ b)=.
b

289 (355). ath _‘l:‘E‘_”= ab? — %

200 (356). %(1—2)—[—%(1—;):1.

—2)_ bt
294 (357). gacz) M+

S5 bk
292 (3¢8). e

o—b_3art(a—b),
23 (389). %I {a

= b (:r:—b)
206 so0). ZEG I 820 KA

9295 (361). (e+ =)0+ —alb+ c)=T + 22,

1+tazr 34 a%2?
288 (362). e i P

207 (363).
EDTEDEIENICERIEES A S

28 (365). 4+ E+E—t=abe—a(a+b+4o)
— 3 i3
290 (365). (b+c)l-—?—"-+Lx+_“l.
1

; P
300 (366}- 3("’1 "'i_ n)% m-4n i 2()73 -I- 1’!)
s T op

301 (367). 3z -A(

EJERCICIOS SOBRE EL II° LIBRO :

02 (388). 5 —f— (20— 2) mgo 2t 5o 32,

1 1 a—>b
303 (369). e e A e

a b a—b
304 (370). :""“a_-'l-'-—b=x+a_(,'

305 (3mM). :i—: a+b+1_

306 (372). 3z —b 3a - 45

3z —8b 3a—85"
M. el
308 (374). tals-i—i-c=a.;i_l_,,
309 (373). ‘”_t.':'___b_wwf-b—a:bsa_ba:‘

.

z—1 =l
310 (396). e w—a+b+2

1 m
31 (317). l—mﬂx!=l+mx_!——imz'
312 (378). mia:}:b=x+a—é a=+bl.
z+a z—a z2 — g3

313 (379). [(a? — B3)z — 113 - (2abo — 1)t = [(a® + 5%z 4172,
314 (380). (2 — =) [16 — 12(12 + 22)] = 22[42(x + 5) — 12],

241 st

z—4 41 1
315 (381). —l;'___;_i?t_ =1

2+ 22 —9 :
316 (382). Q—Lﬁ—'i_h“j—im.{-gz .1:-|-—-i4_

Z_20%—3) 3214 (22
7 (383). 2 3(x__,)+2x_1 &riﬂ)

318 (384). g = 4&.::_24 _

2+ a? z— b3 — o2

319 (385), (“'f'b'_c”“‘"br-l_(f—‘—a—b)(b_a_c)

z &
= g am—igm  gmpm— —
) azm+i — pm bam __ aam(z? 1)
324 (387). = P S S
322 (388). (a8 HE = (gTa—1)7 ¢ (@=—)s,
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; ""!"falﬂ
323 (389). =as,

az

324 (390). bs /BT = {/B%8,

§ III. — Ecuaciones con dos incégnitas.

Resolver los sistemas de ecuaciones siguientes :
325 (391). 2z —y=1 ¥ 333 (399). 3o 2y =23
z -+ 3y=11. by — 2z =29.
326 (302). 3z —2y=5 334 (500), 10z 4y =3
2z + 4y = 14. 20y — bz = 4.
327 (303). 3z 4 by =20 335 (401). =x—y=1
2z — 10y =0.
328 (394)., 12z —3y=12
i 8x+g=20. 336 (£02).
329 (395). Bx —8y=19
2z — 2y = 10.
330 (396). 3z —y=1 337 (403).
2y —xz=8§.
331 (397). bz — 2y =14
3y +a=9. 338 (404).
332 (398). 6z -4-by=16
5o — 12y =— 19,

339 (405).

340 (406).

344 (407).

342 (408).

343 (409).

X
344 (410).

345 (&11).

w348 (412).

34T (413).

a_ 348 (414).

349 (415).

350 (416).

354 (417).

352 (418).

353 (419).

354 (&20).

365 (421).
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blz—2)=y 12
z 4 5 =3y — 5).
9(9x -+ 3y) = 3(2x — 3y) 410
ha — 3y = &(by — 2x) - 3.

ﬁ%‘j.‘.?,:%_s

e

13 S, 3
z+2y+3 dr—Sy+6
3 ey T
fz—5By+4 3zf2y+i1
Sz Ty _ 13
3z -+ 1
a--27 19

™45y 11
z,Y_
arE—*

bx —ay=0.

s4+y=—a-tb
ba + ay = 2ab.

T y_
e ek
T 1
3_;.%:1_

(a+c)e — by =be
z+y=a-+b.

A

l
I

?i
S8 Q8
e
Il sre o
2(7
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356 (422).

357 (423).

358 (i24).
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a(z+y) 4 bz —y) =1
@z —y) -+ bz + y) =1,

T—a , x—b
+ a
z4+y—b , r—y—q
a + b =0

(a4 b)z — (@ — b)y = 4ab

(a —b)z+ (a+ b)y = 2a2 — 253,

=1

EJERCICIOS SOBRE EL II° LIBRO 297

369 (435). 2z f-y —az =14
§Yy —x—z=1
2-2—-4y+5z={3.
370 (436). 2z —2y-+3:=16
3+ 5y —2:=—56
248y — 4 =—1,
3T (457). 2243y 4-4z=61
3z 42y +x=54
5z — 2y + 3z=58.

372 (438). kz— 3y 427 =128
3z 42y —5z=186
2z 4y —3z=10.

373 (439). 27+ 3y +4z=53

3z} 8y —4z=2

bz 4Ty —2z=31.

. 374 (440). 22 4Ty — 11z =10

5z—10y+3z=— 1}
—bz+12y—z=3l.

359 (425). &% o a%ﬁ =2

z—Yy x4y
2ab e pT
x 1

360 (426). m-}-‘;%‘:m

375 (441).

: : 376 (442).
T T =at
(@4 )z + (a— by = 2ab
(a4 ¢)x + (a— )y = 2ae.
(@4 26)z — (a — 2b)y = 6ae
(@ 4 3c)y — (a — 3¢)z = 4ab.
= ___4ab
383 (429). afb a—b FE—_gt
2ty z—y_ a4 4
a+b6 a—0b— g—p
© 364 (430). :
z+

361 (427).
362 (428).

377 (443).

IR L e

y o Ts_ 447
I3 TH=T
v rtyti=a+d

, it
i El T—y 2
Aoy k5

- 318 (444).

¥
.
i

x

"

af el
y—z_ 2 a=b
zty+z=0
G+t (@t ey +(atb=0
bex 4 acy + abz = 1.
3r 46y —2:4-9u=8§
by —5z 5z —bu=4
2z —3r -} 8y—3u=3
Qu -+ 10y -3z — br =19,
z—2y+4 3z —bu=—38§
v—2: 4 3u—ir=46

.)-':' |“.

§ IV. — Ecuaciones con mas de dos incégnitas. SR EHIE

366 (431). z4y+z=11
2z—ytz="5

8z 4 2y 4 z=2i.

366 (432). z—y+z=17
z4y—z=1
v+s—a=3

367 (483), 2t by — 85 —__3
b 8y —z=18
8{5—3{—-42:1][’.

368 (438). 24y —8: =09
z—ythz=35
Y —2r—z==4,

380 (446).

YAy, i F
A e e )

384 (447).

M)
ALl
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I —2u-3r—fy=~—38§ 391 (457).
U—2z 4 3y — bz =—3, )
. 382 (443). dr —3z 4+ u=10
by+s—idu=1 :
3y + u=11 ‘ 292 (458).

x -+ 2y -+ 3u = 24, 3 ¢ _a
383 (449). Zhy 9z b=y o byt erTrau=y
2y 48s+bu=4 393 (459). me = ny = pz
Br—Bu=1 { ar by +tez=d
br — by =2. 3 i
384 (450). fr — 3z =10 394 (460).
2y — bu =
s+ 3v=1%
Szty=13
2y — du =11,

[~ g @

il

§ V. — Ecuaciones para resolver con ayuda 385 (i61).
de artificios de calculo.

Resolver los sistemas de ecuaciones siguientes ;

385 (481). =16 2 396 (462). alz +y) — bz — y) =2a
w5 ii’ﬁ:sz i a(@ —y) — bz + y) = 2b.
y-{-z=.28. i 1 s
386 (452). Tty=5 _ ) I g i =y e T St
y-{—z:g 1 1 i A
;:}I—-:—:u 5-; z+2—38 3x—2y+1 13
ztv=19, ; 398 (464). 5Vz—3yy=3
387 (453). g4y-t+z=15 / 252 — Oy =81.
Z+y+1i=16 ;
T4z 41 =18 3 309 (465).
¥z =99,
388 (454). z-4-y+z=a
ttydov=é
rt+z-fv=¢
¥+z t+v=d,
389 (£55). ¢z + az = A
ay+4bz=c¢ - E £00 (4686).
bz - cy =a.
390 (456). %:a

- 1
Hj—ﬁ = ab,
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401 (487), Gyiﬁ —e

zf e
as+t-cz

402 (468).

403 (369). gﬁ Ly =

_ ma +ny 4 pz=d.
404 (470). ztytz=1

ar+by4-ez=1k
atz 4 6% -+ ez ==k,

§ VI. — Problemas de 1* grado con una incégnita.

405 (§74). Dividir el nimero 46 en dos partes fales que %de

una, m&s% de la otra sumen 40. Generalizar la cuestién,

406 (472). ;Cual es el mimero .cuycs % menos 8, y la mitad
mas 5 dan 1227
407 (473). Se han vendido el 3, ¢l 3, el 3 de una pieza do

paiio, de la cual quedan todavia 15 metros. Encontrar la lon-
gitud de la pieza.

408 (474). Repartir 100 pesos entre tres personas, de manera
que la primera reciba 5'pesos méds que la segunda, ¥ que ésta
reciba 10 pesos mds que la tercera.

- 409 (475), Repartir 90 pesos entre tres personss, de manera que
la tercera reciba 5 pesos menos que la segunda, y ésta 10 pesos
mas que la primera. ,

410 (476). La suma de las edades de Ltres personas es 100 afios.
Encontrar la edad de cada una, sabiendo que la de en medio
tiene digz afies mis que la mds joven, ¥ que Ia mayor tiene
tantos afios como las olras dos junlas.

411 (477). Las edades de una madre y de sus dos hijos suman
60 afios. Encontrar la edad de cada uno de los hijos, sabiendo
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que el mayor tiene 3 veces la edad de su hermano, y que Ia
madre tiene el doble de la edad de sus hijos.

442 (478). Be quiere vender un coche, un caballo y sus arneses
en 700 pesos; el caballo vale 3 veces sus arneses, y el coche
2 veces el caballo. Encontrar los precios respectivos.

443 (479). En tres dias una easa de banco recibié 16 800 pesos.
Encontrar la entrada diaria, sabiendo que cada dia recibid el

% de lo que habia recibido la vispera.

444 (i80). En tres meses+una fabrica de armas suministrd
56 900 fusiles : encontrar la provision mensual, sabiendo que

eada mes se entregaban los —:—g del nimero de armas que se «

habian entregado el mes anterior. ’
A #5 (481). Cinco personmas se han repartido 8591 peses :
encontrar la parte de cada una, sabiendo que la segunda recibié

los % de lo que recibié la primera, la tercera los .% de lo que

recibié la segunda, y asi sucesivamente,
416 (482). Una persona gasta la mitad de lo que gana en su

alimento, y el ?’,‘ en sus otros gastos; después de 40 dias ha

ahorrado 30 pesos, jcudnto gana por dia?

447 (483). Descomponer 176 en dos partes que sean entre si
como 5 es a 6. -

418 (484). Descomponer un nimero @ eén dos partes que sean
entre si como m es a n.

419 (485). Encontrar el nimero cuyos % mas los 0,291 hagan

0,0027.
420 (486). Dos propiedades han costado 33000 pesos; encon-
trar el valor de cada uns, sabiendo que el tercio y el cmarto

del precio de la primera es igual a los 1?6 del precio de la

segunda. “

421 (487). Encontrar des numeros consecutivos tales gue su
suma sea igual a los % del primero, més los %1 del segundo. .
422 (488). Dividir el niimero 200 en dos partes tales que divi- -

diendo la primera por 16 y la segunda por 10, la difem@f’m
los cocientes sea 6. : P,
423-(489). Dividir el niimero m en dos partes tales que la pri-
mera dividida por @, menos la segunda dividida por b, déd.
424 (490). El cociente de dos nimeros es 4 y la resta de su
divisién 60. Encontrar estos dos niimeros, sabiendo que su
diferencia es 495, 4

= 425 (491). Encontrar un nimero que, dividido por 5 dé 4 por
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resta, por 6 dé 2 de resta, por 7 dé 5 de resta, y cuya suma
de los cocientes sea ignal a la mitad del nimero menos 2.

426 (492). ;Qué numero debe agregarse a los dos términos de
la fraccion % para gue se convieria en g‘?

427 (493). 1 Qué cantidad aumenta o disminuye una fraceion
g cnando se agregan ¢ a sus dos términos? — Discusion.

428 (49%). Encontrar una proporcién cuyos cualro lérminos
excedan igualmente a los niimeros 44, 6, B y 4.

429 (395). Encontrar una proporeion cuyos cuatro términos
excedan igualmente a los cuatro ntumeros a, b, ¢, y d. — Discu-
sion.

430 (496). La suma de los cuatro términos de una proporeién

es 855 cada uno de los tres Gltimos términos es los % del prece-

dente : encontrar esta proporeion.

431 (497). Un padre tiene 27 afios, su hijo 3, jdentro de cuintos
afios la edad del hijo serd el cuarto de la del padre?

/432 (498), Un padre tiene 40 afios y su hijo 12, jcuintos afos
hace que la edad del padre era 5 veces la del hijo?

433 (199). La edad de una persona es doble de la de otra, y
hace 7 afios la suma de las edades de las dos personas era igual
a la edad sctual de la primera, jeudles son actualmente las
edades de las dos personas?

.~ 434 (500). Un padre deecia a su hijo: Ahora tu edad es el quinto

de la miaj hace 5 afios no era mis que el noveno, jqué edad
tenemos los dos?

435 (501). Las edades de dos personas son respeclivamente
a y b, jdentro de qué tiempo la relacion de sus edades sera

igual a % 9 — Discusion.

436 (502). Uu nific nacié en Noviembre, y el 10 de Diciembre
tiene una edad igual al nimero de dias transcurridos del 1° de
Noviembre al dis de su nacimienio : encontrar la lecha del
nacimiento de este nifio.

437 (503). ;Cudl es la fecha del mes de Marzo en la cual la
fraccion ftranscurrida del mes es la misma que la [raccion
transcurrida del afio : 1° para un afio comun, y 2° para un ano
bisiesto?

438 (504). Un comerciante compra vino a 30 pesos el hecto-
* litro; vende la mitad a 35 pesos, el tercio a § 29, y el resto &
§ 32. Realiza una ganancia de $18i5. iCudntos hectolitros
compro?

439 (505). Se tienen 100 litros de vino de a § 0,45 el litro, 1Qué
cantidad de vino de a $ 0,60 el litro debe agregarse para que la
mezela valga a § 0,50 el litro?
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440 (506). Se tienen 360 gramos de plata de ley de 0,820.
; Cuéntos gramos deben agregarse de un segundo lingote de ley
de 0,500, para que la liga descienda a la ley de 0,7007

441 (507). Una liga de oro y de cobre, de peso de 128 gramn
tiené una ley de 0,915, ;Qué cantidad de cobre debe agrecs
para bajar la ley a 0,850? Se calculard el peso con aproxiwa
de 1/2 miligramo.

442 (508). Se pregunta en qué proporcion deben mezelarse vino
de a § 0,80 con vino de a $ 0,50 para obtener vino de a § 0,60 el
litro.

443 (509). Con vino que cuesta a pesos y b pesos el litro, se
quiere hacer una mezcla den litros que salga a ¢ pesos el litro.
— Discusion.

444 (510). Un comerciante tiene vino de a § 0,50 €l litro, y
vierte agua de tal manera que T3 litros de mezcla no valen mas
que $33,75. ; Cuél es la cantidad de agua contenida en un litro
de mezela?

445 (511). 40 kilogramos de agua salada contienen kg. 3,4 de
sal. ;Qué peso de agua pura debe agregarse para que 40 de la
nueva mezela no contengan mds que 2'¢ de la sal?

446 (512). Un barril contiene 120 litros de vino y 180 litros de
agua; un segundo barril contiene 090 litros de vino y 30 litros
de agua, jCuantos litros deben tomarse de cada uno de los
barriles para formar una mezela que contenga 70 litros de vino
y 70 litros de agua?

447 (513). Dos trenes parten al mismo tiempo el uno de
Paris y el otro de Dijon, en direcciéon a Marsella; el primero
camina 60 kilometros por hora y el segundo 35. ;A qué dis-
tancia de Dijon se cruzarin, sabiendo que Dijon estd a 315 de
Paris?

448 (514). Dos viajeros parien al mismo tiempo, el uno de A,
y el otro de B; van al encuentro uno de otro y caminan, el
primero 5 por hora, el segundo 5 1/2"%. jA qué distancia
de A se encontraran? La disiancia de un pueblo al otro es
de 60™. :

449 (315). Una persona viajs haciendo 7 leguas en 5 horas.
8 horas después parte otra persona de la misma ciudad haciendo
5 leguas en 3 horas, jCuantas leguas recorrera la primera antes
de que la alcance la segunda?

450 (518). De cierta ciudad, parte nn correo que caming 284
en 5 horas; de otra cindad situada a 32* atrds de la primera,
parte 8 horas después en la misma direceién, un segunde
correo que camina 20" en 3 horas, ;Cudndo y dénde el gegundo
correo alcanzard al primero?

451 (517). Un convoy parte a las 8 y 20 minutos para hacer un
trayecto de 471* que efectia en 16 horas &0 minutos. iQué
velocidad debe tener un segundo convoy que parte 4 hora ¥y
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20 minutos después que el primer =
pu;gto i q p 0, para aleanzarlo a 356 ds]
2 (518). Dos correos A ¥ B van en el i i
1 : mismo sentido

a !ma dislancia d el uno del otro. A va n veces mas aprfs:Squ;l;

B:iﬁse pregunia el camino gue debe recorrer para alcanzarlo.

: 3 (5{'._3). Un zorro perseguido por un galgo le lleva 50 saltos

se“venctla‘]la, ); da 4 saltos mientras el galgo sélo da 3; pero 2

altos del galgo equivalen a 3 del zorro. i g

elésigo para alcanzar al zorro? e

(520). Un reloj mareca las doce : i

) j ) - ¢A qué hora el minuter

encoutrarg al horario? ;En qué instante se verifica el encuentr:
co?ggx;egf)xdg enlre las dosy las tres?

321). Son Ias tres. ;A qué h j i
Woogatihn wnp e Aqg ora las agujas estarin en pro-

456 (522). Un reloj que tiene tres agujas marca las doce : se

lprfégunla a qué hEra; i° l_a aguja de los segundos encontrars a
l:s t:nlﬁlsul:;):as 5021 la aguja c;ie los segundos encontrari a la de

I 3 4 aguja de los segundos serd bi i

anfs%ln formado por las otras dos. 2 SR
(523). Un maestro propone 16 i
problemas a un discipulo
le promete 5 vales por cada uno de los problemas que resllj.ualvra!’,r
a condicién de que el alumno le dé 3 vales, por cada uno de
los que no resuelva. Sucede que el maesiro ¥ el alumno no ge
deben Pads,. ;Cuant.;os problemas resolvié el alumno?

458 (524). En un juego de tiro se pagan § 0,40 por cada tiro
srr;got,i y selrfpxb; lc{:eso por cada tiro acertado. Si después

e ros el tirador debe 10 peso iro, ;cua
Sy 5 pesos al duefio del tiro, jeudntos

459 (525). Un escribiente entra al estudio d i

e un notario;
prometen § 2 600, y una gratificacién por 5 afios de trabaij:?i?
:bic;) de 3 afios 3 u;leses, el escribiente abandona el estudio, y

cibe con su gratificaci i i
iy g cion § 850. ;A cuanto ascendia esta grati-

460 (526). Un banquero descuenta dos 1

etras, una de 8
pesos, pagadera a _lns 10 meses, otra de 5 000 pesos, pagaderoaog
los 6 meses, y retiene § 187,50 mas por la Primera que por la
segunda : St quiere saber cunal es el tanto, en el coneepto de
qlﬁne? el mismo para las dos letras.

527). Dos sumas son pagaderas, la pri
» 1a primera dentro de
aio, la segunda, que excede a la primera en 45000 pesos lolal:;
dentro de {8 meses; haciendo el pago al contado, se o’hliem
un dem:.nento de 4,5 por °/, anual : icudl es el valor de cada
suma, siendo la rebaja total de § 4 108,50.%

462 [528). Una Persona posee cierta suma que divide en dos
f)artes 1guale_s, € impone una al 5 por °/, y la otra al 4.5 por °/,;
a que estd impuesta al 5 por °,, produce anualmente 60 pes;;
de interés mas que la otra. éCudl es la suma?
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£63 (529). Una persona que tiene 120 000 pesos, emplea una parte
de esta suma en la compra de una casa; impone el tercio del
resto al 4 por °[,, vy los otros dos tercios al 5 por °/. De esta
manera su renta anual es de 3 920 pesos. Se quiere conocer el
precio de la casa y cada una de las sumas impuestas.

464 (530). Una persona dividio su capital en tres partes, la pri-
mera la impuso al 4 1/, por °/, durante 3 afios 8 meses, la
egunda, que es doble de la primera, la impuso al 5 por °/,
durante 3 afios 6 meses, y por ullimo, la tercera, que es (riple
de la segunda, la impuso al 4 por °/,, durante 3 afios 9 meses;
los intereses reunidos de estos diversos capitales se han ele-
vado a 14 150 pesos. Calcular las tres partes y el capital.

485 (531). Una persona debe pagar cierta suma a 5 meses de
plazo; se permite que la pague en cualro partidas iguales. ;Qué
intervalo de liempo debe transcurrir entre dos pagos consecu-
tivos?

466 (532). La diferencia de dos capitales es a; el mayor esta
impuesto a £ por °/,, el otro a ¢ por °[,; estos dos capitales pro-
ducen el mismo interés: encontrar el capital menor. — Discutir.

467 (533). Vendiendo una mercancia en ¢ pesos, se gana m
por °/,. ;Cuénto por ciento se ganaria si la mercancia se hubiese
vendido en & pesos? — Discusion.

468 (534). Un viajero gasta todos los dias la mitad de lo que
posee mas 1 peso; al cabo de tres dias ha gastado todo. {Qué
suma tenia?

469 (535). Un comerciante aumenta cada afio su fortuna el
tercio de su valor, y al fin de cada afio retira 1 000 pesos para
sus gastos; habiéndose duplicade su fortuna al fin del tercer
afio, se pregunta cuanto tenia al prinecipio.

470 (536). Un comerciante, al fin del primer afio de comercio,
encuentra que hubiera duplicado su dinero si hubiera ganade
1500 pesos mis; le pasa lo mismo al fin del segundo y del

tercer aiio, y entonces tiene un capital que es los 5?1 del capital

primitivo. ;Cudles son las utilidades de cada afio?

471 (537). Un comerciante vende la mitad de sus naranjas,
mas la mitad de una naranja; una segunda vez, vende la mitad
del resto, mas media naranja, y asi sucesivamente; después de
tres ventas no le queda nada. ;Cudntas naranjas tenia?

£72 (538). Un comerciante vende }; de sus paranjas, m.’ssé de

¢ i Palt
una naranja: una segunda vez vende = del resto mds = de una

naranja. asi consecutivamente. Se quiere expesar el nimero
ie naranjas del nmo resto.

473 (540). Un padre reparte sus bienes de la manera siguiente :
al hijo mayor le da 4 000 pesos més 4/7 del resto; al segundo

et e DT T TR L BT AR S Vo -y oy = o
i e it i A g e R it
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2 000 pesos mas 1/7 del resto; al tercero 3 000 pesos mas 4/7 del
resto, y asi sucesivamente. Encontrar los bienes del padre y
el namero de hijos, sabiendo que todas las partes son iguales,

474 (540). El mismo problema. El padre da al primero a pesos

mas ;1; del resto; al segundo 2¢ pesos mas % del resto, etc.

§ VII. — Problemas con varias incégnitas:

475 (541). La vispera de una batalla, los efectivos de dos ejér-
citos eran entre si como 5 es a 6; el primere perdi6 14000
hombres, y el segundo 6 000; la relacién es entonces de 2 a 3.
¢De cudntos hombres estaba formado cada ejército?

476 (542). Se tiene trigo antigno de a § 3,60 el hectolitro, y
nuevo de a § 2,60. ;En qué proporcion se deben mezelar para
obener 167 hectolitros 2[; de a § 3,20 el hectolitro?

477 (343). Un comercianle tiene vino de dos clases; cuande lo
mezela en la relacién de 4 a 3, el hectolitro vale 50 pesos;
cuando lo mezcla en la relacion de 3 a 2, el hectolitro no vale
mas que § 48,50. ; Cudl es el precio del hectolitro de cada
clase?

478 (b44). Una barra compuesta de oro y plata; pesa 1 320 gra-
mos. ;Cudl es el peso de cada uno de los dos metales, sabiendo
que el precio de la plata contenida en la barra es el mismo
que el del oro, en el conceplo de que a pesos iguales el oro vale
31 veces mas que la plata?

479 (543). Se tienen dos barras del mismo peso y de leyes
diferentes; si se funde la, primera barra con i/, de la segunda,
se obtiene una liga con ley de 0,936, y si se funde la primera
barra con la mitad de la segunda, se obiiene una liga con ley
de 0,920. Se pregunta la ley de cada barra.

480 (846). Determinar el volumen de dos liguidos si la den-
sidad del uno es 1,3, y la del otro 0,7, sabiendo que si se
mezelan, el volumen es igual a 3 litros, y la densidad 0,9.

481 (547). La muestra de un vino pesaba 1[;, menos qus el
agua, recibi 500 litros en una pipa, que vacia, pesa 32% y que,
llena del vino enviado, pesa 523%, Se quiere saber si le han
merzeclado agua, y en gué proporcion. 7

482 (548). Se ticne trigo de dos clases; cuando se mezclan a
medidas de la primera con & medidas de la segunda, la medida
de la mezcla vale d pesos, y cuando se mezelan b medidas de la
primera con a medidas de la segunda, la medida vale @’ pesos.
Encontrar el precio de cada clase de trigo.

483 (549). Dos obreros trabajan juntos; el primero gana por
dia /; méds que el segundo. Al cabo de cierto tiempo, el pri-
mero, que ha trabajado 5 dias mds que el segundo, ha recibido
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100 pesos, mientras que el otro ha recibido 60. ;Cuénto gana
cada uno por dia?

484 (550). Un nifo dice a su amigo : Dame 5 de tus canicas, y
tendremos tantas el uno como el otro; éste le responde : Dame
10 de las tuyas, y tendré dos veces més de las que te queden.
¢Cudntas canicas tenfa cada uno?

485 (551). Hace 18 afios, la edad de una persona era el doble
de la de otra; dentro de 9 afios la edad de la primera no serd
ya mas que los 8/, de la segunda. ¢Cuél es su edad actual ?

488 (552). Pedro dice a Simon : Tengo dos veces la edad que
tenfas cuando yo tenia iz edad que tienes, y cuando tengas la
edad que tengo, la suma de las dos edades sera 63 afios. ;Cudles
son sus edades?

487 (583). Una sefiora compra en un almacén 10 metros de
terciopelo y 12 metros de seda. El importe neto de la factura
es § 347,90 después de la dedunccién de un descuento de 2 por®/,
sobre el precio de las mercancias. Pasado algin tiempo compra
& meiros de terciopelo y 6 metros de seda, y, por un descuento
que le hacen de i por °/,, no paga més que $ 146,40, ;Cual es el
precio del metro de cada especie ?

488 (554). Un namero estd formado de dos cifras, cuya suma
de los valores absolutos es 9. Cuando se invierte e! orden de las
cifras, se obtiene un segundo niimero que excede en 9 al cud-
druplo del primero. ;Cuil es este nimero?

489 (555). La cifra de las decenas de un niimero es los 2[; de
la cifra de sus unidades, el nimero leido al revés excede en
18 al niimero primitivo. ;Cual es este niimero?

490 (556). La cifra de las centenas de numero de tres cifras
vale 3/; de la cifra de las unidades, y la cifra de las decenas es
la mitad de la suma de las otras dos. Encontrar este ni-
mero, sabiendo que agregindole 198, se obtiene el nimero
invertido.

481 (557). Determinar un nimero comprendido entre 400 y
500, sabiendo que la suma de sus cifras es 9y que el nimero
leido al revés, no es mas gue los 88/, del niumero primitivo.

492 (558). Newton nacic en el siglo xvi, ¥ muri¢ en el xvm.
Se pregunta el afio de su nacimiento y el de su muerte, sabiendo
que el nimero formado por las dos ultimas cifras de la época
de su nacimiento anmentado en 12, es el doblé del nimero for-
mado por las dos ultimas cifras de la época de su muerte, y
este tltimo nimero de dos cifras aumentado en una unidad es
los #/, del primero.

483 (359). La fecha de la invencién de la imprenta por Guten-
berg, esti expresada por on nimero de cuatro cifras : encon-
trar este nimero, sabiéndo gue la suma de sus cifras es 14, Ia
cifra de las decenas es la mitad de la de las unidades, la cifra
de las centenas es ‘igual a la suma de la cifra de las decenas v
20

~
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de la de los millares; sise afiade 4 905 a este niimero, se obtiene
el nimero inverlido.

494 (560). Las dos cifras de que se compone un nlmero son
entre si como m es a n; si se agraga 2 a este nimero, se encuen-
tra el namero invertido.

495 (361). Reparlir 8 600 pesos entre tres personas, de manera
que la parte de la primera sea a la de la segunda como 2 es a
3, y que la de la segunda sea a la de la tercera como 5 es a 6.

496 (562). Determinar 4 numeros, sabiendo que sus sumas de
tres en tres son respectivamente 9, 10, 11 y 12.

497 (563). Hallar dos ntimeros tales que su suma, su producto
7 su cociente sean iguales entre si.

498 (564). Lasuma, la diferencia y el producto de dos numeros
son entre si como 5, 3 y 16. ;Cuales son estos dos numeros?

499 (565). La suma, la diferencia y el producto de dos nimeros ..

son entre si como m, n y p. jCudles son estos dos numeros?

500 (566). Hallar dos ntimeros cuya suma sea igual a m veces
y el producto a n veces la diferencia de ellos.

501 (567). Una fuente puede llenarse por dos conductos AyB
en 10 minutos, por los conductos A y C en 84 minutos, y por los
conductos B y C en 140 minutos. ;En qué tiempo podra llenarse
la fuente por cada uno de los conductos corriendo solo y por
los tres corriendo juntos?

502 (568). 8e tienen tres barras compuestas como sigue:
la primera de 20 gr. de oro, de 30 gr. de plata y de 40 gr. de cobre,
la segunda de 30 — &0 -— 50 —
la tercera de 40 — 50 — 90 -

Se pregunta qué peso deberi tomarse de cada una de estas
barras para formar otra que contenga 34 gramos de oro,
46 gramos de plata y 67 gramos de cobre.

503 (569). Hiéron de Syracusa mandé hacer una corona de
oro con peso de 7465 gramos. Para conocer si el joyero habia
substituido oro por plata, Arquimedes sumergi6 la corona en el
agua, en donde perdié 467 gramos de su peso. Szhiendo que el
oro pierde en el agua 52/1000 de su peso, y la plata 95/1000, se
pregunla jqué cantidad de oro y de plata contenia la corona?

504 (570). Tres jugadores convienen en que el que pierda dupli-
card el dinero de los otros dos; juegan tres parlidos, pierden
uno cada uno y se retiran con 16 pesos cada uno. ;Cuanto tenia
cada jugador al principio? — Generalizar.

§ VIII. — Ejercicios sobre las desigualdades.
605 (596). Resolver la desigualdad :

bx 2z
TR TE<H B
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508 (597). Encontrar los valores enteros de x= que pueden
salisfacer la desigusldad :
32—1>2—2.

507 (598). Encontrar los valores de z positivos o negativo®
pero enteros, que verifican la desigualdad :

?55-23<2x_1s

B08 (599). Resolver la desigualdad :

mw—{—-n _pztq_mz—n px—
aFb a—E<a—b+

509 (600). Encontrar los valores de ey posmvos o negalivos,
pero enteros que satisfacen simultineamente las desigualdades.

br+3>4r 41 3 EX3con o
510 (601). La misma cuestién para
o —2>% 45 v Ae—p<BTH,

511 (602). ; Entre qué limites puede variar x para satisfacer
simultineamente las relaciones

Sx—5>i§“"'2—_§ y 2(20:—3))53:——%-

512 (603). La misma cuestién para
B bcsts .3“’T+s>2z—s.

543 (604). Verificar que se tiene siempre
a2 — b2 = 2ab.

514 (605). Verificar que se tiene siempre 3
b
% -+ = 2.

515 (606). Verificar que el medio aritmético entre dos nimeros
a y b es mayor que su medio geométrico.
516 (607). Verificar que se tiene

ab(a + b) + be(b + ¢) + ac(a + ¢) > babe.
517 (608). Verificar la desigualdad
14a2tah) > (L +a-t a2
B48 (609). Verificar la desigualdad
a? 4 b2 - ¢2 > ab 4 ac 4 be-
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519 (610). Demostrar gue si se tiene
<p<p
se tiene también
+at+a

F<bEr <@

LIBRO 111

§ I. — Ejercicios sobre los radicales de 2* grado.

ADICION Y SUBSTRACCION

Simplificar los radicales siguientes y efectuar las operaciones
indicadas :

620 (220). 1© 6vE—3vi+ivi-1va
V2E - \BE — B

2Y84-5\T2—TVIS — VED
V2 42127 4 38 — 9 V3.

521 (221). 3VE+4VE—yER
VI2 — VBT 4 ViB — VT8

s\/f__é m_;-wﬁ—z‘/%
2/3+ Ve — /2.
522 (222). ViBe? — VBOc? + \Eae
VI8ab6? - Blasss

VEGTEE —Bai5
VI8a¥e3ct 1 Dazbis,

523 (223). V333 I 6abe 1 35%

4ab6% — 20a6? 4 25a
ate a3e aZed
Ve tViiaz—Vaa

36’\/(1_36+E aﬁcﬂ—c*“-‘_'-

524 (224).

525 (223).

526 (226).

527 (227).

528 (228).

529 (229).

EJERCICIOS SOBRE EL I LIBRG
d m— n
g +Vm—%
2 adbic — 2a%h3d
==l
[a%z — 20z% I 29
a® - Jax 1+ x%
9z 274 3 Viz - 13.
@
@%0d — 2ab’d + &5d
x2 4227 L x
@ - a3t

@ — az® — a%y - z9
be¥d

& a—b ac
albyYi@a—hz

f° 3V=E—W—BLiy—9

2 2y—84fy—18—y—33

3 W—WLIW—T2—EV—IB—1V "}
V=—a®F2ab— 2.

MULTIPLICACION Y DIVISION

V2i >< VB

VEX\/‘ -

2137 < 8 VB rH/

8\/3;)(\/;( ::-':_"
(3 vB) (2 — v5)
(1+2v6) (9—15 vB)
(6412 V) (3 — 5 A)
(9 Vi2 4 3) (5 V12 4 8).
(942 yI0) (9 — 2 yT0)
(1—2V3)(14243)
(VIS + V1) (V5 — v3)

VD)
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530 (230). 1° (Va4 v3) (2v2—3)

2 (5V3—1vE) 2V8—3)

* (5VIE 4 3vB) (1VIE—2v5)

& (2VB43yB—1vE) (VIE—5 V20 — 2v3).
331 (234). (a4 VB) (a— v3)

2 (Va+ V&) (Va— vB)

3 (a4 V=) < (6 + V)

o By B ey By

532 (232). 1° IV=Bx2y=T8 14494
> (V=34+vV=3)y—8
8 (2—v=3) (10— V=3])
£ (3—y=5)(4—2y—=8).
533 (233). 1° (V=104 y=1) (V=10 — y=1)
(2V8 —V—3) (4y3 —2y—73)
(V2 —3y—15) (VT — y=3)
(V=17 + V=19) (1y— 11 — 1¥—13).
534 (234). V—ax V=3
(a4 v=12) (a—v=1)
(a4 bv—=1)(a—by=T)
(z—a+by=—1) (2 —a—by=1).
535 (235). (V724 y32 —4): B
(2V324-3V2 4 4) : &yE
(3V=%—2y=124 V6—9): —3/=3)
(164 VI8 — TYV=—38 —2Vy=3): (1— y=5).
536 (236). 1° (a®Vd— b2 Vd —d\d —2b6dye) : (a4 bye+ Vd)

(=) (=)

3° (a*+ 5% : (a — bY=T)
& [a4btm— (am—b)V—=1]: (1 —my=T1).

Hacer racional el denominador de las fracciones siguientes ;

537 (237). 1

2+ V3

539 (239).

540 (240).

844 (261).
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ge i

3t
45

=%
.._.V-
L
14-13
Vit V3
V3i—y2
1
3(V5—2)

i
V24 VE— B
30
VE—V31 V2
344\3
VE+V2— 5
156 - 1211 "y
6—2V11 1+ 14y3

8
14 V=2
sy—=12—12V=86
V=3
B—V—=2
14 y=2
VB —120

T =
sY=10—08y/—3
_Va_
b+ Vo
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A 'gi—ﬁ »  VaatoE—B
zVy+yVz ' & Vzt2yr—1.

VE+Vy Bt
L3 e B4T (247). 1° %_f_g\.’__-as_ci
B42 (242) I ab 4 =
VB — vab Va4 zy —2zVy
P 1 1

Yatzt\a—=z ‘ /‘léa T2 Lave?
Ve Fz—vVa—= - Toaz ~ d*

a-+ =5 3

mﬁ ] \/b‘-‘—-ab-—}——ﬁ-—-\— hab® — Batb? + ql8.

at+- V=5 ,6 a—y=3% : - 2
ﬂ—v’—_-b'+a+./:"5' ' B48 (248). \/ﬂc—_z@?:t _4%:20’

VEreE

Lo

§ II. — Transformacién de los radicales dobles.

9 2 25a2d  4atd
Transformar las expresiones siguientes : 8 c2
b43 (213). 1° Vi+iy3 ! & bzt — adh2 — a?hs — 2a¥bzVa + bV—1.

9e
3°

VS 4v3
L EET

§ IIl. — Exponentes y radicales cualesquiera.

Simplificar las expresiones siguientes !

549 (240). 1°  (a%)2 550 (250). 1°  (ad)—?
B&4 (244). av2 L V3 2° ((a;)s g0 (@v)—m

— 3 (a2 3 (—a)
V6 — 2k g & (—a)d. & (—a)y-Bnth,
Vi—2y2 y 551 (251). 10 [(— @23

V28 L 5yiz. 2 [a® (b — e)3]¢
8° [a(b — ¢)*]»

Vitev=2 : i (a+bym(a— by
V31 + 42v=2
—3 V=18

sVE+VaR.
Vi

§52 (252). 1° (%; ™ (bsym.am

_ (20" () (=)
548 (246). i° Va2t b +2a Vi : %—%E

2°  Vac? + bd? + 2ed \ad ‘ (5a2 +3ab3—21b‘ il
‘ —-j—q_—-g)—)—a =
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553 (253). 1° (

9
30
4

555 (235). 1°
g0
g
&

ELEMENTOS DE ALGEBRA

T2) () " (G5) 5o s

(2ab)5.(3a0)2.(5a)b
(36)3.(kab)s

[(35af)m]n
[(Tad)m]n
aim — gin

V@i (s + ap
Vaizi(at + avz)
V32a3(a — z7p

V/36a%0%.

b56 (256).

Reducir al mismo indice los radicales siguientes :

557 (257). 1°
2D
A_D
558 (238). 1°
20

v’i, 3‘;/5: Vé

Vai, Va5, Vs
Va@ ), Ve —a)

Vays, Vaans.
Via—=op, Vi +ai
1/&’ ::/-! t/a: !\i/:-';.

Efectuar las adiciones y substracciones siguientes ;

559 (250). 1°
20

B60 (260).

561 (261).

V/56 -+ V/188 + /358
VZid 4 V/3abai — V/8laat
V—8Ly—sna—y—a
V— 5k — y/— 250 — Y/— 128.

9y/5z* — y/1352%

8y/a%h — y/a%
13
i—V®

a5,

Vb5a%a + b)7 — haby/Sa(a - B

1+ Vatoh
2 V3
# V8laz

£ :/?.ia bxs,

r Via
2 ‘\/ B4aBhe
8 {/5ohech

 V/16as.

EJERCICIOS SOBRE EL III** LIBRO

B &32&3 + 96z + !\'/a' + 3abz - ('/a'a:li -+ 3z6

s 3 (352 = adc 3 /0302 I dic
52 == b3

i 8/aic—avh  Pfafc—adh
DAL, 7 N

Efectuar las multiplicaciones y las divisiones siguientes |
562 (262). 1° 5Y/6<3V/i

2t % Vi5 <518

3 W T Vact

& 8V/a x V3.

S (VALY

ge 6y/7a1 : 3}/3ach
30 9V/19az¢ : {/3a
& ’\’/E:Ii:;‘/m.

B84 (264). 1° Vas<\/b
2° Vb < az
3 VaExyaix(—/a)
& SW:X 1%.

B6G (265). 1 /@b : {/atbd
2* w H :/E
3° 2% s :;’i

e Vi35 : /35

4:/5:2\/5
(2V3 +8Y3+V3) 115
(VE4+ VRV 2
(VE+Vi24+V3) 1243

566 (266).
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ey

Hacer racional el denominador de las fracciones s:guientes : 9 4-; 'f
il ! s Yoy m | #
2 4y/12 568 (268). 4° ~— 1 __ : —0% H E
I 667 (267). 1° X— 3 3= 3 9 I :
t 67 (267) 23 \/;i\/y 3 ) i ;
. 213
Go f\/_z 2° H ; 3 § t & (a” = |
.7 st S5 Dk L | ote a1e). 10 (1)< ()< it < GGF
v/0,008 Va+ vy ! 3 E
2{,’@ - o | 9 at > ad “ ]
e = e T 1 1 i I :
Ve Va—v/b 30 “Excai<a ¥ E
Caleular las potencias y las raices siguientes : By NS b%
B & Ayt xaSbte.
s 569 (269). 1°  (ayE)? 570 @70 £ Voy3 = 3
| e rq 5 3 4 4 =
& = v ¥ V2IVE 576 (275). 4° a3 —a? a2 —a2+ aa—a—l—a’—i) (a=+i)
! e
ki 3 (53\/ a?z)® 3° ﬁ\lz ay % b\ y* il
i‘ = (%)< ) = (@)
Al v 3 3 3/—-_ Yy
3 4° (7 z? — y2)°, & Valyb. ; i
= 8 -—I = ;s 3 (a—t —a—1): (a—f— &r §)
BTL (271). 1 \/Ez\/i ScERRRRE gL ‘
- 3 5 (a%—-a“i 72— 2a® zb -} Exl]: (a’—ﬁ)- "‘
2 (VV3a3) '

3° (VW“
= V¥sa)™
mam. v S YT4sY VAo YT VT

b Y e— e T e 6; =
Ve < Vi< o=\ Va

576 (276). 1° . VVar < Ve
N T
3 (a2 —2V/a%i—a2 Vaisi4-25 V) (Va— Vb)
& (5a% — bab + 42b%) Va: (f/& = 55«;—_,)

T

| =
o

o _E_ " " '
; \/V_é STT (277). 4° (5 - bi} : (ai — bl) i :
Va (a4 b)

-§ 1IV. — Exponentes fraccionarios y negatives.

Efectuar las operaciones siguientes !

* /(8

AVvaN Gt NN Vize=)

3
573 (273) I T
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§ V. — Ecuaciones de sequndo grado
con una incognita.

578 (611). 22— —=
19 (513 e U
530 (613). a? 87 L 2=,
581 (614). 22— 10z 4 95 =,
582 (615). 22 4 6z -9 =0,
583 (616). o —Tx b5 =0,
X 58% (647). 2 — 8z L (8=,
585 (618). 7 — Tz — 18 =0,
586 (649). 2?4 3x — 98—,
587 (620). 22 — {2 4 10 =0,
588 (621). 22 b 4 7=0,
589 (622). @ — 9z L g =0,
530 (623). 322 —92x L g—=0,
551 (624). 3z — 1824 18 =0,
~ 502 (625), 322 4 152 + 48 —
K593 (626), 322 — 202 L 86 =0.
594 (627). 522 — 155 — 50 =0,
595 (628), 522 + 15z — 50 = 0.
598-(629). T2 4 21z — 98—,
597(630). 222 — 162 - 30 =0,
- 598 (631). iz2 —8z — 13 =0,
539 (632). 222 4 8z 4 6 =0,
600 (633). 2% 4 10z - 19 — 0,
601 (634). Ar?— {2z — 14—,
602 (635). 322 24z 421 =,
603 (636). (z2) (@4 3)=s.
504 (637). Wa(z 4 1)=—— s,
605 (633). (i — 9y — 4,
606 (639). (z —15) (= +15) = 100,
807 (640), M =1) = bz —1.
608 (641). (2% — 3)2 — 8z,

609 (642). ;? ~%—s

610 (643). z 4 ;__1__§= 5.

- B (sHA).
642 (845),
{613 (548).

< 614 (647).

V' 5 (648).

" 616 (859).

817 (650).

1 618 (651).
~619 (52).
820 (653).
*. 821 (654).
- 622 (655).

» 623 (656).

¥ 624 (657).
« 625 (638).
< 626 (859).

627 (660).

EJELCICIOS SOBRE EL III*" LIBRO

=2. 31 6
za=_(z+-)+w.7’g -7

—_;_—"5‘
z . z24-&.
e v SRR
z+b6 z—8 'ID + /0
1:--5+.2.I 8
_,=3. 3& 9
bu+& , Bx—4 13 *
Br— % +5x+4 Lt
f z—4, 221 Bop
ﬁizh_g—wﬂ"}
z+2 2x-+13
—x+l'

Resolver las ecuaciones lilerales siguienies 3

628 (661).
629 (652).
830 (663).
631 (864).
632 (685).

z2 — (a4 b)x 4 ab = 0.
a2 —2az+ a2 —bi=0.
abxt — (a2 4 btz 4 ab=0.
e222 4 (ac — bo)r — ab =0,
22— hbx 4 4b? — a2 = 0.,

{2—.:':_’.. 10 e

..‘.u:..gl;".:',li:!{n,}.; . %




322 ELEMENTOS DE ALGEBRA
633 (666). 28 — 246z 4 atb? — bt = 0.
834 (667). a3z® — 203z - gb — { =0,
635 (668). @1 — 9aew 4 a2(c? — bY) = 0.
635 (669). abez? — (a2h? | c2)z —+abe = 0.
637 (670). &2 — Bacx - a%(9c? — 4b2) =0,
633 (671). 12gqba? — (16a% — 96%)x — 12ah = 0.
639 (872). (a® — b2)z? — 2a2by + 252 =,
840 (673). c2z2 — 2acx - qf — p2 =0,
641 (674). 2% — babdz -+ ba2h? — 9o =,
B42 (675). 2% —9(a? 4 B3z -+ (a® — 62)2 =0,

843 (676). (a? — b2)a? — 2(a® + 5%z + % — b3 = ¢,

844 (677). gi a_b = &
& T

645 (673). G“‘_—_x;”_(i( t__'”h) z.
646 (679). bats = (a2 — b2 | z)2,

B47 (680), -‘i:a_“ =2

—a'
i

648 (681). x——a+__b_ - =0,
: (a—x) —(z—b u;
649 (682), e (1__@) =a1i =
z2 dmn =
650 {683)' m—mw—(m—np =0,
: 22lzdi 32
654 (684). e i 13 ++w.
a—i-:t+cz—-:z:
652 (685). “;L‘a_fi_;l-z

i=aT=

=a—1{.

§ VI. — Ecuaciones irracionales.

653 (686). Resolver Ve Fi="1.

654 (687). Resolver 36 =21 Va.
655 (688). Resolver x4 V3§ —z3—=1.
6566 (689). Resolver = — 35 —a8—1{.
657 (690). Resolver = — B9 — 72— 47,
858 (691). Rosolver = - Viz F 10 =38,
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658 (692). Resolver z -+ \ilz -6=9, '
660 (693). Resolver 4zt 2\5—iz=35.

664 (694). Resolver Vi Vot —af=ax—1.

62 (895). Resolver V24 Vz—5 = VI3 —a.

863 (696). Resolver 3z - \6z I 10 = 35.

664 (697). Resolver Vz 16+ Vz1-1=\Tz 4.
- Resolver Va7 V& —5 =3z I 13.
. Resolver Vz 54+ V3zF8=1.
. Resolver

. Resolver
Via -z 4 \Ba—z=
2). Resolver
Viz 1+ 2Vz=
670 (703). Resolver
& g’-—i: Vz® — B,

671 (704). Resolver
2 2

PN e P
672 (705). Resolver
Ve -z Tzt —gi=z—a.
673 (706). Resolver
V3 VE+VE—Va=VTF2yz.
674 (707). Resolver
1

1
Vfe—Ve—s VBtstvi—z_ "

675 (708). Resolver

VaEetvizz_ ,

Vatz—vVa—z ;
676 (709). Resolver \ : :

@+2) +at=424a) ¥

877 (710). Resolver

o = ba®
2m+.2va!+x2=\,—a—;—-f_;—;-—i-

122
Via I =z*

V2z:—|—i

=4.
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§ VIi. — Ejercicios sobre las propiedades
de las raices.

678 (711). En las ecuaciones siguientes, indicar, sin resolver,
cual es la paturaleza de las raices; decir sus signos, su suma
y su producto :

1° 24 Sx+12=0 £ 3x2— Bx+12=10
2 522 —45z—b50=10 §* 9z 1221 4=10
3 Tzi—liz+4 T=0 5x2 — 15z =10

679 (712). En las ecuaciones del problema anterior, caleular,
sin resolver, cudl es la diferencia de las raices,

680 (713). ;Qué relacion debe existir entre a, b y c para que
la diferencia de las raices de la ecuacion ax?® - bx 4+ c=10 sea
igual a la unidad?

681 (714). Formar una ecuacion de segundo grado de coefi-
cientes reales y enteros cuyas raices sean :

A? Ty—3 a6 a—b

: i a—b ¥ a-+b

20 3y 3

3+V2y3—2
3 at+bya—5b

) 1 }"4
& a+6ym S :
1 a+Vb y a—y

(-] l ——
2 atsYa= 10° at+by—=1 y a—by—1

662 (718). Hallar dos numeros que tengan :

;) por suma 418 y por producto 45
2¢ id. 14 id. 49
3 id. 4 id. — 12
5 id. —10 id. 16
5 id. & id. 6.

2
—F

683 (716). Descomponer en factores los trinomios 3
i° x2— 9z 18

2 224 3z —28

3° 32 — 2z | 36

£ 271 — 122 - 18

¥ . 222 — 3z—19.

*4 1747). Simplificar las fracciones siguientes :

z:—5x -+ 6

z2 — x4 10

i' z2 L bx+ 3

ZT—hz—b

a
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z2 - 10z 421
202 - 12z 418
2% —2p — 12
z2+ 5 —12
a2 —6zx+ 5
322 4-6x —9

685 (718). En Ia ecuacién 2? — Tz 4 ¢ =0, determinar g de
manera que una de las raices sea :
1 iguald 3 : 4
P 3
ge R igual 4
i id. cero.

688 (719). En la ecuacién z? — pz 4 36 = 0, determinar p de
tal manera que se tenga :

10 gy 3 2=5+y—11

g0 ! &=z 4° J_:,-I-w.i_:i—z-

687 (720). En la ecuacion z? — 8z - ¢ =0, determinar ¢ de
tal manera que se tenga :

[k &=u" & 1

90 T =3z" & T =— e

3 Sons _!" e 3 — "' =3

xz 6° 't 4 272 =40,

688 (721). En la ecuacién (z— b)? x2 4 2 (a2 — b))z 4-n=0,
delerminar n de tal manera que las raices sean : 1° iguales; 2°
nversas.

689 (722). ;Qué valores debe tomar ¢ para gue la ecuacion

322 —10r 4 ¢ =0 tenga : :

1® sus dos raices positivas;

2 una raiz positiva y la otra negativa;

3° una raiz nula;

4° dos raices imaginarias.

690 (723). En la ecuacion 228 — (m—1)z+m+1=0 jqué
valor debe darse a m para que las raices difieran 17

691 (724) Dada la ecuacion 822 — (m—1)z 4 (m — 1) =0 jqué
valores deben darse a m para que las raices sean :

1* reales e iguales;

2° iguales y de signos contrarios;

3° inversas;

4° una de ellas igual a cero?

692 (725). Calcular la suma de las potencias semejantes de laa
raices de la ecuacidén 22 px 4+ g=10 sin resolverla.

- 693 (726). Calenlar la suma de las potencias semejantes de las
inversas de las raices de la ecuacion del segundo grado.

CERH R T
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694 (121). Determinar m de manera que la suma de los cua-
drados aahs raices de la ecuacion 2 - (m —2)z — (m +3) =0
gea igual & un numero dade k. ;Cuil es el minimo de A2 ;A
qué se reducen entonces las raices?

695 (728). ¢0ué relacion debe existir entre p y ¢ para que lag
raices de la ecuacion z? 4 pxr -+ g=20 estén en una relacién
dada m? _ }

695 (729). (A qué condicién deben satisfacer a, 4, ¢ para que
las raices de la ecuacion az? -+ bz - ¢ =0 sean proporcionales
a dos nimeros dados m y n.

697 (730). En Ia ecuacién 2 4 pz 4 g =0, determinar p y ¢
de tal manera que la diferencia de las raices sea 4 y la de sus
cubos 208, sin calcular las raices.

698 (731). Formar una ecuacion de segundo grado, cuyas rai-
ces satisfagan a las relaciones siguientes :

Fa & a =
2" —m(z' + ") +1=0

699 (732). ;Qué relacién deben lener los coeficientes de la
ecuaci6n az2 - bz 4 ¢ =0 para que :

1° La diferencia de los cuadrados de las raices sea igual a un
numerc dado m?

2° m veces una mds n veces la ofra dé un numero p?

700 (733). Dada la ecuacién ax?- bz +e¢=0, formar otra
ecuacion cuyas ralces sean : .

1° iguales y de signos contrarios a los de la ecuacidén dada;

2° las inversas de las de la ecuacién dada;

3° las de la ecnacion dada multiplicadas por m;

4° las de la ecuacion dada aumentadas h;

5° los cuadrados de las de la ecuacion dada;

6° las inversas de los cuadrados de las de la ecuacién dada.

704 (73%). La ecuacion axz? + bz -+ e=10 tiene por raices @' y
z'"; disponer de A de manera que la ecuacién que tenga por
raices '+ h y &'+ h carezca del término en z.

702 (738). Formar una ecuacion de segundo grado que tenga
por raices la suma y el producto de las raices de la ecuacion
axd+ bx 4 c=0.

703 (736). Si ' y =" son las raices de az? -4 bz 4 ¢=10, for-

3 3 e
MAar una ecuacién que tenga por raices = JigE

704 (737). En la ecuacion a2 + pz -} ¢ = 0, determinar p y g de
tal manera que una de las raices sea triple de la otra y que la
suma de sus cuadrados sea £0.

705 (138). Se tiemen las ecuaciones 22 —Tzr -4 12=0y
z? — 3z 4 g =0; determinar ¢ de tal manera que estas dos
acuaciones tengan ung raiz comun.

706 {739). Encontrar las relaciones gue deben existir entre log
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coeficientes de las ecuaciones z2+pzr4g=0 y z* 4 p@4qg'=0
para que tengan una raiz comun.
707 (740). Determinar m y n de tal manera que las dos ecua-
ciones :
(5m —52) 22 — (m — &)z + =0
(2n 4 1) 22 —bnx + 20 =10

tengan las mismas raices.

§ VIII. — Ecuaciones bicuadradas.

Resolver las ecuaciones siguientes &
708 (761))- zh — b2+ A=0.

700 (762). b — 1072 -9 =0.

710 (763). 2t — 2622+ 25 =0,

44 (764). b — 1322 - 36 =0.

T42 (765). zt—8z2 —9=0.

A3 (766). 24— 252 — 25 =10,

744 (767). b — 522 — 36 = 0.

5 (768). xt — 1822481 =0,

716 (769). o — 22 —3=0.

T (770). hrb — 1702 b =0,

748 (TT4). hab— 3Tz + 9=0.

9 (772). 34 — 2622 — 9 = 0.

720 (173). V2t - 0=21—22,

124 (118).  abizd — (a4 bY)a? 4 @b =0,

722 (773). o - habat — (a® — bH2=10.

723 (776). chat - (ade? — b2el)at — b2a? =0.

124 (117). Descomponer en factores del primer grado el trinomio

bt —1T2% 4 4.

795 (178). Formar una ecuacion bicnad rada que tenga por raices
1° +3 y =1

2 +a ¥y =va

798 (779). 4 Cudl es el trinomio bicuadrado cuyas raices son

=E+v3) v E(VE—VI)

727 (780). En la ecuacién 2z?—(m*+ l);r,.-{- (m43)=0
1 qué valor debe darse a m para aue las raices difieran 11
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.§ XI. — Ecuaciones simultaneas de 2* grado.

IX. — Ecuaciones reciproc. s. .
§ Ecua eciproca (Limitarse a la investigacion de las raices reales))

Resolver las ecuaciones FIEntos: 760 (811). Resolver los sistemas de ecuaciones siguientes .
728 (181). 323 — 1322 4 137 — 3 —. NS

729 (182). 228 -T2l Tz L 2 =0, & | ' 1 ; zy = 64
730 (783). P —22 L — [ ; r—y=9
g z g zy =90
731 (784). 52d — 3102 | 3z — 5 — . ‘ e
732 (185), azd - 522 - bz 4 @ — 0, 1] % 3 = x_:yy Za
733 (185). 225+5.'€3—5$—2=0. < a:’~|-y2=164
134 (187). 32% — 4023 4 102 — 3 = 0 - ¢ ’ T —y=2
735 (188). bzb — 1728 4 172 — 4 —, : 5 3 224yt = gﬁ
736 (789). 534 — 2629 + 262 — 5 =, i ' :_: s
737 (190). 4 — 623 4 bp — 1 — . RE} 6° 31 fy;gﬁ
738 (791). 3rb —4m3 L hx 3, = i 2 2! — y2 =55
7139 (792). Zh =523 | 5p — | —g, - ) 3 xry =24
740 (793). 4zt — 628 4 b — 4 =, <28 764 (212). Resolver los sislemas siguientes
1 i 2%y =30
744 (194). it mtetioy p ?

€xr
Ty
742 (795). ot — 323 | ha? 3t g —g, L4
? ;z;+y|:=2,5
20

A
S+i=ss

o g

143 (196), st—aidar oy oy,

3
%

144 (197). e o

TFapr—2g

g0 ’ 2Lyt 4oy =62
v —f =8
745 (798). :cﬁ_4.;t+3x:+3xe._4_z.+i=0. zt—yi o y. 0
76 (799). 25 — 374 — 548 + bz 48z —2 =0, 762 (813). Resolver el sistema de ecuaciones :
T4 (800). 125 — 828 — 4528 | 4821 4 82 — 19—, o (1+42) (6+y) =280
z+y=5.
763 (814). Resolver el sistema de ecuaciones :
2xy —3y—3=0

e 15 =0.
Resolver completamente las ecuaciones siguientes ; y : bay 418
764 (B15). Resolver el sistema :

750 (801). 29 +21=0. 755 (808), 26— 288 +27=0, % oy — By° L 197 - 02 =
51 (802). a* = {5, 756 (807). 26 — 1928 — 945 — g, | N B.r—!i;_: 3.

752 (803). 24 + 625 =0, To7 (808). 826 4 6508 1 5= § 18 765 (816). Resolver el sistema
753 (804), zb6 — 32, 758 (809). ui—%——uszm @t 4 y? + oy =52

x4 y=8.
154 (805) =6 = 729, 759 (810). &8 — 9Tzt -1 1208 =0,

i
e Claelg K

§ X. — Ecuaciones binomias ¥y trinomias.

TSN .y
-~ -




330 TLEMENTOS DE ALGEBRA
768 (817). Resolver el sistema :
2L gy =10
¥ 2y =15,
767 (818). Resolver el sistema :
Eo ks bzy = 153

223 . 9y2 3zy = 36.
768 (819). Resolver el sistema ;

22492 93
2 — i =T
Zy = 4§,

769 (820). Resolver el sistema :

B e y_ 5
r—y + Tty 3
: 23 4 42— gp
i 770 (821). Resolver el sistema :
B : 23 4y — 4
g Ty =1z
B x4 y=3,

: 771 (822). Resolver ol sistema :

- y! =35
zYy=48
zty=z.
772 (823). Resolver el sistema :

Z 4 yz=3
zy =108
z% L y2 — g2
773 (824). Resolver el sistema :
Ty+z =132
Al 22 — yﬂ z2
i | z“-}—y2+22=6050.
774 (825), Resolver el sistema :
Ttyd =39
224y L 29— agg
: zYy =2,

n§ Xl — Ecuacion_es que pueden reducirse
al 2° grado con el auxilio de incognitas auxiliares

175 (826). Resolver la ecuacion :

¢ 48
z +.x+i-..;i-_i__z.

2%
-3
¥
)

Iy
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776 (827). Resolver
5o V& — 3 Vi — 296,
777 (828). Resolver
T A

vz

778 (829). Resolver

0 — E_ a— T
(:s-—b _8(-'6—5 ik

779 (830). Resolver

5V5 42 Va8 = sa.
780 (831). Resolver
3VIF 32— 2V Fo=4.
781 (832). Resolver
3z L Véz - 10 = 85.
782 (833). Resolver
) Vi—BzF6_ 12— V2T —Fa 6,
ST e T YzEP—Sz Tt
783 (834). Resolver
(@t 4 22 1)2 — 38 (zh 4 22 - 4) - 105 =10
784" (835). Resolver

(@2 —z 4 1)f — 1022 (22 — & - 1)2 4 92t =0,

785 (836). Resolver el sistema :

Vo vy =11
z -y ="73.
786 (837). Resolver el sistema :
: o S
= - v 111 :

i 1
F_l_!}i:go’..

787 (838). Resolver el sistema :

3 3
e

zityS=s.
798 (839). Resolver el sistema :
oy — zy? == 30
1_1_232
Y. =5 4b°

334




332 ELEMENTOS DE ALGEBRA
789 (840). Resolver el sistema :
zy (x4 y) =30
&8 4 y3 == 38,
790 (841). Resolver el sistema :
z+y =16 4 Vizy
Vz 4 Yy =8.
794 (842). Resolver el sistema :
24— (z 4 y) =48
z -+ y+ 2y =3t
792 (843). Resolver el sistema :
&+ y) + y(z — y) = 153
1z (@ + y) =12y (x — ).
793 (844). Resolver el sistema :
zt Lyt —273
z4y=8.
794 (845). Resolver el sistema :
5 — 6 — 9 883
T—y=2,
795 (846). Resolver el sistemay :
222 L 3xy +y2i=170
: 622 4 2y — y2 =50,
798 (847). Resolver el sistema :

797 (848). Resolver el sistema :

i
3@ty =Vmr+ yay=m 4 n.
798 (849). Resolver el sislema :
(2 —y) (2 —y?) = {60
(= +y) (2 4 y*) = 580,
799. (850). Resolver el sistema :
@ty 422y + gt =52
2hy? L tyd — {33

§ XIII. — Problemas con una incégnita,

800 (851). ;Cudl esel niimero que, multiplicado por 3 -'. ila un
producto igual al noveno de su cuadrado mais 251 3

e

-

s R T A UG
s e £
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801 (852). ;Por qué numero debe dividirse 96 para que el
cociente exceda 4 al divisor?

802 (853). El producto de los dos términos de una fraceion
es 120: los dos términos serian iguales si se le quitara 4 al
denominador para afiadirlo al numerador. ; Gudl es esta fraceion?

803 (854). 4Cudl es el namero cuyos % mas 1, multiplicados

por sus-g menos 15, dan 16 por producto?

804 (853). Un comerciante vendié un mueble en 39 pesos,
ganando en la venta tanto por ciento cuanto le costé el mueble.
iCudl era el precio del mueble?

805 (856). Hallar dos nimeros impares consecutivos tales que
la diferencia de sus cuadrados sea 8 000.

806 (857). Tres niimeros son entre si como 3, 2 y 5, y la suma
de sus cuadrados es igual a 342 : encontrar estos numeros.

807 (838). Se piden tres nimeros enleros conseculivos tales
que su producto sea igual a 5 veces su suma.

808 ($39). Dividir el numero 12 en dos partes tales que la
mayor sea media proporeional entre el nimero entero y la parte
menor. Caleular con 0,001 de aproximacién.

809 (860). ;Cual es el nimero que sumentando 6 veces su raiz
cuadrada se convierte en 1357

810 (861). La edad de un nifio serd dentro de 3 afios un cua-
drado perfecto, y hace 3 afios que su edad era precizamente la
raiz de este mismo cuadrado. ;Qué edad tiene?

814 (362). Hallar tres nimeros enteros consecutivos tales que
el cubo del mayor ses igual a tres veces la suma de los cubos
de los otros dos.

812 (863). Un rentista habia colocado 20 000 pesos a cierto
tanto, y deja el capital durante cinco afios. Después de este
tiempo, retira su capital y los intereses simples e impone todo
& un tanto inferior en i peso al primere, y retira anualmente
1 300 pesos dé interés. Encontrar el tanto por ciento.

813 (864). Quince personas, entre hombres y mujeres, comen
en una fonda; los hombres gastan 36 pesos y las mujeres tam-
bién. Encontrar el nimero de hombres y su gasto individual,
sabiendo que cada mujer ha gastado 2 pesos menos que un
hombre.

814 (865). Debe distribuirse una suma de 400 pesos enire
cierto nimero de personas por partes iguales; pero en el
momento de la particion se retiran cuatro, lo que aumenta
5 pesos la parle de los otros. iCuéntos eran al principio los
compartienles?

815 (866). Un hacendado compra carneros en 150 pesos; los
guarda 3 meses y pierde 5 por enfermedad y vende cada uno
de los otros § 1,20 mids de lo que le costaron. En esta opera-




334 ELEMENTOS DE ALGEBRA

cion pierde 6 pesos. Encontrar el nimero d
precio.

816 (867). Dos correos parten al mismo tiempo para una ciu-

dad situada a 90 leguas del punto de partida. El primero que
anda una legua por hora més que el segundo, llega al lugar
designado una hora antes que el otro.; Cuél es la velocidad de
cada correo?
. 847 (868). Dos correos parten de dos ciudades situadas a
320 kilémetros, yendo al encuentro uno del otro; el primero
recorre cada dia 8 kilometros més que el segundo, y el niimero
de dias durante los cuales viajan estd representado por la
mitad del nfimero de kilometros que el segundo camina en un
dia. ;Cudl es la distancia recorrida por ‘cada uno antes del
encuentro?

818 (8689). ;A cudntos dias era pagadera una letra de 1 200 pesos,
sabiendo que, descontada al 6 °ley da un peso de diferencia
entre su descuento externo y su descuento interno ?

819 (870). ;En qué sistema de numeracién el nimero 254 (base
10) se escribe 5127

820 (871). ;En qué sistema de numeracitn el nimero 1902
(base 10) se escribe 30 102

821 (872). Dos viajeros parten al mismo tiempo de Iguala y de
Chilpancingo. En el momento de encontrarse, el primero ha
caminado 12 kilometros mads que el segundo. Por otra parte,

e carneros y su

conservando la misma velocidad, llegan el uno a Chilpan- E

cingo & horas 2/3 después del encuentro, y el otro a Jguala

T horas 5,- después del encuentro, ;Cual es In distancia enfre las
dos ciudades?

822 (873). 8e ha comprado eierto niimero de metros de género
en una suma m: si cada metro hubiera costadoa Pesos menas,
se hubieran tenido con la misma suma & metros mds. jCudntos
metros se compraron, ycual es el precio del metro? — Discutir.

823 (874). Un cuerpo es lanzado verticalmente en el vacio con,
una velocicidad inicial a. jDentro de qué tiempo estard a la
altura A7

824 (875). Calcular la profundidad de un pozo, sabiendo que
ha transcurrido un namero ¢ de segundos entre el instante en
que se ha dejado caer una piedra y el instante en que el ruide
que produce al tocar el fondo ha llegado al oido. (Se hace
sbstraceion de la resistencia del aire.)

§ XIV. — Problemas con varias incégnitas.

825 (876). Dividir 27 en dog

drado de la primera vy 5 veces el cuadrade de la segunda
valgan 1620,

partes lales que & veces el cua-
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D.
826 (877). Dividir 10 en dos partes ;Lagfsdzu:;l::ﬁ?‘:ai?zg.pr
i < 3 y & 1. Calcalar con U, : o
ormum}lg,s Eals rgzones directa ¢ inversa de dos L;%meézzjes prae
e {)im )‘;‘ 05: los mismos dos nimeros suman 6d. §
por su i 108 M5 . =5
esgozz ?g"?‘a)nuiﬁe?;r;lero esta compuesto de d_os ::E‘gz J ;1 5sie ;2
: i i o inv 3
entra el mismo namer i Baver
Egr‘egz eg r??sz;zupor el producto de las dos cifras, se tien
o cociente : encontrar este numero. e
DO;ZB (880). Dos manantiales corriendo JEIDLO lptie.mpo poog
: i : ar e
i as 24 minutos : encontr i
dep?SIthdin Sni:aoae ellos, sabiendo que el segundo, corrie
by tarda dos horas menos que el primero. doponit en 18
'0]8%'0 (881). Dos manantiales pueden l.cljlezn‘a'rcl;réa o
: ‘en el tiempo que tardara ; T
hotl;'as &oe?;;fem:l“primem, corriendo solo, emplearia 27 hora
sabien
i ndo. - : e
it qusegzel sI;%g: obreros emplean 25 _horas, si trai{};:)]:.an. sl;aapr <
da.sr?ltlgte )1.)ara hacer cada uno la mlt:xﬁd hdoer ;;n:n iy e,rla_mm.
2 I3
' jan j mplean mas que 12
tﬁa?fagg;;tﬁ;ng :iexfxpo que emplearian separadamente para
pleta : !
. i tro 9
e’Jecumgseg)“f;g:Jobreros recihen_el uno 16 peaaousE yeflotﬁ' sior
i .(el -rimero ha trabajado cinco dias n(];xssq s
pegzsano I;'n.xbiere. trabajado el numerc dem;a.. S% et
" i ibido la misma su ; |
i ieran recibido s
Ja.do e:ootlr: ’dlz:? de trabajo de cada obrero y el precio d
nime
: i i €808 3
Jornal.ss&) Una pieza de género s sido vendx@a E:ﬁs‘;é: Il)e har;
i ra(ior al recibirla averigua que, por e%l;nr;:?etro p;ro e
el ff:;gdo una pieza que vale § 0,:‘:0 men_c;sé)ue . que’esperaba.
o i i oS Mal :
ontiene 15 metr : e
Se (&E;!;I&iﬂ:ﬂg(‘:g?&:ﬂ&’ y se pregunta cudnios metros conte_
E:m e v ?11 prﬁ:éﬂg fllnﬂfi:rﬁa% comun de 2 000 pesos;
ios han
O Do?iz?;li%ssu imposicién durante 2 meses, el segundo

de, ado 13 suya durante 8 meses. El lemBIO ha reclbldo
1 800 PESOS tanto pO‘ la gﬂ.“anﬂlﬂ. como PDI la lmposmld'“, mien-
ha

i ! : encon-
¢ el segundo no ha recibido mas que 900 pesos : en
poel g anancia y la imposicion de cada uno. Bt
ma;sﬁsgs) Dos capitales estan prestadoc(;z a t::sovi& e
: itales es de 60 pesos,
e e;;;osEii;iig.g capital produce 1 320 peslos y el segundo
oy .al afio. Determinar estos dos capita es&ifarentes- >
: 3:306‘()8&:%5 Dos capitales estan prestadosla tfmu;sx il e
i of roduce 500 pesos al afio, ex

L7 g IO::;&T:&E u:a.:ital que produce 390 pesos; Pero el tanto
pesos a
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de este (llimo excede en 3/2 al tanto del primero. Determinar
eslos capitales.

837 (888). Dos capitales diferentes estén prestados al 6 °f,
y valen juntos 30000 pesos; el primero, que ha permanecido
impuesto cualro meses méis, ha producido 1280 pesos, y el
segundo 840 pesos. Determinar estos dos capilales,

838 (839). En una proporcién, los dos primeros términos son
enlre si como 2 es & 3, y el producto de los cualro términos es
igual & 81 veces el cuadrado del primero. Determinar los dos
tillimos términos.

838 (890). Hallar cuatro niimeros en proporcion, conociendo
la suma de sus cuadrados, 62,5, sabiendo ademds que el primero
excede al segundo en 4, y que el tercero excede al cuarto en 3.

840 (891). En una proporciéon continua, la suma de los tres
términos es 28, la diferencia entre los dos primeros términos es
8. Determinar esta proporcion,

841 (892). Caleular los términos de una proporciéon continua,
conociendo la suma 15 de los dos primeros términos, y la suma
13 del primero y del ultimo.

842 (893). En una proporcidn, la diferencia de los dos pri-
meros lérminos es 6; la de los dos wltimos es 5; la suma de los
cuadrados de los cuatro términos es 793 : encontrar esta pro-
porcién.

843 (894). En una proporcion, la suma de los antecedentes es
12, la de los congecuentes 9; y la diferencia entre la suma de
los cuadrados de los tres primeros términos y el cuadrado del
cuarto es 107 : encontrar los cuatro términos.

844 (895). Encontrar los cuatro términos de una proporcién,
conociendo la suma 130 de sus cuadrados, y los productos 6,
12, 18 del primer término por cada uno de los oiros tres,

845 (896). Determinar los cuatro términos de una proporcion
conociendo la suma s de los cuatro términos, la suma a de los
exlremos, y la diferencia d de los medios.

846 (897). Encontrar dos nimeros tales que su suma sea a su
producto como 2 es 4 3, y que la suma de sus cuadrados sea el
quintuplo de la suma de los niimeros.

847 (898). Encontrar un numero de dos cifras, sabiendo que la
suma de los cuadrados de estas dos cifras es igual al niimero
aumentado con el producto de estas mismas cifras, y que ade-
mas, si se agrega 36 al namero, se obtiene el nimero invertide.

848 (899). Encontrar un nimero de doscifras tal que dividién-
dolo por la suma de las cifras, luego invirtiendo el numero y
dividiendo aun por la suma de las cifras, la diferencia de los
dos cocientes sea igual a la diferencia de las dos cifras y el pro-
ducto de estos dos cocientes igual al niimero mismo.

849 (900). Ercontrar dos nlimeros, sabiendo que su suma, su
producto y la diferencia de sus cuadrados son iguales entre si.

EJERCICIOS SOBRE EL IV® LIBRO

§ XV. — Trinomio de sequndo grado
y desigualdades.

850 (741). i Para qué valores de = los trinomios siguientes seran
positivos, nulos o negativos?
i 222 — 162 4 24
2 —2r21 {6z —24%
3> 92 — (62 -+ 32
§* —222 ) 16r—32
5® 2z2 — {6z 4 40
6° — 222 4 162 — 40.
851 (742). Determinar en qué intervalos de la serie de los

- nimeros

—2, —4, 0, 4, 2

se encuentran las raices de la ecuacion 822 4 2x — 15 =0, sin
resolver la ecuacion.
852 (743). Dada la ecuacién 7z® — 6lr - 40=0, se quiere

determinar el lugar de los nimeros -g. 2,7, 9 con relacién a las

raices, sin resolver la ecuacion.

853 (144). Encontrar los valores de # que salisfagan a la des-
igualdad 22 > 4.

854 (T45). Resolver la desigualdad

Tz < 3.
855 (746). Resolver la desigualdad
(z—a)(z—20b)(z—c) >0
858 (747). Resolver la desigualdad
(x—a) (x—¥5) (x —¢) < 0.
857 (748). ;Hay valores de z que verifiquen la desigualdad
22 —6x -5 <02
858 (749). La misma cuestién para
—z2 -6z —9>0.
859 (750). La misma cueslion para
a2 —3z-+T>0.
860 (781). ;Qué valores de z verifican simultineamente las
dos relaciones
ntzrz—6=0 y 2243z2—45>0?
864 (752). ;Existen valores de x que verifiquen simultinea-
mente las desigualdades
@t — 12243250 y a'—13z422<L0.
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862 (753). La misma cuestion para
522 —Te41<0 3 22—9z430<0.
863 (754). ¢Cudles son los valores de x que verifican la
desigualdad
b2 — 4022 -+ 482 << 0.
864 (755). La misma cuestion para
323 — 1222 1 92> 0.

865 (756). (Existen valores de z que puedan verificar simul-
téneamente las desigualdades

323 —Bx2t-22 >0 y ad—z? 4o <L0?
866 (757). La misma cuestién para
2 — 122+ 102 <<0 y 2% —12224322> 0.

867 (758). (Qué valores es preciso dar a = para satisfacer a la
desigualdad

1 1,
L ey S T &

868 (759). (CGual es la condicién de realidad de las raices de
la ecuacion
(a® 4 b%) 22 — 2aqex — b2 42 =01
869. En la ecuacion ma® - (m—1)z -+ 2m=20, jcual es el
limite de los valores de¢ m para que las raices sean reales?

LIBRO 1V

§ 1. — Analisis combinatorio.

870. Nimero de ordenaciones de 7 objetos de 3 en 3.

871. Numero de ordenaciones de 12 objetos de 4 en 4.

872. Formar las ordenaciones de 3 en 3 de las letras a, b, e, d, e.

873. Numero de permutaciones de 6 objetos.

874. Numero de combinaciones de 20 objetos de 5 en 5.

875. Entre las combinaciones de 20 objetos de 5 en 5, j cuantas
veces entra el primero?

876. Entre las permutaciones de las letras a, b, ¢, d, jcudntas
principian por a?

877. Entre las ordenaciones de a, b, ¢, d, ¢ de 3 en 3, jcuantas
contienen a?

§ II. — Binomio.
Escribir inmediatamente el desarrollo de los binomioca

siguientes :
878. (a + b).

EJERCICIOS SOBRE EL IV® LIBRO

(a—b)1.
(a— 1)k
&+ 1)
(2a -} 4b)3.,
(4a — 1)8.
. Hallar el término medio del desarrollo
(@ byre,
. Hallar el desarrollo de (a4 &)m -+ (@ — b)™,
1

. Desarrollo de
. Desarrollo de
. Desarrollo de
. Desarrollo de
. Desarrollo de

. Desarrollo de

—
-
i)

w P e

. Desarrollo de

. Desarrollo de

. Desarrollo de

. Desarrollo de

. Desarrollo de

. Desarrollo de

i ~
. Calcular y1,001 con 100000 de aproximacion.

. Calcular V4,16 con 'i%ﬁ de aproximacion.

. Calcular 321,021 con ﬁ de aproximacién.

LIBRO V

§ 1. — Progresiones aritméticas.

904 (1004). Conociendo &, !, r, determinar n y 8. Aplicacién :
a=123, l=5,r=—2.

22
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802 (1002). Conociendo a, r, n, delerminar I y S. Aplicacidn
a=3, r=2, n=13.

803 (1003). Conociendo a, I, n, determinar » y 8. Aplicaciéon
=95, n—19, I'=35,

804 (1004). Conociendo a, I, s, delerminar r y n. Aplicacion .
a=3, (=39, 8—=210.

905 (1005). Conociendo I, n, S, determinar a y r. Aplicacion :
=199, n =100, 8 =10 600.

996 (1006). Conociendo a, », 8, determinar I ¥y n. Aplicacion :
a=3, r=2, S=120. 7

807 (1007). Conociendo !, r, 8, determinar @ ¥y n. Aplicacion ;
l=18, r=2, 8 —8s.

908 (1008). Encontrar 1° la suma de los 40 primeros maltiplos
de 3; 2° 1a suma de los 20 primeros miltiplos de 3 que siguen
al namero 60.

909 (1009). ;Cudntas campanadas da un reloj en 24 horas, si
Do suena mas que a las horas?

910 (1010). Encontrar los tres angulos de un tridngulo rectin-
gulo, sabiendo que estos angulos estin en progresion arite
mélica.

941 (1011). Un cuerpo que cae recorre 47,9 durante el primer
segundo de su caida, y en cada segundo el espacio recorrido
excede en 97,8 al recorrido durante el segundo anterior. Se pre-
gunta : 1° lo que el cuerpo recorre durante el déeimo segundo
de su caida; 2° el espacio recorrido durante los 10 segundos.

912 (1012). Un vagon se desprende de un tren que sube una
pendiente, recorre durante el primer segundo 0=,30; durante el
segundo 3 >< 0,30; durante el tercero 5 3¢ 0,30; durante el cuar‘.
7>< 0,305 jcudnto recorre por un minuto que dura su descensu?

943 (1013). Un peon debe depositar una carretilla de aretia al
pie de cada uno de los 30 arboles que estdn de un lado dz una
calzada; los drboles estdn a 6 metros de distancia, y el montén
de arena estd a 10 metros antes del primer érbol. L Qué camino
habrd recorrido después de haber terminado su trabajo y vuelto
la carretilla al montén de arena?

914 (1014). Se sabe que el 2° y el T término de una progre-
sién aritmélica dan por suma 92, que el 4° con el 11° suman 71.
i Gudles son estos cualro términos.

915 (1015). La suma de los cuatro términos del centro de una
progresion aritmética de 12 términos es T4; el producto de los
exiremos es 70. ; Cudl es la progresion?

916 (1016). En una progresién aritmética de 41 términos, la
suma de los términos es 176; la diferencia de los extremos es
30. ;Cudl es la progresion?

917 (1017). La suma de tres términos en progresion aritmé-

tica es 33, su producto es igual a 1287, ;Cuoales sun estos tres
nimeros? ‘
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918 (1018). Hallar tres niimeros en progresién aritmética cono-
ciendo su suma ¢ y la suma b2 de sus cua@radog. i

919 (1019). Hallar & numeros en progresion aritmética, cono-
eiendo su suma 22 y la suma 166 de sus cuadrados. i

920 (1020). La razén de una progresidon aritmética de 4 térmi-
nos es &, el producto de los 4 términos es 585. ; Cudl es la pro-
gresion? 3 y :

921 (1021). Tres nimeros en progresion aritmélica dan por
produclo 16640; el menor es 20, ¢cuiles son los 0[1.'(‘)5 dos? :

822 (1022). El producto de 5 niimeros en progresién por dife-
rencia es 12 320 y su suma 40. ;Cudles son estos cinco 'numeros!

923 (1023). Hallar 5 ndmeros en progresién aritmética, cono-
ciendo su suma s y su producto p. ¥ - :

924 (102%). La suma de 5 numeros en progresion por diferen-
cia es 45, la de sus inversas es 1—:3% . ¢Cudles son estos 5 nume-
ros? : - :

925 (1025). Hallar & niimeros en progresién arilmética, cono-

25 =
ciendo su suma 20 y la suma 5 de sus inversas.

926 (1026). Un coronel que manda 3 003 hombres quiere for-
mar sus soldados en tridngulo de manera que la primera fila
tenga | soldado, la segunda 2, Ia tercera 3, y asi sucesivamente.
i Cuantas filas habra? :

: 927 (1027). Verificar que los cuadrados de las cnntn%ades,

22 —2x— 1, 22+ 1 y 22 422 — { estdn en progresidon aritmé-

tica. ;

m9328 (1028). Se pide el n™ término y la suma de los términos
la serie :

" n—1i B2  n—3

b et =g

929 (1029). Encontrar el n™ término y la suma de los n térmi-
nos de la serie :
7t —1 n? 41 n242
R e A o
930 (1030). Caleualar la suma de los cuadrados y la suma de los
cubos de los n primeros ntimeros. — Mds generalmente calcu-
lar la suma de los cuadrados y la suma de los cubos de los tér-
minos de una progresion aritméfica.

§ II. — Progresiones geomeétricas.

831 (1031). Conociendo el primer término ¢ =2, la razon g= 3
y el nimero de términos n==5, encontrar el iultimo término {
y la suma S de todos los términos.
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932 (1032). Conociendo = 1280, a=5 y n=29, encontirar la
razon q y la suma de los términos 8.
933 (1033). Conociendo [ =384, =2, n=2_8, encontrara y 8

934 (1034). Conociendo q:%, n=6 y S=2730, encontrar

ayl
i61 y 4347; 2° tres medios proporcionales entre 3 y 243; y 3¢
cuatro medios proporcionales entre 243 y 1.

836 (1036). Encontrar el limite de la suma de los términos al
infinito :

837 (1037). Encontrar el limite de la serie :%-}-% - §-+- %

cuyos numeradores estdn en progresion aritmética y los deno-
minadores en progresion geométrica.
938 (1038). Encontrar lIa suma de los términos al infinito de
la progresion :
V21 1
V2—1 "' 2—3
939 (1039). Encontrar la suma al infinito de los términos de :
4 an -+ ban—t 4 bgn—t - ...,

» ats+4ib

+%+....

940 (1040). Hallar para n >« la suma al infinito de los términos
de la serie :
m__(m—n)z + (m—mn)z? (m—n)z? , (m—n)xt

n n n* nd y n*

941 (1041). En un cuadrado cuyo lado es a se unen los medios
de los cuatro lados y se forma otro cuadrado cuyos medios se
unen también para formar un nuevo cuadrado y asi sucesiva-
mente : enconlrar el limile de la suma de las édreas de todos
los cuadrados asi formados. :

942 (1042). iQué limite se obtendria haciendo las mismas
construcciones en un triingulo equildtero cuyo lado es a? jeudl
geria el limite de la suma de las 4reas de los circulos inseritos
y de los circulos circunseritos 4 estos tridngulos?

943 (1043). En un circulo de radio R se inscribe un cuadrado,

Y&
935 (1035). Interpolar : 1° dos medios proporcionales entre =
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en este cuadrado se inscribe un circulo, en éste otro cuadrade
y asi indefinidamente. Se quiere saber : 1° el limite de la suma
de las dreas de los circulos; 2° el limite de la suma de las
dreas de los cuadrados,

944 (1044). El émbolo de una méquina neumdtica se mueve

en un cilindro euya capacidad es los % de la del recipiente : se

prégunta qué fraccién del aire primitivo permanecerd en el
recipiente después de n golpes de émbolo.

945 (1045). La suma al infinito de los términos de una progre-
si6n geométrica es 6, la suma de los dos primeros términos

1 :
es 433 encontrar la progresion.

846 (1046). Encontrar los cunatro-dngulos de un cuadrildtero,
sabiendo que estos angulos estin en progresion geométirica y
que el ultimo es igual a 9 veces el segundo.

947 (1047). Dividir el nimero 221 en tres paries que formen
una progresién geométrica tal que el tercer término exceda al
primero en 136.

948 (1048). La suma de los tres términos de una progresion
geométrica es 248 y la diferencia de los términos exiremos 192
iCudles son estos tres términos?

949 (1049). Hallar cuatro nimeros en progresion geomélrica
tales que la suma de los dos primeros sea 28 y la de los dos
ultimos 175,

950 (1050). Calcular los cuatro términos de una progresion
geométries, sabiendo que el segundo excede al primero en 4, que
el 4° excede al tercero en 36 y finalmente que la suma de los
cuadrados de los cuatro términos es 3 280,

851 (1051). Suponiendo que una suma colocada a interés com-
puesto se haya duplicado ¢ada 15 afios, se pregunta el valor en
1890 de un peso colocado el afio de 1500.

952 (1052). El volumen de un paralelipipedo rectingulo es
3 375 centimetros cibicos. Encontrar la longitud de sus aristas,
sabiendo que estin en progresion geomélrica y que su suma
es 65.

953 (1053). Hallar 3 numeros en progresidon geométrica, cono-
ciendo sn suma 26 y el exceso 10 del mayor sobre la suma de
los otros dos.

954 (1054). Una progresién geométrica liene 5 térmimos, la
razon es ignal al cuario del primer término, y la soma de los
dos primeros es 24 : encontrar los b términos.

955 (10%5). Una progresién geomélrica tiene 6 Lérmines, la
razén es ignal al primer término con signo contrario y la dife-
rencia de los dos primeros términos es 42 : encontrar la suma
de los términos.

856 (1056), Determinar una progresién de T términos cono-

R gl

L A Tl i

i

T et

~ ot

ikt

Petdie 1l




— e

354 ELEMENTOS DE ALGEBRA

ciendo la suzna 26 de los tres primeros y la suma 2 106 de los
tres ullimos.

857 (1057). En una progresion de 7 términos, la suma de los
8 ultimos términos es doble de la suma de los 6 primeros;
sabiendo que esta ullima es 157 1/2, determinar la progresion,

958 (1058). La suma de los términos de una progresion geo-
métrica de 5§ términos es 484; la de los términos de orden pa~
es igual 120. Determinar la progresion.

959 (1059). En una progresion geométrica de 6 términos, se da
la suma a de los dos extremos y la suma b de los medios.
Determinar la progresion.

960 (1060). Asaphad, historiador drabe, cuenta que Sessa pre=
sentd el juego de ajedréz, que acababa de inventar, a Scheran,
principe de la India; éste le pregunté qué queria en recom-
pensa; Sessa respondi6 : ““Que Vuestra Majestad se digne darme
i grano de trigo por la primera casilla del ajedrez, 2 por la
segunda, 4 por la tercera'y asi sucesivamente, doblando siempre
hasta la 64* casilla ”. Admirado de la modestia del invenior,
ordend el principe a sus minisiros que le pagasen al instante.
— 8e pregunta : 1° ;Cudntos granos de trigo se le debian
entregar? 2° ; Qué superficie seria preciso sembrar para cosechar
este trigo, sabiendo que la hectarea produce 25 hectolitros y

- que el hectolitro contiene préximamente 2 000 000 de granos;

3° jCudl es el valor de este trigo & razon de 5 pesos el hectolitro?

LIBRO VI

§ 1. — Ejercicios relativos al uso -de las tablas.

961 (1064). Encontrar los logaritmos de los nimeros siguientes @

1° 5 436 16° 3700 200
2° 36 954 17° 2509 067
3° 45876 18° 37509 450
4 245 872 19° 25,1075
5° 5278 429 20° 3,162 95
6° 883,70 21* 0,263 05
g% 103,555 22° 0,789 6652
8 6 709,25 23° 0,059 755
g* 10 857,9 24° 0,046 78296
10° 84 357,25 25° 0,002 578
11° 9758,406 26° 0,001 8865
430 123,450 8 27° 0,007 180457
13° 23,475 38 28° 0,000 18585
14 6,366 423 29 = 0,000 77413
15" 508 020 a0° 0,000 1528907

i 4 T s
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8962 (1062}. Encontrar los niimeros correspondientes 4 los
logaritmos siguientes :

i* 3,570 1225 i6* 6,535 0125
* 4,579 2464 L 1,796 5022
3* 5,435 0987 ig 0,086 5127
& 6,987 1245 19° 9.531 6930
5 7,678 0056 20° E,SBB 7296
6° 6,883 94317 21° 1,550 5099
1 5,828 2893 22° §,343 7105
8° 2,007 1295 23 _2_,&-29 3782
9 1,892 3752 24° 3,125 3680
10° 0,345 7601 25° §,TSL~ 6058
11° 1,456 1234 26° f,ﬁS-’a 5624
{120 2,733 2384 27 1,516 2489
13 3,887 0282 a8° ?,2"15 4689
14° 4,567 3382 297 §.35"|’ 6158
{5° 5,448 4644 30° 4,445 5502
963 (1063). Calcular los logaritmos de las expresiones siguientes:
ll !‘61 4. % -
13 5 11
» 16 3 ]
3 2 6 3

§ II. — Ejercicios de célculo logaritmico.

964 (106%), Desarollar las expresiones siguientes :

1 o ab\»
i log%; 20 logEB; 3 log(?)

n fam a2 — x?
£ log Feb? B* lug——‘m-
965 (1065). Caleular « = ab, sabiendo que :
loga = 0,838 8404, logb = 1,534 0511

966 (1066). Calcular z =E§£, sabiendo que :

loga = 3,2130013, logh=1,9957528, loge= 1,084 9438
Jogd = 1,501 8780.
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987 (1067). Calcular las potencias siguientes :
e 510 90 (0,4326)%; 3° (0,986 542)18
40 (3845,176)10; 50 (648,951T)12,

968 (1068). Calcular las raices siguientes :
3 - Bl B W=
1= V12; 2°\B6T; 3° v5,8; 4 VIT; (0,2,
869 (1069). Calcular las ralces siguientes :
s /13
i6

5 1
1° y0,07776; 2° \/0,0002187; 3°

10 IR L, (e
4° \0,07152084; 5° V09,8172 5%.
970 (1070). Calcular por logaritmos el producto 3
z == 875,6348 >< 62,82407,
974 (1074). Caleular la expresion :
236,39 >< 127,48
564,81 L
972 (1072). Calcular la expresion :
o 248,9762 < 2,198 45
i 1830,427 ¥
973 (1073). Calcular la expresion :
(0,075 1468)8
= T 15712,360
974 (1074). Calcular :

2=

5 /p,5143
378

975 (1075). Caleular : == (ai_’)"

T =

976 (1076). Calcular la expresion :
[ R,
_  V/25,36408
{0,089 3462)8 "
977 (1077). Calcular la expresion :
___ (45,37284)10
e
V0,000 5462 379

x

978 (1078). Calecular :

7= (B173,841)8
= (0,0415283T)%"

979 (1079), Calcular :
o < VEEOTEE) < V2639
=,
(5258, 08)%
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980 (1080). Caleular :
_ 481/ 789G, 86
== \/(5)

§ III. — Cuestiones para resolver por logaritmos.

984 (1084). Conociendo el primer término 4, el iltimo 4096 j
la suma 5460 de los términos de una progresiéon geométrica,
encontrar el nimero de términos y la razdn.

982 (1082). Conociendo el primer término 3, la razén 2 y la
suma 765 de una progresién geométrica, encontrar el uitimo
término y el nimero de términos. ‘

983 (1083). Conociendo el tltimo término 162, la razon 3y la
suma de los términos 242 de una progresién geométrica, encon-
trar el primer término y el niimero de términos.

084 (1084). Conociendo el primer término 6, la razén 2 y el
ultimo término 192 de una progresién,geométrica, encontrar la
suma de los términos y el nimero de términos.

985 (1085). Interpolar 14 medios proporcionales enire 3 y
98304,

986 (1086). Interpolar 8 medios proporcionales entre 12 y
23 437500,

987 (1087). Caleular la arista de un cubo que tiene por volumen :
1° (™3,478928 ; 2° 0™3,054327.

988 (1088). Calcular : 1° la circunferencia de un circulo cuyo
didmetro es 2,51075 y 2° la superficie lateral del cilindro que
tenga este circulo por base y una altura de 3,6954.

989 (1089). Calcular : 1° la superficie de un circulo de 0=,059755
de radio y 2° el volumen del cilindro que tenga este circulo por
base y una sltura de 0®,45876.

990 (1090). ;Cudl es el volumeén de una esfera cuyo radio es
ignal a 0,7892?

991 (1091). Calcular las dimensiones del heclolitro, sabiendo
que tiene una altura igual & su didmetro.

982 (1092). Calcular las dimensiones del litro, sabiendo que su
altura es doble del diametro.

993 (1093). Calcular la altura del péndulo que osecila segundos
en Paris, conociendo g =9,8088.

994 (1094). ;Cual es el radio de una esfera cuyo volumen es
199532°=3 7

995 (1098). Calcular la duracion de la caida de un cuerpo en
el vacio sin velocidad inicial de una altura de 4810 metros.

998 (1096). ¢ Cudl serd el peso de un cono de bronce cuya den-
sidad es 8 = 19,235, sabiendo que la generatriz y el didmetro de
Ia base son iguales a 41™4457%

987 (1097). (Cuél es el radio de »na esfera maciza de laton fue

IR Ry LRl e o
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pesa 3'%,185, sabiendo que la densidad del cobre es &= §,4271
998 (1098). Calcular el peso de un cilindro hueco de plomo,
conociendo la altura & = 0,392, el didmetro exterior D = 0,0323,
el didmetrointerior d = 10,0374 y la densidad del plomo § = 11,352,
999 (1099). Calcular : 4° el radio de la tierra; 2° el tiempe que

tardaria una piedra que cae en Ilegar a] eentro, 3° la velocidad
que tendria al llegar a ese punto.

1000 (1100). Dados los tres lados de un tridngulo : ¢ — 608,18,
b = 1363=,65, ¢ = 949",69,se quiere calcular : 1° la superficie, las
tres altoras y el radio del circulo circunscrito; 2° las bisecirices

a, B, v, de los dngulos interiores y las bisectrices «', g’ ¥, de
los angulos exteriores.

§ IV. — Ecuaciones exponenciales,

CUESTIONES PARA RESOLVER SIN AYUDA DE LAS TABLAS
41001 (1101). Resolver la ecuacién

(a%) = (a¥.
1002 (1102). Resolver

(az)i = (g}
1003 (1103). Resolver

(ﬂb—x)x = as,
1004 (1104). Resolver

(43-—=t—x— |,
1005 (1103). Resolver

(108—2)6—z = 100.

1006 (1106). Resolver

va =az.

4007 (1107) Resolver
100 3¢ 102 = {10008+
4008 (1108). Resolver
241 L fr = 80,
1009 (1109). Resolver
2r 4 4r =278,
4040 (1110). Resolver
273 o fr+i= 32¢0.
1044 (1111). Resolver
3+2 | 9241 = 8§10,
4012 (1112}, Resolver
log z = log 24 — log 8.

psi= !

i

EJERCICIOS SOBRE EL IV® LIBRO
§£043 (1113). Resoiver
2 log x =1log 192 4 log 1
1044 (111%), Resolver
log =23 log 18 —4 log 12.
1015 (1115). Resolver
5 logz — log 288 =1 log %

CUESTIONES PARA RESOLVER CON AYUDA DE LAS TABLAB
1016 (1118). Resolver la ecuacién

3= =1T147.
4047 (1147). Resolver
3\# i
() =%s
1048 (1118). Resolver g
3% — 768.

1019 (1119). Resolver
2432—2 — 10 000.

1020 (1120). Resolver
3\/E == #53.
4021 (1121). Resolver
p=—8 = 625,
4022 (1122). Resolver
pr -1z — {4,
1023 (1123). Resolver
7:* 5040 — 843,
4024 (1124). Resolver
9t —9z—2h — § 096,
4025 (1125). Resolver
6182480 — 71776,

1026. Resolver
- 92H 4 g2 =80
1027. Resolver
37 4 97 = 6642,
1028. Resolver
9743 - 4o+t = 320,

1029. Resolver
. =42 4 gxtl =B40.

4030 (1130). Resolver

B3z — T >< 55 — 450 =0,
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4034 (1131). Resolver

T —63¢ Tof- 5 =0,
4032 (1132). Resolver

5<% — 7532 —3 456 =0,
40323 (1133). Resolver

o T,

4034 (1134). Resolver
Jr4d —8 _ﬁ —— 247
ko BN (1
1035 (1135). Resolver
Jet — g8 3x—3 _.i_ 3z—b — T50.
4036 (1136). Resolver
327 ¢ 5028 — Tz > a8,
1037 (1137). Resolver
3 3< 2743 — 499 3¢ 328,
4038 (1138). Resolver
(a* — 2a%b2 - pajr—t — (@ — )22
; ot <l
033 (1139). Resolver

axad > ab>¢ al... a¥—i—pn

Aplicacion: a=2, n= 512; a=32, n= 65538
4040 (1140), Resolver el sistems de las dos ecuacioneg ¢

T4y=65 y log z+log y=3.
1044 (1141). Resolver el sistema :
28 + y2 = 425
log z + log y=2.
4042 (1142). Resolver el sistema :
zh L oyh — L4y
2 log z+2logy =2,
1043 (1443). Resolver el sistema :
log z 4 log y =3.
52% — 3y2 — {1 300,
1044 (1144). Resolver el sistema :
log Ve —log VB = 0,5
3 log 242 log y = 1,50515.
1045 (1148). Resolver el sistema, :

2 log y — log & ==10,12404
log 8 +2log 22 log & == 1,73239,
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1046 (1146). Resolver el sistema :
log x — log 5 =1log 10
log z? + log y? = log 32.
4047 (1147). Resolver el sistema :
Ber—2y — 3 125
14827y — 14 641.
4048 (1148). Resolver el sistema :

log =+ log y=1

log = — log y=%-

1049 (1149). Resolver el sistema :
8= 3¢ 4¥y= 3981 312.
2y >< 5z = 400 000.

4050 (1150). Resolver el sistema :
Ve Fy=12
(= -+ y)3* =279 936.

§ V. — Interés compuesto, anualidades.

1051 (1151). ;A cudnto ascenderd, dentro de 14 afics, un capital
de 16000 pesos impuesto al 4 °f, de interés compuesto ?
1052 (1152). ; A cuanto ascenderin § 15 000 colocados & interés

compuesto al 3 % °|,, durante 10 afios, capitalizindose los inte-

* reses cada 6 meses?

4053 (1153). 3 Qué suma colocada al 6 o/, de interés compuesto
duranle 20 afios, se ha convertido en 20645,5?

4054 (1154). Habiendo vendido una ciudad un terreno en
$ 140 000, impone esta suma al & °[, de inierés compuesto : se
quiere saber dentro de cuantos afos fendra § 200 000.

4055 (1155). ;Qué tiempo se necesita para que una suma
impuests & interés compuestos de 4 °foy § °foy 6 °/,, BumMente su
mitad ? ;

4056 (1156). Encontrar el aumento de upa suma de $ 100000
colocada & interés compuesto durante 8 afios y 8 meses al 4 °f,.

4057 (1157). ; Qué suma necesila imponerse al 4 °/, de interés
compuesto para recibir después de 48 afios 20 000 pesos, capita-
lizandose los intereses cada seis meses?

1058 (1158). ;A qué tanto debe imponerse un capital & interés
compuesto para que se cuadruplique dentro de 31 afos?

1059 (1159). ; Qué tiempo necesita una suma impuesta al 3,5°/,
de interés compuesto para duplicarse, triplicarse, cuadrupli-
carse, quintuplicarse !




352 ELEMENTOS DE ALGEBRA

1080 (1180). En general 4qué liempo necesila una suma q
colocada a inlerés compuesto y a ¢ °/, para llegar a ser m veces
mayor?

1061 (1161). Se ponen § 1% 000 al 4,8 °/, de interés compuesto
durapl.e 20 afios; se pregunta durante qué tiempo hubiera tenido
que imponerse la misma suma al § °ls de interés simple para
que hubiera aumentado en lo mismo que en el primer caso.
: 1062 (1162). Se ha colocado la suma de 8 000 pesos al 5 °le de
Inlerés compuesto durante 12 apos, ¢Qué suma hubiera sido
preciso imponeral 5,5°/, de interés simple para oblener el mismo
inters en el mismo tiempo?

1083 (1163). Se ha colocado a interés compuesto una suma de
3.«500 000 : si se hubiera tlejado un afio menos, el capilal defini-
Lw.o hubiera sido 22 030 pesos menor; sial contrario, se hubiera
dejado un afio mas, el capital definitivo habria aumentado en
§ 23 152_,50. Encontrar el tanto del inlerés y la duracion de la
imposicion,

1064 (1164). Un particular que tiene dos sumas que imponer
una de 6 000 pesos Y. la otra de b 000, calcula que si impone la
mayor al tanto mas elevado, y la menor al tanto méas bajo,
obuen_e después de 4 afos § 13141,30 mientras que si impone’la
menor al tante ma 0 y la mayor al tanto mas bajo, obtiene
solamente después de 4 afios 8§ 13096,70. z A qué tanlo han side
Impuestas estas dos sumas?

4365 (1165). Se ha colocado a interés compuesto una suma de
50000 pesos : si se hubiera dejado 2 afios menos, el capilal
definitivo hubiera disminuido en 8 4412,93; si, al conlrario, se
hubiese dejado dos anos mas, el capital hubiera aumentado en
+773 pesos. Encontrar el tanto del interés y el tiempo de Ia
imposicidn.

_iJﬁ_ﬁ (1166). ; En qué época hubiera sido preciso imponer un
vngc-swn_o de peso al § °/, de interés compuesto, para que en 1884
se convirliera en $ 33000 000 0001

1067 (1167). Una ciudad contrala un empréstito de 1800 000
pesos al & °/, y quiere amortizar esta deuda en 30 afios. ; Qué
anualidad debe consagrar para ello ?

4068 (1168). Una persona que liene que pagar una anualidad
de & 2500 durante 6 afios, desea liquidar en un solo pago. ; Qué
suma debe enlregar, siendo el tanto de £,8°/. 2

1069 (1169). Una sociedad puede dedicar cada afio durante
40 anos, una anualidad de $ 50 000 para amorlizar un empréstito
gu:’: ;lesea contratar, ; Qué suma podréd pedir si el tanto es de

L]

4070 (1170). Un municipio que ha tomado § 100000 al i %
dedica anualmente § 3679,25 para amortizar esta deuda ; En qué
tiempo quedara saldada?

1074 (1174). Un particular pide prestada una suma de § 107000
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y salda su deuda en dos anualidades de 5276 pesos. (A que
tanlo por ciento se hizo el préstamo?

1072 (1172). Un obrero impone cada afio una suma de 300 pesos
al 3 °f; de interés compuesto. ;En cuinto se le habra convertido
un ano después de Ia 25 imposicion?

4073 (1173). Un negociante de 35 afios de edad desea lener a
los 50 afos un capital de § 40000. ;Qué suma debera imponer
cada afo al 4 °[, para realizar sus esperanzas?

4074 (1174). Desea un obrero saber qué suma debe imponer
al 3,5 o/, de interés compuesto desde la edad de 21 afos hasta
los 60 para formar un capital de 30000 pesos.

4075 (1178). Un fumador, desde la edad de 16 afios, gasta por
término medio & centavos diarios. Se pregunta qué suma reti-
raria a la edad de 00 afios si impusiera al 5 °l, al fin de cada
ano los § 14,60 que le cuesta este héibito ¢ 5

1076 (1176). Un Eslado ve crecer su poblacion cada afio el 800
de lo que era el afio precedente. ; En qué tiempo se habra
duplicado, triplicado su poblacién?

1077 (1177). Una ciudad de 8 000 habitantes ha visto disminuir
su poblacién en 160 habitantes en un afio; si la disminuei6n se
hace en lo sucesivo en la misma proporcién, {dentro de cuintos
anos no tendrd mds que 5 000 habitantes?

1078 (1178). Un departamento que tenia 600000 habitantes
hace 16 afios no tiene hoy mds que 570000. ;Cudl ha sido la
disminucion anual eomparada con la poblacién ?

1079 (1179). El aumento observado en 1863 en una ciudad de
54000 habitantes es tal que se deduce que en 1899 se habrd
duplicado esla poblacién. ;Cudl era su poblacién en 18729

4080 (1180). Al salir del arca la familia de Noé se componia de
8 personas. Suponiendo que el aumento de la poblacién sea por
término medio de 1/222 por afio, y que hayan pasado 4 200 afos
de este suceso, § cual debe ser la poblacion actual del globo?

1081 (1181). Un negociante que ha comenzado el comercio con
16000 pesos ha visto crecer su fortuma 4/11 cada afio. :Cudl es
en [a actualidad su fortuna, haciendo 18 afios que establecid su
comercio ?

4082 (1182). Establecer la formula de la amortizacién descom-
poniendo la anualidad servida en dos partes, una empleada en
el pago de los inlereses del capital, y la otra en extinguir el
capital.

1083 (1183). Se impone al principio de cada afio durante
aiios consecutivos una suma a;se pregunta qué capital se habrs
obtenido de esa manera al fin del n= aio, suponiendo que todog
los capilales estén colocados a interés compuesto al tanto de+
por 1 peso.

Aplicacién : a =1000, r = 0,05, n =25,

1084 (1184). Se impone al comenzar el primer afio una suma .
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lnego al comenzar el segundo afiola suma (a -+ &); al comenzar

. el tercer afo la suma (a 4 26), y asi consecutivamente, aumen-
tando cada afio la suma en una misma contidad 4. Se pregunta
qué capital se habra constituido de esa manera al fin del »™ afo,
suponiendo que todos los capilales se hayan impuesto & interés
compuesto, al tanto de » por 1 pese.

Aplicacién : a =4000, b =80, r = 0,05, n =21.

4085 (1185). Se impone al eomenzar el primer afio la suma a;
¢n seguida al comenzar el segundo afio la suma aq; al comenzar
el tercer afio la suma ag?, y asi sucesivamente, de manera que
las diversas sumas impuestas de este modo- sean los términos
de una pregresion geométrica. Se pregunta qué capital se habra
constituido asi al fin del n™ afo, suponiendo que todos los
capitales estén colocados a interés compuesto, al tanto de 7 por
1 peso.

Aplicacién : ¢ = 1000, ¢ = 1,25, r = 0,08, n = 20.

Méxima y minima de las funciones algebraicas,

4086 (941). Dados los trinomios siguientes :

{° y=a?—38z+12 P y=—922— 6zt 1

2 y=ibér?—5zr+43 FPy=—a2+4+22-+3

3 y=—2a2+f6x—9 6° y=—15tz2 120 —9
decir @ priori- si tienen un mdximo o un minimo, y si este
maximo o este minimo es positivo, nulo o negativo.

4087 (242). Calcular el maximo ¢ el minimo de los trinomios
anteriores y los valores correspondientes de .

1088 (943). 1* Hacer maximas las expresiones :
e T—2a
1 z(a?—23) g z3
2 zHia? — 22) & i

@8

2° Hacer minimas las expresiones :
5° b L] ad + b2z5
(# — a)? x2
at |-zt . ab
S B
X2 BRI z

6'
1089 (944). Encontrar el méximo o el minimo de las funciones
siguientes :
__ bla® 4 x?)
ok i 2(a + )

atz , a—=x
i y=._’+q+x y=ua+42yal —at
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_10?0 (945), ;Cudl es el maximo ¢ el minimo de las funciones
piguientes :
4% -1

. 2 —z—3

V= ¥ v=m—mT9
{1 — 221 x2 1§

b ey oy Rl o o e —

2 Y=

_'1091 (946). Calcular el maximo y el minimo de las funciones
Biguientes :

o - %2424
= x—72
i S@maq)
e

'10%32 (947). Caleular el maximo y el minimo de las funciones
Slgulentes :

o 4 22 hxr —36 < 2r—3
¥ y="5r—% b L ey

z?— Gr-}- 8 7290 — 8

Yy — 2r —38 £ y= z—2

_1093 (948). Calcular el maximo y el minimo de las funciones
siguientes :
2:—z—8 2
Ak go yottliz 49
¥ T g — 2 . y_.z2-|—-21'-|~3
22t g —1 4 y___fu‘n—}bg

28 ot e e P [ %
V= —m—1 T (@2 —t9)z’

4094 (949). Estudiar las variaciones de las funciones siguientes:
0o .. TE—zt-2 " 22tz 41
¥ v=m—ers 2 y=Eﬂ_i::c——i
_ 22 —_pl-3 < x2— 4
V= Gz 12 Y V= m T —3
4085 (950). Estudiar las variaciones de las funciones siguientes :

2 — bz 4 : 322 — 317 4 30
7 gy | ¥ VY= —intn
i — B - § ¥ g
% gt =+ Pl R bz 4= 3

LA ey ey Rl Aot vy Ve

: Gl —

4096 (1320). ;La suma de tres niimeros en progresion geomé-
trica es a. ;Cudl es el méximo y el minimo de su producto?
1097 (1321). Cual es el menor valor que puede tomar la expre-
8ion 3z2 — 82 -+ 7 cuando se atribuyen a z valores reales?
1008 (1322). Méximo o minimo de (22 — 12417,
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1099 (1323). Determinar @ de tal manera que la suma de los
cuadrados de-las raices de la ecuacién 22 4 (2 —a)zr —a —3=0
sea minima.

1100 (1324). ;Cuiles deben ser los coeficientes del trinomio
az? 4 bz 4 ¢ para que se anule cuando se tenga =38, ¥ que
tenga por minimo — 12 cuando z =461

1101 (1325). Determinar p y ¢ en el trinomio z2 4-pz 4 ¢ de
manera que el minimo sea igual a @ y que este trinomio tome

para z =é el valor & 4 %, designando a y b nimeros dados.
1402 (1326). ;Qué valer de # hace minima la suma
(az + 0)2 4 (a'z 4 b')2
en la cual a, @', b, &' designan ntimeros dados? Indicar este
minimo.
4103 (1327). Enconlrar el maximo de las expresiones signientes
¥ los valores de x por los cuales se produce :

i* syVzVi—z'.

2* z%g— bz), representando a y b niimeros positivos.

4104 (1328). Siendo constante la suma z -} y, | son susceptibles
de un maximo o de un minimo las sumas z2 + y? y @% 4 31

1105 (1329). {Entré qué limites varia la fraccion

322 — Sz - 51

2T —3z -+ &
4106 (1330). Miximo y minimo de

ikt - DA
7—6z 11

4107 (1331). Encontrar el méximo y el minimo de las fracciones
siguientes con los valores correspondientes de z :

o z24+3z45 e 2241
Aoy ¥ F—is Tt
Bz - 8z —1 5 3z :
zd +1 z 41
4108 (1332). La misma suestion para las fracciones siguienles:

T 202 — 24z 4 48 @ z3 — {0r 421
ZE—10z 25 T —6z 5
go 22 —2z44 g 22242
. 77— s . g
23 —1 22 —3z 42

¥ ot ¥ F—tz 9

1409 (1335). Calcular el maximo y el minimo de la expres-

2
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e =

sién :}2_’_—:_—5 Se distinguirdn varios casos que correspondan
a los diferentes valores de e.

1140 (1336). ;Cuédles son los valores que puede tomar la
fraceion

a® —4
2% T ax —1

cuando se le dan a x todos los valores reales? ;Qué valores debe
lener a para que esta fraccion tenga un méximo?

4411 (1347). SBuponiendo conocidos dos niimeros a y b, encon-
trar el méximo y el minimo de la expresién

21'«*#
221

Decir, en particular, qué valores deben darse a a y a & para
que el maximo sea 4 y el minimo — 1,

1112 (1338). Determinar p y g de manera que el méximo de

224 pztg
z

sed @ ¥ que el minimo sea b.

4‘1’13 (1339). Se dan las cantidades m, a, de las cuales la
primera es positiva y se quiere determinar r y ¢ de tal manera

que el minimo de m:-l-g sea igual a m, y que este minimo

tenga lugar para z = a.

1114 (1340). Determinar p y ¢ de tal manera que la fraceidn

3z2 L pr--q
1 q

pueda tomar todos los valores entre 4 y — 3, y solamente estos
valores cuando = tome todos los valores desde el infinito negalive
nasta el infinito positivo.

4415 (1341). Demostrar que para que la fraceién

a1 ax
a2 — 2x — 3

pase por un maximo y por un minimo, cuando z varie de
—o a-+w,; es preciso y basta que el pardmetro constante a

_esté comprendido enfre —3 y 1.

1116 (1342). Se da la fraceion
y=Titrrtg
= a—1

¥y se quiere determinar p y ¢ de manera que ¥ no pueda tomar
ningln valor entre los nimercs 3 y 7. ;Qué valores de z corres-
ponden a estos limites?
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1147 (1343). Determinar p y p’ de manera que la fraceién
22+ px —3
R T

llegue a un méximo o & un minimo paraz=2yax=3.
1148 (1344). ;Qué valor debe darse a la cantidad a para que

z+a
doble del que la haga maxima?
4119 (1345). ;Encontrar la relacién que debe existir entre a
y @' para que el miximo y el minimo de la fraceién

el valor de # que haga minima la expresién z- sea

o2 422 41
x?-2a'z 41

sean iguales y de signos contrarios.

4420 (1346). Debiendo las eantidades = e y verificar Ia relacion
@? - y3 -+ zy =2, agignar los valores de 2 y de y que hagan
tomar a la expresién az -+ by su valor méximo, y decir cuil es
este valor.

4421 (1347). Encontrar el maximo o el minimo de y—2z,
cuando 16y2 - 362 = 9.

1422 (1348). Enconirar entre qué limites puede variar la
expresion

o8 4 2xy? |- 3y?
z3 | y2
cuando z 4y tiene un valor dado a.
4423 (1349). Méximo y minimo de

2% — 22 L 3o — 326
“Sz—3-Faf—ad
1424 (1334). ;Entré qué limites varia la fraceién
222 4 32 -2

2+ x+ 14 !

EJERCICIOS DE RECAPITULACION

§ I. — Calculo algebraico y ecnaciones
de primer grado.

3206 - 243

1428 (1202). Demostrar que si tres nimeros enteros estin en
progresion aritmética de razén r, y si uno de ellos es multiplo
de 7, el producto de estos tres numeros es divisible por 672,

4429 (1203). Si z, y, z represenlan tres nimeros enteros v si
el numero entero x2--2y2z es el cuadrado de un numero
entero, demosirar que el nimero entero z2--y%z es la suma
de los cuadrados de dos nimeros enteros.

1130 (1204). Descomponer en factores de primer grado la
expresion :

4427 (1201). Efectuar la siguiente division :

2a262 - 2422 |- 2522 — gt — b — b,

4131 (1205). Descomponer en dos factores de primer grado
la expresidn :

(a2 — 402) 23 4 2 (a3 & 20%) 2 | ab — B*,

4432 (1208). 5 Cémo se debe elegir el coeficiente numérico m
para que la divisién de %t y3 - 28 + mayz por 2Lyt z
pueda efectuarse? Dar el cociente de esta divisién.

1133 (1207). Se quiere dividir =z*-+-1 por 22 +px+4gq, en
donde p y ¢ son numeros dados. ;Qué valores deben darse a
P Y a g para que la division no dé resta?

1134 (1208). Dado a*-pa® 4 q, determinar p y ¢ de tal
manera que el polinomio sea divisible por 22 — 6z - B.

1135 (4209). ;Qué cantidad debe restarse a los dos términos

de una fraceion % para que llegue a ser igual a su cuadrado o

& su cubo?
4436 (1210). Simplificar la fraccion :

ab (23 + y?) + 2y (a? - b?)
ab (2% — %) + ey (@ —5?)’

e o g

=

A e U AR AR o R R =
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1437 (1211). Simplificar la expresion :
as b3 el
E—he—o T T—90—0  t—aE=0"

1138 (1212). ;Cudles son las condiciones necesarias y sufi-

: A iz = b 4
cientes para que la fraccion &gm—i—-{‘ conserve el mismo valor,

cualquiera que sea el valor de z?

1439 (1213). Encontrar las condiciones necesarias para que
az® L bz ¢ : ’ 2
P I e sea independiente de la variable z.

1140 (1214). Poner la-fraccién Tj,—’“__;—é bajo la forma de
Qs — T

. B
una suma de dos fracciones L—|—
z—a ' T—
minar A, B, @, 6, de manera que esta suma sea idénticamente
igual a la fraccién propuesla.

a [raceién

7o €8 decir, deter-

ey s O e zd— 1
4141 (1218). ;Cuél es el valor de la expresién o e T
cuando se hace que z tienda hacia la unidad?
1142 (1216). ; Hacia qué limite tiende la expresion
Vz:t+xz+4+1 —ax
en la.cual @ es un numero cualquiera, cuando = aumenta inde-

finidamente?
1143 (4217). Transformar la expresion :

Ve 4z +1— 283 22+ 2z
en otra gue no conienga mas que radicales simples.
4144 (1218). Resolver el sistema de ecuaciones :
z+y+z=1
av+bytei=h
a?z + by 4+ ciz = h?
hacer ver que el numerador y el denominador del valor de
cada una de las incognitas pueden descomponerse en factores
del primer grado.
1145 (1219). Resolver el sistema siguiente :
r—ay -+ alz=ad
x— by + 022 =183
z — oy - 2z = ¢3.
4446 (1220). Resolver el sistema de ecuaciones :
adzt+ayt+az—1=0
bz 4 by 4+ bz —1=0
clz+ ety ez —1=0.
1447 (1221). Dado el sistema :
ax— by =4
Iz 4 dy=1

EJERCICIOS DE RECAPITULACION

ge pregunta los valores que deben darse a los coeficientes a y b
para que este sistema sea indeterminado.

4448 (1222). Se da’ el sistema de dos ecuaciones de primer
grado entre las incognitas z e y:

ar—by="5a—3
2z + (@ — Ty = — Ta 429

y se pregunta los valores que deben darse a la indeterminada a
para que : 1° las ecuaciones propuestas sean incompalibles;
90 |as ecuaciones formen un sistema indeterminado; 3° la reso-
lucion del sistema dé z=y.

1449 (1223). ;En qué condiciones las tres ecuaciones:

ax - by 4 et =
az-+by4cE=10
"z + by 4 =0
se salisfacen ademds de por z =0, y=10, z=07?

1150 (1224). ;A qué condiciones deben satisfacer las canti-
dades [, m, n para verilicar las tres ecuaciones con dos incog-
nilas :

z—ly—n=20
y—Ilz—m=20
x4+ my —1=0.

4451 (1225). Si «, 6, y son lres nameros distintos que satisfacen

a las relaciones :
al-px4-g=0
ptpstg=0
G o e
probar que se debe tener a+ f+y=0.

4452 (1226). Se dan dos numeros = e y, se calculan olros des
x' e y' por las formulas &' = azx + by ¢, e Y =az+ by +e.

Se emplean estos dos ultimos para calcular otros dos 2" e y*
con ayuda de las mismas formulas, y se quiere delerminar a’, &'
y¢' de manera que, cualesquiera que sean los nitmeros primi-
tivos 2 e y, el resultado de la operacién sea reproducirios;o
que en otros Lérminos se tenga siempre : 2" ==, y"'=y.

4453 (1227). Dos puntos A y B estin distantes uno del otro d
kilometros. La tonelada de carbdn tomada en A, cuesta @ pesos;
la tonelada de carbon tomada en B, cuesta & pesos. El trans-
porte de la tonelada cuesta ¢ pesos por kilometro. Encontrar
entre A y B el punto en que la tonelada de carbon cueste el
mismo precio, ya venga de Ao de B, y verificar que estos precios
son iguales.

Aplicacién : a=8§ 1,45, b=2§ 9,35, c =§ 0,0038, d = 800 km.

4454 (1228). Una persona posee un capital C dividido en dos
partes @ y b. La parte a impuesta durante m aios al tanto ¢ ha
produciflo intereses simples iguales a los que la otra parte b
ha producido en n afios al tanto #. Por otra parte, a impuesto
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durante un afio al tanto £ produce una sumea P, y b impuesto
durante un afio al tanto ¢ produce una suma Q. Gonociendo €,
P, Q, m, n; encontrar a, b, £, ¥,

Fl

§ 1I. — Ecuaciones de 2° grado. Propiedades
de las raices.

4155 (1229). El niimero 190 estd escrito en el sistema decimal;
Est4 representado por 276 en un sistema de base desconocida,
¢Cual es esta base?

4456 (1230). Resolver la ecuacion :

T, . 1
Ry g tFbOFx

4157 (4231). La diferencia de las dos raices de una ecuacion
4 p\8
de segundo grado es a?4? y su producto (ﬂ 5 D—) . Calcular
\ “
estas dos raices.
4158 (1232). ;Para qué valores de a tiene sus raices reazles la
ecuacion :
zt—2(a—8)z-a? —1:==0,
Indicar los signos de 1as raices para cada uno de estos valores.
1459 (1233). Resolver la ecuacion ;r;' =5
encontrar entre qué limites debe variar m para que la ecnacion
tenga sus ralces reales.
4160 (1234). Resolver la ecuacion —— 4 —— 4+ 1
x—a ''z— b ' z—¢
y demosirar que siempre tiene sus raices reales, siendo a, b, ¢
ntimeros cualesquiera.

=0

at b3
=0
) ; o P S £
tiene siempre sus raices reales, cualesquiera que sean las cons-
tantes a, b, p, q.

4161 (1235). Demostrar que la ecuacién

4462 (1236). Resolver la ecuacién %':;:111 y determinar los
limites entre los cuales debe estar comprendido @ para que las
raices sean reales.

1163 (1237). Resolver az? — = - a = 0. Explicar la operacién ¥
diseutir el resultado. Examinar el caso particular dea = —;-’3—‘-
me 4

1 B
x—ma_{- nla

4164 (1238). Resolver la esuacién e
z—b w—C¢

que las cantidades a, b, ¢ son reales y positivas. Condicién para

que 'as raices sean también reales y positivas.
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1185 (1239). Dada la ecuacion :
(m — B) 2% — dmz 4 (m —2) =0
se pregunla para qué valores de m tendra la ecuacién : 1° sus
rafces reales; 2° sus dos raices de signos contrarios.

1466 (1240). Encontrar la suma de la cuaria potencia de las
raices de la ecuacion de segundo grado : z'* - a4,

1167 (1241). Se da la ecuacion de segundo grado ar?4bxtec=o
y se quieren determinar los coeficientes a, 6, ¢ de tal manera
que : 1° la suma de los cuadrados de las raices sea igual & un
numere dado m?; 2¢1a suma de la razon directa de estas raices
yde la razon inversa sea igual a un nimero dado k. 3 Cudl debe
ser este numero k para que el problema sea posible, y cuintas
soluciones hay en este caso? Examinar si Ia condicién encon-
trada es suficiente para que lasraicesde la ecuacion sean reales.

Aplicacion : m2 =14, k= 14.

1168(1242). Dadala ecuacidn: a2 24 (2m — 1)z +3md45=0:
{° determinar entre qué limites debe estar comprendida m para
que las raices sean reales; 2° examinar si el numero 1 puede
estar comprendido entre las raices de esta gcuacion; 3° caleular,
en funcion de m la expresidn

'8 z2
i B

1169 (1243). Un 16vil es lanzado en el vacio verticalmente de
abajo arriba con una velocidad inicial v,; ¢hasta gué altura se
elevard y en qué tiempo? jQué tiempo tardard en elevarse a
una altura dada A?

(1244). Resolver 1 i = B =t

4470 (1244). Resolver la ecuacion E2—:&?+aﬁ——-ﬁ_ y
hacer ver que las raices son siempre reales, cualesquiera que
sean los valores de a y de b.

4171 (12i5). En la ecuacion bicuadrada

zb — (3m 4 &) 22+ (m+1)2=0
determinar m por la condicién que las cuatro raices estén en
progresitn aritmética.

4472 (1246), Determinar k en la ecuacion ba® — 4 + k=0,
de manera que el primer miembro sea : 1° la suma de dos cua-
drados; 2° la diferencia de dos cuadrados.

4473 (1247). Dado el trinomio az?+ bz +-¢, determinar la
cantidad m por la condicién que el polinomio

az? - bx + ¢+ m (2 + 1)
sea un cuadrado perfecto. Demostrar que la ecuacidén a que

conduce m tiene siempre sus raices reales.
4474 (1248. Encontrar la condicidon para que

(@ + bx)p + (a' - b'm)?




364 ELEMENTOS DE ALGEBRA

sea el cuadrado perfeclo de una expresion de primer grado en a.
Demostrar que si

(@ 4+ ba)? + (a' + b2t y (@ + c2)} + (@' + ¢')?
son cuadrados perfectos, lo mismo sucede con
(6 + ez + (¥ + c'x)?.

4175 (1249). Encontrar dos numeros enteros consecutivos cuyos
cubos difieran n. ;En qué caso es posible el problema?

1176 (1250). Llamando «, B, y tres cantidades dadas, y z',
las dos raices de la ecuacién z? -} px -+ g =10, encontrar lag
cond ciones que deben salisfacer los coelicienles p y ¢ para que
se lenga : ax? 48z’ +y=az"? 4 63" + 1.

4177 (1251). Delerminar. ¢ para que las raices del trinomio
a@1? + bx +c¢ verifiquen la relacidn ax’ -4 ba"” 4 ¢ =0.

4178 (1252). Formar una ecuacién de segundo grado cuyas
raices ' y «” salisfagan 4 las relaciones

IT'J'"—‘— z + e g— 0, .‘IJ'.E"—'CI(Z'-I— J.‘”)+ {=0

iQué valor debe t+ ‘r a para que las raices sean : 1° reales;
2° posilivas?

1179 (1253). Llan. .0 &' y «” las raices de la ecuacion
22 4 pz -+ q=0, se juiere formar la ecuacién bicuadrada que
tiene por raices las cuatro cantidades ', =, — &', — a”. :

1180 (125%). Dada la ecuacién 23 + ax?® 4 bx — 30 =0, deter
minar los valoros de @ y b de manera que 2 y 3 sean raices de
esta ecuacion ; caleular la Lercera raiz.

4181 (1258). Dada la ecuaciton 2?4 pzx -4 q=10 se quiere :
i* Saber qué valores deben darse a p y g para que las raices
gean precisamente p y q.

2° Formar la ecuaciton de segundo grado que admite por raices
los cuadrados de las raices de la ecuacion dada.

3° Habiendo atribuido & p un valor determinado, saber qué
valor debe darse 4 q para que una de las raices sea doble de
la otra.

4° Averiguar qué valor debe darse a g cuando se lengap =—2,
para que una de las raices sea igual al cuadrado de la ofra.

4482 (1256). Se tiene la ecuacion

@n—1t)x2t2(1l —m)z43Im=0,
determinar m : 1° de manera que la ecuacion tenga —1 por

raiz; 2" de tal manera que la suma de los cuadrados de las
raices sea igual a &.

4483 (1257). En la ecuacion 222 — (2m -+ 1) 2 - m2—9m + 39 =0

L qué valor debe darse a m para que la ecuscion tenga una raiz

doble de la otra? Resolver la ecuacion por el valor oblenido.
4184 (1258). Se quiere determinar la relacion que debe exislir
entre » ¥ q para que una de las raices de la ecuacion

z? - pr 4+ q=10
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sea n veces mayor que la otra. Se aplicara al caso en que n== 4,
no tomando para p y g mas que valores enteros menores que 30,
1185 (1259). Se dan las dos ecuaciones 22 — bz + k=10, ¥
22 —Te+2k=10
y se quiere determinar k de tal manera que una dq las dos

rajces-de la segunda sea doble de una de las de la primera.
1186 (1260). Encontrar la relacion que liga las raices de la

ecuacion

&t — Sz \pT—2q +p*—2¢=0 con las de 224 px+q=0.

i se construye un reclingulo que tenga por dimensiones las
taices de la segunda gcudles son las lineas que representan
las raices de la primera? -

4487 (1261). Enconlrar la relacién que debe existir enire los
coeficienles de dos ecuaciones de segundo grado para que lengan
una rafz comin.

1188 (1252). Dadas las ccuaciones 2tdaz+1=0,%

34zt a=0,
determinar @ de manera que las dos ecuaciones admitan una
raiz comun. i g
1189 (1263). Encontrar en todos,los casos posibles entre que
limites debe variar m pars gue la ecuacion
ax2+b.1:+c+m(a’:z:7+b':r+c’)=0 (1)
za sus raices reales.
lcrzas ngdicién para que lag dos ecuaciones : az? 4+ bz +ec=0
y a'z?+ b’z ¢ =0 lengan una raiz comun. 2

3°* Probar que el trinomio subradical, en la resolucion fie la
ecuaciobn (1), es un cuadrado perfecto cuando las dos ecuaciones
del (2) tienen una ralz comun.

§ I1I. — Desigualdades.

4190 (126%). ,Qué condiciones debe sa.tisfa_cer el nimero n
para que, cualquiera que sed el valor real atribuido a z; el tri-

nomio 2 -+ 2x +n sea superior a 10 ?
4192 (1263). Resolver la desigualdad :

z (ot —T22 4+ 12) > 0.
1193 (1268). Encontrar los limites entre los suales debe estar
comprendida i para que la desigualdad
ot 2he +h>

ge verifique para todos los valores reales de z, positivos o nega-
tivos.
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1104 (1267). Resolver la designaldad :
z*—3r4-2
Zlsz 3z~ 0
1495 (1268). Resolver las desigualdades :
z2 4 102 - 16
x—1

o Tz — 5
: TR

Ly > 40

4196 (1269). Encontrar los valores de la variable z para log
cuales se verifican las desigualdades :
(z—1) (x—2)
@=3) @—h~ !
228 — B -3
CE e e

.lb
90

4187 (1270). Buscar los valores de 2 que satisfagan a la des-
igualdad :
x 2a 8a2
zT—a zFa- T—a"

1198 (1271). Encontrar entre qué limites debe estar compren-
2zt — 1722 4 60 o
@ — 8z 1 5) sea positiva.

1189 (1272). Demostrar que si a, b, ¢ representan los tres
lados de un tridngulo, el trinomio de segundo grade 52 z22 L
(624 —a?) m 2 s siempre positivo, cualquiera que gea el
valor que se le dé a la variable . 4 Qué relacién existiria entre
@, by cen el caso muy particular y limitado en que este tri-
nomio fuese un cuadrado perfecto?

1200 (1273). ;Qué valor debe darse g ¥ en la ecuaci6n

—=3zy+y 2 — 0y 41 =9

para que resuelta con respecto a z tenga sus dos raices iguales?
{Entre qué limites debe variar Y para que los valores de z sean
reales?

1201 (1274). Encontrar los limites de los valores de = y de Y
que puedan verificar la ecuacion :

Z3 - A2xy 4 hy? L 42 4 By +20=10
1202 (1275). Dada la ecuacion :
522 — 132y - 4yd 4 Bhx — by — 139 =10

ge preguntan los limites entre los cuales se puede hacer variar
z para que los valores de y sean reales, y entre qué limites se
/ puede hacer variar y para que los valores de z sean reales.

dida z para que la expresion
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4203 (1276). ; Qué valor debe darse a m para que el trinomio
mz? -+ (m—)z4+m—1

sea negativo, cualquiera que sea = ?

1204 (1277). ¢(Qué valores deben darse.a. la conslante m para
que los trinomios siguientes sean positivos para todos los
valores de z?

g (m=—2)z2 1 2(2m — 3)z 4-5m —6

e (4 — m)x? — 3z |- & -+ m.

4205 (1278). Dada la cantidad A ;qué valor debe atribuirse a
k para que la desigualdad

(h 4+ 1)x® 4 hx 4 k> k
221
se verifique para todos los valores positives o negativos de =?

. Ork 8223
1206 (1279). (Puede tomar la expresion m todos

los valores posibles cuando # varie de — = & + w0 ? :
¢Para cuédntos valores de = toma los valores que es susceptible

de adquirir?
jgp T 4RI —2,
4207 (1280). ; Puede tomar la expresion o todos los

valores posibles cuando varia #? Entre los valores que toma
esta expresion, distinguir los que se obtienen para dos o cualro
valores reales de z.

§ IV. — Ecuaciones reducibles al 2° grado.
Sistemas de ecuaciones.

4208 (1281). Resolver la ecuacién :
xz -+ 22 —a? _ 2,
z—yzi—qg: @
1209 (1282). Resolver :
Ve 14 VzF6=5.
4210 (1283). Resolver :

i =&

4241 (1284). Resolver :
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1242 {1285). Resolver :

Vr—2—yls—z=2

1213 (1286) Resolver :

VA+Vz+VA—Vz=B.

1214 (1287). Resolver :

zh — 228 — 1022 - bz - 16 = 0.
1215 (1288). Resolver :

22— 6 4 9 = 4 \z? — 6z + 6.
1216 (1289). Resolver :

2z—22 L VBt — 122 F1=0.
1247 (1290) Resolver :

(= + Vz)* — (= 4- VZ)2 = 159 600,
4218 (1291). Resolver :

7 ) 1
T Tts="0

4219 (1292). Resolver la ecuacion z + Va¥— a2 = b, en la que
las canlidades a y b se suponen reales y positivas.

1220 (1293). Resolver la ecuacién ~——2% \/ 14 0 Al

A ] 1+azY1T—5 3
cacién numeérica en el caso en que a=10, b=2.

1221 (1204). Resolver la ecuacion Va+z 4+ Vi Fz=m. —
Se encuentra que la incognita se determina por una ecuaciéon
de primer grado. ;La raiz de esta \illima conviene siempre a la
ecuacion propuesla?

1222 (1295). Resolver la ecuacién Vma Fa-+ VE=b=ce,
designando las letras a, b, ¢, nimeros dados de los cuales el
ultimo es superior o al menos igual a la unidad. Limites de e.

4223 (1296). Resolver la ecuacion Vz—a +Vz—b=vyz—¢,
en la que x es la incdgnita y a, b, ¢, canlidades dadas,

4224 (1297). Hacer racionales las ecuaciones :

Vze—at+\Vz—b+Vz—c=0
Ve—a+Vr—b—Vz—c=10
Ve—a—\Vz —b4Vr—c=0
Ve—ag—\z—b—\z—0C=0.

Conducen a la misma ecuacién racional de segundo grado;
demostrar que esta ecuacién tiene sus raices reales, y que si
se tienen las desigualdades a>b>¢, una de las raices es
inferior a ¢, la otra superior a @; inferir de ahi el numero de
lax raices de las cuatro ecuaciones propuestas.
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4225 (1298). Resolver la ecuacién Yrf —z2 -+ \@rz —af = m,
giendo m y r eantidades dadas y z la incognita,
1226 (1299). Resolver los dos sistemas de ecuaciones :
i ax+by=c
wI4-yi=1
- zT—y=a
- i ba? —oy? =d.

4227 (1300). Hallar dos numeros conociendo su suma o su
diferencia @ y la di:‘ern‘ncia &2 de sus cuadrados. — Aplicacién :
a=16, bt =32,

4228 (1301). Hallar una fraccién equivalente a-g ¥y cuya suma
de los cuadrados de los términos sea 308,
4229 (1302). Hallar dos nimeros, conociendo : 1°su suma a
y la de sus cubos 53,
2° su diferencia @ y la de sus cubos 43,
4230 (1303). Resolver el sistema de ecuaciones :
x+y=a
b | yS=—=b,
4231 (1304). Resolver el sistema de ecuaciones :
z+y+ay=>5
6
- + y =m—y .
1232 (1305). Resolver el sistema de ecuaciones :

Zy— qi
L, 1_1
=t5=%

se hard el enunciado y la discusién suponiendo que z & y son
los lados de un rectingulo. — Resolver en seguida, sin discutir
los valores encontrados, el sistema :

xy = qa?
1 i
atTp

4233 (1306). Resolver el sistema :

a @4y a2 yr=p,
zy -y 22 = 2.

4234 (1307). Encontrar todos los valores de ¥ de y que veri-

fecan las dos ecuaciones :

b 4 yb =242 | 262 4 12ab
ry=a—b.

R
=m
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1235 (1308). Hallar dos niimeros fales que su diferer;c.wigml:
suma de sus raices cuadradas estén expresadas por el m

Dumero a. 1 . == R
4236 (1309). Resolver el sistema de ecuaciones :

= e

Vz — Vy=1

@ —y==2IT.
4237 (1310). Resolver el sistema :

sty Vi =a
24y ay=be

1238 (1311). Resolver el sistema :

e

a—zta—y a—0b

4239 (1342)., Dadas dos cantidades reales @ y b se quiere:}
encontrar otras dos cantidades reales « e y tales que se fenga :

{z+y V—=1=a+by—1.
1240 (1313). Resolver el sislema :
z-+y—=mz
a? 4y = nz?
28yt —a® — 20,

iricos dea, dey ydes
1241 (1344). Encontrar los valores numéricos .
jue sat(isfac}e.n simulténeamente al siguiente sistema de ecua

iones ¢ '
. 22 4 oy 4 y2 =31
a2} xz L 22 =28

yityz+22=19

4242 (1315). Resolver el gistema :

oty 22 =1k
ay 42z —ys=1
2+ y+z2=6.

4243 (1316). Resolver el sistema :

— 3z +8y2 1622 =10
—r— 22} 128 —— 34
— 22 + 6y? — 328 = — 0.
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§ V. — Progresiones, Logaritmos,
interés compuesto.

4244 (1575). Cusl es la suma de los n primeros términos a8
Hﬁprogresif)n :

n-—1 n—2 n—3 v

3 . pskaed

n n n

1245 (1578). Encontrar el primer término y la razén de upa
rogresion aritmética, sabiendo que la suma de los n primeros
Tminos es igual a n (3n - 1), cualquiera que sea el nimero de
IIRINOs n.
La misma cueslién, siendo la suma de los n primeros términos ;

n{n-41)
——g—.

4246 (1579). La suma de los m primeros términos de una pro-
esién aritmética cuyo primer término es o ¥ la razon y, es n;
la suma de los n primeros términos de la misma progresién
m. Calculsr la suma de los m - n primeros términos ¥ la de
m—7n primeros términos. a

247 (1580). Encontrar cuatro nimeros en progresidn aritmeé-
conociendo su suma-dg y la suma 462 de sue cuadrados.
248 (1581). Determinar einco niimeros en progresion aritmé-
p conociendo su suma 5z y su producto pS.

249 (1582). Determinar cinco nUMmMeros en progresion geomé-
b8 conociendo su suma a y su producto &b,

250 (1583). En una progresion aritmética compuesta de fres
minos, se conoce la suma 92z de los tres términos, y la suma
fle sus cuartas potencias. Calcular : 1° el término medio, y
b razon de la progresion. >
B51 (1584). Encontrar una Progresién aritmética de cineco
1inos, conociendo la suma 5a de los términos .y la suma%
us inversas.

52. (1585). sPueden los numeros 12, 20 y 35, formar parte
na progresién aritmética o geométrica?

B3 (1586). Demostrar que si los tres lados de un triangulo
1 €n progresion geométriea, la razon de esta progresion esta

sariamente comprendida entre %\\'3 —1)y é(\fﬁ +1).

p4. Hallar tres nimeros en progresion geométrica tales que
ima sea ignal a @ y la de sus cuadrados & &2,

p5 (1588). En una progresi6én geométrica de n términos, se
+ suma S de los de n— 1 primeros términos y la suma §'
b n—1 ultimos, Encontrar la razén ¥ el primer término.

2%
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1256 (1589). gHacia qué limite tiende de suma de todos loa
términos siguientes :

bt o )

1 1 1
Heritermtormt )

1257 (1593). En cada intervalo formado por dos términos
conseculivos de la progresion geomélrica 1, ¢, ¢2, q“‘, s N, S8
interpolan k medios aritméticos de los cuales se pide lg suma
total expresada en funcién de las cantidades g, 7, k. ;Cual llega
a ser el resultado para una progresion decreciente que se pro-
longa indefinidamente?

; i, 4o
4258 (1594). 1* En qué se convierte la expresién 1_E+?¢_ﬁ

i 1 4 infinif do el nimero a
— F_‘_ e = .... prolongada al infinifo cuan

supuesto positivo y mayor que la unidad se acerque ind_e[‘mida‘—
mente a2 1? 2° ;A qué funcion algebraica simple es equivalente
: RislyE e Lyt Lo =t
el polinomio & —y - y? ) - S —+ .... cuyos términos
id dtrica i ida.
rman una progresién geométrica mdeﬁmf‘ : A
r01259 (1596). Encontrar la suma de los lérminos de la serie :

{42z 322 4+ ... nan—14,

4260 (1597). Sobre una recta XX'se marcan n puntos A, B, G,
. N distantes la misma longitud @, y se les numera 1, 2, 3, ....n.
-E.;}IC(}[ILI‘RI‘ la distancia, al primer punto A, de un punto I de la

recla, (al que la suma de los cuadrados de sus distanc'ias AT, 8
Bl ! NI 4 los otros puntos dados multiplicadas por los niimeros

correspondientes 1, 2, .... n, es decir
1 3 A% ><2 -+ BI? 4 .... n < NI sea un minimo.
1261 (1598). Resolver la ecnacion :
log(Tz—9)2 +log(3z — 4)2 =2,
4262 (1599). Resolver la ecuacion :
logVTz 5 -+ log \2z -3 =1 -} log4,5.
4263 (1600). Despejar a z en la ecuacidn :

log(35 — %) 3
log(b—2) — ™

EJERCICIOS DE RECATITULACION 373

1264 (1501). Una persona pide prestada una suma de a pesos
por 2 afios; la paga en dos abonos de & pesos efectuados al fin
del primero y del segundo ado. ¢A qué lanlo ha pedido pres-
tado, siendo los inlereses compueslos? Discutlir las condiciones
de posibilidad del problema.

1265 (1602). Se toma prestada una sumade A al § /g de interés
compuesto. ;Qué anualidad debera pagarse para que después de
5 afios esta deuda se reduzea a %

4266 (1603). Se debe pagar cada afio una suma de 2000 pesos
durante 12 afios. jPor qué suma podrd ser reemplazada esta
anualidad si no se quiere hacer mas que un solo pago al cabo
de 4 anes, siendo el tanto el 5 o

1267 (1604). Un munieipio conlratéd un empréstito de 23795 fran-
cos al 4,5 °/, y quiere saldarlo por medio de anualidades que
obtiene volando fr, 0,0% extraordinarios; por cada céntimo
volado percibe 769 fr. por afio; se pregunta : 1° ;Por cudntos
afios debe imponerse? 2° ;Qué suma habra pagado de esa
manera ?

1268 (160%). Un obrero impone al fin de cada afio una suma de
40 pesos a inlerés compuesto y al 5 °/,. Al eabo de 20 anos,
emplea la suma que se Je debe, y 4 la cual agrega 40 pesos
ghorrades el ullimo afio, en comprar renta del 3 °/, al precio
de 61,75, ;Qué renta recibird, siendo los gaslos de correlaje
8 3,157

1269 (1606). Un industrial ha pedido prestada el 1° de Enero
de 1906 una suma de 33 630 pesos, la cual salda en dos pagos
iguales de $ 19 448,10. El primero de estos pagos se efectud el
1° de Enero de 1908 y el segundo el 1° de Enero de 1910, Se
pregunita a qué lanio exacto se hizo el préstamo, sabiendo que
el interés ha sido compuesto.

1270 (1607). Una persona se encarga de depositar en una
compaitia de seguros n anualidades iguales a a con la condicion
de que la compafiia le servird, durante los 2n afios siguientes,
una renta anuval igdal a &; debiendo efectuarse. &l primero de
estos pagos después del deposito de la wltima anualidad a. Los
intereses son compuestos y el tanto esr por un peso al afio. Se
quiere : 1° Galcular la relacion g;

2° Delerminar el valor que debe tener el numero n para que
la relacion % tenga un valor determinado p;

# Aplicar {a formula al caso que se tuviera » = 0,023, p =;.
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PRINCIPALES FORMULAS
EMPLEADAS EN LA OBRA

(a + b)2=a® -} 2ab -+ b2,
(g—- b)2=a9-— 2ab —i— b2,

Cuadrado de una suma

Cuadrado de una diferencia. . . . .

Producto de una suma por una dife-
rencia (@ b) (e — b)=a® — 62

Cociente de #m — am por & — @. am— 4 gam—1 |- aPom—2, .am—t.

Cociente de am --am por x —a gm—1 L ggm—2 |- a2xm—3
—+ giam—i + am—i, resta 2am.

Razones 1guales b = R’ ad = bc,a ==L

Razones iguales E — 3 i ;

Expresién de un ntimero par
Expresion de un niimero impar
ch’ — be’
or iy — - .
Ecuacidn de 1" grado con 2 incognitasz = = Y = b
Valores de dos cantidades cuando se conoce la suma s y la

diferencia d

Ecuaciones de segunde grado.
Ecnacién incomplets az? +¢=0. . + + + . . T=z \/-—-—-

— b= \h2 — hac
Ecuacion completa ax? 4 bz +ec=0. . = g‘; ==

! T—ae
Ecuacién completa, siendo b par. . . . = by =

' Beuacion a? dprtg=0..

Suma de las dos raices . . .

flc &

Produeto de las raices. .

Eouacion bicuadrada azt -4 bzt 4c=0. 3=

ﬂ

2a

EJERCICIOS DE RECAPITULACION

L = ——
Ecuacién trinomia az®n 4-bzn4-¢c=0. =z 2\/1_{M.
7

Progresiones aritméticas.
Valor de un término de un orden cualquiera, l=a+ n— hr,

Suma de los términos, . . . g @00
2

Progresiones geométricas.

Valor de un término de un orden cualquiera, . . l=agn—4.

Suma de los términos. §=%1" —i), ce=tll—gn) &
Limite de la suma de los términos de una progresién geoméfrica

decreciente. T

* * =8 8 s @ a_
i—g
Interés compuesto. — Anualidades.

Kormulagenerals S ool ol JNN0E bes FomRl A=q(l J-r)m,

-~ capitalizindose los intereses cada seis meses. A =a( 143 )!"

Constitucion de un capital . . . . AN —ay-
= :

AMOrHzAcIONw s v e w5 v o 4 ' R L b
S SRy &

Logaritmos de (1 4 r) con nueve decimales (nfim. 432.)

Nimeros. Logaritmos. Numeros. Logaritmos.

SR °
,025 y 723 865 027 349
1,03 0,012 837 925 1020 383 778
0
)

07025 305 865
0
0
1,035 0,044 940 350 7 0,031 408 464
0
0
0
0,

1,04 0,017 033 339 ,033 52

1,045 0,019 116 290 ,037 223 133
1,05 0,021 189 299 L0461 392 636
1,088 0,023 252 460 ,049 248 022

—b+ \Jm :
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