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Introduccién

Los ntimeros p-adicos (denotados por @Q,) son un sistema de numeracion basado en
una métrica no-Arquimediana la cual esta definida a partir de una ultra-norma lla-
mada norma p-adica y que denotaremos por |-|,. Los niimeros p-adicos corresponden
a una extension de los niimeros racionales (Q) y su completacién se obtiene de mane-
ra analoga a la completacion de los nimeros racionales con respecto al valor absoluto
usual para obtener los nimeros reales (R). El estudio de los nimeros p-adicos esté
motivado por la resoluciéon de diversos problemas de teoria de nimeros y fueron
introducidos por el matematico aleman Kurt Hensel en el ano 1897. En este traba-
jo presentamos una introduccion a los ntimeros p-adicos y su teoria de integracion
las cuales son una herramienta indispensable para el desarrollo de la matemaética
moderna.



1. Objetivos

1.1. Objetivo general

Estudiar los ntimeros p-adicos y su teoria de integracion.

1.2. Objetivos especificos

(i) Mostrar de forma detallada la construccién de los nimeros p-adicos a partir del
proceso de completacion de los niimeros racionales junto con la norma p-adica.

(ii) Estudiar la topologia no arquimediana de los niimeros p-adicos.

(iii) Desarrollar las principales integrales p-adicas que sirven de base para la imple-
mentacion del analisis p-adico actual.



2. Introduccién a los numeros p-adicos

2.1. Valuacién p-adica

A lo largo de esta tesis p denota un nimero primo.

Definicién 1 Definimos el orden p-ddico de x € Q, denotado por ord,(x), de la
siguiente manera:

1. para x € Z,ordy(x) = mazx{n € N:p" | x},
2. para x = a/b, donde a,b € Z y b # 0,0rdy(x) = ord,(a) — ord,(b),
3. ord,(0) := oo.

El orden p-adico de x también es llamado la valuacién p-adica de x.

Observacién 1 El teorema fundamental de la Aritmética garantiza la existencia y
unicidad del orden p-ddico de x € Q.

Todo numero entero n > 1 puede ser expresado como producto de niumeros primos.
Esta representacion es unica, salvo el orden de los factores. Asi que, para cualquier
m € Z, tenemos m = :I:plflpgz...p’:h.., donde los p; son niumeros primos.

Observacion 2 Sea x € Q" (racionales no nulos), entonces ord,(z) esta
determinado por la formula x = po’”dp(””)%, con a,beZ,b#0yp [ab.

Ejemplo 1 A continuacion listamos algunos ejemplos del orden p-ddico:

1. ords(35) =1, ya que 35 =7-5

(
2. ords(250) = 3, ya que 250 = 53 - 2
3. ordy(250) = 1, ya que 250 = 53 - 2
4. ord3(40) =0, ya que 40 = 23 .5
5. ordy () = ordy(25) — ordy(8) =0 — 3 = =3

6. ords (81> = ords(81) —ords(4) =4—-0=14
7. ords (%) = ords(4) —ord;(7) =0—-0=0.

Lema 1 Sim,n € Z entonces, ord,(mn) = ord,(m) + ordy,(n).



Demostraciéon. Sean m,n € Z cualesquiera tales que:

m = poeMm! p fm!, n=pr@n/ p fn
Luego
mn = pordrMFords(mMimin’ con p fm/n'.
Entonces ord,(mn) = ord,(m) + ord,(n). O

Lema 2 Para todo x,y € Q, el orden p-ddico cumple las siguientes propiedades:

1. Bl ordy(z) no depende de la representacion de x como cociente de nimeros
enteros.

2. ord,(xy) = ord,(z) + ord,(y).
3. ordy(x +y) > min{ord,(z),ord,(y)} .

Demostracion.
1. Sean ¢, d dos representaczones arbitrarias de x, con a,b,c,d € Z y bd # 0, tal
que v = § = <. Entonces
ad = bc
ord,(ad) ord,(be)

ordy(a) + ord,(d)
ordy(a) — ordy(b)

ord, (Z)

ord,(b) + ord,(c)
ordy(c) — ordy,(d)

ord, (2) .

Ast el orden p-ddico de x no depende de la representacion de .

2. Seanx = ¢ ey =

ac
— ord,
or (bd)

= ord,(ac) — ord,(bd)
= ordy(a) + ord,(c) —
—ord,(b)) +

= (ord,(a) —

ord,(b)

S, paraa,b,c,d € Z y bd # 0 entonces

ac>
d

= ordy(zy) = ord, <b

— ord,(d)

(ordy(c) — ordy(d))

- o (3)em ()

= ord,(

(z) + ord,(y).



3. Six =0 o0y =0 es inmediato que se cumpla la desiqualdad triangular. Sean

x#0 ey #0 con la forma x = p‘”"df’(“)% ey = p‘”’df'(y)ﬁ, para a,b,c,d € Z y
bd # 0 entonces

a &
x+y _ pordp(x)g_‘_pordp(y)&

_ t ordp(x)—tg ordp(y)—tc>

donde t := min {ord,(x),ord,(y)} . De la dltima igualdad y de la definicion de
ordy(x) se tiene que

ordy(z +y) = ord, <pt (p‘””dﬁ(’ﬁ)—tz + pordp(y)—tccl>)

ord,(p') + ord, <pordp(x)t @4 pordp(w)—t € )

b d

v

ord,(p')
= min{ord,(x),ord,(y)}.

Definicion 2 Definimos la aplicacion |-[, = Q — Ry como

|$| o {pordp(a:) si x ?é 0,

p 0 stx=0

Observacion 3 Note que Hp solo puede tomar el conjunto de valores discretos
{p”:v€Z}u{0}.

Teorema 1 La aplicacion |-|p es una norma no-arquimedeana sobre el campo de
los niimeros racionales.
Demostracion.

1. Sixz € Qylz|, =0 implica que x =0, por la definicidn de ||, .
2. Sean x,y € Q\ {0}. Entonces

|xy|p _ p—ordp(zy) _ p—ordp(w)—ordp(y) _ p—ordp(x)p—ordp(y) _ |x|p |y|p )

3. Six=006y=00dx+y=0 el resultado es inmediato. Supongamos
x,y,x+y # 0, con x ey simultaneamente distintos de cero y supongamos que
r=7%ey=74cona,b,cd€Z dondebd # 0. Entonces



ordy(x+vy) = ord, (adb—; bc)

ord,(ad + bc) — ord,(b) — ord,(d)

min {ord,(ad), ord,(bc)} — ord,(b) — ord,(d)

min{ord,(a) + ord,(d), ord,(b) + ord,(c)} — ord,(b) — ord,(d)
= min{ordy,(a) — ordy(b), ord,(c) — ord,(d)}

= min{ord,(x),ord,(y)}.

v

or
or

En consecuencia,

= |z +uyl,
—ordy(a-+y)

—ordy(x), ’ p—ordp(y) }

= p
max {p

IN

= maa {|al,, lyl,}

IN

De ahora en adelante, llamaremos a la aplicacion Hp norma p-ddica sobre el
campo Q.

Ejemplo 2 .
135]; = &, ya que 5793 = 51
250]; = 13z, ya que 59530 = 53
1250, = 1, ya que 27°r42(250) = 2~1
340], = 1, ya que 377410 = 30 =1
‘340 _ 2—07"d2( ) —9-2 _

‘340 — 5—07‘(15(%) — 5—1 —

(SN T

Teorema 2 |n|, <1 para todo entero n.

Demostracion. Demostraremos este teorema por induccion.
Es claro que |1|,=1<1.

Supongamos que |k|, <1 para todo k =1,2,...,n — 1.

A continuacion, se sigue de nuestra suposicion que

[l = 11+ (0 = D), < maa {[1],.|(n = D], } < 1



Ast segin el axioma de induccion, tenemos |n| < 1 para cualquier n € N. Dado que

|=nl|, = In|,, concluimos que |n|, <1 para cualquier n € Z. O

Nuestro objetivo a continuacion es mostrar que el cuerpo de los niumeros racionales
no es completo con respecto a la norma p-ddica y para ello utilizaremos argumentos
clasicos de la teoria de numeros. Para mds detalles al respecto el lector puede
consultar [9], [13].

Observacion 4 La funcion ¢ de Fuler se define de la siguiente manera: si n es
un entero positivo, entonces ¢(n) es el nimero de enteros positivos menores o
tguales a n y que son coprimos con n, es decir

en)={meN:m<ny (m,n)=1}

Por ejemplo,

p(8) = {meN:m <8y (m,8) =1} = {1,3,5,7}| = 4.

(M) =|{meN:m<7y (m7) =1} ={1,2,3,4,5,6}| = 6.

Dado que ¢(p) = p — 1, para cualquier primo p. Se puede demostrar que

o(p™) = (p— D)p™ ', para todo n € N.

El teorema de Euler nos afirma que si (a,m) = 1, entonces a*™ = 1(mod m).
De lo anterior se puede demostrar lo siguiente: si 1 < a < p — 1, entonces

a®?= V""" = 1(modp™) < p* | (aP~P" T — 1),

Definicion 3 Una sucesion {x,} C Q es de Cauchy con respecto a |-|, si dado
€ >0 existe N € N tal que si m,n > N, entonces |z, — :I:'m|p < €.

Lema 3 Una sucesion {x,} C Q es de Cauchy con respecto a ||, si y solo si

1im |Tni1 — @ul, = 0.

Demostracion. (=) Supongamos que {x,} C Q es de Cauchy. Entonces, dado

€ >0 existe N € N tal que si m,n >, entonces |x,, — zn]p < €. En particular,
tomando m=n+1 con n > N, se tiene |z,41 — xn]p < €. De la arbitrariedad de €
tenemos que lim,, o |Tn11 — xn|p = 0.

(<) Supongamos que lim,, o0 |Tp11 — xn|p = 0. Entonces, dado € > 0 existe N € N
tal que sin > N, se cumple |x,11 — xn|p =0 < e Sean m,n € N arbitrarios tales
que m,n > N.

Sin perder generalidad supongamos que m > n. Entonces existe | € N tal que

m = [ +n. Luego,

’mm — xn’p = ‘$l+n — l’n’p
= |$l+n — Ziyn—1 T Tign—1 — Tign-2 + Li4n-2 — .- + Tpy1 — xn|p
max {|ll?l+n - xl+n71|p NTrpn—1 — l’l+n72|p s ees [T — $n|p}

ARVAN

€.



Por lo tanto, {x,} es una sucesion de Cauchy.

Definicién 4 Una sucesion {x,} C Q tiene limite x € Q respecto a ||,
(denotado lim,, o x, = x) si dado € > 0 existe N € N tal que
|0 — x|, <€, para n> N.

Ejemplo 3 Sea p > 3 un numero primo y a € N tal que 1 <a <p—1.
Consideremos la sucesion {x,} C Q dada por x, :=a?", n €N
Mostraremos que {x,} es de Cauchy.

|p 41 —xn\p = |aP
n—1 n—1/._

— gr (ap (p—-1) _1)‘

P

n n—1
= |a¥ —ad
p
n—1 n—1¢,_
— g? (ap (» 1)_1)‘
p
n—1

= ap

’ap"‘l(p—l) _ 1‘

p p

Tenemos que ord, (apn_l(pfl) — 1) es la mayor potencia de p que divide a
ab" - 1
Ademds, por la observacion anterior tenemos que p™ | (apn_l(pfl) — 1). Asi que

n— —ord apnil(pfl)fl
ord, (ap Hp-1) 1) >n, y de aqui se tiene p p< )

‘ap"‘l(pfl) _ 1’p <pm.

<p "

Luego, |Tp1 — xn|p < p™" y en consecuencia , lim, o0 |Tpi1 — xn|p =0 por lo
tanto, {x,} es de Cauchy.
Supongamos que

z = limx

, n

= lim a”
n—oo

= lim (apnfl)p
n—0o0

— 7 p
= i (@)

p
= lim z
(n—>oo n



Luego, x = xP y en consecuencia
P —z=0& ("' -1)=0 (1)

Ahora, como 1 < a <p—1 se cumple que x no es 0 ni 1. Asi que de (1) se cumple
que 2P — 1 =0 2771 =1, esto es, x es una raiz p — 1 de la unidad. Por lo
tanto, x ¢ Q.

Lo anterior demuestra que (Q, |-|,) no es completo. O

A continuacion presentaremos la construccion del campo de los nimeros
p-ddicos Q,, que es la completacion de Q respecto a |-|p.
Denotamos por Cq la coleccion de todas las sucesiones de Cauchy en Q.

CQ = {{an} C Q . lirnnHOO ’an+1 - an’p - 0} ’

Para {a,}, {b,} € Cq definimos la suma {a, + b,}, resta {a, —b,} y
multiplicacion {anb,} en Co, las cuales son sucesiones de Cauchy. Se puede
verificar que Cq es un anillo conmutativo , con elemento aditivo {ﬁ} =4{0,0,..} y el
elemento identidad multiplicativo {i} ={1,1,..}. Podemos encontrar en Cy un sub
anillo isomorfo a Q, dado por la aplicacion ¢(a) := {a}, Para a € Q, donde

{a} ={a,a,..} es la sucesion constante en Cq.
Presentamos a P como el conjunto de las sucesiones infinitesimales, esto es

P = {{an} € Cg : limy, o0 |an],, = 0}.

Es claro que P # 0, dado que la sucesién nula {O} € P. Ademds, P es un subanillo
de Cq y esto se puede verificar facilmente, puesto que hereda las operaciones de Q.
Notemos que si {a,} es una sucesion de Cauchy entonces es una secesion acotada.
Si{a,} € Py {b,} € Cqy entonces

Jim |anbn], = lim |anl, [ba], < lm lan], k =0,

donde |bn|p < ky,Vn. Por lo tanto, P es un ideal en Cqy. En particular, es un ideal
bilateral por la conmutatividad del producto.
Definimos Q, de la siguiente manera:

Qp : Co/P ={{an} + P : {a,} € Cu}.

Definimos sobre Cq la siguiente relacion:



{an} ~{bn} & {an} —{b.} € P.

Se wverifica facilmente que ~ es una relacion de equivalencia en Cgp.
Sean {an},{bn},{cn} € Cqy entonces

o Reflexiva: El resultado es inmediato.

o Simétrica

{a,} —{b,} € P

nh_}r& |an = bul, =0

i [bn, = anf, =0

{bn} —{a,} € P

{bn} ~ {an}-

{an} ~ {bn}

S

o Transitiva

{an} ~{bu} A{bn} ~{en} & {an} —{bu} € PA{b} —{cn} €P
= (an} = {bn}) + ({00} —{cn})
= ({an} —{en}) + ({bn} —{0n})
= {a,} —{c.} €P

= {an} —{ca}

Note que la clase de equivalencia de una sucesion de Cauchy {a,} esta dada por:

{an}] = {{bu}€Cq:{ba} —{an}eP }
= { {bn} € Co : {bn} — {an} = {zn}, para algin {x,} € P }
- { {bn} € Co : {bn} = {xn} + {an}, para algin {z,} € P }
= {a,} + P.

Ast que la clase [{a,}] € Qp. Definimos ahora en Qp las operaciones de suma y
producto, respectivamente, como sigue:

Han}] + [{on}] = Han + 0}y {an}] {bn}] := [{anbn}].

Probamos que la suma no depende del representante que se tome de la clase de
equivalencia.



Sean {an},{a,} € {a}]y{bn}, {0} € [{bn}] dos representaciones diferentes de
cada clase.

Entonces {a,} —{a,} € P y{b,} —{b),} € P al sumar ambos términos,

{an} —{ap} +{bu} —{b,} € P
= ({an} +{b}) = {a,} +{th}) € P
= ({an} +{bn}) + P = ({a,} +{b,}) + P.

Esto demuestra que [{a,} + {b}] = [{a,} + {b}].

Se realiza de forma similar para el caso del producto.

Consideremos ahora la aplicacion ¢ : Q — Qp dada por ¢(a) = [{a}] .
Probaremos que ¢ es un monomorfismo de anillos. Sean a,b € Q tal que

pla+b) = [{a+0}] = [{a} + {B}] = Ha}] + [{D}] = wl0) +¢(0),
plab) = [{ab}] = [{a} {0 }] =[] [] = p(a)p(d).

Entonces, ¢ es un homomorfismo. A continuacion demostramos que @ es inyectiva.
Sean a,b € Q y supongamos que

pla) = p(b) & [{a}]=[{b}]
e {at+pP={b}+P
o {at—{bleP
& lim ja—b|,=0
< a=0b.

Asi podemos identificar a € Q con [{a}] € Q,, y ver a Q como subanillo de Q,.

Observacion 5 Para simplificar la notacion escribiremos x en lugar de [{x}] para
referirnos a los elementos de Q,.

Teorema 3 El conjunto Q, es un campo.
Demostracion. Probaremos que P es un ideal maximal en Cq y luego usaremos
un resultado conocido en la teoria de anillos.
Supongamos que existe un ideal J # 0 tal que P C J C Cq. Sea {z,} € J\P una
sucesion, esto es,

At el # 0.

Dado que {x,} es una sucesion no nula, existe una subsucesion {x,, } de {z,} tal
que |y, |, > d, para todo k €N, d € Ry



Ahora consideramos una sucesion {y,} definida como

1
Y = —, keN,

"k

y probemos que {y;} € Cq. Sea € > 0. Puesto que {x,} es una sucesion de Cauchy,
existe N := N(¢) € N tal que para todo k,j > N,

2
‘xnk — xnj‘p < ed”.

Luego,

‘xnj — Ty,

1 1

Ty T,

< — |z, —x
qz v "k lp

— X
0 <|yr—ys| = — <e

k D xnkxnj

b T, fon],

Entonces {yr} es una sucesion de Cauchy, esto es, {y,} € Co.
Por otro lado, al multiplicar las sucesiones {xy},{yr} obtenemos que la sucesion

{ax} definida como {ay} := {xp} {yx} = {zryr} = {i} es una sucesion de Cauchy.

Dado que J es un ideal, {a,} € J, es decir, {i} € J, concluimos que J = Cg.
Puesto que Cq es un anillo, y P es un ideal mazimal, entonces el conjunto Q, es un
campo. ]

Definicion 5 Sean v € Q, y {z,} € Cq un representante de z. Definimos la
aplicacion

|x|p = T}i}nolo |xn|p N
Proposicion 1 La aplicacion \x]p definida anteriormente esta bien definida y
ademas no depende de la eleccion del representante.
Demostracion. Veamos que el limite existe. Sea v € Q,, si x = 0 el resultado es
inmediato.
Sean x € Q5 y {xn} un representante de x. Dado € > 0, existe N := N(€) € N tal
que para todo m,n > N se cumple que |z, — :Um\p < €.

Consideremos la sucesion de normas de {\xn\p}
Por otro lado, para m,n > N

], = [ml,| < 20 — 2| < €.



Ast, la sucesion {|mn|p} es una sucesion de Cauchy en R y dado que R es completo
se tiene que lim,,_, ]a:n|p existe.

Ahora demostremos que el limite no depende de la eleccion del representante. Sean
{z,},{x),} dos representantes de x diferentes. Entonces

0 <l o0 |2l = [2],| < 1My o0 |20 — 27,], = 0.
La dltima igualdad se sigue del hecho que {z,} ~ {z]}. Por lo tanto,
i [za], = lim o], .
U

Proposicion 2 La aplicacion ||, definida en ||, := lim, o 2], , es una norma

en Q.

Demostracion. Sean x,y € Q,

P Y

1 |z|, =0 & lim, o |z, =0 & {z,} € P& 2 =0,

:’xn’p ’yn’p .

. Probaremos que satisface la desiqualdad triangular fuerte
[z +yl, = lm |z, +y.l,

S nlggo max {|xn|p ) |yn|p}

miz { Jim |z, . T, )

max {]m\p : |y|p} :

Se ha probado que |x|, :=1im, o [2,], €s una norma y la condicién 3. Prueba que
es no-arquimedeana . O

Observacion 6 Si|z|, # |y|, tenemos la igualdad en |z +y|, = max {|x|p : |y|p}.

Teorema 4 .
1. Q es un subcampo de Q,.

2. El campo Q,, es completo con respecto a la norma |x|p = lim,,_ |$n|p.



Demostracion.

1. Sean x € Q, y {x,} una sucesion representante de x. Para n € N fijo,
consideremos la sucesion {x,} . Entonces, la sucesion {x,, — x,} (poniendo a
correr m) puede ser vista como un representante de x — Z,. Puesto que {x,}
es una sucesion de Cauchy

lim,, o0 |JJ - jr;lp = Hm”’m—”’o |Im - I"|P = 0.

2. Supongamos {y,} una sucesion (de clases) de Cauchy en Q,. Dado que Q es
denso en Q,, para cada vy, eziste un elemento x, € Q tal que

Por lo tanto {y, — T} es una sucesion nula, y ademds, es una sucesion de
Cauchy en Q,. Luego

{Tn} = {yn} = {yn — Tu}-

Entonces {x,} es una sucesion de Cauchy en Q,. Ya que todos los elementos
de {z,} pertenecen a Q, {x,} es una sucesion de Cauchy en Q. Denotamos la
clase de equivalencia de {x,} con x. Restando obtenemos una sucesion nula

en Q, :
{z =z} —{yn —Zn} = {2 —yn},

Esto implica que

gl = gal, =0

Asi,

z = lm [y,|,.

Extendemos la valuacion p-ddica de Q a Q,. Para cualquier x € Q,. Para
cualquier x € Q,\ {0} establecemos que

ordy(z) = —log|z|, y ord,(0) = occ.



Observacion 7 [1] Cualquier numero p-ddico x € Q,, x # 0 puede ser unicamente
representado de la siguiente forma candnica

z= Y dipt=p" Y (2)
k=~ 7=0
donde v = ~y(z) = ordy(x) € Z, donde x; = dj+,x; =0,1,...,p — 1. Puesto que
|p'yxjp7|p =p V7, para j = 1,2, ..., la serie (2) converge respecto a la norma
p-addica.

Por la definicion |x|, = lim, o0 [24],

-

‘.’L"p: :p

Z dkpk
k=~

p

Podemos extender la Definicion 1 sobre el orden p-ddico asi: x € Q, entonces
ord,(x) = —v para x € Q,\ {0} y ord,(0) = cc.

3. Topologia no-Arquimediana de los nimeros
p-adicos

Al definir la aplicacion d,, : Q, x Q, — Ry dada por dy(z,y) = |x —y|,, tenemos
que d, es una métrica (no arquimediana) que satisface

dp<x7y) = ’1: - y’P
= |(z—2)+(z—y)l,
< mdw{|x—2|p,|z—y|p}
= mazx {d(z,2),d(z,y)}

para todo x,y,z € Q,. Dado que la norma p-ddica toma el conjunto discreto de
valores {pY : v € Z} U {0}, las bolas y las esferas consideradas en este contexto
(p-ddico) son de radio p7,~y € Z.

Definicion 6 Sean a € Q, y v € Z arbitrarios. Denotaremos y definiremos:

1. La bola de centro en a y radio p” como

B,(a) = {x €Qy:fr—al, < pv} Yy



2.

la esfera de centro en a y radio p¥ como

Sy(a) = {:r; €Q:lz—al,= pV} .

Observacion 8 .

1.

4.

En el contexto p-ddico es irrelevante distinguir entre bola abierta y bola
cerrada, ya que

Bv(a):{xe@p:]m—a|p§p7}:{x€(@p:|1:—a|p<p7+1}.

Asi que toda bola B, (a) es un conjunto abierto y cerrado de forma simultdnea

(Clopen,).

Para el caso particular en que a = 0, escribimos B, y S, para referirnos,
respectivamente, a la bola centrada en 0 y de radio p” y la esfera centrada en
0 y de radio p”.

Tenemos que B, (a) C By/(a) siy <~'. Entonces, la esfera S, (a) satisface:
Sy(a) = By(a)\By-1(a).

Para cualquier a € Q, y v € Z, se tiene que

B,(a) = | Si(a).

1<y

Teorema 5 .

3.

Cualquier punto de la bola B, (a) es su centro.

Dos bolas en Q, tienen interseccion no vacia si y solo si una contiene a la
otra, esto es, B,(a) N By/(b) # @ < B,(a) C B,(b) 6 B,(b) C B,(a).

Tres puntos cualesquiera en Q, determinan un triangulo isésceles.

Demostracion.

1.

Sea b € B.,(a) cualquiera pero fijo. Entonces, por la definicion de bola se
cumple que
la—b], <p”



Luego, para cualquier x € B, (a) se cumple
lz = 0|, = |[(x —a) + (a — )|, < max {\:U —al,,la— b‘p} <p,

esto es, © € B,(b).
De la arbitrariedad de x se cumple que B, (a) C B,(b). La contenencia
B, (b) C B, (a) se muestra de forma andloga.

2. St una bola estd contenida en la otra, tienen una interseccion no vacia. Para
probar lo contrario, asumimos que v <~ yy € B,(a) N B, (b). Entonces,
segiin el enunciado (1) de este teorema, B, (a) = B,(y) y B,(b) = By (y).
Como B,(y) C By(y), tenemos la inclusion requerida.

3. Sean a,b, c puntos distintos en Q,. Entonces dy,(a,b),d,(b,c) y dy(a,b) son
longitudes de los lados del triangulo determinados por esos puntos.
Si dy(a,b) = dy(b,c), el triangulo es isdsceles.
Si dy(a,b) # dp(b,c) , la—b|, # [b—cl,.

Notemos que (a — b) + (b — ¢) = a — c. Por definicion tenemos
@ — cf, = max {|a = [, [b— c|c} :

En otras palabras, d,(a,c) = d,(a,b) ¢ dy(a,c) = d,(b,c).
Por lo tanto el triangulo es isdsceles. O

Proposicion 3 El conjunto de todas las bolas en Q, es contable.
Demostracion.

Escribamos el centro de la bola B.(a) como

a=a+p’E , donde a = Z,;l:,ln arp® es un numero racional, £ € Z,. Entonces

By(a) = qx:|r—al, < p”}
z: P (@ —a)l, <1}
o lp (e —a) + ¢, < 1

), <1}

N

|
et Nartun Natun et

z|p (e —

~= B ().

Asi, para cada bola se puede caracterizar por un par de nimeros (a,7) donde ambos
numeros pertenecen a conjuntos contables.



Por lo tanto el conjunto de todos los pares (a,~y) también es contable y también lo
es el conjunto de todas las bolas en Q,. O

Proposicion 4 [1] Todo conjunto abierto en Q, es una union a lo sumo de un
conjunto contable de bolas disjuntas.

Definicion 7 (a) Un espacio topolégico X se llama disconexo si puede ser
representado como una union de dos subconjuntos abiertos disjuntos no vacios. De
manera equivalente, se puede representar como una union de dos subconjuntos
cerrados disjuntos no vacios.

(b) Si (a) no se cumple, X se denomina espacio topoldgico conezo.

(¢) Un subconjunto A de X se llama conexo si es un espacio conexo en la topologia
inducida.

(d) El espacio topoldgico X se llama totalmente disconexo si el inico conexo
subconjuntos de X son el conjunto vacio y los puntos {a}, a € X. En otras
palabras, el componente conexo de cualquier punto coincide con este punto.

Teorema 6 El espacio Q, esta totalmente disconexo.
Demostracion. Tenemos que, para cada a € Q, y v € N el conjunto

B,(a) = {x €Q:lz—af, < p_”’}
= {x €Qy:lr—al,< pﬂ“}

= B:~y+1(a)

Por lo tanto, B_,(a) = B_,11(a) es un entorno abierto y cerrado del punto x = a.
Por demostrar que Q, es disconexo.

Supongamos que no es disconexo. Entonces existe un elemento de A de Q, el cual
no es un conjunto unitario. Supongamos que a € A tal que A # {a}. Entonces
existe v € N tal que

B,W(a)ﬂA:{xEQP:\x—a\pgp’V}ﬂA#A.

Por lo tanto, A contiene los puntos en Q, — B_,(a).
Asi, podemos escribir A como,

A= (B_(a)NA)U(Q, — B_,(a))N A),

donde B_.(a) es abierto y no vacio, y B_,(a) N A # A entonces Q, — B_,(a) es
abierto y no vacio.



Por lo tanto, A se puede escribir como union disjunta de dos conjuntos abiertos no
vacios, esto implica que A no es conexo.

En consecuencia, la aplicacion continua del argumento anterior podemos escribir A
como una union contable de conjuntos unitarios, asi Q, es disconexo. 4

Definicion 8 (a) Un espacio topoldgico X (o un subconjunto K de X ) se llama
compacto si cada una de sus cubiertas abiertas contiene una subcubierta finita.

(b) Si (a) no se cumple, entonces X (o K) se llama no compacto.

(c) Un espacio topolégico X se llama localmente compacto si todo punto de X tiene
una vecindad compacta.

Teorema 7 [1] Un conjunto K C Q, es compacto en Q, si y solo si es cerrado y
acotado en Q,.

Corolario 1 .

1. Toda bola B,(a) y toda esfera S,(a) es compacta. En particular, el conjunto
7, es compacto.

2. El espacio Q, es localmente compacto.

3. En el espacio Q, es vdlido el lema de Heine-Borel: para todo infinito cobertura
de un K compacto es posible elegir una cobertura finita de K

Proposicion 5 [1] Todo compacto en Q, puede ser cubierto por un nimero finito
de bolas disjuntas de un radio fijo.

Proposicion 6 Una esfera S, estd representada por la union de (pl)pY —+' —1
bolas disjuntas By (a), v < :

S, = UBW'(G)”Y, <7

a

Donde

a = p_’y(ao —|— a1p —I— + aw_y/_lpw_vl_l),

0<a;<p—1,a0#0.

En particular,



Donde
B(r)={2€Zy:xo=r}=r+pLyr=1,..p—1

Demostracion. Cualquier punto © = p~(xg+ x1p+ ...) € S, se puede representar
de forma unica en la forma x = a + 2', donde a viene dada por

a=p ag+ap+ ...+ av_vl_lpV‘Vl_l)

y z' € B_,. Por lo tanto
Sy = U {a+ By} = UBW’(G)

El numero de bolas B, (a) es (p — 1)p?™"' "' y en vista del teorema 5, estas bolas se
separan.

Proposiciéon 7 La Bola B., esta representada por la union de p' disjunta de
bolas By/(a), v < v:
B, = By U U By (a),

dondea=0ya=a_,p " +a_,p "+ ...+ a_»y/_lp_yl_
bolas

L son los centros de las

Byo<aj<p—-1,j=-r,—r+1,..— =1la,#0,r=++1,7+2,..,v+1,7.
En particular, la bola By esta representada por la union de p bolas disjuntas
p—1
B() = B_1U U B_l(’f’)7
r=1

donde
B.(r)={z€Z,:xo=r}=r+pLlyr=1,..,p—1;



_ -1 _
By ={lz|, <p7'} =pZ,
Demostracion. La demostracion se sigue de la Proposicion 6, si tenemos en
cuenta que

.
B, =By U U S
r=vy'+1
donde los conjuntos B y Sy, r ="+ 1,7 +2,...,7, son disjuntos. El numero de
bolas son

i '_q 1—p777/ ’
1+(p-1) > p 7 l=14+(p-1)———=p7
= I-p

r=vy'+1

3.1.  El espacio Q)

El espacio Q) = Q, x ... x Q) consiste de todos los puntos x = (1,9, .., x,), donde
r;€Qpi=12,...,n, n>2
La norma p-ddica sobre Q se denota y define como sigue:

Izl = méx o], =€ Q

Esta norma es no-arquimediana, ya que para cualesquiera

T = (21,22, .., Tn), Y= (Y1,Y2, -, Yn) € Qp.
Se tiene

H',lj + pr = H(ajl + Y1, T2 + Y2,y .00y Ty + yn)H
= gjégl{m +yj|p}

< mdx maz {|ay], .|y,

= o { i ol ot bl

- e (i il i )}

El espacio Q) es un espacio dotado con una distancia d dada por

d(l‘,y) = ||(L’ - pr; T,y € Q;
Ademds

d(z,y) =z —yl, = ll@=2)+E-yl,

max {Hx — 2, Iz = y“p}
= max{d(z,z),d(z,9)},

IA



Para cualquiera x,y, z € QZ.

Teorema 8 Sea vy € Z y a = (ay,as,...,a,) € Qj cualquiera. Entonces

BY = B,(a1) x By(az) X ... X B,(a,)

Demostracion. Sea © = (21,22, ..., 2,) € By(a)

x € By(a1) X By(az) x ... x By(ay)
r = (21,%2,....,%,) € By(a1) X By(az) x ... X By(ay)

& d(z,a) = 11%%1 |2 —ayl, < p?

& dj(xj,a;) <p? (para 1 < j<n)
& w€B(a)  (para1<j<n)
=

4

4. Integracion p-adica

Como Q,, es un grupo abeliano topoldgico localmente compacto, se tiene que existe
una medida de Haar, dx, que es invariante bajo traslaciones (es decir que
dx = d(x + a) para todo a € Qy); dicha medida es unica si se normaliza mediante la
relacion
dr =1,

ZP
donde Z, = By(0) es el anillo de los enteros p-ddicos.
Ademds, si a € Qp\{0}, entonces d"(ax) = |lal|, d".
Recordemos. Sea €2 un grupo abeliano localmente compacto. Una medida de Haar en
Q es una medida m, positiva que satisface las siguientes propiedades:
i) m(E) < oo si £ C es compacto.
ii) m(E + x) = m(E) para todo x € 2 para todo x € Q y E C Q compacto, es decir,
m es invariante bajo traslaciones.
iii) m(Q) > 0.



Ejemplo 4 1.

/nd"x _ /
=/,
/

|, <p7

d"x

d"x
|
n
7
d"x

Tz, <1

= / d"zx
lp7z|,<1

Sea u = p'x luego aplicamos la medida a ambos lados

d'v = ||p"||" d"x
— p—n'ydnx
= pm/ d™u
flull,<1
= pTL"{
2.
/ d"r = d"x—/ d"x
S3 By h-1

— pn'y . pn('yfl)<1 . p7n>
3. Definicion 9 Una funcion f definida en Q) es radial si dado v € Z se cumple:

f(z) = f(y) para todo x,y € S7.

En otras palabras, f es radial si es constante sobre esferas. Ademds, para indicar la
dependencia de la norma p-adica escribimos f(||z[|,) en lugar de f(z).

Ejemplo 5 1.

[ £, e

p

Demostracion.

| felyde = S jide [ da

P —oco<y<00 ‘wlp:p"f
= > fe)-p
—oo<y<oo

= (1-pH > f@0.

—00<y<0o0



Demostracion.

a—-1 a—1
T dr = / T der, o> 0.
/Zp | ‘p Z ||, =p~ | |p ’

7=0
=0
= Y pieD / du
0 |z|,=p~J
i=0
= Y p /N —p
= (1—p )Y pletp
=0
§j=0
= (1-p ) p°
1
= (1—pt
(1-p )1_ —

Ejemplo 6 si s > —1, entonces

Demostracion.
o0
|z|°dx = / |z|? dx
/;D P ]z:%) ‘$|p=p_j b
OO .
= Zp’”/ dx
=0 ||, =p~7



Ejemplo 7 Supongamos que s > 1. Demuestre que

dx
/ T s < X0
AVAE

dx > dx
‘/QP\ZP @ B Z‘/Wf =pJ W
- z 0
= Zpijs/ _dm
j=1 |z|,=p
- ip‘js (1-p)p
j=1
- ()
- 1)

Definicion 10 Para x € Q,, denotamos y definimos la parte fraccionaria de x,
como:

Demostracion.

pi(l—S)

NE

<.
Il
=

K

(p(l_s))j < 00.

[
Il
—

0, si ordy(x) >06x=0
{x}p = ordp(x) lordp(x)|—=1 _ j ;
p > im0 x;p?, si ordy(x) <0
es decir, {x}p es la suma de términos que involucran potencias negativas de p en la

expansion p-adica de x.

Ejemplo 8 Tomemos p = 3.
a)siz=2-31+1-334+1-3242-371+2..., entonces

{x}3:2~3_4+1.3—3+1.3—2'
b) siy=2-3"+1-3%42.3"+ ..., entonces {z}; = 0.
Definiciéon 11 Un cardcter aditivo del cuerpo Q, es una funcion que denotaremos

x(z) definida en Q,, continua y valuada compleja que satisface las siguientes
condiciones:

xX(@+y) =x@)x(y), [x(x)] =1, para todo v,y € Q,



Lema 4 Six(x) es un cardcter aditivo, entonces

1. x(0)=1
2. x(—x) = x(z) = x'(«)
3. x(nz) = (x(x)", n€Z
Demostracion.
1. x(x) = x(0 +0) = x(0)x(0), ya que |x(0)| =1, se sigue que x(0) = 1.

2. x(—x) = x(0 —x) = x(0)x(—z) ya que x(0) = 1, tenemos que

para mostar que x(—x) = x~(z), tenemos,

x(@)x ' = x(z—z) =x(0) =1

por lo tanto, x~(z) = x(z) = x(—=x).

3. Para n =0, el enunciado es trivialmente verdadero, supongamos que se
cumple para algun n € Z. Entonces

x((n+1)z) = x(nz + 2) = x(nx)x(x) = (x(2))"x(z) = (x(x))"*.

Lema 5 [1] Cualquier cardcter aditivo x(x) tiene la forma x,(x€) = e*™*s para
algin £ € Q,.

Ejemplo 9
P, €], <p™

/B Xp(gm) =
: 0. lel,>pty e

Sean £ € Q, y v € Z arbitrarias pero fijos. Consideremos los siguientes casos:
i) Caso 1. [§|, < p™. Para x € B, tenemos |{x|, = [¢| |x|, <1, asi que {x € Zy y
en consecuencia x,(Ex) = ¥ &%y porque {€x}, =0.

Luego,
/ Xp(€x)dr = / dx = p".
B, B,

Caso 2. |, > p"™'. Tomemos x € S, arbitrario.



Entonces |{x'|, = |§|p 2], > p 7T p? =p y por lo tanto x,(Ex") # 1. Hagamos el
cambio de variable x =y — ', entonces dx = dy.

Luego,
| xlgarde = [ ey —ady = [ ey -y
B, B, B,
= [ ale(-g)dy = xp(—&2') [ xléw)dy
B, B,
= (&) [ xplendr
Luego,
= / p(&x)de — x,(— fa:')/B(fa:)da::
= / p(x)dr [l —ay(—€-2")] =0
Entonces,

o

Hemos demostrado .

P, €], <p™?
IR
! 0, €, =zp " veZ
Ejemplo 10
p(1=pt), €, <p7
/S Xp(€x)de =< —p=t, €], =p 7!
Y O, |§‘p — p—’y+2
Demostracion.

[ vz = [ xplende — [ i (ex)

v vy B’Y

e s [ g <
0, [¢l, =p" 0, [&],=p7*?

—p’ 7t €], =p !

/ Xp(§x)dr =
° 0, |§|p = p77+2

~

{p”(l -p Y, €, <p



5. Algunas aplicaciones de la integracién p-adica

La teoria de la integracion p—a,d/z’ca es esencial para definir el concepto de
transformada de Fourier de funciones integrables sobre los p-ddicos.

Es decir, si f € L'(Q,) (L'(Q,) denota las funciones integrables,
entonces la transformada de fourier de f se denota y define como sigue

A

£©) = FH©Q) = [ (¢ @)

P

En la actualidad la integracion p-ad/z'ca ha permitido desarrollar intensamente la
teoria de operadores pseudo-diferenciales no arquimedianos.
Un operador pseudo diferencial f(0) es una aplicacion de la forma

F@)e(@) = [ x(x- Qal)p()dc.

Donde ¢ es una funcion definida sobre el espacio de las funciones localmente
constantes con soporte compacto ( denotado D(Q,) )y a:Q, — C es el simbolo del
operador f(0).

5.1. La transformada de Fourier de las funciones de prueba

La transformada de Fourier de una funcién de prueba o € D(Q)) se define por la
formula

P6) = Flel(©) = [ wlE- ez, £

Donde eyt
Xp(g : x) = Xp(flxl)-'-Xp(fniUn) = 627”2" {gjxj}paf -z

es el escalar producto de vectores, y la funcion

ST
Xp(&j;) = € 2 tmihy

para todo & € Q, fijo es un cardcter aditivo del campo Q,, , {éjxj}p es la parte
fraccionaria de un nimero §;x; definido por

0, siy(x)>00x=0
{.T} = vy |'Y|*1 .
22D DN siy(z) <0



5.2. Operadores Pseudo-diferenciales en el campo de los
numeros p-adicos

Un operador A es pseudo-diferencial si es de la forma

~

(Af)(x) = F2,(a(Q)F(Q) = /@ Xo(—2Q)a(Q) F(Q)dC, f € Dom(A)

p

Donde a(7y) es llamada el simbolo del operador de A.

Ejemplo 11 Consideremos la funcion J : Q, — Ry, Radial y con

/ J(ja],)dz = 1.

p

Si definimos (Ag) () = fo, Xp(—2C)(1 = J(ICI|))(C)dC , tenemos que A es
operador pseudiferencial.
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