. ) CODIGO: FOR-DO-109
Universidad VERSION: 0
del Atlantico '
FECHA: 03/06/2020

AUTOR[ZACION DE LOS AUTORES PARA LA CONSULTA, LA
REPRODUCCION PARCIAL O TOTAL, Y PUBLICACION ELECTRONICA DEL
TEXTO COMPLETO

Puerto Colombia, 19 de diciembre de 2022

Sefores
DEPARTAMENTO DE BIBLIOTECAS
Universidad del Atlantico
Cuidad
Asunto: Autorizacién Trabajo de Grado
Cordial saludo,

Yo, JESUS DAVID MUNOZ MURNOZ., identificado(a) con C.C. No. 1047363048 de
SANTO TOMAS, autor(a) del trabajo de grado titulado MODOS NO LINEALES CON
VORTICIDAD EN REDES FOTONICAS CIRCULARES presentado y aprobado en el afio
2022 como requisito para optar al titulo Profesional de FiSICO.; autorizo al Departamento
de Bibliotecas de la Universidad del Atlantico para que, con fines académicos, la
produccién académica, literaria, intelectual de la Universidad del Atlantico sea divulgada a
nivel nacional e internacional a través de la visibilidad de su contenido de la siguiente
manera:

e Los usuarios del Departamento de Bibliotecas de la Universidad del Atlantico
pueden consultar el contenido de este trabajo de grado en la pagina Web
institucional, en el Repositorio Digital y en las redes de informacién del pais y del
exterior, con las cuales tenga convenio la Universidad del Atlantico.

e Permitir consulta, reproduccién y citacion a los usuarios interesados en el
contenido de este trabajo, para todos los usos que tengan finalidad académica, ya
sea en formato CD-ROM o digital desde Internet, Intranet, etc., y en general para
cualquier formato conocido o por conocer.

Esto de conformidad con lo establecido en el articulo 30 de la Ley 23 de 1982 y el articulo
11 de la Decisién Andina 351 de 1993, “Los derechos morales sobre el trabajo son
propiedad de los autores”, los cuales son irrenunciables, imprescriptibles, inembargables
e inalienables.
Atentamente,

Firma &5(;& %V/&/ /%/’7‘07%

JESUS DAVID MUNOZ MUNOZ.
C.C. No. 1047363048 de Santo Tomas




Uni (dad CODIGO: FOR-DO-110
niversiaa 2N
del Atlantico VERSION: 01
FECHA: 02/DIC/2020
DECLARACION DE AUSENCIA DE PLAGIO EN TRABAJO ACADEMICO PARA
GRADO

Puerto Colombia, 19/12/2022

Una vez obtenido el visto bueno del director del trabajo y los evaluadores, presento al Departamento de
Bibliotecas el resultado académico de mi formacién profesional o posgradual. Asimismo, declaro y
entiendo lo siguiente:

e El trabajo académico es original y se realiz6 sin violar o usurpar derechos de autor de terceros,
en consecuencia, la obra es de mi exclusiva autoria y detento la titularidad sobre la misma.

e Asumo total responsabilidad por el contenido del trabajo académico.

e Eximo a la Universidad del Atlantico, quien actiia como un tercero de buena fe, contra cualquier
dafio o perjuicio originado en la reclamacion de los derechos de este documento, por parte de
terceros.

e Las fuentes citadas han sido debidamente referenciadas en el mismo.

e El (los) autor (es) declara (n) que conoce (n) lo consignado en el trabajo académico debido a que
contribuyeron en su elaboracién y aprobaron esta version adjunta.

Titulo del trabajo académico: MODOS NO LINEALES CON VORTICIDAD EN REDES
FOTONICAS CIRCULARES

Programa académico: FiSICA

Firma de Autor 1: Nocar Dovid /5@%7%

Nombres y Apellidos: JESUS DAVID MUNOZ MUNOZ

Documento de Identificacion: [CC | X [CE | PA | INumero: 1047363048

Nacionalidad: COLOMBIANO Lugar de residencia: SANTO TOMAS

Direccion de residencia: Cll2 #10A-07

Teléfono: 3008810346 |Ce|u|ar: 3008810346




Universidad
A% del Atlantico

CODIGO: FOR-DO-111

VERSION: 0

FECHA: 03/06/2020

FORMULARIO DESCRIPTIVO DEL TRABAJO DE GRADO

TITULO COMPLETO DEL TRABAJO
DE GRADO

MODOS NO LINEALES CON
VORTICIDAD EN REDES FOTONICAS
CIRCULARES.

AUTOR(A) (ES)

JESUS DAVID MUNOZ MUNOZ

DIRECTOR (A)

CRISTIAN CAMILO MEJIA CORTES

CO-DIRECTOR (A)

Haga clic o pulse aqui para escribir texto.

JURADOS

JAIRO RICARDO CARDENAS NIETO
JUAN CARLOS CARDONA GOMEZ

TRABAJO DE GRADO PARA OPTAR

AL TITULO DE FISICO
PROGRAMA FISICA
PREGRADO / POSTGRADO PREGRADO
FACULTAD CIENCIAS BASICAS

SEDE INSTITUCIONAL

UNIVERSIDAD DEL ATLANTICO

SEDE NORTE.
ANO DE PRESENTACION DEL 2022
TRABAJO DE GRADO
NUMERO DE PAGINAS 57

ILUSTRACIONES, GRAFICOS Y

TIPO DE ILUSTRACIONES DIAGRAMAS
MATERIAL ANEXO (VIDEO, AUDIO,
MULTIMEDIA O PRODUCCION NO APLICA

ELECTRONICA)

PREMIO O RECONOCIMIENTO

NO APLICA




Universidad
del Atlantico

MODOS NO LINEALES CON VORTICIDAD EN REDES FOTONICAS CIRCULARES

JESUS DAVID MUNOZ MUNOZ
TRABAJO DE GRADO PARA OPTAR AL TITULO DE FiSICO

PROGRAMA DE FiSICA
FACULTAD DE CIENCIAS BASICAS
UNIVERSIDAD DEL ATLANTICO
PUERTO COLOMBIA
2022



DEDICATORIA

A mis padres, quienes fueron un
referente para alcanzar este logro;
siempre me apoyaron y estuvieron
prestos a suplir mis necesidades a
lo largo de este proceso.



AGRADECIMIENTOS

A Dios, a mis padres, profesores y
amigos, quienes me alentaron en
todo momento para seguir adelante.



MODOS NO LINEALES CON VORTICIDAD EN REDES FOTONICAS
CIRCULARES

TRABAJO DE GRADO PARA OPTAR AL TITULO DE FISICO

PRESENTADO POR:

JESUS DAVID MUNOZ MUNOZ

DIRECTOR:

Prof. Cristian Camilo Mejia Cortés, Ph. D.

,‘\xUCIONQ
S5 &

lmg,%
= T

Universidad
del Atlantico

CRED

»
&
L

Universidad del Atlantico
Facultad de Ciencias Bésicas

Programa de Fisica
2022 - 2



Indice

[Restmen]

[L. Introduccion|

[2.3. Aproximacion paraxial de la optical . . . . . ... Lo oo

2.4. Propagacion de la luz en diferentes medios|. . . . . . . ... ... oL

2.4.1. Dieléctricos simples| . . . . . . . . .. e

2.4.2. Medios inhomogéneo| . . . . . . . . . . .. L e

2.4.3. Medios anisotropicos| . . . . . . . . . . ..o e

2.4.4. Medios dispersivos| . . . . . . . .. e e e e

[2.4.6. Propagacion en un material dieléctricol . . . . . . .. ..o

[2.5. Opticano lineall. . . . . . . . . . .,

[2.5.2. Optica no lineal de segundo orden| . . . . . . . . ... ... .. ... ... ...,

[2.5.3. Optica no lineal de tercer orden|. . . . . . . . . ... ... ... ... ...

[2.6. Solitones espaciales| . . . . . . . .. e

. Propagacion de la luz en guias de onda

3.1. El teorema del vector de Poynting| . . . . . ... ... ... ... .. . ..

13.2. Propagacion de ondas en medios lineales| . . . . . . .. ... .. ... ... .0 ...

13.2.1. Propagacion en una guia de onda lineal|] . . . . . ... ..o 0000000,

13.3. Propagacion no lineall . . . . . . . . ...

13.4. Teoria de modos acoplados| . . . . . . . ..

13.4.1.  Acoplamiento direccional] . . . . . ... ... o oo oo

. Analisis y discusion de resultados]|

4.3. Vortices Opticos|. . . . . . . . L e e e e

4.4. Modos propios no lineales| . . . . . . . . . . ...

4.4.1. Condiciones iniciales tipo deltas|. . . . . . . .. ... ..o oo

11
13
14
14
15
16
16
17
17
18
18
20
22

25
26
26
27
28
32
35



[5._Conclusiones

[6._Anexos]

7. Referencias bibliograficas|

53

54
o4

56



Restimen

En este trabajo de grado se realizé un estudio sobre la propagacién de la luz en arreglos circulares de guias
de ondas y respuesta no lineal de tipo Kerr, modelado matematicamente por la ecuacién discreta no lineal
de Schrodinger. Inicialmente se hallaron los modos propios del sistema, entre ellos los de tipo vortice y sus
correspondientes familias de soluciones, todo esto con la finalidad de poder caracterizar e identificar las
regiones en el espacio de pardmetros en las cuales estos modos son estables. Adicionalmente, se procedié
a corroborar la estabilidad de estos modos mediante una integracion directa del modelo, es decir, resolver
el problema de la dindmica, utilizando como condicién inicial dichos modos. Finalmente se discutio sobre
el efecto de introducir un potencial disipativo que cumpla con las caracteristicas de simetria de paridad
e inversién temporal (simetria PT), en especial sobre su repercusién en la estabilidad de estas soluciones

no lineales con vorticidad.

Los resultados mostraron que al considerar la vorticidad de los modos, la estabilidad en el sistema se vera
afectada, es decir, la regién en el espacio de parametros para los modos estables, crece conforme haya
mas vérticidad. Al hablar de las variaciones de los pardmetros, se encontré que mientras vaya disminu-
yendo el numero de guias de ondas y méas pequeinio sea el valor del potencial disipativo, estos afectaran
positivamente a la estabilidad del sistema, es decir, se presentaran mas regiones para la estabilidad, en
caso contrario (cuando el nimero de gufas va aumentado y el valor del potencial también se incrementa),

se presentaran mas regiones de inestabilidad.

Palabras claves: Propagacion de la luz, modos propios tipo vértice, familias de soluciones, potencial

disipativo, estabilidad de las soluciones.



Abstract

In this research, a study was carried out on the propagation of light in circular arrays of waveguides and
Kerr-type nonlinear response, mathematically modeled by the nonlinear discrete Schrodinger equation.
Initially, the normal modes of the system were found, including those of the vortex type and their corres-
ponding families of solutions, all with the aim of being able to characterize and identify the regions in
the space of parameters in which these modes are stable. Additionally, the stability of these modes was
confirmed by means of a direct integration of the model, that is, solving the dynamics problem, using
these modes as initial condition. Finally, the effect of introducing a dissipative potential that complies
with the parity symmetry and time inversion (P7 symetry) characteristics was discussed, especially its

repercussion on the stability of these nonlinear solutions with vorticity.

The results showed that when considering the vorticity of the modes, the stability of the system will
be affected, that is, the region in the space of parameters for the stable modes grows as there is more
vorticity. When talking about the variations of the parameters, it was found that while the number of
waveguides decreases and the value of the dissipative potential is smaller, these will positively affect the
stability of the system, that means, more regions will be presented for stability, otherwise (when the num-

ber of guides increases and the value of the potential also increases), more regions of instability will appear.

Keywords: Light propagation, vortex-like eigenmodes, solution families, dissipative potential, solution

stability.



1. Introduccion

En las dltimas décadas, la éptica no lineal se ha venido desarrollando como un fuerte campo de investiga-
cion, esto se debe principalmente a su gran potencial aplicativo en la fotoelectrénica y tecnologia foténica,
en la cual se utilizan a los fotones como las particulas encargadas de guardar, procesar y transportar la
informacion, trayendo con sigo diferentes ventajas comparadas con la electrénica actual, por mencionar
algunas como el aumento en la velocidad de respuesta y disminucién de la interferencias magnéticas y
eléctricas en el trasporte y procesado de la informacién [1]. La fotoeléctronica y la foténica tienen un
futuro muy prometedor jugando un papel fundamental en la tecnologia del siglo XXI. Cabe resaltar
que la aplicabilidad de la foténica y la 6ptica no lineal es muy versatil y amplia, ya que se puede ver

presente en diferentes campos como: la computacién 6ptica, litografia laser y procesado de imdgenes [1|2].

Como se mencioné anteriormente, la investigacién en el area de la foténica, atn tiene mucho trabajo
por desarrollar y con ello se hace evidente que el estudio de algin tema en especifico de esta area, puede
llegar a tener un gran aporte e impacto en los nuevos avances tecnoldgicos en las décadas venideras. Al
hacer un simil, se podria decir que la foténica es en el siglo XXI lo que la electrénica fue para el siglo
XX, por lo que lleva a pensar que los papeles que juegan la foténica y la fotoeléctronica en conjunto con
la 6ptica no lineal, son de suma importancia para los avances tecnolégicos y la tecnologia en general del

siglo XXI.

Por dar un ejemplo, en los sistemas de telecomunicaciones se han realizado estudios sobre los solito-
nes 6pticos, en donde son definidos también como pulsos estables [3], que a lo largo de su propagacién
en un medio éptico (guias de onda o fibras épticas) estos permanecen inalterados en su perfil temporal,
espacial y en su espectro de frecuencias. Demostrando asi que para ellos se da la conservacién de canti-

dades como: la potencia 6ptica y energia total.

La primera observacion registrada de un solitén en la historia, es gracias a los aportes de John Scott
Russell. El observé como en un canal de agua con un ancho pequeno y poca profundidad, al propagar
una ola a lo largo de dicho canal, esta no sufria ninguna distorsién, es decir, conservaba su forma y su
energfa [4]. De este evento surgié el concepto de ondas solitarias que al ingresar las matemadticas fueron
llamadas como soluciones tipo solitén, es decir, soluciones que cumplen con las caracteristicas de conser-

var tanto su forma como la energfa (entre otras cantidades conservadas del sistema).

Matematicamente hablando, fue gracias a Korteweg y de Vries quienes modelaron el problema ante-
rior de la onda viajera por medio de la ecuacién KdV (en honor a sus nombres) [5]. Esta ecuacién viene

dada por:

o, v o
“aa:3

ot Ox =0



En esta ecuacion se observan 3 términos, donde el segundo y tercero corresponden al termino no lineal
y al de dispersion respectivamente, siendo x la coordenada de propagacién, t la variable temporal y v
la amplitud. La ecuacién KdV es una ecuacién diferencial parcial no lineal que admite soluciones tipo

solitones (onda solitaria) y de allf su importancia en la historia.

En la mayoria de estas aplicaciones, se utilizan elementos Opticos especiales para su propagacién, co-
mo es el caso de las guias de ondas, conformadas por las interfaces entre materiales con diferentes indices
de refraccion y encargadas de confinar la energia electromagnética y guiarla a lo largo de su camino. Di-
chos arreglos pueden ser manipulados y moldeados a voluntad, usando desde arreglos unidimensionales,
hasta bidimensionales y tridimensionales [guias'de’onda]. Esto es de suma importancia ya que para este
trabajo, se propone estudiar la propagacién de la luz en arreglos de guias de ondas bidimensionales con

simetria circular y respuesta no lineal de tipo Kerr.

Cuando se habla de este tipo de arreglos como lo son los arreglos bidimensionales con geometria cir-
cular, sale a relucir un concepto muy importante y este concepto es la vorticidad o los vértices en general.
En términos muy generales, los vértices son considerados como un flujo que rota alrededor de una singu-
laridad, entre ellos se encuentran los remolinos, tornados, huracanes y hasta la rotacion del polvo estelar
de una galaxia en formacién. Todos estos casos presentan vorticidad, sin embargo, cuando se habla de
vortices Opticos, se pueden definir como ondas que presentan en particular una singularidad en su fase
y con ella un flujo rotatorio alrededor de la misma. Es gracias a los estudios recientes sobre los arreglos
circulares de gufas de ondas, que estos prometen grandes aportes en distintas areas, entre las que se
encuentran: la fabricacién de matrices de guias de ondas impresas en materiales fotorrefractivos, que son
de gran interés para el area de la biofotdnica, ya que gracias a los vortices estables generados por estas
redes, pueden ser utilizados para afectar el movimiento de moléculas, virus y células vivas, ademas de

presentar aplicacién en otras dreas como en la comunicacién de sistemas dpticos y espinoriales [6].

1.1. Planteamiento del problema

En este trabajo de grado, se propone analizar un arreglo foténico compuesto por guias de ondas, con
geometria circular y respuesta no lineal de tipo Kerr, n(I) = n, + n2l, en presencia de un potencial
disipativo con simetria P7T, con el objetivo de encontrar aquellos modos tipo vértice, y sus condiciones

de existencia y estabilidad necesarias para una posible observacion experimental.

Al abordar un estudio sobre los arreglos de guias de ondas y hallar su respectiva solucién, se pueden
encontrar los modos propios del sistema, entre ellos los de tipo vortice y sus correspondientes familias de
soluciones. Cabe resaltar la importancia de la existencia y estabilidad de estos modos ya que al considerar
ahora ganancias y pérdidas equilibradas en el sistema al introducir un potencial disipativo que cumple

con las caracteristicas de simetria de paridad e inversién temporal (simetria P7T), este puede afectar la



estabilidad de dichas soluciones.

1.2. Estado del Arte

Al hablar de los solitones en fibras épticas, aparecen diferentes articulos realizados en arreglos de guias
de onda unidimensionales. Tal es el caso de Uta Naether, Rodrigo A. Vicencio y Milutin Stepié [7], los
cuales, por medio del estudio de la movilidad de los solitones en arreglos unidimensionales de guias de
ondas, encontraron que gracias a su implementacién por medio del estudio de la dindmica de haces de
luz gaussianos de alta potencia, aparecen diferentes regiones donde se evidencia una notable mejora en el
trasporte de la luz. Por otra parte, siguiendo con los estudios en arreglos unidimensionales, Mejia-Cortés
et al [8] realizaron un estudio sobre los regimenes de movilidad para los modos localizados de la ecuacién
DNLS, encontrando que la no linealidad cubico-quintica introducia aportes por separado al autoenfoque

y al autodesenfoque respectivamente.

Anteriormente se ha hablado de arreglos unidimensionales, ahora al pasar a arreglos de dos dimensiones,
se encontré que en un estudio sobre los modos no lineales para un arreglo de guias de ondas bidimensio-
nal, con geometria de redes de Lieb, Mejia-Cortés et al [6] analizaron la existencia y estabilidad de las

soluciones tipo vértice de dicho sistema.

Siguiendo con los arreglos bidimensionales, lo méas cercano que se encontré referente al estudio de la
propagacion de la luz en arreglos circulares de guias de ondas y respuesta no lineal de tipo Kerr en
presencia de un potencial disipativo que aporta ganancias y pérdidas equilibradas entre si, fue un articulo
realizado por Martinez et al [9] los cuales se basan en el estudio de la estabilidad, existencia y dindmica
de los modos estacionarios lineales y no lineales, propagados en guias de ondas multiniicleo con simetria

radial y ganancia y pérdidas equilibradas.

Para la realizacion del presente trabajo de grado se tuvo como objetivo general:

= Analizar y comprender la existencia y estabilidad de soluciones tipo vértice en arreglos de guias de

onda circulares con respuesta no lineal.

En este trabajo, se postularon una serie de objetivos especificos con la finalidad de alcanzar gradualmente

el objetivo general, estos objetivos especificos fueron:
= Caracterizar los modos propios en un arreglo circular de guias de onda.
= Identificar las regiones en el espacio de pardmetros para los modos estables.

= Determinar para qué valores de vorticidad existen los modos propios no lineales.



Este trabajo de grado cuenta con cinco secciones. En la primera sesién se encuentra la introduccién, en
la cual se muestra la importancia del area de estudio en las diferentes ramas de la ciencia en la que
esta es de vital importancia, ademas de presentar el planteamiento del problema, el estado del arte y los
respectivos objetivos planteados con la realizacién de dicho trabajo de grado. Luego se presenta el marco
tedrico donde se expone la fisica y modelos matemdticos que se utilizan y abordan en esta investigacion,
como lo son: las ecuaciones de Maxwell, la aproximacién paraxial de la 6ptica, propagacién de la luz en
diferentes medios y la Optica no lineal, seguido de ello se expone la propagacién de la luz en guias de onda
en donde se termina de exponer toda la teoria y ecuaciones referentes y relacionadas con la realizacién de
este trabajo. Aqui se hace evidente un enfoque mixto en la investigacién, esto se debe a que los métodos
utilizados para alcanzar el objetivo general de este trabajo son de caracter cuantitativo y cualitativo, esto
se observa claramente a la hora de realizar los cdlculos pertinentes para el estudio que se presenta en este
trabajo, debido a que se utilizan métodos computacionales en el lenguaje de programacion GNU Octave
y a su vez se les realiza su respectivo analisis cualitativo a cada resultado obtenido en esta investigacién,
dando paso al analisis y discusién de resultados en donde se presenta una descripcién de todos estos, para

as{ poder finalizar con las conclusiones obtenidas en la realizacién de este trabajo.



2. Marco teorico

La ecuacién no lineal de Schrédinger, también conocida como la ecuacién NLS, es de suma importancia
para el area de la fisica matematica, ya que gracias a ella se puede modelar y solucionar una gran can-
tidad de fenémenos de la naturaleza, como los presentes en: la dptica no lineal (donde es la encargada
de expresar y describir la propagaciéon del campo electromagnético en medios con indices de refraccién
no lineales de tipo Kerr), la mecédnica cudntica y el famoso fenémeno del condensado de Bose-Einstein,

entre muchos més |10].

A partir de la ecuacion NLS se puede obtener y dar paso a la Ecuacién Discreta no Lineal de Schrodinger,
o conocida por sus siglas en inglés como la DNLS, para ello, el proceder seria obtener dicha ecuacién por
medio de las ecuaciones de Maxwell, ya que gracias a ellas se puede extraer la ecuacién general de la

onda, pasando por la ecuacién paraxial de la éptica y finalmente llegar a la DNLS.

2.1. La ecuacién no lineal de Schrodinger (ENLS) en 6ptica y foténica

En la 6ptica, con la llegada de los LASER y su respectivo estudio, se dio lugar a observaciones novedosas
que daban pie a un comportamiento no lineal de la luz al ser propagada, es decir, no se puede aplicar
el principio de superposicién. Esto dio como resultado que, al propagar un haz de luz LASER en un
material con respuesta no lineal, llegado un momento los efectos de difraccién debido a la propagacion,

puedan ser contrarrestados por la influencia de la respuesta no lineal del material.

2.2. Ecuaciones de Maxwell

Para dar pie a la obtencién de la ecuaciéon DNLS se empieza por lo més general, que para este d&mbito de

la 6ptica, son las ecuaciones de Maxwell expuestas a continuacién:

V-D=py, (1)
V.-B=0, (2)
L 9B

VxFE ~ 5 (3)
L . 9D

Donde E y H son los vectores de campo eléctrico y magnético respectivamente, y D y B las densidades
de flujo eléctrico y magnético (desplazamiento eléctrico e induccién magnética). Normalmente las guias
de ondas son desarrolladas en medios dieléctricos no magnéticos, lo cual al usar estos materiales implica
no tener cargas libres causantes de fuentes de campos electromagnéticos, por lo que conlleva a considerar

que J y ps sean cero, siendo estas la densidad de corriente y de carga libre respectivamente. Por otro



lado, se tiene que las densidades de flujo se pueden escribir en funcién de la polarizacién eléctrica y la

magnetizacion (P y M) de la siguiente manera:
D =¢FE + P, (5)
B = ,uoﬁ + M. (6)

Estas expresiones se conocen como las relaciones de constitucion, donde €y y pg son la permitividad y
permeabilidad del vacio y P y M la respuesta eléctrica y magnética del medio respectivamente. Estas

dos ecuaciones también son conocidas como las relaciones de constitucion.

Ahora combinando la ecuacién con la ecuacién (), y (6) ademds de utilizar las identidades
vectoriales necesarias se puede llegar a obtener la ecuacién que describe la evolucién entre el campo

eléctrico en un medio polarizado, dando como resultado la siguiente ecuacion:

_ 10%E &P
V2E — = = jio—s-. 7
2o~ Mo @)
De forma analoga se puede obtener la ecuacién que describe la evolucién del campo magnético y su

magnetizacion.

2o = Vo (8)

donde E y H son el campo eléctrico y magnético respectivamente.

Por otra parte, la intensidad éptica I(7,t), es el flujo de potencia normal a una unidad de drea transversal

al vector de ponynting S promediado lo que se expresa matematicamente como: I =< S >.

De esta manera, al tener en cuenta las definiciones anteriores y usando la identidad vectorial

— —

V- (ExH)=(VxE)-H-(VxH)-E,
se puede llegar a expresar el teorema de Poynting de la siguiente manera:

-z 0 (1 -, 1 - 0P - OM

V-S=——|(26E*+-pH?) —E-— — pu,H - —— 10
( B+ Sp ) 5 M e (10)

donde el primer término corresponde a las densidades eléctricas y magnéticas por unidad de volumen

almacenadas en los campos E y H y el segundo término a la densidad de energia almacenada en los

dipolos eléctricos y magnéticos.
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2.3. Aproximacion paraxial de la éptica

La aproximacién paraxial permite que el manejo de las ecuaciones y férmulas sean mas facil de ma-
nipular y desarrollar, lo cual permitié que en la éptica de rayos, se usaran ecuaciones de propagacion
lineal, ya que las ondas son mucho més complejas que las ondas paraxiales (tienen la peculiaridad de
que los rayos paraxiales sean las curvas normales a los frentes de ondas). Esto se debe, a que gracias a

la implementacién de estas ondas paraxiales, sea mas simple el desarrollo tedrico que conlleva este trabajo.

Al suponer que la luz se propaga en el vacio, puesto que no habria polarizacién en este medio la ecuacién
se reduciria a:

L 1 09°E
2 _
VIE - 555 =0. (11)

Ahora al utilizar la ecuacién (11)) y asumir que la amplitud de la onda varia lentamente mientras esta se
propaga (aproximacién paraxial) y que los dngulos medidos respecto al eje éptico de los rayos de luz son
pequeiios (las ondas paraxiales se propagan practicamente a lo largo del eje éptico), hacen que se puedan

considerar a dichas ondas como ondas planas.

Al hablar de ondas planas directamente se consideran frentes de ondas planos con amplitud constan-
te, pero al considerar las ondas paraxiales, estas modulan la amplitud de la onda plana, es decir, la

amplitud varfa suavemente (A(7)), por lo que se puede escribir la funcién de onda como:

U(F) = A(7) exp(—ikz). (12)

La variacién de A(7) y de su derivada con respecto a z debe ser muy suave en z = \ = 27”

Ahora bien, la amplitud de la onda debe debe satisfacer la ecuacion diferencial que se obtiene al re-

emplazar en la ecuacién de Helmholtz asi:

VU + kU =0

0’U 9*U 0*U 9
02 * oy? + 022 HRU=0

V2 (A(7) exp(—ikz)) + 872(14(7*‘) exp(—ikz)) + kA(7) exp(—ikz) = 0,

022
0? 0?
con: Vi = @ + 8742 y
0 [0A(T) . . . _OA(T) . . N
% | 5, exp(—ikz) + A(7)(—ik) exp(—ikz)| = 5.2 exp(—ikz) — ik exp(—zkz)a
0A(F), . . 2 L OPA(F) L OA(R)
o (—ik) exp(—ikz) + A(F)(—k*) exp(—ikz) = 5.2 2ik 5 k= A(T).

11



Que al reemplazarlo en la expresién anterior se obtiene que

ZA A
exp(—ikz)V2 A + ?9 5 22]1‘% — k?A| exp(—ikz) + k*Aexp(—ikz) =0
9?A 0A
2 9.9
ViA+ — 92 2ik 5 0.

Ahora al considerar que Az = A con AA < A entonces:

a4 _oa
Az 9Z
8A 04
se puede decir que
0A 0A A 0A
a—/\<<A 5 <<X 8—<<kA
072 0z

con lo que se puede llegar a la siguiente expresion

ViA - 22/@%‘4 (13)

Con base en todo lo anterior, finalmente se puede escribir la ecuacién paraxial de la 6ptica expuesta a
continuacion:

ovr 1, 5 02 0?
SN v v =2 2
e * Qle 0, con: Vi Ox? + Oy?

Ahora considerando que el campo esta polarizado a lo largo del eje x, el operador de Laplace transversal

(14)

. 2 .7 .
se reescribe como %, y por tanto la ecuacién paraxial se reduce a

ov 1 020
. i — 1
! 0z + 2k Ox? 0, (15)

siendo esta ultima expresion la ecuacién paraxial de la éptica en el vacio.

Las soluciones a esta ecuacion deben evidenciar el fenémeno de la difraccién que es un fenémeno uni-
versal en los sistemas ondulatorios que se hace presente en el ensanchamiento de la luz a lo largo de su

propagacion. Para poder encontrarle solucién a dicha ecuacion se procede de la siguiente maneras:

DA
V2 A - 2ik— =

0
2 _2k— ) A=
<V 1 82:) 0,

Donde A es la onda envolvente de U, que al despejar se puede escribir lo siguiente:

) 1 _,
9= (MVL) A

12



o, L1,
%A—MA COH'M_ﬂVL'
A ~
%:Maz — A= A(z=0)eM?,

entonces se puede decir que

A= () 4, o (5 4

que al asumir una descomposicién en ondas planas, se puede considerar 9, — ik, y dy, — ik,, entonces

0

c 2 (1212
A(z) = e'?F (kIHCU)AO.
Finalmente se puede escribir la solucién como:

U(zx,y,z) = Az, y, z)eikz = eikzeiﬁ(ki+k§)Ao. (16)

Siendo e**# un factor de fase.

2.4. Propagaciéon de la luz en diferentes medios

Cuando se toca el tema de la propagacion de la luz en un material surgen muchas situaciones, en donde
dependiendo de la respuesta del medio y la relacién que tengan la polarizacién con el campo eléctrico, se

pueden encontrar diferentes tipos de medios como los siguientes:

= Lineales: Si ]3(77', t)y E (7, t) estén relacionado de forma lineal P « E, entonces se dice que dicho

medio es un medio lineal en donde el principio de superposicién es valido.

= No dispersivos: Si la respuesta del medio se da o asume de forma instantdnea se dice que el medio
es no dispersivo.
= Homogéneos: Si la relacién entre P y E es independiente de la posicion 7, entonces se dice que el

medio es homogéneo.

= Isotrdpico: Si la relacién entre P y E es independiente de la direccién del campo eléctrico, esto
hace que el comportamiento sea igual para cualquier punto en cualquier direccién en el medio, lo

que recibe el nombre de medio isotrépico.

= Espacialmente no dispersivo: Este tipo de medio se presenta cuando la relacién entre P y 7 es

local, es decir, si P o E solo se ven influenciados por el campo eléctrico en la misma posicion 7.

13



2.4.1. Dieléctricos simples

Cuando se habla de un medio dieléctrico simple, no es mas que un medio que sea lineal, no dispersivo,

homogéneo e isotrépico, es decir, que tenga las caracteristicas de esos cuatro tipos de medios.

Para estos casos se tiene que P = eoxE, siendo x la susceptibilidad eléctrica del medio, D = 5E,
con € = €,(1 + x) como la permitividad del medio, se puede encontrar una cantidad muy importante
para los materiales o medios por los cuales se propaga la luz, este es la constante dieléctrica del medio
que viene dada por:

S 1+ (17)

€o
Para el caso magnético, entonces se tiene que B = pH que al utilizar la ecuacién (3|y [4) con J = 0, se

llega a la siguiente ecuacién:

10%u
2
_Z =0 18
Viu c Ot? ’ (18)
donde u = E,,E,,E,,H,,H,,H, y ¢ = —— (velocidad dela luz en el medio).

VEr

Al considerar un material de naturaleza no magnética se puede decir que u = pu, por lo que se pue-
de expresar una cantidad llamada indice de refraccién:

Co NG €
"= T Ve Ve T VITX (19)

2.4.2. Medios inhomogéneo

En un medio imhomogéneo, se presenta un cambio en el indice de refraccién a lo largo del eje de propa-

gacién, es decir, tanto E y P dependen de r lo que implica que E = E(7) y P = P(7).

Al combinar las ecuaciones de Maxwell, considerando un medio no lineal, dispersivo, inhomogéneo o

anisotropico, se puede obtener las siguientes expresiones

—

€o = - - 1 0%E
Zo E)= ——
6V><(V>< ) 2 o
ﬁx(goﬁxﬁ)— L 921
€ 2 o

como

Il

Lo /1o
V2E 4V <€V5 . E) — o5 =
teniendo en cuenta que V-D=0=V" 5_E7 entonces se puede deducir

—

ﬁ@_E:sﬁ-E—i—?a-E,



que al despejar se obtiene V- FE = —%VE - E y ademés si se considera que () varfa muy poco, entonces,
este se puede asumir como constante en distancias con el mismo orden de magnitud de la longitud de onda,
el cual permite despreciar el segundo término de la expresién (debido a que es muy pequeno comparado

con el primer término), dando como resultado que:

no = 1 0%E
V2E — —— 0,
2(7) ot
con
1 Co

)= i = 0
e(F)

Siendo esta expresién valida para un medio débilmente inhomogeneo, donde n(7)y/ —~.

Ahora bien si se considera un medio dieléctrico homogéneo con indice de refraccién ’n’, con una pe-

quenisima perturbacién An, es decir, n — 1 + An, entonces se puede decir que:

ao= 1 OE O?AP
VzE—%W%S, §=—H0 55 AP = 2e,nAnE

L") 1 n*+2An
A A

Ahora, sabiendo que (%) = (n + An)? = n? + 2nAn + An? se desprecia el termino al cuadrado por ser

algo muy pequeno. Teniendo esto en cuenta entonces se puede decir que:

2 2 53
=0 = +2nAn\ 0°E
V2E — (1 ~
c2 ot? 0

op L PE _ 29pAnd*E
2otz T 2 o2’

pero sabiendo que P= onﬁ =¢, (i — 1) E= go(n? — 1)5, dando finalmente como resultado que:
AP = £(2nAn)E. (20)

Siendo esta la relacion entre la polarizacion y el campo eléctrico para medios y materiales inhomogeneos.

2.4.3. Medios anisotropicos

Para la relacion entre P y E en este caso, se parte de la siguiente definicién:

]32- = ZfoXijEj con: 1 =1,2,3 (21)

J

Donde x;; es el tensor de susceptibilidad dieléctrica. Luego entonces en términos més generales:
D=c¢,E+P=c,E+ EOXE —¢E donde: £ = Eo(i +X)
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X111  X12  X13
con: X = | x21  X22 X23

X31 X32 X33
Di = ZE”E]
J

2.4.4. Medios dispersivos

— —

Para este caso se presenta una relacién dindmica entre P(t) y E(t), para el cual se suma una ecuacién
tipo oscilador forzado para este sistema [11] con la siguiente forma:
?P  dP L
01— +as— +asP=FE
1 dt2 2 dt 3 )
donde todo campo eléctrico E(t) induce una densidad de polarizaciéon que es una superposicién de los

—

efectos E(t')Vt' < t, por lo que

oo
—

P(t) = go/ x(t —tE#)dt .

— 00

Donde €,x(t) es la funcién de respuesta.

2.4.5. Medios no lineales

En estos medios, el principio de superposicién no es valido y por ende no se puede utilizar, debido a que
la relacion entre el campo eléctrico y la polarizacién no es de forma lineal. Es por ello que se parte de la
ecuacion 1) usando las ecuaciones de Maxwell en el vacio, sabiendo que B = u,H entonces se puede

deducir que V x (ﬁ X E) = —uo%, con lo cual se realiza lo siguiente:

—

Vx(VxE)=V(V-E)—V?E, como: D=¢,E+P y V(V-E)=0,

Vaélida para los medios homogéneos e isotrépicos. Pero si el medio es no lineal, no dispersivo y no
magnético, entonces P puede ser escrito como una funcién no lineal de la forma P = w(E), por lo
cual P(E) = a1 E + as|E|?, dando como resultado que:

10°E 2y (E)

T2 _ = 1, 22
VIE=G5m TH g (22)

Siendo esta ultima una ecuacion diferencial parcial no lineal.
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2.4.6. Propagacién en un material dieléctrico

Debido a la naturaleza de algunos materiales, estos pueden ver modificados su indice de refraccion al
hacer incidir sobre ellos un campo electromagnético (luz). Por lo tanto, dichos materiales cuentan con la
capacidad de exhibir multiples configuraciones de sus indices, lo cual depende directamente de la condi-
cién inicial que se vaya a considerar, ademds de la intensidad y frecuencia de la luz utilizada [12]. Por
otra parte, cuando la intensidad de la luz es bastante alta, estos materiales pueden responder de manera
no lineal en la dependencia de la polarizacién con el campo eléctrico, y por tanto, su indice de refraccién

se incrementa en las zonas en las que el haz de luz es més intensa [13].

Estos materiales son conocidos como materiales fotorrefractivos, esto se debe a que pueden modular
espacialmente su indice de refraccion mediante la redistribucion de las cargas inducidas por la luz inci-
dente sobre ellos, siendo asi su indice de refracciéon variable debido a la presencia de un campo eléctrico,

mds conocido como el efecto Fotorrefractivo [14].

2.5. Optica no lineal

Como se mencioné en la secciéon anterior, existen diferentes tipos de materiales o medios por donde se
propaga la luz. Entre ellos se encuentran los medios lineales, en donde el indice de refraccion es indepen-
diente de la intensidad de la luz, el principio de superposicién se puede aplicar (siempre y cuando sea luz
monocromatica), la frecuencia de la luz nunca se ve alterada al atravesar el material y si hubiesen dos

haces de luz en la misma regién no interactuarian entre ellos.

En 1960 con la llegada de los LASER y las respectivas investigaciones y estudios referentes a ellos,
se descubrié que en los medios no lineales, el indice de refraccién era dependiente de la intensidad de la
luz, es decir, era proporcional al médulo del campo al cuadrado i &< E?2, el principio de superposicién
carecia de validez y por ende no era aplicable, ademéas de que la frecuencia de la luz se ve alterada, es

decir, cambia cuando ésta pasa a través del medio.

Esto se puede describir de manera general como
£ 1 2 1 53 )
P—-al +*a25 + —as +y ( 3)

donde a2 3 son las derivadas de P (representacién real de la polarizacién) con respecto a £ (representa-
cién real del campo eléctrico) para € = 0, se pueden asociar a las caracteristicas del medio.
€

En el caso lineal se tendria que a; = €,x y por ende se tendria que P = e,x&, con n? = & =14y y

€&

finalmente para los efectos no lineales de segundo y tercer orden se tendria as y as respectivamente. Esto
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se puede representar por medio de la siguiente expresion
P = eoxe +2dE% + 4xPE3 4. (24)
P : ‘ — a2 B3 =L
que al comparar los términos de las expresiones y se tendria que d = 2 y x'» = 5;a3 [15].
Como se ha venido mencionado los materiales o medios por donde se propaga la luz cumplen ciertas
caracteristicas, ahora también se considera que dicho medio posee una simetria de inversién, es decir, sus

propiedades no cambian cuando 7 — —7, también conocida como centrosimetria. Cuando esto sucede el

coeficiente as = 0 = d, lo que resultaria en

Pi(2w, 7) = eoX' g (2w)E; (w, 7)Ex(w, )
Pi(2w, —7) = eoXp (2w)E; (w, —7)Ex(w, —7)

~Pi(2w, ) = eox o, (2w) (=& (w, 7)) (—E(w, 7))

Pi(2w, —7) = —eoX i (2w)E; (w, —7)Ex(w, —7),

por ende

Corroborando asi la condicién para un material o medio centrosimétrico.

2.5.1. Ecuacion de onda no lineal

En esta parte se expondra la ecuacién de onda utilizando las condiciones y expresiones de los medios no

lineales de la siguiente manera

2 2
Vi€ - 13?%‘25 = uo%,
donde P = ¢,xE + Pyz, con Pyp = 2dE? + 4xPE3 4. ademds c = &, 0> = 1+ x v ¢, = ﬁ,
entonces se puede obtener qué
v - %82—5 =-S5 con: S =—p, 0Py (26)
2 Ot? ot?

2.5.2. ()ptica no lineal de segundo orden

Se procede a realizar el desarrollo solo considerando los efectos de segundo orden, es decir, en un medio

no lineal de segundo orden, lo que da como resultado lo siguiente

Prr = 2dE? = egx\PE?, P =Pr+PnL, Pr=coxVE
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E(t) = Re {E(w)eiwt} — [E(w)eiwt + E*(w)efi“’t}

N | =

Pre(t) = 20& {E?(w)e*™ + B (w)e " + 2E(w)E*(w)}
Pnr(t) = C§i21‘3(w)E*(w) + d% {E2(w)e?™! + E*2(w)e~ 21}
Pni(t) = dE(w)E*(w) + dRe { E*(w)e**'}

Pni(t) = Pnp(0) + Re { Pnp(2w)e®™'} .

Siendo esta la expresién final para el segundo orden con Py (0) = dE(w)E*(w) y Pnr(2w) = dE?(w).

Generacion de segundo amoénico

Partiendo de la ecuacién (26]), con la expresién

827)NL

S(t) = —Ho ot2

S(2w) = —p1o(2iw)?dE(w) E(w)

S(2w) = 44, (2iw)?dE(w)E(w) con: w = 2k = 02;.

Siendo esta ultima expresiéon la radiacion del medio no lineal a una frecuencia del doble de la radiacion

incidente. La radiacién de respuesta posee una longitud de onda de la mitad de la radiacién original.

Con base en todo lo anterior se puede decir que

S(2w) —  I(2w) « |S(2w)|?,

ya que I(2w) = %, siendo 7 la impedancia del vacio.

Efecto electro-6ptico

El efecto electro-éptico no es mas que el cambio que sufren los materiales en sus propiedades Opticas
debido a la influencia de un campo eléctrico que en comparacion a la frecuencia de la luz, este varia muy

lentamente. Para su desarrollo sabiendo que £(t) = E(0) 4+ R. { E(w)e™'} y Py = 2d&?, se obtiene que:

Pnr(t) = Py (0) + Re { Pxr(w) exp(iwt)}? + Re { Py (2w) exp(2iwt)}?.

Py (0) = d[2E%(0) 4 |E* (w) ],
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PNL(U)) = 4dE(0)E(w),

Pnr(2w) = dE*(w).

Como el campo 6éptico es sustancialmente menor en magnitud que el campo eléctrico (E(0)), entonces se
puede decir que |E(w)|? < |E(0)|?, por lo que la polarizacién del segundo arménico P(2w) es despreciable

en comparacién a Py (0) y Pyr(w). Por lo cual

4d
Pnp(w) =4dE(0)E(w) = e,AxE(w) con: Ay = G—E(O) (27)
Sabiendo que n? = é =14+x — 2nAn= Ay, se puede deducir que
Ax  2d
An==2 = ZZR(0).
. (0)

Siendo esta tltima expresién la modificacién del indice de refraccién, es decir, n — n+ An, donde An esta
controlada por E(0), por lo tanto se dice que el medio no lineal exhibe el efecto electro-6ptico, también
llamado Efecto Pockels.

2.5.3. ()ptica no lineal de tercer orden

Para esta parte se tendrd en cuenta solo el aporte de los efectos de tercer orden, es decir, medios no
lineales de tercer orden en donde se generan terceros arménicos y el efecto Kerr éptico que gracias a ello

también se les conoce como medios tipo Kerr. Se parte de la expresion
Py = PE?,

donde (P, &) es la representacion real y (P, E) la representacién compleja.

Generacién del tercer arménico

Para la generacién del tercer arménico se toma un campo

Et) = = [E(w)e™" + E*(w)e™™"]

N =

y se reemplaza en la expresién anterior, obteniendo lo siguiente:

1 3

Py = 4ot {2 [B(w)e + B (w)e™] }

- % 2@ [B2(w)e?! + B2 (w)e 2" + 2B(w) B* (w)] [EW)e™ + B*(w)e™ ]

®3) , , ,
= S {BP )M + B ()| B(w)Pe ™" + 2| B(w) P E(w)e™'+
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|E(w)]?E(w)e™" + E*(w)e™ " 4+ 2| E(w)|*E* (w)e~ ™" }
.’L'(?’) 2 it 3 3iwt 3 Siwt 5 -
Pri = =5 (SIE@PE@)E™ + E*(w)e™™! + B (w)e™ ! + 3| B(w) "B (w)e ™'}

Pas = x® 3 [3- 2R, {|B(w) P Bw)e'} + 2R, {B*@)e}]

Con base en todo lo anterior se puede decir que

Pni(w) = 3xP|E(W)|PE(w), Pnr(3w)=x®E3(w).

E(t) = 5 [Bw)e™ + E*(w)e "] = %[QR@{E(w)em}] = Re{E(w)e™"}.

N |

Efeceto Kerr 6ptico

Ahora para la parte del efecto Kerr 6ptico, hay que tener en cuenta que P x E — P = ¢,xF, con

Py =PL+PNL Py =P+ P3, por lo que se tendria que:

P (w) (3) 2
E(CLJ) 3X | (w)| €oRAX
E 2
1= |(20;)|, 1 — impedancia de la luz.

3x® 120 = 61,
usando n? = 1+ x y 2nAn = Ay, entonces
3xPnI = e
3v(3)
X 77]

€0l

Siendo esta la modificacién del indice de refraccién debido a los efectos no lineales del sistema. En donde

An =

se puede reescribir como An = 191, con 1y = %X(?’) como el indice de refraccién no lineal y finalmente
expresarlo como 7n(I) = n + n21, donde se evidencia que el indice de refraccién es funcién de I.
Automodulacion de fase

Esta automodulacion de fase se hace presente debido a la influencia del efecto de tipo Kerr éptico, para

el desarrollo de esto se parte de la siguiente expresion

Py 18
822 w2 o2
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que al suponer una solucién tipo onda viajera ¢ (z+wvt), considerando ¥ (z+wvt) si viaja hacia la izquierda

y ¥~ (z — vt) si va a la derecha, dicha solucién se puede escribe como

con kz como la propagacién espacial y wt como la evolucién temporal.

Por otra parte también se sabe que k-7 — kz — kL, donde L es la longitud de un mate-

rial no lineal, con k, = i—: = ko, — nk,. Con base a eso se puede escribir entonces
2
b =-nkL — =-n(l)L
2
b =—+mllL

analizando las unidades de I se puede reescribir la expresién como

2 P
Y= —)\*0[77 + 7722]11
A’l/J:—27T772 L

Siendo esta ultima expresion el cambio de fase que surge a raiz del efecto Kerr.

Auto-enfoque

Como se mencioné y demostré anteriormente, la luz al propagarse sufre un ensanchamiento debido a la
difraccién de la luz, sin embargo gracias a los estudios sobre los medios no lineales, se ha podido encontrar
una forma de contrarrestar este ensanchamiento y es por medio de la propagacién a través de los medios
no lineales ya que se ha demostrado que debido a la influencia de estos medios, la luz sufre un fenémeno
llamado auto-enfoque, que hace posible contrarrestar los efectos producidos por la difraccién de la luz

como lo es el ensanchamiento de un haz de luz al propagarse.

2.6. Solitones espaciales

Como ya se ha mencionado en ocasiones anteriores sobre las caracteristicas y peculiaridades de los soli-
tones, ahora se procedera a hacer el desarrollo matematico de sus ecuaciones, empezando por la ecuacién

de Helmholtz, teniendo lo siguiente

V2E+7m*(DK2E =0
conk,=2> = I= Lol que al reescribir la ecuacién

2n

EP?\?
V2E + <77+772|2n> “E=o.

(]
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. o s , 2 2
Ahora sabiendo que E = Ae~"** = E(z,y,z) = A(z,y,z)e""**, ademés usar a V2 como 23 + 2
y aplicando la aproximacién paraxial

82
9z

[Ae™ "] ~ {—Qik%j - kQA] etk

con k? = n?k2, que al reemplazar se tiene que

0% A . 0A 9 9 9
W_Qlkg‘f'ko[n (I)—n]A—O

Como el efecto no lineal es pequefio entonces se puede considerar que 12l < 7, entonces

21121412

[*(I) = n°] = [n(I) — nlin(I) +n] ~ n2I2n = o

2
() —n?) = 24P

o

que al retomar y reemplazarlo en la expresion

0%A 0A 0212

—— — 2ik—— + k? AP =
ox? oz o Mo 4] 0
8214 0A k2772

— — 2ik— A2 =
ox? o2 + Mo 47 =0

N S i A2
Y92 T 2%k 912 210 ’

Siendo esta ultima expresién la ecuacién no lineal de Schrédinger también conocida como la ENLS.

Los solitones espaciales pueden considerarse como el modo fundamental de las guias de ondas que presen-
tan un cambio mayor en el centro del haz y que se reduce gradualmente mientras se acerca a los bordes
del mismo, es decir, una guia de onda con indice graduado. La relacién principal que se encuentra entre
los solitones espaciales y la ENLS es que esta en particular es la ecuacién principal que rige la evolucién
del campo 6ptico en un medio no lineal, que para este caso en especifico seria la propagacién de la luz o

el haz a través de dicho medio (la gufa de onda con indice graduado).

Si un haz de luz se propaga por un material con respuesta no lineal, esto conlleva a que propiedades
como el indice de refraccién, coeficiente de absorcién, entre otras, se vean afectadas, lo cual se debe a
la respuesta no lineal del material respecto a la propagacién de dicho haz sobre éste. La presencia de
estos cambios en el medio es de suma importancia, ya que gracias a ellos y a su manipulacién, se puede
utilizar el mecanismo de autoenfoque que puede llegar a contrarrestar los efectos de difraccion que sufre

cualquier haz de luz durante la propagacién sobre un medio.
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Al tener en cuenta todo lo anteriormente mencionado y ademaés haciendo ciertas consideraciones, se puede
asumir que dicho mecanismo cuenta con la capacidad de eliminar las diferencias de fases que se acumulan
a lo largo del eje de propagacién, permitiendo asi que el haz pueda propagarse sin sufrir cambios en su
perfil espacial y temporal, esto da como resultado la creacién de solitones 6pticos espaciales y temporales,

los cuales conservan su amplitud, potencia y energia a lo largo de su propagacién.
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3. Propagacion de la luz en guias de onda

Una guia de onda es la estructura fisica por la cual se propagan las ondas electromagnéticas que a su vez
son guiadas por dicha estructura, ademas se pueden conformar arreglos de guias de ondas por medio de
la agrupacién de las mismas. En el caso mds simple se pasa a analizar un sistema conformado por guias
de ondas iguales, es decir, tienen la misma densidad, indice de refracciéon y con distancia de separacién

constante entre ellas.

Al considerar a las guias de ondas como dieléctricas y combinando las ecuaciones de Maxwell, se lle-

ga a lo siguiente:
19°¢  9*P
2o M

Con o€y = C% y V(V - &) x 0, se reescribe la expresién como

V2E-V(V-

\./1

Q

1
2

28 02p
= oy (28)

24’_
Ve Ho g

t

En esta parte introduciremos a los fazores como una herramienta para encontrar la solucién a dicha

ecuacion tomando lo siguiente sea:
g(x,y,z,t) =R, {E(a@y, z,t)e‘iwt}

{E(x, Y, 2, t)e W 4 E*(x, Y, 2, t)ei“’t} .

N | =

P(x,y,2,t) = Re {13(3373/7 Z,t)e_i‘*’t}

1 (= , - ,
3 {P(Jc, Yy, z,t)e " + P*(z,y, z,t)e“”t} .

Que al reemplazarlos en la ecuacion anterior se obtiene lo siguiente

8% _ 8 _

Para un E(z,y, z)e” "t = 5 = 5; = 0, se tiene
L1 -
V2E + —szE = —pow?P, Ky =w/c=w\/loeo
c
V2E + K2E = —w?poP. (29)

Siendo esta tdltima expresién la ecuacién de Helmholtz [11].
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3.1. El teorema del vector de Poynting

Para enunciar este teorema se empieza por la siguiente expresién

—

§:f><H,

siendo esta el flujo instantaneo de potencia. Para campos con dependencia arménica y oscilaciones muy

rapidas es util definir la densidad del flujo de potencia como:

por lo tanto, la potencia trasmitida resulta de integrar sobre el espacio transversal a la propagacion:

P://%Re[ﬁxff*]-dA.

3.2. Propagaciéon de ondas en medios lineales

Al considerar un campo en un medio sin absorcién con baja potencia tal que medio responde linealmente,
entonces
27 127 2 BL
V*E + kjE = —wpo P,

que al considera PNL — 0, por lo que

L— g ZX(l)S

Siendo Xi(jl) el elemento del tensor susceptibilidad y £;(w) la componente del campo eléctrico a frecuencia

w. Ahora con i, j, k = x,y, z se tendria que
E =i + G, + ZE..
Pero ahora, para un material inhomogéneo resulta lo siguiente

xW @y xB @y xE ()
O,y = | xP@y) Xy XP(@y)
XP @y xH(@,y) XP(x,y

X

Este tensor puede ser diagonalizado apropiadamente seleccionando dos ejes coordenadas talque ellos

correspondan con los ejes principales de la estructura cristalina del material, es decir

xP(z,y) 0 0
x(l)(x, y) = 0 ngqb) (z,v) 0
0 0 X (z,y)

Donde ng,;), ngi), X (z) son los valores principales de susceptibilidad.
PY = deox{ (@, 9)Ex(w) + feoxty) (@, 1)Ey (w) + 2eox Y (2, )= (w),
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que al reescribir la anterior expresién en notaciéon compleja entonces
PL = ieoxV (2, y) Ex(w) + QEsoxély)(:r, Y)Ey(w) + 2e0x Y (2, y) E. (w),
y al sustituirlo en la ecuaciéon para un medio lineal se obtiene que
V2E + k202 (z,y)E = 0

donde el indice 7 es un tensor de segundo rango formado de términos de la constante dieléctrica, es decir,

2 (z,y) = ér(v,y) =1+ XV (z,y)

N2, (z,y) 0 0
7 (z,y) = 0 g, (x,y) 0
0 0 n2.(z,y)

ikez ikyz

E = &p(x,y,2)e"" + goy(z,y, 2)e

donde ¢, y ¢, son las envolventes de las componentes de polarizacién en & e g, respectivamente. K, y

K, son las constantes de propagacién en estas dimensiones.

3.2.1. Propagacién en una guia de onda lineal

Para ello se asume que la guia es isotrdpica y sin perdidas, es decir, n = 1z, = nyy € R, entonces
n(z,y) = n(r) = no + 6f(r), siendo f(r) una funcién rectangular cilindrica de radio a que describe al

indice escalonado de la guia. En los sistemas tipicos, se considera a § < 1 por ende

(1) = 15 + 2060 f(r)
ahora, si se consideran guias con un guiado muy débil entonces
ki = koTNoij, (30)
siendo 7),;; el indice de refraccién del recubrimiento del medio isotrépico, entonces
k=ky=ky=Fkono.
Luego entonces se puede escribir
KoL

1
Z@ + %Vfcp + kod f(r)e =0,

que al normalizar esta ecuacién al rango de la regién de guiado:

I
- a’ y - ay - k(l2,
quedando lo siguiente
Op 1 (0% 0%
4z =0 31
i5. T3 {W + 5 +f(z)e (31)

donde v = k2a%n,8
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3.3. Propagacién no lineal

Para materiales centro-simétricos se tiene que
V2E + ’USE = —w?ug (73L + 73NL) ;
pero al tener que PL = gox W (z, y)E, entonces

V2E 4+ KE = —w?po (50>2(1)(w,y)57 + ﬁNL) .

2 3
PN =0 D xihes (W) er (o) + D7 Xijhes (wn) ex (wa) er (ws) +-- ¢ (32)
jk gkl
Al no tener resonancias en el sistema, resulta ser que ng,l y Xz(j’,ll pertenecen a los reales y para el caso

. . . J 2 ., .
especifico de materiales centro-simétricos entonces XE j,)C = 0, por lo que la expresién anterior se reduce a

PNE =3 xhes (wi) ey (ws) e (ws),
ki

ahora si se asume que el campo eléctrico es monocromatico € = e, + ye, + 2¢., con Ze, = 0, debido a

la aproximacion paraxial entonces se tiene que

PN = de0 > xChes (wi) en (wa) er (ws) + g0 Y X Des (wi) en (wa) e (ws) -
Jkl jkl

Ahora al tener en cuenta la relacién entre la notacién real y compleja
1 Lo » —iwt A iwt
A($7yazvt) = i{A(xaywzat)e +A (l‘,y,Z,t)@ }7
se puede escribir todo como

1 )
gj(wi)ek(wa)er(ws) = g{Ej (w1) B (w2) By (ws) e~ rteatws)ty

E; (w1) Ef (w2) By (w3) e i wrmwatwa)ty
E5 (w1) By (w2) B (w3) e —i(—witwatws)t |
E5 (w1) By, (w2) E; (ws) e~ i(—wi—watws)t |
Ej (w1) Ex (w2) B (w3) e twitwa—wa)t
E; (w1) Ef (w2) Ef (ws) e I (@iwe—wa)t .
E} (w1) By, (ws) B} (w) e H@ifwamwalty
B (w1) Bf (w2) B (w3) e —i(—wr—wa—ws)y

Como se asumio que el campo es monocromatico entonces wi; = wo = w3 = w, dando como resultado

€o * *
= Z{ Sl)cl —wiw, —w,w)E;EfE + ng?l)cl(—w; —w,w,w)E B B+
gl
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xl(?,)cl(—w;w,w, —w)E;ERE; + xl(»?,ll(w; —w, —w,w)E; By B+

3

xl(?,)d(w; w, —w, —w)E;Ey Ef + Xij,)d(w; —w,w, —w)E}‘EkEl*}ei“’t

{P’efiwt + ﬁ*eth}

| =

€o 3 * s *
PNL = n {ng,)cl(—w;w, —w,w)E;E; E; + ng,)m(—w; —w,w,w)E; B B+

jkl
@) (~w;w,w, —w)E; By B
Xz’jkl( Wi w, W, —w) JEESL (-

Recordando que

PN =¢o ZXZ(-?;)glé?j (w1) ek (w2) €1 (w3) (33)
kL

se asume que el campo eléctrico al interior del material es monocromatico, es decir, w; = ws = w3 = w.
Con esto solo los términos de P que oscilan a w se mantienen, entonces solo se tendrian i componentes
de P

& *
pNL §0 3 {ng?;l(_w;w, —w,w)E;ELF)
jkl

Jer(‘j"I)el(*‘*’; —w,w,w)E; BBy + XE%;(*MW,% —w)E;ELEy
®) (w,— EIEE; + X\ —w, —w)E, ELE
+Xijkl(w7 w,w,w) 7 By, l+Xijkl(w7w7 w, —w)E;EpEy

—|—x§?,)€l(w, —w, —w, w)E;EZEl} )

£
,Pz'NL = ZO Z {nglll(—w;w, —w,w)EjEkEl
ikl

+XE?,)€l(—w; —w,w,w)EIEL By + Xz('j)l)cl(_w’ w,w, —w)EjEkEl*} .

Siendo esta tltima expresion la representaciéon compleja (fasor). Por otra parte se puede decir que hay

simetria de Kleinman si las frecuencias del campo estdn muy por debajo de las frecuencias de resonancia

(??,)cl son cuasi-independientes de w, y debido a esto se puede permutar los indices

del material, es decir, x; y

sin permutar las respectivas frecuencias, como por ejemplo:

(3) . .
Xijkl (w1 4+ w2 4+ w3swi, w2, w3) = Xijk (W1 + w2 + w3s wi, w2, ws),

. . , . . 3
esto permite reducir enormemente el nimero de componentes independientes en el tensor Xz(' j,)d

PYE = 22 {3x | B P e+

2
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2
" (x;?;zyy NGy 1) 2B}

Parar materiales con simetria ciibica e isotrépicos, solamente hay cuatro componentes de ) que tienen
L, . . . . . . 3 3
efecto sobre la polarizacién no lineal bajo la aproximacién paraxial, es decir, X;;m Xéy)yy» luego entonces

las cuatro componentes distintas de cero serian

X(wgz)x;v ) X:(z?;c)yy ) Xg/)wy ) XSUP;J)WJ

Para materiales con simetria cubica, cada uno de estos términos es independiente del otro. No obstante,

. . . , 3
si se tiene isotropia entonces X;QM depende de los otros tres elementos

Por lo tanto, la componente x de la polarizacién se simplifica y queda como
3 b
P;VL:T){E|E+ E|E+3E2E*}

siendo a = X(m?;n)zx, b= Xgn3:c)yy + X(x?;’y)zy + ngy)yz

Anélogamente para la componente de las y se tiene que

b
3a

3
pNE = “€°{E| E, +—|E| E, + EgEy}

entonces se tendria que PN

= (PNL,PNE), que al reemplazarlo en la ecuacién de Helmholtz se obtiene
lo siguiente

Sako

b
V2E, + kon?,(z,y)Ey + {|E ’E, —|— - |E 1 Eb + E;EZ} =0,

3a

3ak

b
szy+k§77yy(xvy)Ey+ {|E | B, —|— \E \ 1o —|—3 EQE*} =0.

absorbiendo el termino aportado por el efecto Kerr, es decir, |Em\ E, en el indice de refraccién (tanto

para x como para y quedaria como

3ak? b
’E, 2 E, 0 E,)°E'+ —F%E; ; =
VB + konge (2, y) Ex + — | o L+ oo E B 0 =0,
3ak? b
V2E, + k2nyy (1, y)E, + a4 { Bl By + o E2E*} ~0.

Donde 7;;(z,y) = n%(z,y) + 22| E;|?, entonces
fii = 12i (2, y) + mis (2, y) | B[,
con 12 como el indice de refraccién no lineal, que al asumir 7j;; > 19;, entonces
P (x,y) = 05 (@, y) + 20 (2, y)nai (2, y) [Eif*
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(@, y) = n5s (2, y).

Si ng; > 0, da como resultado un material con la caracteristica de autoenfoque.

Finalmente, con base en todo lo anterior, el sistema de ecuaciones quedaria como:

b
V2B, + K3 (o) Br + 23000, e0) { B2 B+ 2L B, Bu o BB b =0,

b
VB, + K2, 0) By + 2000y o) { [ By + 2 1B By + B2, | 0.

Considerando un haz 6ptico cuyo campo eléctrico tiene forma de onda plana en Z

ikyz ikyz
b)

E:i@w(x,y,Z)e +g§0y<xay7’z)€

donde ¢, ¢y son las envolventes espaciales y K, y K, son las constantes de propagacién de las compo-

nentes del campo, que al sustituirlo en el sistema de ecuaciones se tiene que

it 7me + o {K%x (z,y) — K2} pat

K2 * —q
ﬂm(ﬂf,y)ﬁzz(%y)fo {|‘Pm| Pz + o |90y| ‘Pm 7/’ 2AK } = 0.

&Py 2, 2 2
62 + ﬁvﬂpy + {Ko yy ) - Ky} Pyt

K2 2b 2 b RTINS
gy (@, y)nay (2, y) 22 oyl vy + 3 = loa|” Yy + 3 —paphe =0.
y

Con AK, =K, — K,.

Ahora al suponer el caso simple de una onda polarizada a lo largo del eje &, entonces se tiene que

E = Zp(x,y, 2)e*, por lo tanto la ecuacién de evolucién quedaria como

Op 1 2,2 2 K§ 2 -
E.ﬁ_iv +ﬁ{K0n (x,y)—K}@-i-nﬂz?‘ﬂ ¢ =0.

Para una guia de onda con
1 (,y) = n2a (2, y) = 0y + 200 f (1)

si 0 < 1,, entonces se tiene que el indice de refraccién no lineal es aproximadamente constante, es decir,
Ne = Moy = 8n , donde a = X;z)m, y con la limitacién de estar débilmente guiado K = K, = K,n,.

Entonces se tendria que

0
87<P+ — Vi, + Kobf(r)e + Komalel*e = 0.
si se considera a
T y z
d’ d "’ Ka®’
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entonces se podria reescribir la ecuacién como

Op 1 824,0 6290 9
28Z+2{8X2+8Y2 +9f(r)p +mlpl"p =0,

siendo esta la ecuacién no lineal de Schrédinger con gf(r)e y m|p|?>¢ como el potencial lineal y no lineal

respectivamente. Siendo g = k2d?n,6 y m = K2d*nyns.

3.4. Teoria de modos acoplados

En esta parte se pasa a estudiar un sistema compuesto por un conjunto de guias de onda acopladas entre
si, el cual estard inmerso en medio con indice de refracciéon constante, que debido a la cercania de las

ondas entre si en el arreglo, aparece una perturbacion entre ella.

Al considerar una guia de onda no perturbada, se asume una dependencia drmonica de la forma E oc e ¢

(luz monocromética), se tendria
VX E =iwugH, VxH=—-iweE

con ¢ como la distribucién de permitividad.

Si se pone una guia de onda cercana se tendria lo siguiente

-

VxE = —wuoﬁ'.
V x H = —iw (e’E’ + 13’NL) :

Siendo P'NE las perturbaciones no lineales que resultan de los campos que se propagan.

Por otra parte, se tiene que para una guia de onda el campo no perturbado para el modo n es

Siendo €, y B, los perfiles transversales del campo y 8, la constante de propagacién del modo n.

Las guias de onda pueden soportar un numero finito de modos guiados cuya distribucién espacial E (7, 1)

es una solucién de la ecuacién de onda que satisface todas las condiciones de contorno apropiadas.

Para la potencia transportada por el nodo n, esta se ve expresada por la siguiente expresién

P, = %//S (fue % i) - 2ds.
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El campo perturbado se puede escribir como la superposicién de los modos soportados por la guia, es

decir,
E = Z am(z)ém (1'7 y)eiﬁmz .
m

H= Z am(z)ﬁm (z,y)ePm=.

Con a,, (%) como la amplitud compleja del modo m.

Todo lo anteriormente mencionado, se hace con la finalidad de obtener una expresién que describa la
evolucién dindmica de las amplitudes complejas a,,,(z) de los modos normales del sistema. Para ello se

usa el teorema de reciprocidad de Lorentz expuesto a continuacién

//%{E*;xﬁ;@;xﬁ;}.zds

:iw/ / (' —¢) E’~E*dxdy+iw/ / PN E*dxdy

/[jl.ﬁrﬁl.z}dvzﬂﬁlxﬁr@xﬁl}.dg (34)
174 s

Siendo esta ultima expresion el teorema de reciprocidad de Lorentz.

Ahora al sustituir los campos perturbados expuestos anteriormente en el teorema de reciprocidad de

Lorentz, se tendria que

dam, , . .
Z |: g e_l(ﬁn_Bm)Z _ Z (/Bn _ ﬁm) ame_l(ﬁn_ﬁm)z] . // (é:Lt X hmt _|_ é’mt X h:lt) . éds

) 0o 0o oo oo )
—w Zame—l(ﬁn—ﬂn)?«’/ / (5/ o 5)€mt . é»:ltdxdy + zw/ / ﬁ/NL . é';klte—lﬂnzdl,dy’
m —o0 J —oo —o0 J —o0

debido a la ortogonalidad de los modos normales, se tiene que:

// (€ntxﬁm+t+€mtxﬁzt>~2ds:0, para: n#m
s

day, - - , o0 oo
% // (é’fn X Png 4 Eng X h;‘n) - Zds = iname_l(B“_BM)Z/ / (&' — &) Emt - Eyddy
S m — 00 — 00

00 0 )
—H’w/ / PNL g o= Bnzdpdy
—00 — 00

// (f;;t X Pt + bt X fi;t) 2ds = 4P,
2P, 2P,

n

dap _ iw —i(Bn—Bn)z /°° /°° / it /OO /Oo SN L —i
__ n n _ > .o dxd Lo zB,,de du.
iz 1B, 2 me ] (e" —¢€) €me - €, drdy + v _Oop ér L€ xdy

Con lo que se puede definir el coeficiente de acoplamiento lineal R,,,, como

w 0 0o .
an - m /;Oo /_Oo (f‘:l — E) ?mt . entdl'dy,
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reduciendo la ecuacién a

da, i iw [ [T 5N ;
Fr i) Rpname " Co=fm* 4 o / / PNE g e PrEdudy (35)

m n —00

3a050 2 2b 2 b %
PN — 0 {E;I| Ei, + 3 ‘E;y &LEng;m} )
3a g 2b 2 b
NL “~o~o 2 *
P; {1, + 2L 1, + s

Siendo estas ultimas expresiones las responsables de la evoluciéon dindamica de las amplitudes complejas

de los modos normales del sistema.

Hasta el momento se ha argumentado que la perturbacién no lineal en una guia de onda dada esta
dominada por las interacciones no lineales entre los modos dentro de esa guia en particular. Ahora se pro-
cede a asumir que las gufas de onda son mono-modo (un solo modo), por lo tanto todas las contribuciones

de los otros modos puede ser despreciadas, con lo cual se tendria que P'"NE . &% ePPn? entonces

. 2b b . i
P;NL *Cptx€ Bt — 2nm(a:,y)n%(x, Y) |entI|4 ' {'am«’lz ang + 3a |any|2 nz + ?Taaiyanwe ZAB"Z} -
, y b
PyjnL ’ e:Ltye Wt = Qnyy (Z, y)Tle (’JJ, y) |em€y|4 : {‘any‘Q any |anz‘ Any + 3a aimanye*ZBT } .
Con la relacién 3¢ = 2n;;(z, y)nai(z,y) y recordando que E' = Yom am (2) € me'Pm? | se sustituyen en la

ecuacion obteniendo lo siguiente

dEn 2b b .
Tt BraBne + ) Bonna Ema + % {|Em| Enz + 5 | Eny[* Enz + 5. E,%yEn} =0.
dEny b 2 *
mnny
Donde
BEpy = a4nze®=* v By = ap, e

we,

2P, /—oo /_OO nm(x’y)nzx(x7y)\enm|4 dxdy,

Yz =

wEe
Yy = > / / Nyy (T, 7)N2y (2, Y) |enty|4 dzxdy,
2Pn —00 J —00

siendo estas tultimas las respuestas no lineales con respecto a = e y.
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3.4.1. Acoplamiento direccional

Si se considera un medio isotrépico y polarizado en Z, se tendria que

Efm} =0.

i

dE,. 2 2b 9 9
TI’EE’H’I' RmnTETnT x En:c En"c o En1 EnT 7E
dz + Bn: JF; + {| ‘ +3a| J‘ +3a ny

Entonces los términos %|Eny|2Enz y %EﬁyE;x son cero. Por ende

dE,
i~ + BnEn + Y RnEm + 7| En|* En = 0. (36)

)
dz
Dando como resultado la ecuacién discreta no lineal de Schriodinguer, siendo Zm R,.» E,, el termino

lineal cinético y ~y \En|2 E,, el termino no lineal.

para el caso particular de acoplamiento N = 2, es el siguiente sistema de ecuaciones

dE
L + B1Ey 4+ R By + Ry By + |E1\2 E;=0.

Tt

dE
17; + BoBs + Ri2E1 + RasEs + v | Eo|* Bz = 0.

Luego entonces los coeficientes de acoplamiento quedarian asi

_w [T .
Ry = 1P, /[m (e" —€) eqeldady

w > .
Ris = 7 //_OO (¢' —€) eresdady.

Propagacién lineal

Como se considera el caso lineal de la expresién obtenida anteriormente, se considera v = 0, reduciendo

el sistema de ecuaciones al siguiente

dE

i— + B1Ey + Ry By = 0
dz
dE
z’d—: + BoEs + RisEy = 0. (37)

Siendo este el sistema de ecuaciones a solucionar cuando se vaya a estudiar un caso de propagacion lineal.
Al suponer que los modos fundamentales tiene la forma E; = a(z)e®?, E, = b(2)e'??* y ademds

se asume que las guias de ondas son similares R15 = Ro; = R, entonces se obtendria que

_i%z R . 6 . R
a(z)=e {ao cos <FZ> 4+ F (bo + 2Ra0> sin <FZ>}
b(z)=¢e {bo coS (FZ> +iF (bo + 2Rbo) sin (FZ> } .

Donde a, y b, son amplitudes modales inicialmente en z =0, =0, — 1y F = .
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Ahora ;Qué pasaria si inicialmente solo la guia “uno” es excitada?

Se tendria que a, # 0 y b, = 0 por ende

a(z)=e {aocos<Fz> +2F2kaosm<Fz>}
b(z) = e’ {iFaO sin (?2) } .

Finalmente, de todo eso se puede deducir el valor

L.=—F
(& 2R bl

correspondiente a la longitud de acoplamiento en z para que la transferencia de potencia sea maxima
(este resultado se puede extraer graficamente).
Propagacién no lineal

Para el caso de la propagacion no lineal, v no se puede considera como cero, ya que, se le estaria quitando

el aporte no lineal del sistema, quedando asi el siguiente sistema de ecuaciones

dE Kon

i—* + B1Ey + Ry1 Ey + 2 B\ B =0
dz 2

dFE Kon

ZdizfQ + fBoEo + Ri2Eq + 5 2 |Eo)* By = 0,

de manera mas general dicha ecuacion se puede reescribir de la siguiente manera

ov,
0z

T

+ C(Wpi1 + Uy q) +7|¥,° ¥, = 0. (38)

Cabe mencionar que esta ecuacion, esta relacionado con la llamada ecuacién de auto-atrapamiento dis-
creto, ya que a partir de su generalizacién, esta degenera en la ecuacién anteriormente expuesta, es decir,

la DNLS como acoplamientos de vecinos mas cercanos [16].
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4. Analisis y discusion de resultados

En la realizacion de este trabajo de grado se abordé el estudio de la propagacién de la luz en medios
opticos no lineales, los cuales pueden ser representados por medio de arreglos foténicos conformados por

guias de ondas acopladas entre si.

La expresién matemdtica que describe y modela el problema abordado en este trabajo es la ecuacién
discreta no lineal de Schrédinger, por medio de la cual se puede estudiar el fenémeno de la propagacion
de la luz y las cantidades conservadas del sistema tales como la potencia 6ptica y la energia, que son de
suma importancia para la caracterizacion de las soluciones, y ademdas dan garantia de que los célculos

son confiables.

Retomando con la ecuacion discreta no lineal de Schrodinger

oV,

‘ 0z + C(Wns1 4+ V1) + |‘I]n|2 v, =0.

Esta se utilizé para darle solucién a dicho problema en el régimen estacionario, con lo cual se debe asumir
que ¥,, = ¥,e**, que al reemplazarlo da como resultado

o(v €i>\z . . 2 .

27( 52 ) + C(Wppr 4+ Uy 1) + 4 ’(\I/neMz)’ 0,6 =0,

AT, e 4 C(Tpy + Tp1)e™ 4y |0, 2 T = 0.

Llegando finalmente a lo siguiente
AU, + C(Uppg + W) + 70,7 T, = 0. (39)

Esta expresién describe de forma general el fendmeno que se estudié en este trabajo de grado, ya que
dicha ecuacién modela y describe la propagacion de un haz de luz a lo largo del eje z sobre un arreglo
de guias de ondas unidimensionales acopladas entre si, en la cual se puede observar el factor C' que es
el responsable de los acoplamientos entre las guias de ondas (guia siguiente y anterior) y el factor ~y

responsable del aporte no lineal del sistema.

Para este trabajo también se tendrdn en cuenta los aportes de un potencial disipativo con ganancias
y pérdidas equilibradas, es decir, unas guias tendran ganancias y otras perdidas de forma alternada a lo
largo de todo el arreglo, de tal manera que la suma total de todas las ganancias y perdidas sean cero.

Debido a esto, se le anexa un término mas a la expresién anterior, dando como resultado lo siguiente:

oV, )
? 92 + C(\Iln+1 + \Ijn—l) + iUy +y |\I/n|2 v, =0, (40)

que al proceder analogamente para el régimen estacionario se tiene que
. 2
AV, + C(\I/n—i-l + \Ijn—l) +ipnVn +7y |\I’n| v, = 0.
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En donde p,, es el encargado de representar los aportes de dicho potencial disipativo, el cual dependiendo
de su forma puede afectar de diferentes maneras a la hora de realizar el calculo de las soluciones. Para
este estudio en especifico se tomard como un vector de igual magnitud a lo largo de sus componentes y
con signos alternados entre si, lo cual representa un potencial disipativo con ganancias y pérdidas equili-
bradas, siempre y cuando el tamano del arreglo sea un nimero par. Esto con la finalidad de observar el

efecto que tiene a la hora de realizar el estudio sobre la estabilidad de estas soluciones.

En este problema se encuentran cantidades que se conservan a lo largo de la propagacién que son de
suma importancia para la solucién de este, tales como: la potencia 6ptica P y la energia total del sistema,
la cual viene expresada por el Hamiltoniano H del sistema. Estas cantidades conservadas del sistema son

descritas por las siguientes expresiones.

P=Y |0, (41)

H=-Y CU, Wy + V1 W)) + % 1w, |t (42)

4.1. Forma matricial

En esta parte, se pueden exponer dos casos particulares de este modelo, como lo son el Dimero y el Trimero
(arreglos de guias de ondas conformadas por dos y tres gufas de ondas respectivamente). Esto se hace
con la finalidad de expresar este problema de forma matricial para que sea més sencilla su manipulacién
y solucién. La forma matricial de estos casos en especificos sin tener en cuenta el aporte del potencial

disipativo p,,, son las siguientes.

5.0 =110, (43)
416 |2 c 7|¢1|2 c 0
Mo = c1 a2 | Mr=i| © yle C | (44)
v |P2
0 C ylgsl?

Finalmente se puede escribir y expresar la ecuacion que describe el caso al cual se le dara estudio en este
trabajo que son los arreglos circulares, estos tienen como peculiaridad que las guias de ondas se acoplan
de igual manera que lo hacian en el caso unidimensional, es decir, con su vecino més cercano siendo estas
la guia siguiente y anterior a la guia de onda a estudiar, pero por ser un arreglo circular, seria un arreglo
cerrado en el cual la primera guia y la tltima estarian acopladas ya que por la geometria del arreglo estas

terminarian quedando juntas entre si, que se puede expresar de forma matricial de la siguiente manera.

9§ 113, (45)
z
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vl ¢ 0 0 c
C  qlel” C 0
M=i| o ¢ ylgf (46)
' C
. C 0 0 C ylgnl |
Ahora si consideramos el potencial disipativo, esta matriz quedaria de la siguiente manera:
[ (i1 +7) |61 c 0 0 c
c (ip2 +7) g2 C 0
M=i 0 C (im+)les (47)
C
I c 0 0 C (ipn +7) |¢nl”

Siendo esta la matriz que representa el problema abordado en este trabajo de grado considerando que
existe un potencial disipativo con ganancias y pérdidas equilibradas.

4.2. Andlisis de estabilidad lineal de las soluciones

Al realizar el estudio sobre estos problemas y darles sus respectivas soluciones, se encuentra que no todas
estas soluciones son estables, es decir, no todas las soluciones convergen manteniéndose inalteradas al

propagarse.

Para el estudio de la estabilidad, se partirda del modelo mas general que describe el problema, es decir, la
DNLS considerando un potencial disipativo . Luego de encontrar las soluciones de esta ecuacion, se
propone realizar el estudio perturbando el sistema, con lo que se podria hallar la estabilidad lineal de estas
soluciones. Esto se debe a que si la parte real de la perturbacién permanece y crece exponencialmente,
conllevaria a que las soluciones sean inestables, si por el contrario la perturbaciéon decrece o permanece

oscilando acotada en un intervalo de valores, se puede considerar que las soluciones son estables.

La perturbacién se anexa a la solucion de la siguiente maneras:
U = (U +60(z))e=. (48)

Al realizar el estudio sobre la perturbacién, remplazando en se llega al siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales 2x2 (Ver Anexo

dx(,

d; L — —(2yuw + p)a(ey — (C +yu® +370° = Ny
dy(.

Z; L — (O 4 3yu® + 70 = N + (2yuv — p)ygs).
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En el caso mas general las soluciones son complejas, por ende se utiliza a v como la parte real, v como
la parte imaginaria de las soluciones, a z ;) como la parte real de la perturbacién y a y(,) como la parte
imaginaria de la perturbacién. Lo que finalmente se puede resumir en un problema de valores propios de

la siguiente manera:

do(z) _ —(2yuv + p) —(CH+yu? + 37> = N) | [x(2)
d@(/i(ZZ) C + 3yu? + v — X 2q9uv — p y(z)

S = (i)

Para estos casos se asume que las soluciones para la perturbacién son de la forma A, e?*#, siendo 3, los
autovalores de la matriz que en el caso més general son niimeros complejos. Al hacer un pequeno analisis
a esta expresion, se puede observar claramente que los tnicos valores que presentarian inconsistencias
en el sistema haciendo que la perturbacion crezca y presente inestabilidad el sistema, seria cuando la
parte real sea positiva, ya que habria un crecimiento exponencial positivo. Para los otros casos no habria
ningin problema ya que para los negativos se presentaria un decrecimiento exponencial o en dado caso
sea imaginario puro, entonces oscilen en un rango de valores, esto se debe a la caracteristica de poder ser

expresados en términos de senos y cosenos, es decir, funciones armonicas.

Con base en todo lo anteriormente mencionado, al hallar los valores propios de la matriz H y anali-

zando dichos autovalores, se puede saber si las soluciones encontradas son estables o no.

4.3. Vortices 6pticos

Cuando se habla sobre el estudio de la propagacién de la luz, surgen muchos casos interesantes, que
dependen del tipo de arreglo que se tome, ademés de las diferentes consideraciones que se tengan para
el modelo a estudiar (tales como las que ya se han mencionado en sesiones anteriores). Todas estas con-
sideraciones se hacen con la finalidad de darle solucién al modelo, encontrando las soluciones permitidas

y existentes de las ecuaciones de onda.

Una de las caracteristicas que cabe resaltar, es que para los caso de dos y tres dimensiones, estas presen-
tan singularidades ya sea en puntos o lineas del espacio, las cuales estdn estrechamente relacionadas con
propiedades fisica de la onda, tal es el caso de los puntos en donde la fase es indeterminada y la amplitud

de la onda se anula, a estos puntos se le conoce como singularidades de fase |17, [1§].

Para esta area de estudio, los vortices se consideran como ondas que en particular presentan singula-
ridad en su fase y ademds un flujo rotatorio alrededor de dicha singularidad, en términos generales los
vértices se pueden llegar a representar por medio de una funcién escalar-compleja ¥ (7, z) = p(7, z)ew(“z),

donde p(7,z) es el médulo (amplitud) y 0(7, z) la fase de la onda, con lo cual se puede definir la carga
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topoldgica de los vértices representada por la circulacién alrededor de la singularidad S [18]. La expresién

matematica que la describe es la siguiente:
S= 2 f{ Vo - dF (49)
= — . T
27 ’

en esta expresién S solo puede tomar valores enteros, entre los cuales pueden ser positivos, negativos o

cero.

La carga topoldgica también llamada como vorticidad o niimero de giro, representara el sentido y las
veces que se hard el giro alrededor de la singularidad en la fase, es decir, la fase tomara valores igual-
mente espaciados para completar el nimero de vueltas en el sentido indicado. Los valores positivos hacen
referencias a giros completos positivos alrededor de dicha singularidad, por dar un ejemplo: para S = 1
entonces la fase tomaria valores comprendidos desde 0 hasta 27 indicando asi una vuelta completa y po-
sitiva. Para los valores negativos, estos indicarian giros completos negativos alrededor de la singularidad
en la fase, es decir, para S = —1 la fase tomara valores desde 27 hasta cero, lo que indica una vuelta
completa y negativa. En el caso de ser cero, representard que la acumulacion de la fase a través de la
trayectoria cerrada seria cero, lo que daria como resultado una fase constante e igual a cero para cada

uno de los sitios del arreglo.

A continuacién, se presentard una tabla en la cual se encuentran los valores de la fase dependiendo

del valor de la carga topoldgica:

Carga topoldgica S -3 -2 -1 0 1 2 3
Valores de la fase | [67, 0) | [47,0) | [27,0) | O | [0, 27) | [0, 47) | [0, 67)

Cuadro 1: La carga topolégica y los valores de la fase.

Al tener toda la informacién necesaria, se procede a realizar los cdlculos numéricos de manera compu-
tacional, utilizando el programa y lenguaje de programacién GNU Octave, el cual se utilizara para la
implementacién de todos los procedimientos cuantitativos referentes a la realizaciéon de dicho trabajo.
Esto se debe a que el problema a abordar al estar constituido por guias de ondas, se tendra la misma
cantidad de ecuaciones diferenciales acopladas que el nimero de guias que se consideren para el arreglo,
lo que hace que se vuelva practicamente imposible darle solucién sin acudir a los métodos numéricos o

computacionales, tomando asi gran importancia la fisica computacional en este trabajo.

Una vez teniendo las herramientas computacionales, se definen las condiciones iniciales sobre las cua-

les se realizara el estudio de este trabajo de grado, tales como: el caso del delta, el doble delta y vértice
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con carga topolégica S = 0,1, 2,3, ademds de los diferentes parametros iniciales. A las cuales se les ha-
llard su respectiva solucién por medio de la implementacién del método de Newton Raphson en varias

variables.

4.4. Modos propios no lineales

Principalmente se dio paso a la creaciéon y programacién de las condiciones iniciales o casos que se
estudiardn en este trabajo de grado, los cuales son: delta, doble delta, onda plana o vértice con carga
topoldgica cero, vortice con carga topoldgica uno y vértice con carga topoldgica tres. A continuacion, se
presentaran las expresiones y graficas de cada uno de estos casos en donde se presentan las amplitudes y

fases de cada una de ellas.

4.4.1. Condiciones iniciales tipo deltas

Como su nombre lo indica las condiciones tipo delta deben tener el comportamiento de las funciones delta,
que para estos casos en particular tenemos el de tipo delta y doble delta que hablando matematicamente

se tendria lo siguiente:

Delta
Para este caso en particular, la funcién solo tomara un tnico valor (correspondiente al valor de la ampli-
tud) para un tnico sitio en el arreglo ubicado en el centro de este y para el resto de los sitios la funcién

seria igual a cero, su expresién matemaética seria

A, si x = a, siendo A la amplitud y «a
flz) = el sitio ubicado en la mitad del arreglo
0, siz+#a

Doble delta
Para el caso del doble delta, es muy similar al anterior solo que la funcién tomard un tinico valor (corres-
pondiente al valor de la amplitud) para dos sitios en el arreglo, ubicados consecutivamente en el centro

de este y para el resto de los sitios la funcién seria igual a cero. Su expresién matemaética seria

A, siz=a 6 b, siendo A la amplitud y a
g(z) = y b los sitios ubicados en la mitad del arreglo

0, siz#adb

Ya teniendo las funciones definidas se da paso a graficar estas condiciones tipo delta en el arreglo consi-

derado para el estudio en este trabajo obteniendo lo siguiente
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Figura 1: Condiciones iniciales de tipo delta y doble delta.

En la imagen anterior se puede ver representado de manera grafica lo definido anteriormente, para el caso
del delta se puede evidenciar que en todo el arreglo solo se encuentra el valor en una unica guia de onda
(sitio del arreglo) y para el doble delta en dos sitios de este. Por el lado de las fases se observa claramente
que se tiene un valor de cero para todo el arreglo, esto se debe a que dicha fase para estos casos es igual
a cero ya que esta resulta de calcular por medio de la funcién angle() el d4ngulo entre el eje positivo de
las z y una semirrecta desde el origen hasta el punto (x,y) en el plano zy, tomando a z como la parte

real e y como la parte imaginaria y como estas funciones son reales, esta fase daria como resultado cero.
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4.4.2. Condiciones iniciales tipo vértice

Los vértices se pueden representar como una funcién escalar-compleja, es decir, tienen parte real e ima-
ginaria, ademés se consideran como ondas que en particular presentan singularidad en su fase que a su
vez tiene un flujo rotatorio alrededor de dicha singularidad. Estos vortices toman su nombre por el valor

de su carga topoldgica en los cuales se encuentran los siguientes

Onda plana o vdértice con carga topoldégica S =0

Cuando se habla de una onda plana, esta cumple con algunas caracteristicas en particular; como lo es
tener una frecuencia y amplitud constante. Mateméaticamente hablando se puede describir por medio de
una funcién constante, es decir, que para todas las guias de ondas que conforman el arreglo, se encontrara

la misma amplitud. Esto se puede representar de la siguiente manera

F(n) = {A, ¥V n, siendo A la amplitud y n cualquier sitio del arreglo

En estos casos cabe resaltar la fase, ya que es de suma importancia para las condiciones tipo vorti-
ce, sin embargo, como este es el caso particular de ser un vértice con carga topolégica igual a cero, por

lo explicado anteriormente para el caso de los deltas, aqui también da como resultado una fase igual a cero.

Vértice con carga topolégica S # 0

Para los vortices con carga topoldgica uno, dos y tres, presentan el mismo comportamiento en la amplitud
que para la onda plana, es decir, permanece la amplitud constante a lo largo de todo el arreglo, pero al
tocar la parte de la fase es donde se diferencia, ya que estas presentaran su respectiva fase correspondien-
te. Esta fase se anexa a la funcién de onda plana multiplicindola por la exponencial e(*) de la siguiente
manera

h(n) = F(n)e"",

donde F'(n) es la funcién de la onda plana y 6 tomaria los valores de la fase inicial para cada caso
en particular (ver tabla ) A continuacion, se mostrara la representacién grafica de estas condiciones

iniciales
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Figura 2: Condiciones iniciales de tipo vértice con carga topoldgica S =0, 1.
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En esta grafica se observa el caso de la onda plana donde las amplitud inicial es igual a lo largo de todo

el arreglo con una fase igual a cero debido a que corresponde al vortice de carga topolédgica igual a cero,

luego se presenta el vértice con carga topoldgica S = 2 que presenta nuevamente una amplitud inicial

igual en todo el arreglo y en la fase ya se observa que presentan diferentes valores debido a la influencia de

la vorticidad de dicho caso, en donde se evidencia que completa una vuelta a lo largo de todo el arreglo.
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Figura 3: Condiciones iniciales de tipo vértice con carga topoldgica S = 2, 3.

En esta parte con los vértices de carga topoldgica dos y tres, se presenta las mismas caracteristicas
mencionadas anteriormente en la fase, es decir, un mismo valor inicial a lo largo de todo el arreglo y en
la fase es donde se encuentra la diferencia, para S = 2 se puede observar que evidentemente completa
dos vueltas a lo largo de los valores de la fase en todo el arreglo y de forma andloga para S = 3 completa

tres vueltas a lo largo del arreglo.

4.5. Estabilidad

En estos casos, donde la expresion matemadtica que describe el problema es un sistema de ecuaciones
diferenciales, sucede que al hallarles sus respectivas soluciones estas quedan en términos de una constate
A (los autovalores). Dichas soluciones se encuentran por medio de la implementacién del método de
Newton Raphson en varias variables, ya que gracias a él se pueden encontrar los ceros (las soluciones) del
sistema modelado @ Luego de calcular las soluciones, se procede, a realizarles su respectivo andlisis de
estabilidad por medio del estudio de la estabilidad lineal de dichas soluciones para asi determinar para

qué condiciones y parametros son estables.
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Como se mencioné en el marco tedrico, para el cilculo de la estabilidad de las soluciones, se introdujo
una perturbacion en el sistema para asi poder analizar su respectiva estabilidad lineal, realizando dicho
proceso en cada uno de los casos. Una vez obtenido los resultados del calculo de la estabilidad se representa
por medio de un mapa de color en donde se expone la dependencia de la estabilidad en funcién del tamano
del arreglo y el valor del potencial disipativo ingresado al sistema con la finalidad de poder identificar las
regiones en el espacio de parametros para los modos estables. Este mapa de color lo que representa es que
en las zonas oscuras o negras donde el valor propio maximo (hmaz) es cero, son las regiones en el espacio
de pardametros donde se cumple la estabilidad para las soluciones, es decir, los valores de N y p donde
existe la estabilidad en sus soluciones. Para el tamano del arreglo solamente se tomaron en cuenta los
numeros pares debido a que el sistema debe tener el mismo ntimero de ganancias y pérdidas aportadas
por el potencial disipativo, cosa que no sucede al tener arreglos impares. Los resultados obtenidos se

mostraran a continuacion.

4.5.1. Casos de tipo delta

= Delta: Para este caso en particular surgié un evento muy peculiar, el cual fue que, al intentar de
hallar las soluciones para este caso y su respectiva estabilidad, no era posible. Las soluciones no

convergen.

= Doble-delta: Al observar que tipo delta no arrojo lo que se buscaba se probé con el de doble
delta, con la finalidad de equilibrar las ganancias y pérdidas en el sistema ya que al tener dos sitios
los cuales se encontraran excitados, estas se podrian equilibrar entre si. Al realizar los respectivos
calculos de estabilidad, se propuso variar el nimero de guias de onda que conforma el arreglo ademas
del valor del potencial disipativo con la finalidad de ver su dependencia ante estos parametros

arrojando asi el siguiente mapa de color
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Estabilidad doble delta
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Figura 4: Coeficiente de estabilidad (hmaz) en funcién del tamano del arreglo (N) y el coeficiente del

potencial (p) para el caso del doble delta

A primera vista el grafico muestra que mientras mas pequeno sea el valor del potencial disipativo se
encontraran zonas en donde las soluciones son estables y si ademas el tamano del arreglo también es
pequeno, entonces habra mas regiones en el espacio de parametros en donde se cumpla la estabilidad
para sus soluciones. En este caso en particular se puede evidenciar que las zonas estables son muy
pocas y dicho sistema no soporta el potencial disipativo ya que para que pueda tener zonas estables
este valor debe tender a cero a menos que el tamano del arreglo sea pequeno. Esto lleva a pensar

que no es una condicidon 6ptima para utilizar ya que tiene més zonas de inestabilidad.

4.5.2. Casos con vorticidad

= Onda plana o vértice con carga topolégica S = 0: Como ya se menciond anteriormente este
caso en particular presenta una amplitud constante en todos los sitios del arreglo y es por esta razén
que el tamano del arreglo se varia iinicamente en niimeros pares para que los términos de ganancias
y pérdidas se puedan equilibrar entre si. Realizando el respectivo andlisis de la estabilidad a este

caso arrojo los siguiente
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Figura 5: Coeficiente de estabilidad (hmax) en funcién del tamafio del arreglo (N) y el coeficiente del

potencial (p) para el caso de la onda plana (vértice con S = 0)

Lo principal y més llamativo en comparacién al caso anterior es que se pueden observar franjas
horizontales de estabilidad en este mapa de color. Esto indica que para ciertos valores del tamano
del arreglo, se presenta estabilidad sin importar el valor que tome el potencial disipativo, es decir,
lo soporta completamente y al ir aumentando el tamano del arreglo se hace notorio como soporta
menos el valor del potencial, es decir, necesita que dicho aporte disminuya para que se siga presen-
tando estabilidad en el arreglo. Ademés, se sigue cumpliendo que mientras més pequeno sea el valor
del potencial disipativo, més zonas estables en el espacio de parametros se encontrardn. Se puede
observar que, para el caso de la onda plana, este presenta més zonas estables que el caso anterior
y al analizar el tamano del arreglo, se hace presente una cierta periodicidad en el sistema donde la
estabilidad permanece cada dos numero pares sin importar el valor que tome el potencial disipativo

por medio de franjas horizontales de estabilidad.

Estas franjas encontradas en el resultado anterior hacen pensar en que sucederia al considerar
la vorticidad en el sistema ya que este caso en particular no tiene valores en la fase y presenta fran-
jas de estabilidad sin importar el valor del potencial por debajo de tamanos de 30, lo que resulta

muy interesante ya que podrian crecer estas zonas conforme se le anexe vorticidad al sistema.
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= Vortice con carga topoldgica S = 1: A continuacién se presentard el mapa de color correspon-

diente al analisis de estabilidad al considerar un vértice con carga topolégica S =1

Estabilidad vortice 5=1

hrmax

0 0.1 0.2 0.3 04
P

Figura 6: Coeficiente de estabilidad (hmax) en funcién del tamafio del arreglo (N) y el coeficiente del

potencial (p) para el caso del vértice con S =1

Se puede apreciar como el comportamiento periddico de estabilidad sin importar el valor del poten-
cial cada dos nuimeros pares en el tamano del arreglo para niimeros pequenos se conserva y ademads
se alcanza a notar como para los arreglos mas pequenos se pierde esta periodicidad para presentarse
una zona continua de estabilidad. Al comparar este resultado con el caso anterior se observa algo
bastante peculiar, lo cual es que la dependencia de la estabilidad en el espacio de parametros es la
misma, pero al anexarle la vorticidad, las zonas estables empiezan a aumentar mucho més, como
se observa al encontrar dos franjas horizontales consecutivas de estabilidad al inicio del mapa de

color.

Este resultado da mucho que pensar ya que se puede apreciar como efectivamente la vorticidad
empieza a afectar positivamente a la estabilidad de las soluciones del sistema, lo que motiva a
utilizar las siguientes condiciones tipo vortice esperando a que estas presenten muchas més zonas

estables en el espacio de parametros.
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= Vortice con carga topoldgica S = 2: Al realizar el respectivo anélisis de estabilidad considerando
un vértice con carga topoldgica S = 2. Debido a la tendencia de los resultados anteriores se esperaba
a que este contribuyera de forma significativa en la estabilidad del sistema dando como resultado

el siguiente mapa de color

Estabilidad vortice 5=2
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Figura 7: Coeficiente de estabilidad (hmaz) en funcién del tamatio del arreglo (N) y el coeficiente del

potencial (p) para el caso del vértice con S = 2

Como se esperaba la vorticidad poco a poco va revelando mas zonas estables, esto se debe a que si
bien se observa la misma dependencia de la estabilidad en funcién de los pardmetros, también se
hace mucho més evidente el aumento de las zonas estables debido a la influencia de la vorticidad ya
que se empieza a observar una zona continua de estabilidad para arreglos pares de tamano menor
o igual a 20, dando como resultado que las franjas horizontales consecutivas de estabilidad vayan

incrementando y trayendo con sigo méas zonas estables en el espacio de pardametros.

Cabe mencionar que para la obtenciéon de estos resultados conforme se aumentaba la vorticidad,
también tocaba aumentar el tamano minimo del arreglo ya que para arreglos muy pequenos se
perdia completamente la estabilidad del sistema, algo muy relevante ya que se podria pensar en
aumentar la vorticidad sin limite alguno, pero esta condicién entraria a tomar mucha mas relevancia

mientras mas vorticidad se considere en el sistema.

= Vértice con carga topoldgica S = 3: Finalmente se decidié tomar como tltima condicién inicial

un voértice con carga topoldgica igual a tres para observar que tanto mejoraria la estabilidad del
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sistema, lo que dio como resultado el siguiente mapa de color
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Figura 8: Coeficiente de estabilidad (hmaz) en funcién del tamaiflo del arreglo (N) y el coeficiente del

potencial (p) para el caso del vértice con S =3

Al analizar este gréafico se hace evidente lo que se sospechaba de los resultados anteriores, es decir,
las zonas estables en el espacio de parametros aumentan con forme se le ingrese mas vorticidad al
sistema, es decir, nuevamente se presenta la misma dependencia de la estabilidad en funcién del
tamano del arreglo y el valor del potencial disipativo y el aumento de las zonas estables continuas
gracias al aumento de la vorticidad en el sistema. Tanto asi que se encuentran zonas completamente

estables por encima de la franja del arreglo con N = 20.
Estos resultados son muy prometedores, ya que esta periodicidad y ademés ese aumento en las

zonas de estabilidad llaman mucho la atencién y llevan a pensar que pueden ser muy utiles y

aplicables en distintas dreas de investigacion.
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5. Conclusiones

En este trabajo de grado se estudié la propagacién de la luz en arreglos de guias de onda con respuesta
no lineal de tipo Kerr, dicho estudio se realizé por medio de la ecuacion discreta no lineal de Schrodinger
considerando un potencial disipativo con simetria P7T, solucionando el problema en el régimen estacio-

nario y teniendo en cuenta las caracteristicas de estas soluciones en dicho régimen.

Para este estudio se consideraron seis modos propios no lineales o condiciones iniciales, tales como,
el tipo delta, el doble delta, onda plana y los vOrtices con carga topolégica S = 1,2,3. Sobre ellos se
implementd el método de Newton Raphson en varias variables hallando asi sus respectivas soluciones y

realizarle a cada una de ellas el andlisis de estabilidad lineal.

Gracias a los datos obtenidos por medio de la realizacién de este trabajo, se pudo concluir que, para
el caso del delta, al ser una condicién tan particular y definida con una sola guia de onda excitada por la
luz, las ganancias y perdidas no se podrian equilibrar ya que solo se tendria ganancia o en caso contrario
pérdida, provocando de esta manera que no se pueda encontrar la estabilidad para dicho sistema. Es
por esto que, al considerar el caso del doble delta, el analisis de estabilidad a las soluciones se le puede
realizar sin ningtin problema, dando como resultado que las zonas estables se vean presente a medida que

el tamano del arreglo y el aporte del potencial se hacen cada vez mas pequenos.

Al realizar el estudio sobre los modos propios tipo vértices, se pudo demostrar que cuando se le in-
gresa vorticidad al sistema, éste se verd afectado de forma significa y positiva en su estabilidad, es decir,
las regiones en el espacio de pardametros para los modos estables crece cuando hay vorticidad, ademas de
presentar franjas horizontales de estabilidad con un comportamiento periédico cada dos niimeros pares en
el tamano del arreglo y para ciertos tamanos pequenos estas lineas de estabilidad se hacen independiente
del valor del potencial. Cuando se consideran los casos de vértice con carga topolégica uno dos y tres, se
observé que conforme mayor sea la vorticidad, empezaran a aparecer franjas horizontales de estabilidad
consecutivas para tamanos pequenos del arreglo, provocando que esta zona en el espacio de parametros
para la cual los modos son estables crezca atin mas. Finalmente se puede decir que, a la hora de hablar
de las variaciones de los parametros, se encontré que mientras vaya disminuyendo el nimero de guias de
ondas y mas pequeno sea el valor del potencial disipativo, estos afectaran positivamente a la estabilidad
del sistema, es decir, se presentardn mds regiones para la estabilidad, en caso contrario (cuando el niimero
de gufas va aumentado y el valor del potencial también se incrementa), se presentardn més regiones de

inestabilidad.
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6. Anexos

6.1. Calculo de la estabilidad

Para realizar el respectivo andlisis de la estabilidad lineal del sistema se parte por considera una pertur-
bacién de la siguiente manera

U = (p+6p(z)e?=. (50)

Dicha perturbacion se pasa a reemplazar en la DNLS considerando un potencial disipativo, es decir, la

ecuacion

n

0z

Una vez hecho ese reemplazo se empieza a operar considerando a C(¥, 1 + ¥,,_1) = VU, llegando al

+ (Wi + V1) 4 ipp ¥y + 7|0, > ¥, = 0.

1

siguiente resultado
Vipe™? + Vip(2)e™? — Bpe'™ — Bop(2)e™” + 700 g + e dp(2)+

270 (2)e™ @ + 27p80(2)e b (2) + 109? (2)e™* ot
g , - g d
802 (2)e*P5p(2) + ippe*® +ipdp(z)etP + ie’zﬁd—&p(z) = 0.
z
Al considerando a dp << 1, entonces dp?> — 0y [0¢?| — 0, con lo que se pueden cancelar algunos

términos de la expresién anterior quedando lo siguiente

a

o dp(2)

Vo +Vp(z) — Be — Bop(2) + 79> @ + 19700 (2) + 279 (2)@ + ipp + ipdp(2) + i

Ahora de se puede deducir que —B¥ + VW + ~¥3 = 0, por lo que se pueden cancelar otros tres

términos mas dando como resultado

IV o .d
Vp(2) = Bop(2) +19%0p(2) + 2700p(2)¢ + ipdip(2) +i7-0p(2) = 0.
Ahora si se considera a U y ¢ en términos generales como funciones complejas, entonces estas funciones
se pueden reescribir como ¥ = u + v y ¢ = x(z) + iy(z) con lo cual se puede reescribir todo como
Va(z) +iVy(z) + 3uyz(z) + iu?yy(z) + 2iuvyz(2) + 2uvyy(2) + v2yz(z) + 3iv’yy(2)

~Br(z) — iBy(2) + ip(2) — py(2) + () — Ly(a).
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En este punto se da paso a separar en dos partes el problema, es decir, se separa la parte real de la
imaginaria para una mayor organizacién y facilidad a la hora de abordar la solucién, llegando asi al
siguiente sistema de ecuaciones 2x2

Va(e) + utya(s) + 2urry() + v1a(z) = Ba(e) = pul) —ve ()

d
Vy(z) + u?yy(=) + 2u0ya(2) + 307y (2) — By(2) + pa(z) + e (dzx<z>) ,
que al factor izar los términos semejantes y organizando un poco cada termino se podria expresar de la

siguiente manera

vy + o)+ (V 4+ 302 = 6) () + e ( fLa(a) )

d
(2uvy — p)y(2) + (V + 3uPy + v?y — B) z(2) —re (dzy(z)) .
Finalmente todo esto se puede expresar en forma matricial para poder llevarlo a un problema de valores

propios de la siguiente manera

LD\ [ —@uy+p)  —(Vauty 43y —B) [a(2)
dz(;i(;) V 4+ 3u?y 4+ 02y - B 2uvy — p y(z)

(%) = e

%)
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