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Resumen

El uso y aplicacién del célculo diferencial en los estudiantes de
la universidad permite que desarrollen competencias en el plan-
teamiento, analisis, modelacién y aplicaciéon de problemas que
impliquen el conocimiento matematico para la solucién de pro-
blemas presentes tanto en los proyectos de investigaciones como
en su campo laboral. Es por eso que esta obra se ha realizado, con
el objeto de brindar al estudiante o investigador una herramienta
que le facilite la comprensién y aplicacion del calculo diferencial
como son los temas de desigualdades, funciones, sucesiones,
limite y derivada de funciones. Teniendo en cuenta lo anterior se
ha disefiado este libro con el objeto de brindar al lector la com-
prension de estos tépicos que son fundamentales y muy signifi-
cativos en los procesos de ensefianza y aprendizaje de las cien-
cias y en especial de las matematicas.

Abstract

The use and application of differential calculus in university stu-
dents allows them to develop skills in the approach, analysis,
modeling and application of problems involving mathematical
knowledge for the solution of problems present in both research
projects and in their field of work. Because of that this work has
been carried out, in order to provide the student or researcher
with a tool that facilitates the understanding and application of
differential calculus arccy such as inequality, functions, succes-
sions, limit and derivative of functions. Taking into account the
above, this book has been designed with the aim of providing the
reader with an understanding of these topics that are fundamen-
tal and very significant in the teaching and learning processes of
sciences and especially, of mathematics.
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Prologo

Esta obra sobre el calculo diferencial ha sido disefiada como una
guia de estudio para los estudiantes y docentes que estén cur-
sando o necesiten aplicar los topicos fundamentales del calculo
diferencial. Los conceptos, ejercicios y problemas son tratados
didacticamente, lo cual se puede evidenciar cuando se analiza o
resuelve un problema, el cual es realizado paso a paso en cada
uno de los temas tratados en esta obra. Ademads, se incorporan
definiciones y teoremas que son fundamentales para abordar la
solucidn de los problemas.

Nuestra experiencia como docentes de matematica durante
muchos afios, nos ha demostrado que esta disciplina es dificil de
aprender sin practicarla, por tal motivo, se han incorporado al
final de cada capitulo un grupo de problemas propuestos, con el
fin de que el estudiante reconstruya los esquemas cognitivos por
medio de las situaciones (ejercicios o talleres) de interaccion que
sean significativas de acuerdo con su nivel de desarrollo.

LOS AUTORES

Universidad del Atlantico
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Presentacion

Esta obra esta orientada a fortalecer los procesos de ensehanza
y aprendizaje del calculo diferencial en las instituciones de edu-
cacion superior. Para que los estudiantes y docentes dispongan
de un material bibliografico cuando estén solucionando un pro-
blema en sus investigaciones o en el trabajo, el libro contempla
métodos y técnicas utiles para todos los campos del conoci-
miento, porque con ellos es posible comprender y aplicar tdpicos
del calculo diferencial como desigualdades, funciones, sucesio-
nes, limite y derivada de funciones.

La intencién de esta obra es presentar un material de calculo
diferencial completo, facil de comprender, para llegar no solo a
los interesados en entender el calculo diferencial, que tanto se
usa y se aplica en la realidad, sino también a los estudiantes que
no estén interesados en el calculo diferencial como disciplina,
pero si como herramienta util en otras areas de conocimiento.

El mayor esfuerzo de este proyecto sobre la ensefianza y aprendi-
zaje del calculo diferencial va dirigido al estudiante, pues en el libro
los temas son presentados con una gran variedad de estrategias
encaminadas a brindar un escenario significativo para el aprendi-
zaje del calculo. Es por estas razones que los ejemplos fueron dise-
nados y seleccionados para que el estudiante o lector comprenda
y aplique facilmente cada uno de los tépicos tratados en esta obra.

Profesores se encargaron de la revision de: la teoria, los ejem-
plos, los talleres y aplicaciones, que contribuyeran con potenciar
este proyecto de matematicas. Es por esto, que hoy consideramos
conveniente presentar esta obra, porque cada uno de sus capitu-
los fue elaborado para que el lector conciba y aplique cada uno
de los temas del calculo diferencial tratados en este libro.

Universidad del Atlantico







Introduccion

En el mundo actual estan presentes los calculos, por ejemplo: el
analisis y evolucion de un sistema, la modelacién matematica de
un fenémeno o situaciéon, minimizar o maximizar funciones que
rigen un suceso o evento; todos estos casos mencionados son
ejemplos cruciales de la importancia del calculo diferencial en
esta era. Los aportes del calculo han sido las bases para el desa-
rrollo de la ciencia, en especial para los ingenieros, matematicos,
fisicos, contadores, economistas e investigadores que aplican y
estudian esta importante area del conocimiento. Un ejemplo de
esto es como el calculo ha avanzado tanto que hoy en dia se habla
de suimportanciay transversalidad en casi todas las profesiones.

Es importante resaltar que el calculo diferencial es una de
las piedras que forman la base para la construcciéon de la
ciencia. Esa es una de las razones por la cual es indispensable
su ensefanza en las instituciones de educacion superior. Es de
resaltar que los modelos matematicos son esquemas capaces de
simbolizar, mediante funciones, fendmenos o sucesos presentes
en la naturaleza o en otras ciencias. El calculo se ocupa de la
construccién de los modelos matematicos que ayudan a tomar
decisiones sujetas a las condiciones del problema que se esta
estudiando. Las reglas o métodos matematicos son un conjunto
de conocimientos utiles para todos los otros campos del saber,
porque con ellos podemos modelar, organizar, describir y
realizar inferencias de una investigacién o estudio.

Universidad del Atlantico
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Calculo diferencial con aplicaciones

~

Area de un rectangulo

Area del cuadrado

Area de un paralelogramo

Area del triangulo

Area de un trapezoide

Area de un rombo

Area del circulo

Area de un sector circular

Area de la esfera

Formulas de area

A=bh
A=1°
A=bh
Azlbh

2
A=—h(b+b')
A—ldd’
2
A=rxr’
A:Ln 2
360
A=4 v’

Universidad del Atlantico



Introduccién

Volumen del paralelepipedo V=abc

Volumen del cilindro V=rr’h

Volumen del cono V= %72’ r2h
4 3

Volumen de la esfera V= Efz r

Formulas de volumen

Universidad del Atlantico






Capitulo |

Desigualdades e
intervalos

INTRODUCCION A DESIGUALDADES E INTERVALOS

En este capitulo estudiaremos las desigualdades entre niimeros reales con
sus propiedades y repasaremos también las inecuaciones. Veremos como los
procedimientos seguidos en la solucién de desigualdades son similares a los
usados en la solucién de ecuaciones, aunque, existen ciertas excepciones.

Desigualdades

La afirmacién de que una expresion algebraica es mayor que (o menor que),
otra expresion algebraica se llama desigualdad [1]. Las expresiones, llamadas
miembros de la desigualdad. Deben ser nimeros reales. Los simbolos usuales
de desigualdad son >y <y se leen, respectivamente, es mayor que y es menor
que.

Si ay b son nuimeros reales, la desigualdad a es mayor que b escrita a > b signi-
fica que a - b es un niimero real positivo.

La desigualdad a es menor que b, escrita a < b significa que b - a es un ndmero
real positivo.

Propiedades de las desigualdades
Seana,beR.Sia<byb <c entoncesa<c
Enefecto,a<byb<c= (b-a) € R*Y(-bER+
[(b-a)+(c-b)] ER*

[(b-a+c-b)]ER

Universidad del Atlantico




Calculo diferencial con aplicaciones

[(-a+c)]eR?
[(c-a)] eR*

a<c

Esta propiedad se conoce como ley transitiva de la relacion <.

¢ El sentido de una desigualdad no cambia si se suman a ambos miembros
de la desigualdad un mismo ntimero real; en simbolos: si a < b entonces a
+c<b+cVab c€R.

En efecto, puesto que a < b = (b - a) € R* entonces para todo nimero real ¢, se
verificaque:b-a=b+c-c-a=(b+c)-(c+a).Luego[(b+c)-(c+a)]ERY
podemos concluirquea +c<b+cVa, b, c€R.

Esta propiedad nos permite afirmar que los términos de una desigualdad se

pueden trasponer en la misma forma que en una ecuacion.

¢ El sentido de una desigualdad no cambia si ambos miembros se multipli-
can por un mismo numero real positivo. Esto es, si a < b, entonces ac < bc
VceR".

En consecuencia, si se tiene que a < b, entonces (b - a) € R* puesto que c € R*,
se sigue que (b - a) c € R*. Multiplicando tenemos que bc-ac€ R*, y de aqui se
concluye que ac < bc V c € R*.

e Elsentido de una desigualdad cambia o se invierte si ambos miembros se
multiplican por un mismo ndmero real negativo. Esto es, si a < b, entonces
ac>bcVceER

En efecto, si a < b, (b - a) € R* puesto que ¢ € R;, se sigue que (b - a) c € R.
Multiplicando tenemos que bc-ac€ R, luego ac-bce R* y de aqui se concluye
queac>bcVceR

Muchos teoremas son consecuencias de la definiciéon y de las propiedades
anteriores.

TEOREMA 1. Seana, b,c,d e R. Sia<byc<d, entoncesa+c<b +d.

Demostracion:
a<byc<d=(b-a)eER'y(d-c)ER*
=>[(b-a)+(d-c)] ER?
=>[(b-a+d-c)]eER?

Universidad del Atlantico



Desigualdades e intervalos

=[(b+d-a-c)]ER*
=[(b+d)-(a+c)]€R"

a+c<b+d

TEOREMA 2. Seana, b €R. Sia b > 0, entonces (a>0yb>0)o(a<0yb<0)
Demostracion:

Vamos a realizar una demostracion por integracion.

Caso 1. Ni a ni b pueden ser cero, puesto que si uno de ellos fuera cero se

tendria que ab = 0, lo cual es contrario a nuestra hipétesis.

Caso 2. Sia o b es positivo, digamos a > 0 y si b < 0, entonces ab < 0, lo cual es
contrario a la hipdtesis. Se sigue entonces que si a es positivo, entonces b es

positivo y si b es positivo, entonces a es positivo.

Caso 3. Si a o b es negativo, digamos a > 0, y si b < 0, entonces ab < 0, lo cual
es contrario a la hipdtesis. Se sigue pues que si a es negativo o b es negativo,

entonces el otro debe ser negativo.

Intervalos finitos.

Si se tiene que a, b, ¢ € R con la condicién que a < by b < ¢, se puede expresar

esto de la forma a < b < c¢. Cuando esto ocurra decimos que b esti entre ay c.
Ejemplo 1.1.

Sabemos que - 1 < 4 y también que 4 < 7, entonces -1 < 4 < 7, esto es, 4 esta

entre-1y 7.

Indicamos que a < b si sucede una de las siguientes circunstancias: a < b (1);
a =b (2), es decir que a es menor que b o a es igual a b.

En forma andloga a la anterior a = b representaquea>boa=bh.

Si se tienen las desigualdades a < b y b < ¢, se pueden escribir comoa<b <c.
Estudiaremos ahora ciertos tipos de subconjuntos del conjunto de R de

los niimeros reales que son de gran importancia en el calculo diferencial e

integral.

Universidad del Atlantico



Calculo diferencial con aplicaciones

Puesto que hemos identificado los reales con los puntos de una recta, estos
subconjuntos pueden ser mirados como subconjuntos de dicha recta, y
estardn determinados por desigualdades y algunos de ellos recibiran el

nombre de intervalos.
Intervalo cerrado.

Sean g, b ndmeros reales tales que a < b. si x es un ndmero real tal que a < xy x
< b, es decir, a < x < b, entonces el conjunto {x € R / a < x < b} es el conjunto de
todos los nimeros reales que se caracterizan por ser mayores o iguales que a
y ser menores o iguales que b se llama intervalo cerrado de extremosay by

se denota por [a, b].

Luego[a,b]={xeR/a<x<b}

4 TN NNE » R
- I_/ /77 /77 77 777 1] "
a X b

Grafica 1. Intervalo cerrado

Ejemplo 1.2 El intervalo cerrado de extremos -2y 3es[-2,3]={x€R/-2<

x< 3} Graficamente, en la recta numérica serfa:

« r//|//V/|//|///1 » R
< AT T AT AT 7] v

—2-]0123

Grafica 2. Intervalo cerrado

Intervalo abierto.

Sean g, b nimeros reales tales que a < b. si x es un ndmero real tal que a <xy
x < b, es decir, a < x < b, entonces el conjunto {x € R / a < x < b} es el conjunto
de todos los niimeros reales que se caracterizan por ser mayores que d y ser

menores que b se llama intervalo abierto de extremos a y b y se denota por
(a, b).

Luego (a,b)={x e R/a<x<b}

. //////////\ » R
- V/////// 7/ ) v
a X b

Grafica 3. Intervalo abierto
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Ejemplo 1.3. El intervalo abierto de extremos -1y 2es (-1,2)={x e R /-1<

x < 2} Graficamente, en la recta numérica seria:

(L VLV /N .
N C7 /N7 A7) R

-1 0 1 2

Grafica 4. Intervalo abierto

Intervalo abierto a la derecha.

Sean g, b nimeros reales tales que a < b. si x es un nimero real tal que a < xy x
< b, es decir, a < x < b, entonces el conjunto {x € R / a < x < b} es el conjunto de
todos los nimeros reales que se caracterizan por ser mayores o iguales que a
y ser menores que b se llama intervalo abierto a la derecha de extremos a 'y

by se denota por [a, b). Luego [a, b) ={x € R/ a < x < b}.

r///////////\ + R
- 777777 rrr7)
a X b

Grafica 5. Intervalo abierto a la derecha

Ejemplo 1.4. El intervalo abierto a la derecha de extremos -2y 4 es [-2, 4) =

{xeR /-2 < x < 4} Graficamente, en la recta numérica seria:

< //|//V/|//|//V/\ » R
N L//A//'//l N7 ) g

-2—]01234

Grafica 6. Intervalo abierto a la derecha

Intervalo abierto a la izquierda.

Sean ag, b nimeros reales tales que a < b, si x es un numero real tal quea <xy
x < b, es decir, a < x < b, entonces el conjunto {x € R / a < x < b} es el conjunto
de todos los numeros reales que se caracterizan por ser mayores que d y
ser menores o iguales que b se llama intervalo abierto a la izquierda de

extremos a y by se denota por (a, b].

Luego (a,b] ={xeR/a<x<b}

. TN YNNE » R
- \//////// 7/ 1 o
a X b

Grafica 7. Intervalo abierto a la izquierda
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Ejemplo 1.5. El intervalo abierto a la izquierda de extremos -2y 3 es (-2, 3] =

{x € R/ -2 <x< 3} Graficamente, en la recta numérica seria:

< (L Ly Ly Ly LY » R
X AT T AT AT "

2 -1 0 1 2 3

Grafica 8. Intervalo abierto a la izquierda

Intervalos infinitos.

e Seaa €R, el conjunto de todos los nimeros reales que se caracterizan por

ser mayores o iguales que a, es decir {x € R / a < x} se denota por [a. o]

Ejemplo 1.6. El conjunto de todos los nimeros reales mayores o iguales que 5

lo representamos por [5, o], graficamente, en la recta numérica, tendriamos:

— A R
5 6 7 & 9.

Grafica 9. Intervalo infinito

El intervalo [a. o] lo mostramos en la siguiente recta numérica:

r/////////////////////‘R
V777777777777 77777777"

a

A

Grafica 10. Intervalo infinito

e Seaa €R, el conjunto de todos los nimeros reales que son mayores que q,

es decir {X € R/ a < x} se denota por (a. =).

Ejemplo 1.7. El conjunto de todos los nimeros reales mayores que 7 lo repre-

sentamos por (7, o), graficamente, en la recta numérica, seria:

< ///n//y/V/V////////////;R
7 A7 N7 A7 A7777 77777777

%
7 8 9 10..

Grafica 11. Intervalo infinito

El intervalo (a. o0) lo mostramos en la siguiente recta numérica:

4 ’/////////////////////‘R
< V7 77777777777 77777777

a

Grafica 12. Intervalo infinito
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e Sea a € R, el conjunto de todos los nimeros reales que son menores o

iguales que g, es decir {x € R / x < a} se denota por (- o, a].

Ejemplo 1.8. El conjunto de todos los niimeros reales menores o iguales

que - 2 lo representamos por (- o, -2], graficamente, en la recta numérica,

tendriamos:

///////|//1

< I l » R
///////////V 1 I | >
-3 -2 -1 0
Grafica 13. Intervalo infinito
El intervalo (- o0, a] lo mostramos en la siguiente recta numérica:
4/////////////////////1 » R
77777777 777777777777 >

a
Grafica 14. Intervalo infinito

Sea a € R, el conjunto de todos los nimeros reales que son menores que a,

es decir {X € R / x < a} se denota por (- =, a).

Ejemplo 1.9. El conjunto de todos los numeros reales menores que 1 lo repre-

sentamos por (- oo, 1), graficamente, en la recta numérica, tendriamos:

/ /111 117/ //|//|/////|///\ >R
‘///////////V/ 77V 7 A >

-3 -2 -] 0 ]

Grafica 15. Intervalo infinito

A///////////////////// »R
7777777 7777777777777 >

a

Grafica 16. Intervalo infinito

Operaciones con intervalos.

Por ser los intervalos subconjuntos de los R (nimeros reales) estan definidas
para ellos las operaciones entre conjuntos, es decir, la unién, interseccion,

diferencias y diferencia simétrica. Ejemplos:
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Ejemplo 1.10. Sean A=[2,5]y B =1[-1, 4]
Hallar: a) AUBb)ANBc)A-Bd)B-Aye)AAB

Solucion:
a) AUB =[2,5] U [-1, 4] = [-1, 5] (ver la grafica)
b) ANB =[2,5] N [-1, 4] = [2, 4] (ver la grafica)
c)A-B=12,5]-[-1,4] = (4, 5] (ver la grafica)

d)B-A=]-1,4]-[2,5] =[-1, 2) (ver la grafica)

e)AAB=[2,5]A[-1,4] = (AUB) - (ANB) =[-1,2) U (4, 5]

— L AN R

3 -2 -1 0 1 2 3 4 5
A

v

B

Grafica 17. Operacion con intervalos
Ejemplo 1.11. Sean A= (0,6]yB=(2,5)
Hallar: a) AUBb) ANBc)A-Bd)B-Aye)AAB

Solucion:

a) AUB = (0, 6] U (2,5) = (0, 6] (ver la grafica)

b) AnB =(0,6] N (2,5) =(2,5) (ver la grafica)
c)A-B=(0,6]-(2,5) =(0,2]U ][5, 6] (verlagrafica)
d)B-A=(2,5)-(0, 6] =0 (ver la grafica)
e)AAB=(0,6]A(2,5)=(AUB)-(AnB)=(0,2] U [5, 6]

3 2 0 1 2

Grafica 18. Operacion con intervalos
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Desigualdades condicionales.

Una desigualdad es condicional si es satisfecha por algunos niimeros reales

solamente, es decir por todos los elementos de un subconjunto propio de R.

Ejemplo 1.12.

x + 7> 0 es una desigualdad condicionada ya que el conjunto solucidn es
S={xeR/x>-7}.

Los siguientes ejemplos ilustran el uso de las propiedades en la solucién de

desigualdades condicionales que llamamos inecuaciones.

Ejemplos 1.13.

1. Hallar el conjunto solucién de la desigualdad 3x + 2 < 2x + 4.

Solucion:

3x+2<2x+4 S 3x<2x+2sumando - 2 aambos miembros.

© x < 2 sumando - Zx a ambos miembros.
Luego el conjunto solucién es S={x € R / x < 2} = (- 0, 2).
Ejemplos 1.14. Hallar el conjunto solucién de 4x - 2 > 6.

Solucion:
4x -2 >10 © 4x > 12 sumando 2 a ambos miembros.

< x > 3 multiplicando ambos miembros por 4.
Luego el conjunto solucién es S={x € R / x > 3} = (3, o).
Ejemplos 1.15. Hallar el conjunto soluciéon de 2x-3 2 - 2.

Solucion:
2x-32=-2 < 2x>1sumando 3 a ambos miembros.

& x 2 ¥, multiplicando ambos miembros por %.

Luego el conjunto solucibn es S={xeR /x=2 % }=[ ¥, o).

Ejemplos 1.16. Hallar el conjunto soluciéon de la inecuacion (2x + 5)(x - 3) > 0.
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Solucion:
Por el teorema 1 sabemos que a b > 0, entonces (a>0yb>0)o (a<0yb<0).

Si (2x + 5)(x - 3) > 0, entonces se tiene que:

2x+5>0 2x+5<0
2x+5)(x—-3)>0< < y (1) o y (2)
x—3>0 x—3<0
Por tanto,
5
xX>—— x<——
2
2x+35)(x-3)>0< y (1) o y  (2)
x>3 x<3

Seguidamente buscamos los valores de x que satisfacen las desigualdades:
x>-5/2 yx>3, el conjunto solucién de las inecuaciones obtenidas en (1) es:
S$1=(-5/2,00) N (3, ) =(3, ).

)

x<-5/2yx<3, el conjunto solucién de las inecuaciones obtenidas en (2) es:

$2=(-,-5/2) N (- o,3) = (-,-5/2).
Por ultimo, el conjunto solucidén es: S =81 U S2 = (- o0, - 5/2) U (3, ).

Un método alternativo para encontrar la solucién de la inecuacién (2x +

5)(x - 3) > 0 es el siguiente:
Representamos graficamente cada uno de los factores de la inecuacidn.

Observamos los valores de x que hacen que el producto cumpla con la des-

igualdad pedida.
Se representa en una recta numérica el conjunto solucion.

Asi, buscamos los ceros relativos:

2x + 5 > 0 para todos los valores x > - 5/2.
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2x + 5 < 0 para todos los valores x < - 5/2.

x - 3 > 0 para todos los valores x > 3.

x - 3 < 0 para todos los valores x < 3.

Graficamente seria:

O++++++++++++++++++++

2x+5 =ttt R
342 10 1 2 3 4 5
=52
------------------------- 0++++++++
x-3 1+ — — R
3 2 10 1 2 3 45
i e e i S +4++++++++
(2x+5)(x-3) « —t—t—t—t+— —t » R
3%-2 .10 1 2 3 4 5
-512

Grafica 19. Desigualdades e intervalos

Por ultimo el conjunto solucién es: S = (- o0,-5/2) U (3, o), los cuales cumplen

con la condicién de que (2x + 5)(x - 3) > 0.

Ejemplos 1.17. Hallar el conjunto solucién de la inecuacion.

Solucion:

x—4
x+7

>0

Es necesario observar que x no puede tomar el valor de -7.

x -4 = 0 para todos los valores x = 4.

X - 4 <0 para todos los valores x < 4.

x+ 7 >0 paratodos los valores x > - 7.

x+ 7 <0 paratodos los valoresx < - 7.
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Graficamente seria:

+++++++

x-4 —————————t+—+— >R
7-6-54-3-2-1 01234735

....... ++++++ AR

x+7 —————————t+—+— > R
7-6-54-3-2-1 0123475

e i e R ++++++

o R

ERLE T .
7-6-54-3-2-10 12 3435

Grafica 20. Desigualdades e intervalos

Por ultimo el conjunto solucién es: S = (- o, - 7) U [4, ), lo

con la condicién de que X~ 4 >0

x+7

s cuales cumplen
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TALLER 1

1. Utilizando la notacién de intervalos, encontrar en cada uno de los siguien-
tes ejercicios el conjunto correspondiente y represéntalo graficamente.

a)[-3,7]u[2, 6]
b)[2,4]U[3,10]
o) [0,3]ul-7.1]
d)[2,6]-(-3,7)
e)(6,9][7,10)
0 (-0,8)0[-5,0]
1 3
o353
h) ['3, 2}A[— 1,5]
4
i)[-8,3)A3,5)
j[-3,6)A(6,10]
k) [-7,573]-[1/2,3]
1)[-8,0]-(0,5)
m)[1,4)A(2,5]
n) (1,5)A(1,5)
0)[-7,0JA[-2,3]
2. Hallar los ceros relativos de los siguientes factores lineales y representar
los signos en la recta numérica (real). 37

a)3x—4 b)16x+8 c)x+7 d)%x—%

3. Hallar el conjunto solucidn de las siguientes inecuaciones:

a)2x+4>3x+2
b)3x-5<4

c)x+5<lx—8
2
d)—x+3S_T2x—9

e)—Sx—l23—x
4

L 2-7x _2x-3
_
N

X X
g)§+§>7
Eg4x75

-4 3
Dx*=5x+6>0
m) (x+3) x=5)x+2)<0
nx*+x-12<0
0)2x* +5x-3>0
p)2x> +7x-15>0
q)x’ —5x* —6x<0
r)4x* —5x-6<0

h)
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Capitulo Il

Valor Absoluto

CONCEPTOS BASICOS DEL VALOR

Valor absoluto de un numero real.

Con cada numero real a existe asociado un ndmero real no negativo llamado
el valor absoluto de a, el cual se denota por | a | y se define como sigue:

a, sia=>0
a= )
—a,sia<0

“7|=-(-
7)=7, | 0 | = 0. Geométricamente el valor absoluto de un nimero real g, es

Claramente en términos de esta definicion se tiene que | 3 | =3,

interpretado como la distancia entre el origen 0 y el punto que representa al

numero real a sobre la recta numérica [2].

TEOREMA 1.vacR, |a|>0

Demostracion:

Casol.a>0.a>0= |a| = a. Concluimos que |a| > 0.
Caso2.a=0.a=0= |a| =|0] =0.

Caso3.a<0.a<0=> | a | =-a. Por ser a <0, entonces - a > 0 y concluimos
que |[a| > 0.

Integrando los tres casos anteriores se tiene que: VacR, ‘ a ‘ >0 .

TEOREMA 2.VacR, a s\a\ .
Demostracion:

Casol.az=z0.az20= |a| =a.
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Caso2.a<0.a<0> |a| =-a.Por ser a <0, entonces - a > 0 Por tanto a< 0
<-a=|aj.

Integrando los casos 1y 2 concluimos que VacR, a < ‘ a ‘

2

2
TEOREMA 3.vacR,| a|” = a”.

Demostracion:

2
Sabemosque|a| =|a|-|a|.

Casol.az0.az20= |a| = a. Entonces, a|2: |a| |a| =a.a=a2

Caso2.a<0.a<0> |a| = - a. Entonces, |a|2: |a| |a| =(-a).(-a)=a2
2

2
a‘ =da

Integrando los casos 1y 2 concluimos que Ya<R,

TEOREMA 4. “a, b €R,

ab|=|al|b]
Demostracion:

Por definicion tenemos:

||_ a, sta>0
4= —a,sta <0
|b|— b, sib>0

|=b,sib<0

Y en consecuencia existen cuatro casos posibles a saber:

Caso1l.a=20yb=20.

az20yb=20=abz0.Entonces ordefinicic')n|ab|:abycomo|a|=ay
|b|:b,claramentesetieneque Fab|:ab:|a| b|.

Caso2.az20yb<0.

Dea =0y b <0.Vemos que a b < 0. Entonces |ab

=-ab=a(-b)ycomo
al=ay |b = - b, claramente se sigue que |ab|=

al |b].

Caso3.a<0yb=0.

Dea<0yb=0.Se tiene que a b < 0. Entonces

abl=-ab=(-a)bycomo
|a|:—ay|b|:b,entonces |ab|:(-a)b: |a

|b|.

Caso4.a<0yb<0.

Dea<0yb<05esiguequeab>prortanto|ab|:ab:(-a)(-b).Enton-
ces,como |a|=-ay |b =-b,entonces|ab|:(-a)(-b):|a| b|.
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Hemos demostrado que el valor absoluto de un producto de dos niimeros

reales es igual al producto de los valores absolutos, es decir, a, b €R,
[ab|=]a||b],

TEOREMA 5.Va, b <R,| a +b | <|a|+|b|
Demostracién
Sabemos por el teorema 3 que | a+b | 2=(a+b)2(1).

Y por el teorema 2, que a b < | ab | .Ademas por el teorema 4, se tiene que a
b<|abl|.=|al |b] (2).

De (1) tenemos que:

la+b|2=(a+b)2=a2+2ab+b2=|al2+2ab+|b]|2.

Utilizando (2) tenemos que:
la|2+2ab+ |b|2<|al2+2|a| |b| +|b|2=(|a| + |b])2.

+ | b | )2, De donde se puede

De lo anterior se obtiene que, |a+b|2$(|a
a+b‘£‘a‘+‘b‘.

concluir, teniendo en cuenta el teorema 1 que

TEOREMA 6.Va R, —| a|<a <|a|

Demostracion:

Caso 1. (az0)

az0= | a | .= a. Entonces, | a | > 0 y multiplicando ambos miembros por - 1,
tenemos- |a| <0yasi- |[a| <0<a= |a| estoimplica que - |a| <as<|al.

Caso2.(a<0)
a<0= | a | .= - a.y por supuesto - a > 0, en consecuencia | a | > 0.

Entonces, - |a| <0y- |a| a<0<-a:|a| podemos concluir que - |a|sa
£la].

Por integracion de los casos 1y 2 se obtiene que Va €R, — ‘ a ‘ <a< ‘ a ‘

TEOREMA 7.b 2 0,

al<b < -b<a<h
Demostracion:

= Supongamos primero que | a | <b.

Como a < | a | Va € R por teorema 2, y | a | < b, tenemos por transitividad
queac<b(1).

También multiplicando ambos miembros de | a | < bpor -1 se tiene que - | a |
> - b. Sabemos por el teorema 6 que - |a| < a. Aplicando transitividad con-
cluimos que - b < a (2). De (1) y de (2) concluimos que - b <a < b.
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< Inversamente, supongamos que b =2 0y - b < a < b. Probemos que | a | <b.
Sia =20, entonces | a | =aycomo a < b tenemos que | a | <b.

Si a < 0, entonces | a | =-aycomo - b < atenemos que b = - a, y por consi-
guiente |a| <b.

Concluimos que |a| <bh.

De:>yCSedemuestraque:bZO,‘a‘Sb & —-b<acgh

TEOREMAS8.b>0,|a|2b < —-b2a 6 axb

TEOREMA9.|a|=|b| & a=b & a=-b,
Las demostraciones de los teoremas 8, 9 se dejan al lector.

Ecuaciones con valor absoluto.
Ejemplo 2.1.

Hallar el conjunto solucién de la ecuacion |x | =17.

Solucion:
De acuerdo con la definicion de valor absoluto tenemos:
x=7, six=0
|x| =7 <

-x=7,81x<0

Con base a lo anterior tenemos las siguientes soluciones: x =7 6 x =- 7, es
decir:

S={-7,7}

Ejemplo 2.2.

Hallar el conjunto solucién de la ecuaciéon |x -5 | =2.

Solucion:
De acuerdo con la definicion de valor absoluto tenemos:
x—=5=2, si(x—5)>0

|x—5|=2<:>{ .
—(x=5)=2,s51(x-5)<0

Con base a lo anterior tenemos las siguientes soluciones:
x - 5 =2 despejando x de esta ecuacién se obtiene que x = 7

-(x-5) =2 esdecir,-x+5 =2, de donde se obtiene que x = 3.

Luego el conjunto soluciéones S={3,7 }
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Ejemplo 2.3.

Hallar el conjunto solucidén de la ecuaciéon | 2x+ 3 | =x+1.

Solucion:
De acuerdo con la definicion de valor absoluto tenemos:

2x+3=x+1, si(2x+3)>0

2x+3=x+le .
—(2x+3)=x+1,51(2x+3)<0

Con base a lo anterior tenemos las siguientes soluciones:
2x + 3 =x + 1 despejando x de esta ecuacion se obtiene que;
2x-x=1-3
x=-2
-(2x+3)=x+1, esdecir, - 2x - 3 =x + 1, de donde se obtiene que
-2x-x=1-3
-3x=-2
2

X=-—

3
Luego el conjunto soluciones S={-2,2/3 }.
Ejemplo 2.4.

Hallar el conjunto solucién de la ecuacion | x+4 | = | X+2 | .

Solucion:

De acuerdo con el teorema 9 tenemos:

x+4=x+2 (1)
|x+4|:|x+2|<:> Vv
x+4=—(x+2) (2)

La solucién de (1) es ¢, y la soluciéon de (2) esx =- 3,

Luego el conjunto soluciénes S={-3}.
Inecuaciones con valor absoluto

En la solucién de inecuaciones con valor absoluto generalmente se utilizan los
teoremas 7 y 8, los cuales han sido demostrados anteriormente. El proceso a

seguir es el usado en el capitulo anterior. Veamos algunos ejemplos.
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Ejemplo 2.5.

Hallar el conjunto solucién de la inecuacién |x | <4,

Solucion:
De acuerdo con el teorema 7, se tiene que |x | <4e-4<x<4.

Luego x € ( - 4, 4). Entonces el conjunto solucién es S = ( - 4, 4).

Ejemplo 2.6.

Hallar el conjunto solucién de la inecuacidon | 5x| <2.

Solucion:
De acuerdo con el teorema 7, se tiene que:
|5x| S2&-2<5x<2.
©-2/5<x<2/5.
& x€e|[-2/5,2/5].

Luego el conjunto solucionesS=[-2/5,2/5].

Ejemplo 2.7.

Hallar el conjunto solucién de la inecuacién | 3x-2 | <1/2.

Solucion:
De acuerdo con el teorema 7, se tiene que:
|3x-2| <1/2-1/2<3x2<1)2.
©2-%<3xs2+%.
& 3/2<3x<5/2.
& ¥%<x<5/6.

©x€[V%,5/6].
Luego el conjunto soluciénes S=[%,5/6].

Ejemplo 2.8.

Hallar el conjunto solucién de la inecuacién | 2x-3 | <x+1.

Solucién:
De acuerdo con el teorema 7, se tiene que:
x+1>20 (1)
|2x - 3| <x+le A
—(x+D<2x-3<x+1 (2)
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De (1) se siguequex=-1=>x€[-1,00).

Resolviendo (2) vemos que hay dos inecuaciones simultaneas:

-x-1<2x-3y2x-3<x+1.

Al resolverlas encontramos que:
-x-1<2x-32<3x%,
& 2/3<x,
©x€E[2/3,0).

Y su conjunto soluciénes A=[2/3,00).
También, 2x-3<x+1©x<4

S x € (-0, 4],

Y su conjunto solucién es B = (- oo, 4].

Luego la soluciéon de (2)esANB=[2/3,0 ) N (-, 4] =[2/3, 4].

Finalmente el conjunto solucién S estd constituido por los niimeros x que
satisfacen (1) y (2). Luego, S=[-1,0 )N [2/3,4] =[2/3, 4].

Ejemplo 2.9.
x+3

+1

<1

Hallar el conjunto solucién de la inecuaciéon

Solucion:

Sabemos que x no puede tomar el valor de - 1 puesto que x + 1 = 0y se tendria
una divisién por cero.

x+3

x+3
Del teorema 7, se sigue que: | 1 <1
x+1

<1l & -1< <
x+1

Tenemos en consecuencia dos inecuaciones simultineas, a saber:

(1) —1£x+3 @) )c+3<

x+1 x+1

1

Resolvamos (1). Sumemos 1 a ambos miembros para obtener:

x+3+120 o 2x+420

x+1 x+1
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+H++++++H A+

2x+4>0 —+H—+—+—+—+—+——+—+—++—+—+ » R
-7 -6-5-4-3-2-1 012 3 4 5
------------------ --rF+Ft+t+++++++++++++
x+1>0 —+—+—+—+ —t——1—1+— >R
-7 -6-5-4-3-2 -1 012 3 4 5
+++++++++++++ --++++++++++++++
2x+4 >( <« e o—t+—+—+—+—"+— > R

x+1

-7 -6-5-4-3-2-1 012 345

Grafica 21. Desigualdades e intervalos

+4
x+1

A={xem 20}:(—00,2]u(—1,oo)

Ahora debemos resolver (2). Tenemos:

x+3
x+1

x+3<1

< 2 <o
x+1

x+1

-150 <

Como 2 >0,sesiguequex+1<0=>x<-1=>x€(-o,-1).

Entonces el conjunto solucidn estd constituido por todos los valores x que

satisfacen (1) y (2). Es decir:

S=AN(=0,-1)=((-,-2]U(-1,0)) N (=00, — 1) = (—o0, - 2]

Ejemplo 2.10.

Hallar el conjunto solucidén de la inecuacién | 3x+1 | <2 | x-6 | .

Solucion:

Esta desigualdad la manejaremos de la siguiente forma:
Bx+1<2x-6] < Px+l<2x-12|

(Bx+1) <(2x-12)

Ox® +3x+1<4x® —48x +144

5x* +54x-143<0
(5x—11)x+13)<0

f—

<~
f—
L
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Los puntos de separacion para esta desigualdad cuadratica son - 13y 11/5;
ellos dividen al eje en tres intervalos (- o0,-13 ), (-13,11/5)y (11/5, o).
Donde soélo los puntos de (- 13, 11/5 ) satisfacen la desigualdad.

Ejemplo 2.11.

Hallar el conjunto solucién de la inecuacion.

Solucion:

Esta desigualdad la manejaremos de la siguiente forma:

Tabla 1. Desigualdad con valor absoluto

lIx—4|+2x=10

Luego el conjunto soluciénes: S =S5, N S, N S3=[ 6,0 )U [

Ejemplo 2.12

x—4 <0 ocuando x € (—co 4] x—4 =20 ocuandox € [4,00)
—(x-4)+2x2>10 (x—4)+2x=>10
—-x+4+2x>10 x—4+2x=>10

x=6 14
Xz —=

Hallar el conjunto solucidén de la inecuacion

Solucion:

45, )
3’

Esta desigualdad la manejaremos de la siguiente forma:

Tabla 2. Desigualdad con valor absoluto

lx—4|+|x+3|<8

xX—4=<0AXxX+3=<0 0o|x—4<0AXx+320|x—4=20 A x+32=2
cuando x € (—e0 ,-3] o cuando x € [-3 , 4] 0 ocuandox € [4, )
~x-D+(-x+3) [-GC-D+E+3)<8| x-D+(x+3)<8
<8 —x+4+x+3<8 x—4+x+3<8
—x+4-x—-3<8 7<8 2x-1<8
2x+1<8 Proposicion verdadera 9
7 £8s
7 S5, =[-3,4 9
si=(-3.) s Sa= (- 03)

Luego el conjunto solucioén es:

S=Slﬂ Szn S3=<

e san ()
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TALLER 2

Repaso de conceptos.

1. La desigualdad | x-2 | < 3 es equivalente a:

2. La desigualdad del triangulo dice :

3. ;Cual de los equivalentes enunciados son siempre ciertos?

a)|—x| =X b)|x|2 = x’
o)y =y d)fx =] 2 [x| -]y
e)x < e -+ |y| HVx? =x
4. Para estar seguros de que | 5x-20 | < 0,2 necesitamos que | x-4 | <

PROBLEMAS

En los problemas del 1 al 12 encuentre el conjunto soluciéon de las desigual-

dades dadas:
Llx+1<4 2.[x-2<5 3.px+4<8
4.2x-7|<3 5.5-2/<6 6.5 +1<4
3 5

7.2x-7]>3 8.5x—6)>1 9.J4x+2/>10

X 5 1
10.=+7|22 11.2+=>1 12.=-3/>6

2 X X
13.x =3[+ x —8]< 10 14. Bx+10[+6x>5  15. [4x|+[2x—6]>3x
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En los problemas del 13 al 16 demuestre que la implicacién indicada es
verdadera.

13.]x-3 <05 = [5x-15/<25

14.x+2/<03 = [4x+8<12
15.|x—2|<% = |6x-12/<s
16.|x+4|<§ = |2x+8<e¢

En los problemas del 17 al 20 encuentre 6, (que dependa de €) de modo que
la implicacién sea verdadera.

17.]x-5<6 = Px-15<e

18.]x-2|<6 = [4x-8<¢

19.]x+6/<6 = |6x+36]<¢

20)x+5|<85 = [5sx+25<¢
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Capitulo |1l

Plano Cartesiano

EL SISTEMA RECTANGULAR DE COORDENADAS
Ejes de coordenadas.

En un plano P escojamos un par de rectas perpendiculares, una horizontal y
otra vertical. La horizontal se llama el eje x y la vertical el eje y (Ver la grafica
22 siguiente)

b P(a, b)
3 1+
)+
1+

L1 [

2 -1 0123 4 a
1T

Grafica 22. El plano cartesiano

Ahora tomamos un sistema lineal de coordenadas sobre cada una de ellas,
con las condiciones siguientes: El origen para ambas sera el punto 0 donde se
cortan. El eje x esta orientado de izquierda a derecha y el eje y de abajo arriba.
La parte del eje x con coordenadas positivas (la derecha) se llama eje x posi-
tivo y la parte del eje y con coordenadas positivas (la superior) se llama eje y
positivo. Estableceremos una correspondencia entre los puntos del plano Py

los pares de niumeros reales.
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Coordenadas.

Sea P cualquier punto del plano (ver figura anterior). La recta vertical que
pasa por P corta al eje x en un solo punto; sea a la coordenada de este punto
sobre x. El numero a se llama coordenada x de P (o abscisa de P). La recta
horizontal que pasa por P corta al eje y en un solo punto, sea b su coordenada
sobre el eje y. El nimero b se llama coordenada y de P (u ordenada de P). De
esta forma, todo punto P tiene un tnico par (a, b) de nimeros reales asocia-
dos con él. Reciprocamente, todo par (a, b) de nimeros reales esta asociado

con un Unico punto en el plano [3].

Ejemplo 3.1. En el sistema de coordenadas:

Para hallar el punto de coordenadas (2, 3) partimos del origen, no movemos
dos unidades a la derecha y luego tres hacia arriba.

Para hallar el punto de coordenadas (- 4, 2) partimos del origen, nos movemos
cuatro unidades a la izquierda y luego dos hacia arriba.

Para localizar el punto (- 3, - 1) partimos del origen, nos movemos tres unida-

des a la izquierda y luego una hacia abajo.

¥

(_ 4a 2) 3 (2a 3)
— 2
1 1+

L1 1 1 L1

-4 ﬁ -2 -1 T 23 4
X =11 X
(_33 '1) -y

Grafica 23. Puntos en el plano cartesiano
Cuadrantes.

Sea un plano P en el que hemos definido un sistema de coordenadas. El plano,
exceptuados los ejes coordenados, se puede dividir en cuatro partes iguales,
llamadas cuadrantes. Todos los puntos con ambas coordenadas positivas
forman el primer cuadrante, o Cuadrante I, en la parte superior derecha. El
Cuadrante Il es el de los puntos con coordenada x negativa y coordenada y

positiva. Los cuadrantes 1l y IV se indican en la siguiente figura:
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I I

-4,2) 3 2,3)

1 I ] 11
4-3-2-10 1234

0 T+

111 v

v

Grafica 24. Cuadrantes en el plano cartesiano

Formula de la distancia.

La distancia £, P, entre los puntos P1 y P2 con coordenadas (x1,y1) y (x2, y2)

es:

R =y = + (=)’

(x2, ¥2)
2
P, P V2-Yi
yi
(1, y1) X2-X; (x2 y1)
0 X7 X2

Grafica 25. Distancia entre dos puntos
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Ejemplo 3.2.
La distancia entre (2, 5) y (7, 17) es:

§ 4 4 2 I 4 ! § B i i i ] #

Grafica 26. Distancia entre dos puntos

PP, =(1-2) +(17=5F =4/(5) +(12)° =+/25+144 =169 =13

La distancia entre (- 1, 2) y (- 3, 5) es:
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Grafica 27. Distancia entre dos puntos

BP, = (3= +(5-2F =y(-3+1] +BF =(-2)7 +9=4+9 =413 a

Formulas del punto medio.

El punto M(x, y) que esta en el centro del segmento que une los puntos: P1 (x1,
y1)y P2 (x2,y2) tiene coordenadas:

x:x1+x2 y:y1+y2
2 2

Las coordenadas de ese punto medio son los promedios de las coordenadas
de los puntos terminales.

Ejemplo 3.3. El punto medio del segmento que une (2, 9) y (4, 3) es:
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Grafica 28. Punto medio

Punto medio= (2 4 , 9+3j =(3,6)
2 2
Problemas resueltos

Ejemplo 3.4. Probar que la distancia entre el punto P (%, y) y el origen es
NEEE
Solucién:

Como el origen tiene coordenadas (0, 0), al utilizar la formula de la distancia
para estos dos puntos, nos queda que:

d((0,0), (x, )= (x =0 +(y-0) = /x> +*

Ejemplo 3.5. ;Es isésceles el tridngulo de vértices A(1, 5), B(4, 2) y C(5, 6)
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Solucion:

Grafica 29. Tridngulo is6sceles

Para comprobar que el tridngulo es isdsceles deben existir dos lados iguales,
los lados del triangulo los encontraremos por medio de la férmula de la dis-
tancia, es decir:

AB=[(1-4) +(5-2F =y(-3) + (3] =0+9 =418
AC=A(1=5)F +(5-6) =/(c4f + (1) =16+1=A17
BC=y(4-5F +(2-6) =y/(-1) +(-4) =1+16 =17

—
+

[S—
(o¢]

+
3

3

Como E = E, el tridngulo es isdsceles.

Ejemplo 3.6. Encontrar el punto medio de (0, a), (3, - 2)
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Solucion:
0+3 a-2 3 a-2
Punto medio=| ——, =| -,
2 2 2 2
TALLER 3

1. Dibujar un sistema de coordenadas y:
Marque los puntos.
Calcule la distancia entre cada par de punto.

Y halle el punto medio del segmento recto que los une.

a)(2,1),(4,5) b) G 1), (73 -5j c) @%j (% 1)

OB e-2,0)(0.42)

2. Halle x de manera que la distancia entre los puntos sea 5.

a) (0,0), (x,-4) b) (2,- 1), (x, 2).

3. Determinar y de modo tal que la distancia entre los puntos sea 8.

a) (0,0), (3,»)b) (5, 1), (5, ).
4. Dibujar el triangulo de vértices A(2, 5), B(2, -5) y C(-3, 5) y hallar su area.

5.5i (2, 2), (2, - 4) y (5, 2) son tres vértices de un tridngulo, hallar el cuarto
vértice.

6. Hallar el perimetro del tridngulo de vértices A(4, 9), B(- 3, 2) y C(8, -5).

7. Probar analiticamente que el punto medio de la hipotenusa de un triangulo
rectangulo equidista de los tres vértices.
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Capitulo |V
Funciones

CONCEPTO DE FUNCION

Dados dos conjuntos no vacios A y B, una funcion F de A en B, denotada por:

F:A———>B"6"A—————>B
Es unarelacion que permite asignar a TODO elemento uno y solo un elemento [4].

De esta definiciéon podemos concluir que las condiciones impuestas a una
funcién debe cumplirlas solo el conjunto A (conjunto de partida); es decir:

En A no puede sobrar elementos: el dominio de la funcidén es igual al conjunto
de partida A.

Cada elemento de A sélo puede relacionarse con uno y solo uno de B.

Veamos algunos ejemplos en los cudles las relaciones de los dos conjuntos A
y B son funciones o no.

Ejemplo 4.1. La relacion de la figura siguiente, no es funcidn, ya que el ele-
mento 3 del conjunto A no esta asociado a ninguin elemento del conjunto B.

A > B

DN B W N —

Grafica 30. Relacion entre conjuntos que no es una funciéon
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Ejemplo 4.2. La relacién de la figura siguiente, no es funcién, porque un ele-

mento del conjunto A, el 1, se relaciona con dos elementos del conjunto B.

A > B

| 7 > a
y. — b
3 \bc
4 i >d
5 >c

Grafica 31. Relacion entre conjuntos que no es una funciéon

Ejemplo 4.3. La relacién de la figura siguiente, es una funcién, porque todos

los elementos del conjunto A, se relacionan con un elemento del conjunto B.

A > B

L \
2 —

3

4]

5 /

Grafica 32. Relacion entre conjuntos que es una funcién
Clases de funciones.

Funciones inyectivas:

Si f es una funcion de X en Y, entonces f es inyectiva (univocao 1 -1 ). Una
funcién es INYECTIVA o UNO A UNO si y solo si cada elemento del RANGO es
imagen de un solo elemento del dominio.

Funciones sobreyectivas.

Una funcién es sobreyectiva, si TODOS los elementos del CONJUNTO DE
LLEGADA son imagenes de al menos un elemento del DOMINIO.

Funciones biyectivas :

Una funcién f de X en Y es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.
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Funcion inversa.

Si f es una funcién de X en Y que es inyectiva, entonces la relacién inversa f
del rango de f en X es una funcién que se llama FUNCION INVERSA de f. En

este caso la funcion inversa de f se denota por f *.

Dada dos funciones reales de variable real fy g podemos definir cuatro

nuevas funciones a partir de las dadas, asi:

1. Funcién suma.
La funcién definida mediante la ecuacion

S(X)=f(X)+g(X)eslafuncién sumadefyg.

2. Funcion producto.

p(X)=f(X)g (X) eslafuncién producto.

3. Funcion cociente.

Q(X)=f(X)/g(X) cong(X)#0 eslafuncion cociente.
4. Funcion compuesta.

H(X)=f(g (X)) eslafunciéon compuesta de fy g. Los dominios de las tres
primeras son las de interseccion de los dominios de fy g, salvo en la tercera
que se quitaran los valores de X que hagan g (X ) = 0. El dominio de la funcién
compuesta es el conjunto de valores de X para los que tenga sentido la opera-

cion que alli se realiza.
Funcién compuesta.

Dadas las dos funciones fy g, la funcion compuesta, representada por fog,

esta definida por:

(f e 8)(x) = f(g(x))

Y el dominio de fog es el conjunto de todos los nimeros x en el dominio g,

tales que g(x) se encuentra en el dominio de f.

Ejemplo 4.4. Dado que f esta definida por f(x) = Jx y g esta definida por
f(x)=2x - 3, hallar H(x) = fog. y determinar el dominio de H(x).
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Solucion:

H(x)=(f°g)x)=f(g(x) = f(2x=3)=+2x -3

El dominio de g es (-o0, + o0 ) y el dominio de fes [0, + o). Asi el dominio de
H(x) es el conjunto de los nimeros reales para los cuales 2x - 3 =2 0, lo que es
lo mismo, [3/2, + o).

Ejemplo 4.5. Dado que fy g estan definidas por:
f)=Axygl)=x" -1

Determinar: (a) fog ; (b) gog ; (c) fof’; (d) gof

Solucion:

@ (f o)) = f(x* - =2 -1

(b) (g0 g)(¥) =g~ =(x* ~1] ~1=x* —2x°
©(f o f)0) = f(x) =Vx =4x

@ (go f)0) =g =Wx) ~1=x-1

Funcién como correspondencia.

Una funcién es una correspondencia que asigna a cada elemento de cierto
conjunto, llamado dominio de la funcién, un tnico elemento en un segundo
conjunto, llamado recorrido de la funcién.

Ejemplo 4.6.

> 2
>3

AW N =
v
N

> 5

Dominio Recorrido
0 rango

Grafica 33. Funcion entre conjuntos
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Ejemplo 4.7.

Dominio Recorrido

) 0 rango
Grafica 34. Funcion entre conjuntos

Notacion de una funcién.

Si (a, b) es un elemento de una funcién f, entonces fasocia el elemento a, per-
teneciente al dominio, con el elemento b, perteneciente al recorrido y se dice
que b es la imagen de a por f.

Se escribe:
f: a - b otra forma de denotarlo serfa: a —— b

Por otra parte, si una funcién viene dada por una ecuacién, se necesita una
informacidon adicional para determinar la funcién. Por ejemplo: 3x - 2y = 5, (x
0 y pueden representar los elementos del dominio). Si x representa los ele-

. . ./ . 3 5
mentos del dominio, se puede despejar y en funcién de x, es decir: y ==x—-=

C . y 2
es la funcién y se dice que y es funcién de x.

x se denomina variable independiente por que se le puede asignar cualquier valor. Mientras
que a y se le denomina variable dependiente porque sus valores dependen de los valores
que se le asignen a x.

Se puede usar el simbolo f{x) en lugar de y, escribiendo f{x) = ¥ =%x—§. En
otras palabras y=f{x) indica que (x, y) es un elemento de la funcién.

Ejemplo 4.8.

Sea f{x) =x - 1 entonces f{2) =2 - 1 = 1 indica que (2, 1) es un elemento de la
funcidn. x es la variable independiente, f{x) o seay es la variable dependiente.

Supoéngase que f{x) = 5x + 3 Determine cada una de las siguientes expresiones:

(1), f2), f(3) y f{4)
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Solucion:

Como f{x) =5x+3

fl1)=5(1)+3=5+3=8 Equivale a (1, 8)
fl2)=52)+3=10+3=13 “""(2,13)
f3)=5(3)+3=15+3=18 “""(3,18)
f(4)=5(4)+3=20+3=23 ““"(4,23)
Ejemplo 4.9.

Graficar y encuentre el dominio de rango de la funcién:

Solucion: La grdfica es:

Grafica 35. Funcion lineal

El dominio de la funcién esta dado por:

Dominio = {x, tal que: f(x) = V10 + x € R} = {x, tal que: 10 + x > 0}
={x/x>=-10} = [-10,00)

El rango o recorrido de la funcién esta dado por:

Rango = {y ,tal que: f(x) =V10 + x € R} = {y, tal que: y = 0} = [0, )

Ejemplo 4.10.

Graficar y encuentre el dominio de rango de la funcion:

fX)=vx—1-v10—x
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Solucion: La grafica es:

Grafica 36. Funcidn lineal

El dominio de la funcién esta dado por:

Dominio = {x, tal que: f(x) =Vx—1-v10 —x € R}
={x,talque:x —1=>0A 10—x >0}
={x,talque: x>1 A x<10}=[-1,10]

El rango o recorrido de la funcién esta dado por:

Rango = {y, tal que: f(x) =vx—1—-v10 —x € R}
={y tal que: —3 <y <3}=[-3,3]

Ejemplo 4.11.
2
Graficar y encuentre el dominio de rango de la funcién: f(x) = ﬁ

Solucion: La grafica es:
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Grafica 37. Funcidn lineal

El dominio de la funcién esta dado por:

X2
NN T- eR}={x2—25¢ 0}

= (—00,—5) U (5,—5) U (5, )

Dominio = {x, tal que: f(x) =

El rango o recorrido de la funcién esta dado por:
2
Rango = {y, tal que: f(x) = T € R} ={y,talque: y<0 A y>0}
= (—o0,0) =R

Ejemplo 4.12.
V3-x

x2-3x+2

Graficar y encuentre el dominio de rango de la funcién: f(x) =

Solucion: La grafica es:
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|
i

Grafica 38. Funcion lineal

El dominio de la funcién esta dado por:

V3 —x ]R}

Dominio = {X, tal que: f(x) = X2 —3x+2 €

={x?-3x+2#0A3—x=>0}
= (~o0,1) U (1,2) U (2,3)

El rango o recorrido de la funcién esta dado por:

V3 —x
Rango = {y,tal que: f(x) = ————€R

={y talque:y < —486 ANy > 0} = (—o,—4.86) U (0, )

TALLER 4

1) Determinar si cada uno de los siguientes conjuntos de pares ordenados
define una funcioén, y en tales casos especifique el dominio y el conjunto

imagen.
$={(1,2),(21),(3,2),(5-1),(1,3)}
S={(xy)/y=2x+1,0<x<2}
S={(xy)/x+y=1,x>3}
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2)Seanf:R— R,g: R— Ry h: R — R, funciones definidas por: f{x) = 2x + 1, g(x)
=x?-2y h(x) =x + 4. Hallar:

f(x)/g(x)

h(x) g(x)

f(x) +g(x) - h(x)

f(x) 0 g(x)

h(x) o f(x)

g(x) o h(x).

3) Construir las graficas correspondientes a las siguientes funciones, y deter-
mine el dominio y codominio o rango:

f(x)=2x-3
g(x)=x
f(x)=4
h(x) =x?+3
f(x) =x3

4) Sif(x) =x* + 3x - 2, hallar f{- 3), f(- 2), f(- 1), f(0), f(1/2), f(2/3), f(3). f(2), (1) y

f{a +2) Conlaayuda de los puntos anteriores trace la grafica de dicha funcidn.

5) Dada la funcién /(*) =vx+1 hallar f-1), f0), A1), A2), f3). ;Cudl es el

dominio de f{x)?. Trace la grafica.

6) A continuacioén, encontrar el dominio y el rango de la funcién especificada,
grafique la funcién en el plano cartesiano haciendo f{x) = y.

a) f(x)=4-x b) f(x) =v3-x C)f(X)=%\/x2—16 d)f(x)=3
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Funcion Lineal

DEFINICION DE FUNCION LINEAL

Una funcién polindmica de la forma f{x) = mx + b se llama funcion lineal,
donde m y b son niimeros reales constantes. Se llama lineal porque su grafica

es una linea recta [5].

Ejemplo 5.1:
Daday = f{x) = 4x -3 Hallar:
a. Dominio y recorrido de la funcion.

b. Trazar la gréfica.

Solucion:

Elaboremos una pequena tabla de valores donde se le dan valores a x y para
poder obtener valores en y:

Tabla 3. Valores de x vs y

X -4 -3 =12 -1 0 112 |3 4
y -19 | -15 -11 -7 1-3|1|5|9] 13

a. Para determinar el dominio y rango de la funcién, analizamos los valores
que estan tomando tanto x como y . Como puede observarse x puede tomar
cualquier valor y y a su vez toma cualquier valor, por tanto el dominio y el

rango son todos los niimero reales.

b. Localizando en el plano cartesiano los puntos obtenido en la tabla, traza-

mos su grafica.
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=251

=35

Grafica 39. Funcién lineal

Pendiente de una linea recta.

Definicion:

Sean (x1,y1)y (x y) dos puntos cualquiera de una linea recta, tales que x1 #

x El nimero m definido por:
m
X=X

Se le llama pendiente de la recta.

Ejemplo 5.2:

Hallar la pendiente de la recta que pasa por los puntos (- 1, -2) y (5, -6)

Solucion:

_Y=h

Universidad del Atlantico



Funcién Lineal

X _(0-(2) -6+2 -4 -2
x-x, (8- 5+1 6 3

La pendiente de la recta determinada por la funcién f{x) = mx + b es m. O sea
que el valor de la pendiente es el coeficiente de x. Ademas la pendiente de la
recta es constante.

Ejemplo 5.3:

Dado y = f{x) = 2x - 1, Hallar:

a. Dominio y recorrido de la funcion.
b. Pendiente.

c. Graficar.

Solucion:
a. El dominio y el recorrido de toda funcién lineal son los niimeros reales.
b. La pendiente es m = 2, porque es el coeficiente de x.

c. Para graficar una funcioén lineal basta con hallar los puntos de corte o inter-
ceptos con los ejes.

El intercepto con el eje x se busca haciendo y =0 es decir:

1
Siy = 0 entonces, 0 = 2x - 1, despejando el valor de x tenemos: ¥ = By del ana-

lisis anterior tenemos el punto ( %2, 0).
Para encontrar el intercepto con y hacemos x = 0, es decir:

Six=0entonces,y=2(0)-1=0-1=-1,0seaque cuando x = 0 y vale -1, con
base a lo anterior tenemos el punto (0, -1)

Al ubicar los puntos ( %2, 0) y (0, -1) en el plano cartesiano y al unirlos por
una recta se obtiene el siguiente gréafico.
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Grafica 40. Funcidn lineal

Como encontrar la ecuacion de una recta dada la pendiente y punto
por donde pasa:

Ejemplo 5.4:

Escribir una ecuacién en forma explicita para la recta que tiene pendiente m
= 3y pasa por el punto (1, 4).

Solucion:

Sabemos que la ecuacién general de la recta es: y = mx + b.

Los valores que nos han dado son: m = 3,

Yelpunto (x=1,y=4).

Con base a los datos anteriores tenemos que si: m = 3 entonces la ecuacion y =
mx + b nos queda de la forma y = 3x + b, Y para encontrar el valor de b hacemos
usos del punto (x=1,y =4).

Sustituyendo los valores de (x = 1, y = 4) en la ecuaciéon y = 3x + b tenemos que:
4=3(1)+b,

4=3+b,

4-3=b,

1=b.
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Una vez conocidos los valores de b = 1 y los de m = 3, al sustituirlos en la ecuacién

general y = mx + b obtendremos la ecuacion de la recta buscada, la cual es: y = 3x + 1.

Otra forma de encontrar la ecuacion de la recta anterior es haciendo uso de:
_Y~h
X=X

m

Al sustituir de una vez los valores de m =3y de (xI = 1, y1 = 4) en la ecuacion

anterior tenemos que:

Pl G))
x—(1)
_y-4
x—1
3x-1)=y-4
3x-3=y—-4
3x-3+4=y
3x+1=y

Se puede ver que la ecuacién de larectaesy = 3x + 1.

5.3 Como encontrar la ecuacion de una recta dados dos puntos por

donde pasa:

Ejemplo 5.5:

Escribir una ecuacién en la forma explicita para la recta que pasa por (2, 3)
y (4,7).

Solucion:

Se halla la pendiente m de la recta:

Hacemos (x =2,y =3) y (x1 =4, y1 = 7) sustituyendo estos valores en la ecua-
cion anterior obtenemos que:
a3 _3-7_-4_,
2)-4) 2-4 -2
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Después se halla la ecuacion de la recta con el valor de la pendiente m=2y
cualquier punto de los dos puntos dados, por ejemplo si tomamos el punto
(4, 7), entonces:

Al sustituir los valoresde m=2yde (x1=4,yl1=7)enm = Snd se obtiene
X=X,
que:
-(7
x=(4)
Y77
x—4
20x—-4)=y-7
2x—-8=y-7
2x-8+T7=y
2x—-1=y

Por lo tanto la ecuacién de la recta que pasa por los dos puntos dados es y =
2x-1.

Ejemplo 5.6:

Graficar y encontrar la ecuacion de la recta que pasa por los puntos (70, 0.05)
y (110, 0.60).
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Para encontrar la ecuacién de la recta encontramos primero la pendiente m
de la recta:
_Y=h

X=X,

m

Hacemos (x = 70, y = 0.05) y (x, = 110, y, = 0.6) sustituyendo estos valores en
la ecuacidn anterior obtenemos que:

= (0.05)-(0.6) _ 0.05-0.6 _ -0.55 ~ 001375
(70)-(110) 70-110 —40

Después se halla la ecuacién de la recta con el valor de la pendiente m=
0.01375'y cualquier punto de los dos puntos dados, por ejemplo si tomamos
el punto (110, 0.6), entonces:

Al sustituir los valores de m = 0.01375y de (x, = 110, y, = 0.6) en m =
se obtiene que:

(0.01375) = 2= (0:6)

x—(110)
0.01375 = 2~ %6
x—110

0.01375(x-110) =y - 0.6
0.01375x-1.5125=y-0.6
0.01375x-1.5125+0.6 =y
0.01375x-0.9125=y

y=0.01375x - 0.9125 es la ecuacién de la recta que pasa por los dos puntos
dados.
Rectas Paralelas.

TEOREMA: Dos rectas son paralelas si solo si tienen la misma pendiente.

Si m1y mZ2 son las pendientes de dos rectas paralelas, entonces m1 = m2.
Rectas Perpendiculares.

TEOREMA: Dos rectas son perpendiculares sélo si el producto de sus pen-
dientes es - 1.

Si m1 y m2 son las pendientes de dos rectas perpendiculares, entonces m1
m2=-1.
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TALLER 5

1. Dadala funcidn y = f(x) = 3x - 5 que representa la Espacio (mt) vs Tiempo
(sg). Hallar:

a. El dominio y codominio de la funcién.
b. La pendiente.

c. Y la grafica de la funcion.

2. Graficar y encontrar la ecuacién de la recta que se obtiene del Voltaje (Vol)
vs Corriente (Amp), y que pasa por los puntos (10, 1) y (20, 3).

3. Dadala funcién y = f(x) = 7x - 3 que representa la Fuerza (New) vs Acele-
raciéon (m/sg2). Hallar:

a. El valor de la fuerza cuando la aceleraciéon toma los siguientes valores:

10

37

20

30

b. La pendiente.

c. Y la grafica de la funcién.

4. Escribir una ecuacién en forma explicita para la recta obtenida de graficar
la Fuerza (New) vs Desplazamiento (mt). y cuya pendiente es m = 5y pasa
por el punto (6, 2).

5. Graficar y encontrar la ecuacion de la recta que se obtiene del Espacio
(mt) vs (tiempo)? (sg2), y que pasa por los puntos (5, 12) y (10, 13).

6. Determinar la ecuacién de la recta que pasa por los puntos:
a.(2,3),(-1,-4) b. (-5,1), (-3,-2) c.(3,6),(1,7)

7. Encontrar una ecuacion de la recta con pendiente dada que pasa por el
punto dado:

am=2(-1,3) b.m=0,(2,-1) cm=%,(-2,5) d.m=2/3,(-4,-1)

8. Encuentre la pendiente m y la ordenada de la recta cuya ecuacion se da,
después dibuje la recta:

2x=3y
3x+4y=6X
x+y=1
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2x=3-5y
2x-y+3=0

9. Escribir la ecuacidén de la recta L que se describe:

L es vertical y su abscisa al origen es 7.

L es horizontal y pasa por (3, -5).

L tiene abscisa al origen 2 y ordenada al origen - 3.

L pasa por (2,-3) y (5, 3).

L pasa por (- 1, - 4) con pendiente 1/2.

L pasa por (4, 2) con un angulo de inclinacién de 135°.

L pasa por (1, 5) y es paralela a la recta cuya ecuacion es 2x +y = 10.

L pasa por (- 2, 4) y es perpendicular a la recta cuya ecuaciéon es 3x + 2y = 17.

10. Encuentre la distancia perpendicular entre las rectas paralelas y = 5x +1
y y=5x+09.

11. Si el punto (3, k) esta sobre la recta de pendiente m = - 2 que pasa por (2,
5), hallar k.

12. ;Esta el punto (3, - 2) sobre la recta que pasa por los puntos (8,0) y (- 7, - 6)?

13. Usar pendientes para determinar si los puntos (7, - 1), (10, 1) y (6, 7) son
los vértices de un triangulo.

14. Usar pendientes para determinar silos puntos (8,0), (- 1,- 2), (- 2,3) y (7,
5) son los vértices de un paralelogramo.

15. Hallar k de modo que los puntos A(7, 3), B(- 1, 0) y C(k, - 2) sean los vérti-
ces de un tridngulo rectangulo con dngulo recto en B.

16. Determinar si los siguientes pares de rectas son paralelas, perpendicula-
res, o ni lo uno ni lo otro:

a)y=3x+2; y=3x-4
b)y=2x—-4; y=3x+5
c)3x—-2y=5; 2x+3y=4
dy6x+3y=1; 4x+2y=3
e)x=3; y=-4

17. Hallar la distancia del punto (- 1, 2) alarecta8x- 15y = 3.

18. Hallar la distancia del punto (4, 7) alarecta3x + 4y =1
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Capitulo VI

Funcion Cuadratica

DEFINICION DE LA FUNCION CUADRATICA

Una funcién cuadratica es una funcién polinémica de grado 2. La forma
general viene dada por f{(x) = ax* + bx + ¢, en donde a, b y ¢ son nimeros

reales, a # 0 [6].

Ejemplo 6.1.

f(x)=x dondea=1,b=0yc=0
f(x)=x"-1 dondea=1,b=0yc=-1
f(x)=2x>+5x+6 dondea=2,b=5yc=6

Construccion de graficas de funciones cuadraticas.

Ejemplo 6.2.

Construir la grafica de la funcién y = x?

Primero encontramos el vértice de la parabola o curva que se obtiene de las

funciones cuadraticas, el vértice de la parabola esta dado por el punto.

(f2)
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Calculemos el vértice de la funcién y = x% en donde a =1 y b = 0, por lo tanto el
-b_—-()_0 (=b
valor de x=— "= 20 2 0, para encontrar el valor de y = 1(2—) reemplazamos
a
el valor de ,_ =% _enla funcidén y = x?, es decir:
2a
-b P .
f[x=z=0j = 7(0)=(0)* =0, por lo tanto el vértice de la parabola es el punto
(0, 0), como el signo que acompafia a x* es positivo entonces la grafica abrira

hacia arriba.

Para guiarnos con mas precision en la trayectoria de la grafica tomaremos un
numero suficiente de puntos para determinar la forma de la curva. A conti-
nuacién construiremos una tabla de valores

Tabla 4. Valores de x vs y de una parabola

Pto. vértice
X -3 -2 -1 0 1
y = f(x) 9 4 1 0 1 4 9

Observemos que la variable independiente x puede tomar cualquier valor o
numero real, o sea que el dominio esta formado por el conjunto de los nimero
reales R. Esto se cumple para toda funcién cuadratica.

Los valores de y dependen de los valores que se le dé a x, por esa razén se
llama variable dependiente. La grafica de la funcién y = x? es:

Grafica 42. Funcién cuadratica
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El vértice o punto (x = ;—b; y= f(;b]) nos determina el cambio de la curva.
a a

Ejemplo 6.3.

Grafica de la funciony = - x* + 4

Encontramos primero el vértice de la parabola, el cual estd dado por el punto

)

Calculemos ahora el vértice de la funcion y =-x? + 4,endondea=-1y b =0,

() -
por lo tanto el valor de x=- "= ﬁ =—, =0, para encontrar el valor de y= f(?f)
reemplazamos el valor de , - —2 _j en la funcién y = f(x) = - x? + 4, es decir:
2a

y= f(x = ;fj = 0] = f(0)=-(0)’ +4=-0+4=4, por lo tanto el vértice de la parabola es el
punto (0, 4), como el signo que acompafia a x* es negativo entonces la grafica
de la parabola abrira hacia abajo.

Para guiarnos con mas precision en la trayectoria de la grafica tomaremos un
numero suficiente de puntos para determinar la forma de la curva. A conti-

nuacion construiremos una tabla de valores.

Tabla 5. Valores de x vs y de una parabola

Pto. vértice
X -3 -2 -1 0 1 2 3
y = f(x) -5 0 3 4 3 0 -5

Recordemos que la variable independiente x puede tomar cualquier valor
o numero real, o sea que el dominio estd formado por el conjunto de los
numeros reales R. Esto se cumple para toda funcién cuadratica.

Los valores de y dependen de los valores que se le dé a x, por esa razon se
llama variable dependiente. La grafica de la funcién y = - x* + 4 es:
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Grafica 43. Funcidon cuadratica
Observaciones importantes para graficar bien una funcién cuadratica.

a. La grafica de una funcién cuadratica f(x) = ax? + bx + c tiene la misma
forma que la grafica de f{x) = x? o f(x) = - x* + 4, aunque varia la posicion de la
grafica, dependiendo esta posicion de los valores especificos de g, b, y c. Tales
grdficas se llaman pardbolas.

b. Si a > 0, 1a pardbola abre hacia arriba, es decir, tiene la misma forma que la
grafica f(x) = x? la parabola abierta hacia arriba presenta un punto mas bajo
que los demas o punto minimo.
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c. Si a < 0, 1a parabola abre hacia abajo, es decir, tiene la misma forma que la
grafica f(x) = - x* + 4 la parabola abierta hacia abajo presenta un punto mas
alto que los demas o punto mdximo.

d. El vértice de la parabola es el punto mas bajo de la curva cuando ésta se
abre hacia arriba y es el punto mas alto de la curva cuando ésta se abre hacia
abajo.

e. Para buscar dénde la grafica corta al eje de y = f(x) se hace cero la variable
x, es decir cuando x = 0 la grafica corta el eje de las y. Y para saber donde corta
la grafica al eje de las x hacemos cero a y = f{x), es decir cuando y = f{x) = 0
la curva corta al eje de las x, para encontrar el valor de x cuando y = f{x) = 0
despejamos a x.

Ejemplo 6.4.

Teniendo en cuenta los pasos anteriores Grafica de la funciéon y = 3x* - 5x - 2
e Como a = 3 > 0la parabola abre hacia arriba.

. EnconFramos primero el vértice de la parabola, el cual esta dado por el
-b -b
to x=—:y=f—||.
punt \x 2a i f( 2a D

Para calcular el vértice de la funcidn y = 3x? - 5x - 2, hay que tener en cuenta

-b (-5 5
que: a =3, b=-5y c = -2, por lo tanto el valor de x= e 2((3%) = bara encon-
trar el valor de y = f ;7 reemplazamos el valor de x = ;l == en la funciéony =

3x? - 5x - 2, es decir: ¢

-b 5 5 5Y 5 25 5 75 25 -49
S NG O RS R E R R e

Por lo tanto el vértice de la parabola es el punto (5/6, - 49/12).

e Para buscar dénde la grafica corta el eje de la y hacemos a x = 0, es decir,
cuando x = 0 entonces: f{0) = 3(0)2 - 5(0) - 2 = -2, entonces el punto donde
la curva corta al eje de la y es (0, -2).

e Parabuscar donde la curva corta el eje de la x hacemos ay = f{x) = 0, es decir,
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3x* -5x-2=0
Para despejar x Aplicamosla FORMULA GENERAL :

‘e —b++/b* —4ac

,comoa =3,b=-5y c=-2,tenemos que :

2a
LTINS -A0ND) 525424 5449 527
203) 6 6 6
Por lo tanto los valores de x son :
X = % = % =2 Loqueindica que la curva pasa por el punto (2, 0)
X= % = %2 = % Lo que indica que la curva pasa por el punto (_31, Oj

Los puntos encontrados son suficientes para determinar la forma de la curva.
A continuacién se muestran los puntos obtenidos en una tabla de valores.

Tabla 6. Valores de x vs y de una parabola

Pto. vértice
X -1/3 0 5/6 2
y = f(x) 0 7 -49/12 0

Grafica 44. Funcién cuadratica
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Recuerda que la variable independiente x puede tomar cualquier valor o ndmero
real, si quieres darle méas valores a la tabla. Lo anterior significa que el dominio
estd formado por el conjunto de los nimeros reales R. Esto se cumple para toda
funcion cuadratica. Los valores de y dependen de los valores que se le dé a x, por
esa razon se llama variable dependiente. La grafica de la funcién y = 3x? - 5x - 2 es:
TALLER 6
En las siguientes ecuaciones cuadraticas encuentre:
El vértice.

El eje de simetria.

Y realice su grafica.

) f(x)=x>-3x+2

2) f(x)=1-x"
3) f(x)=3x"+2x
) @) ="7-+5

5) f(x)=4x" +x-1
1

6 f()=x"~2x-3
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Capitulo VII

Sucesiones

SUCESIONES INFINITAS

Limites de sucesiones.
INTRODUCCION

Laidea de limite es la nociéon mas importante del calculo; dicho concepto es la
base de la diferenciacion e integraciéon que veremos en capitulos posteriores.

En este capitulo utilizaremos las sucesiones para desarrollar en forma sen-
cilla la nocién de limite y asi poderla llevar a funciones de dominio real sin
mucha dificultad.

Sucesiones y limites.

DEFINICION: Sucesién infinita es una funcién cuyo dominio es el conjunto
de todos los enteros mayores que, o iguales a, algin nimero natural dado [7].

O sea, sucesion infinita=f:A—> RdondeA={n€Z /nzk k€N}
={(n f(n)) /n keEN,nzk}
={(k f(k)), (k+1, f(k+1)),..., (n, f(n)),..} expresion (1)

Los elementos del rango de una sucesion se denominan términos de la suce-
sion y los denotaremos con la letra a subindizada. Asi:

a, es el término de la sucesion correspondiente al numero natural 1.
a, es el término de la sucesion correspondiente al nimero natural 2.
a, es el término de la sucesion correspondiente al nimero natural 3.

a_ es el término de la sucesion correspondiente al nimero natural n.
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a_lo llamaremos término general de la sucesion.

Para mayor sencillez denotaremos la sucesiones con el término general ence-
rrado entre llaves y las parejas por términos de la sucesién; en lugar de la
expresion (1) escribimos:

a={a.a, a,.a,.}

Ejemplo 7.1.

Sea la sucesion infinita, f: N = R definida por:

f(n) = [%j’ entonces f = {(1, %), (2, %), (3, %],...,(n, %],}
En forma sencilla: {(;j} :{

Ejemplo 7.2.

e e 1
Sea la sucesion infinita > n=3

e

Entonces:) L | _ 1,l,l,l,,__, !
n-2 234 n-2

Primer término de la sucesion: a, =1

1
n—2

Término general de la sucesion: 4, =
Representacion geométrica de una sucesion.

Para representar geométricamente una sucesion {an } elegimos un sistema de
ejes rectangulares en el plano; sobre el semieje horizontal a la derecha del
origen (on) representamos los numeros naturales y sobre el eje vertical (a,)
los términos correspondientes de la sucesion.

El conjunto de puntos (n, a ) localizados en el plano es la representacion
geométrica de la sucesion {an }

. 1 111
Ejemplo 7.3. Sea la sucesion {—{=11L—.—,—...
n 4°9°16
aﬂ
1 1, 1)
1.2
1:4 (2, 1/4)
1.9 (3, 1/9)
1/16 (4, 1/16)
1725 | (5, 1/25)
0F i 3 3 4 35 &

Grafica 45. Funcion cuadratica
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Grafica 46. Funcion cuadratica
Clasificacién de las sucesiones.
Sucesiones crecientes y decrecientes

Definicion: {an} es una sucesion creciente si cada uno de sus términos es

mayor que su predecesor, es decir a, >a,_,Vn €NL
Ejemplo: {2 } = {2, 4,8, 16, 32,...}, es una sucesion creciente.

Definicion: {an} es una sucesion decreciente si cada uno de sus términos es

menor que el término anterior a él, es decira, <a__, V(n €NI)
Ejemplo: {1/n}={1,1/2,1/3,1/4,1/5,..}, es una sucesion decreciente.
Definicion:

{an } es una sucesion creciente sia > a__ V(n €NI).

{an } es una sucesion decreciente sia < a__, V(n €NI)

Sucesiones acotadas superior e inferiormente.

Definicion: {an } esta acotada superiormente si existe por lo menos un nimero
real w tal que para todo ai perteneciente a {an }: ai <w, o sea, {an } estd acotada

superiormente < (3w e R)Vq, € {a, }a, < w), w es una cota superior de {an }

Si {a”} es una sucesion acotada superiormente y W, es la menor de las cotas
superiores, decimos que W es el supremum de {an} y lo denotamos por:
Wo=sup {an }

1 111
Ejemplo 7.4. La sucesion {n} = {1, >3 4} esta acotada superiormente.

Cotas superiores: {xe R /x> 1}
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Sup{1/n}=1

Definicion: {an } esta acotada inferiormente si existe por lo menos un numero
real m tal que para todo ai perteneciente a {an }: ai=m, o sea, {an } estd acotada

inferiormente < (3m € R)Va, € {a, }a, > m), m es una cota inferior de {an }

Si {an} es una sucesion acotada inferiormente y M es la mayor de las cotas

inferiores, decimos que M_ es el infimum de {an } y lo denotamos por: M =inf

la,)

Ejemplo 7.5. La sucesion {l}={1 11l

,—,—,—,.... esti acotada inferiormente.
n 2°'3°4

Cotas superiores: {xe R / x < 0}

Inf{1/n}=0

_ [ 89 3225 72
Ejemplo 7.6. Seala sucesion |- 7(=1b 55777737377
Sup {an }: 2, Inf{an }: 1

Definicion: {an} es una sucesion acotada si lo es superior e inferiormente, o

sea: {an } esti acotada < (Elx c R)(V“f c {an })qai‘ < s)
Ejemplo 7.7. La sucesion {(- 1)n} ={-1, 1,-1, 1, -1,..} es una sucesién acotada.

Ejemplo 7.8. La sucesion { n? }= {1, 4, 9, 16,...} no es una sucesién acotada ya

que no estd acotada superiormente.
Entorno y entorno separado de un punto.

Consideremos el intervalo abierto (- 2, 4).

-2 1 4

Grafica 47. Entorno

Obsérvese que 1 es el centro del intervalo (- 2, 4) y que la distancia del centro
al punto - 2 0 a4 es 3. Decimos que el intervalo (- 2, 4) es un entorno de centro

1 y radio 3 y lo denotamos por: E3 (1).

Definicion: Llamese entorno de centro a y radio r al intervalo abierto
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(a—r;a+r),0sea:Er(a)={xeR/|x—a|<r}

Ejemplo 7.9. E, (2)= {x € R/|x—2| < 3}: (-L5)

Definicion: Entorno separado del numero real a y de radio r es el entorno de

centro a y radio r del cual se ha excluido a. Lo denotaremos por E;i (a), o sea:

E:(a)={xeR/0<|x—a|<r}:(r—a;r+a)—{a}

Ejemplo 7.10. E3 (1) ={x e R/0 <|x—1/<3}=(-21)U(1,4)

n+2

Ejemplo 7.11.;Qué términos de la sucesion { } quedan dentro E10-3 (2

Solucion:

La grafica es:

Grafica 48. Sucesiones

1 [2n-1 |=5]_ 5 1
= -2|= = <
1000 |n+2 In+2| n+2 1000
Entonces, n + 2 > 5000. Luego, n > 4998
Vn > 4998, a, quedan en el entorno E, ,(2)

an—2|<

Limites de sucesiones convergentes.
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—-1)
Ejemplo 7.12. Sea la sucesion {1 + (2)}

(Qué términos de la sucesion quedan dentro del entorno £ (1)

€: lo llamaremos épsilon y representa un nimero positivo tan pequefio como
se desee.

Solucion:

La grafica es:

Grafica 49. Sucesiones

El calculo de los términos de la sucesion quedan dentro del entorno £_(1) es:

(1)

an—1|= 1+2—n—1 =%,como:

;)

In(2)

1 .
|an - 1| < & ,entonces,— < &, 0sea,si n>
2}1

()

In(2)

Vn > ,a,€E (1)
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Si dado cualquier ¢, |a, — a| < ¢ decimos que la sucesion {a } converge a
. n

- lim ;. .
a y escribimos {a }_> a o a, =a que se lee Iimite cuando n tiende
n—

n

a infinito de a_es a.
n

Definicion:
lim
C : . I 0 —d o
Una sucesién {an} tiende a un nimero real a y escribimos , _, 4 =4 si dado
cualquier ¢, existe un N € N tal que para todo n > N, se verifica que |a, —a| < ¢
lim
O sea: a,=a<= (Ve >0)(EIN€N)(11>N:> an—a|<5)
n—
Geométricamente:
an
ate
a -
a-g¢&
0 N n

Grafica 50. Limite sucesiones

lim . . . N
=4S solo si, fijada una banda de amplitud 2¢ simétrica con respecto
n 0

alarectaa = g, existe un nimero N en el eje on tal que, para todo n > N, los
puntos (n, a,) de la sucesion quedan contenidos en dicha banda (ver la figura
anterior). Obsérvese que N depende de «.

2n’ +3
n2

Ejemplo 7.13. Probar que la sucesion { } converge a 2.

Solucion:

Dado cualquier € tenemos que hallar un N € N que nos garantice que para
todo n >N, se verifique |a, 2| < ¢.

3] 3 3
an—2|:—2:—2<g,entonces,n> —
n’| n g

2
Vn>\/E se verifica 2’1—;3—2 <e
& n
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La grafica es:

Grafica 51. Limite sucesiones

7.1.7 Concepto de limite de sucesiones divergente.
Ejemplo 7.14. Seala sucesion { 2"} = {2, 4, 8, 16, 32,..}

dn

32

of 12 3 4 5 n

Grafica 52. Limite sucesiones

Obsérvese que cuando n crece, a, también crece. Si tomamos un intervalo de
amplitud M € R* sobre el eje a_a partir del origen (no importa cuan grande
sea), entonces podemos encontrar un N € N en el eje on tal que para todo n >
N todos los puntos de {an} quedan por fuera de dicho intervalo.

Decimos, entonces que {a,} tiende a infinito y escribimos:

lim
e
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. . s ., . lim . .
Definicién: Una sucesion {a, | tiende a + o0, 0 {a,} =, si dado cualquier &
n—» o0

> 0, existe un N € N tal que para todo n > N, se verifica que a, > e

lim
Definicién: Una sucesién {a, } tiende a - o, 0 PN oo{an}= », si dado cualquier &
> 0, existe un N € N tal que para todo n > N, se verificaquea <-e

Ejemplo 7.15.

lim lim 7?2
a) 2n* 1= b) " +1:
n— o n—o n+l

Teoremas sobre limites de sucesiones.

. lim . L.
Teorema 1. Si a, existe, entonces es unico.
n—> oo

Demostracion:

Supongamos que {an } —ay {an }—> by demostraremos que a = b.

Si {an }—> a, dado £ > 0, existe un N, € N tal que para todo n > N, se verifica que
a,-d<e(1)

Si {an }—> b, dado € > 0, existe un N, € N tal que para todo n > N,, se verifica que
|an — b| <&£(2)

|a—b|:|a—an +a, —b|£|a—an|+

a,-b| (3)

De(1),2)y() |a—b/<2¢ Vn>N=mayorentre N, y N,-

Al ser |a - b| Una cantidad no negativa y menor que cualquier cantidad posi-

tiva, entonces |61 - b| =0,luegoa =b
Teorema 2.
Si{an}y{bn}tiendenalya <c <b_entonces{cn}—1

Demostracion:

Si{a }— I, dado ¢, existe un N, € N tal que “n > N, se verifica que |@, — l| <é&

Si{b }— I, dado ¢, existe un N, € N tal que “n > N,, se verifica que b, - Z| <é&

Osea: I-e<a <l+¢g“n>N
n 1
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[-e<b <l+g“n>N,
Por hipotesis tenemos quea_ <c <b
n n n
Entonces,/-e<a_<c <b <l+¢g “n>N=mayorentre N yN,.
n n n 1 2

Luego,l-e<c <l+¢& “n>N.
n

f 1

De lo anterior se deduce que: |€» ~ l| <&, Vn>N,entonces {a

n

Teorema 3.

Si {an} es no decreciente y acotada superiormente, entonces {“n} converge y

lim
al‘l = Sup{al‘l }
n— ©

S}_ {an} es no creciente y acotada inferiormente, entonces {an} converge y
m
aﬂ = inf{aﬂ}
n— 0
. lim 1
Teorema 4. Si an > 0, entonces, 4 o 0

n

1
Ejemplo 7.16. {—} —0,yaque n —> o
n

Teorema 5.
) oo,s1 a>1
lim ]
a"=<1s1 a=1
n— o .
0, si |a| <1

lim
. Un =1
Teorema 6. Sia > 0, " —> 0

Iim 1 .
Teorema 7.,,_)00,17_0 sia>0

t 1 n =e" VaeR
+—| =e ae
Teorema 8., _, | ",

Teorema 9.

Si a, >0, entonces :
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Teorema 10.

~lim lim
Si a, =4 b, = B,entonces :
n—» o0 n—» o0
lim
a) (a,+b,)=A+B
n—> o0
lim
b) (a,b,)=A4B
n—» o0
lim
c) a _4 con B#0
n—wb

d) lim (an)b" _ 4P
n— o

lim 5% +3n+5

Ejemplo 7.17. Calcular N

Solucion:

Obsérvese que el numerador y el denominador tienden a oo. Dividiendo
numerador y denominador por la mayor potencia n tenemos:

3 5
lim »?+3p+5 lim 1+;+n—2_1+0+0_1
- _ _ _L
n—>wo 2n°+3 n— o 2+iz 2+0 2

n

i
Ejemplo 7.18. Calcular . [«/ n+1-+n ]
n— o

Solucion:

Multiplicando y dividiendo vn +1 — Jn por su conjugada tenemos:

n— o n—> o \/n+1+«/;

B lim 1 o
n— o n+l+\/;_

Ejemplo 7.19. En el siguiente ejercicio se calcula el limite tanto en la base

como en el exponente.
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n*+2

lin 3 20 L
(411 +3j ~22, yaque

n—ow|\ 2n* +3n

lim 47 +3 _ﬂ_z
n—w2n’+3n 2 n—ow 2nt 2

lim »*+2 1

Ejemplo 7.20. El siguiente limite es de la forma e

li . li
a) m (1+3J | YL
n— o n n
3

b lim (n+2)"‘: lim (1+ -3 ]"‘
n—>ol\n+5 n—> n+5
lim —3 \'

= (1+ 3) ! G:e'3
n— o n+5 ( _3)

+

liIIl ( 1 jn +7
c) 1+ =e
n—o® n+7

TALLER 7

1. Completar el siguiente cuadro.

SUP. INE.

ACOTA | CREC. | DECR.
{a} @) | @)

Max. | Min.

1
2. ;Qué términos de la sucesion {HHO} quedan dentro del entorno E10 - 10

(0?.

n—1
3.;Quétérminos dela sucesién{ 2n }quedan dentro del entorno E0,01 (1/2)?.
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4. ;Qué términos de la sucesion {2 - n } quedan dentro del entorno E0,01 (0)?.

2. Calcular los siguientes limites:

) lim¥n+2-¥n

n—»o0

3) limn—5+\jn2 +2n+1
e 24430 +5n+3

4) lim(3" +4")

n—om

5 limS/(3-«B)(44+\/Z)
n—>%0 n_

6) lim(1+1)"

n—om

o] 2"+1
7) lim[ +j

n—w 2

n’(n+1) n'

3

8
) = n+1 n'+l1
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Capitulo VIII

Limite de funciones

ANALISIS DEL LIMITE DE UNA FUNCION

Concepto de limite de funciones.

J)

0 1216225 3 4 5 X

Grafica 53. Limite de funciones
Sea f: R — R definida por f{x) = x+ 1.
Centremos nuestra atencion en los valores de x en la cercania de 2.

Cuando x se aproxima a 2 por el lado derecho e izquierdo, (denotado por x =
2) observamos que f{x) se aproxima 3 (sin llegar a 3) .Ver la grafica anterior.
De otra forma: Si tomamos un entorno separado en el eje f{(x), de centro 3 y
de radio cualquier numero (tan pequefio como se quiera), por ejemplo E(3),
encontramos siempre un entorno separado E(2) en el eje x, garantizandonos

que para todo x de dicho entorno, f{x) estara en E(3) [8].

Universidad del Atlantico
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Calculo diferencial con aplicaciones

En efecto, 0 <|f(x)-3|=|x+1-3|=|x-2|< &, Vx e E} (2) se verifica que:
f(x) € E*¢ (3); de dénde 6. = e
Decimos entonces que el limite cuando x tiende a 2 de f{x) es 3, y escribimos:
lim
f(x)=3
x—2

Idea de limite de una funcion

Decimos que el nimero L es el limite de F(x) cuando x tiende a a una vez que
el nimero F(x) pueda acercarse a L cuando nos plazca, simplemente esco-
giendo una x los suficientemente cerca, aunque no sea igual al nimero a.

ANALISIS DE LIMITE DE UNA FUNCION

Decimos que el nimero L es el limite de F(x) cuando x tiende a a, dado un
numero cualquiera £> 0, existe un numero >0 tal que

[F(x)-L|<e

Para toda x tal que

0<‘x—a‘<§

Andlisis de la definicion de limite:

y
Fx)=y
y=L+eg /
L
y=L-&

x=a-0 a x=a+?d

Grafica 54. Limite de funciones

La grafica anterior es la interpretaciéon geométrica del significado de la
definicion de limite de una funcién. Los puntos de la grafica de F(x) = y que
satisfacen la desigualdad |F(x) - L| < &, son los que yacen entre las dos rectas
(horizontales) y= L -¢ y y= L+&. Los puntos de esta grafica que satisfacen la
desigualdad 0 < |x - a| < O son los que se encuentran entre las dos rectas (ver-
ticales) x=a - § y x=a + 4. En consecuencia, la definicién implica que:

lim F(x)=L

X—>a
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Siy solo si lo que sigue es verdad. Supongase que las dos rectas horizonta-
lesy=L-¢yy=L+¢ (siendo &> 0) se dan por anticipado. Entonces, es posible
escoger dos rectas verticalesx=a- 6y x=a + 6. (Siendo 6>0) con la siguiente
propiedad: Todo punto de la grafica de y = F(x) (siendo x # a) que esté entre
las rectas verticales, también estara entre las dos rectas horizontales.

Definicion de limite de una funcion:

Si f(x) esta definida en algln entorno separado de a (0 < |x - a| < 0) enton-
ces lim 7(x) =1, sidado cualquier € > 0, existe un 6 > 0 tal que para todo x en
X —>a

el entorno separado de centro a (0 < |x — a| < 0) se verifica que |/ (x) - /| < &.
EJEMPLO 8.1. Utilizar la definicién de limite para demostrar que:
lim

2x+4=10
x—3

Solucidn: la grafica de la funcién es:

103

Grafica 55. Limite de funciones
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Calculo diferencial con aplicaciones

Demostraremos que: si dado cualquier € > 0, existe un § > 0 tal que para
todo x en el entorno separado de centro 3 (0 < |x—3| < 0) se verifica que

|f(x)-10[< ¢,
Si 0<|x—3<& entonces |(2x+4)—10[=[2x+4-10/=2x-6|=2x-3|<¢

<:>O<|x—3|<5 entonces |x—3|<% (D

. : o 1 : :
El enunciado (1) o anterior, nos indica que S¢ esuna ¢ satisfactoria. Con esta
eleccién de 6 tenemos el siguiente argumento:

0<|x-3/<s
= 2x-3|<25
= [2x-6 <26

= |(2x+4)-10/<25

= |@x+4)-10<s  (yaque § =§)

Asi hemos establecido que si § = 55, la definicién de limite se cumple. Esto

lim
demuestra que 2x+4=10.
x—3

EJEMPLO 8.2. Utilice la definicion de limite de funciones para demostrar
que: ‘
m x*-3x+2 1
x>2 x*+x-6 5
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Solucidn: La grafica de la funcién es:

105

Grafica 56. Limite de funciones

Demostraremos que: si dado cualquier € > 0, existe un § > 0 tal que para toldo X
f(x)—g
|4x? —16x+16| 4[x-2|
= =— <&

|5(x+3)(x—2)| 5|x+3|

<&

en el entorno separado de centro 2 (0 < |x - 2| < 0) se verifica que

x2—3x+2_l
x>+x-6 5

Si 0< |x - 2| <o entonces

1
Observemos que ademas del factor %‘x_z‘ tenemos el factor m Esto
implica que debemos imponey una restriccion sobre § que producira una
desigualdad que incluya a m Dicha restriccion consiste en elegir un
intervalo abierto requerido para que este sea el intervalo (1, 3), y esto
implica que § < 1. Entonces:
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0<lx-2/<s y <1
= [x-2/<1

= -1<x-2<1

= -1+5<x-2+5<1+5
= 4<x+3<6

N 1 1

>l

4 x+3 6
1 1
<7
x+3 4

1 <1
x+3 4

ahora bien: 0 < \x - 2‘ <6y
42 45 05
Sk+3] 54 s

x—=2
Eﬁcozr‘dein&os que nuestro objetivo es hacer que :m<g. El enunciado
E\xﬁ <SuT indica que debe requerirse que gﬁg, es decir. 6 < 5¢ . Esto
significa que se han impuesto dos restricciones sobre §: 6 < 1y 6 < 5¢. Asi
que ambas restricciones se cumplen, y se toma a 6 como el menor de dos
numeros, 1y 5¢, con simbolo escribimos esto como 6 = min (1, 5¢ ). Utilizando

esta § se tiene el siguiente razonamiento:
106 0<[x-2/<s
4p-2p-2f 4 1
Shk+3x—-2[ 5x+3|

[4x* —16x+16 4 1 5
‘5(x2+x—6] <g‘x+3‘

¥ -3x+2 1) _4 1
¥ +x-6 5 5‘x+3‘

1 1
Sin embargo, como se mostré que: [+3 <7 se tiene que:

X —3x+2 1_4 1 41 . 1

5 ——<=———=0<—==0<-=0 y como 0 < 5¢, se tiene que :
xX*+x-6 5| S5]x+3 54 5

= 5——-—<-<—=¢

x*=3x+2 1| & 53¢
xX+x-6 5 55

= F5—-
x*+x-6 5

X =3x+2 1
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Se ha demostrado que: para cualquier ¢ > 0, se elige un § = min (1, 5¢) >
0 y el siguiente enunciado es verdadero, si (0 < \x - 2\ < 0) se verifica que

f(x)—g <&

lim x*-3x+2 1
Esto demuestra que: =
x—>2 x +x-6 5

Limites laterales.

si x>0

. sz .. f(x) — xz +1
Ejemplo 8.3. Sea la funcion f: R — R definida por X si x<0

La grafica es:

107

lzquierda » |« Derecha

Y

Grafica 57. Limite de funciones

Obsérvese que cuando x tiende a cero (0) por la derecha, denotado por x =
0 + f{x) se acerca a 1 (sin llegar a 1) (ver la grafica anterior). Lo anterior se

puede escribir como:
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lim lim
f(x)= L +1=1
x—>0" x>0

Obsérvese que cuando x tiende a cero (0) por la izquierda, denotado por x

— 0 - f{x) se acerca a 0 (sin llegar a 0) (ver la grafica anterior). Lo anterior se
puede escribir como:
lim lim
S = x=0
0 x

X —> -0

i S (x) ist i S(x)# f(x)
X)  noexiste porque x X
Luego el 0 porq 0

x—>0"

Ejemplo 8.4.

X .
—=1  si,x>0
x

Sea f:R-{O}—)R definido por f(x):m—
x

X .
=-1 si,x<0

lim _1
0" S(x)=

x— i
108 = m f(x) noexiste
. x—0
lim
f@=-1
x>0
Ejemplo 8.5.

Sea f:Re(-®,2]>R definidopor f(x)=v2-x

lim lim
L) = AN2-x=0
x—2 x—>2

lim .
= 5 f(x) noexiste
_)
lim lim . ~
5 f(x)= V2 —x noexiste
X

x— — 27

Teoremas sobre limite de funciones

lim
TEOREMA 1.Seaf:A—> R, ACR,Si IR f(x) existe, entonces es nico.
X a
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TEOREMA 2. Sean las funciones f:A—->Ryg: B—> R, A, BCR.

. im lim
Si f(x) =1 y gx)=1, Entonces::
xX—>a —>a
lim lim lim
a) [f (o) g(x)]= () g)=1 1,
xX—>a xX—>a xX—a

lim
X

li li
b [ g)]= { m f(x)} { g(x)} =1, 1,
X —>a X —>a —da

lim )
) X
lim f(x) x—a [,
x—a (x)= lim A h#0
& gv)
xX—a

lim lim
d) K f(x)=K f)=K 1  KeR
X—>a X—>a
lim
e) K=K  KcR
X —>da
lim ’ "
f)Ha[ﬂx)] =] nez
TEOREMA 3.
; ; -
Si f(x)>0 entonces, a)  f(x)=0 b Jf@ = )
X —>a X —>a X —>a
TEOREMA 4.

) lim lim lim
Si f()<h(x)<g(x) vy x_)gf(X)=1 y x_>ag(X)=1:>x_)ah(X)=l

Técnicas para la evaluacion de los limites.

109

FORMAS INDETERMINADAS: Cuando la sustitucion directa lleva a una expresion indefinida,
0/0, g(x)/0, se tiene una forma indeterminada que debe modificarse para que el nuevo
denominador no tenga limite cero. Los métodos mas usuales para lograr esto son simplifi-
car factores iguales y racionalizar el denominador.

Ejemplos 8.6. Hallar el valor de los siguientes limites:
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1 lim x3—2x2—x+2: lim xz(x—Z)—(x—Z): lim (x—2)(x2—1)
x—>1 x*=3x+2 x—>1 (x—Z)(x—l) x—>1 (x—2)(x—1)
_ lim (x—2)(x—1)(x+l)_ lim

= A A +l=1+1=2
x=>1  (x=2)x-1) X1t "

y lm Vx=S5-y2 i (WVx=5-v2JJx=5+42) lim x—5-2
x>7 x=7  x57  (x-7Wx-5442) x> 7(x-7)x-5+42)
_ lim x-7 _ lim 1 1142
x5 7 (x-TWx=5+42) x>T(x-5+42) V2+42 242 4
lim 3+x-+3 lim (\/3+x—\@X\/3+x+«ﬁ> lim 3+x-3
3) AR LA =
x—0 X x—>0 x(\/3+x+\/§) x—>0 xi«/3+x+\/§i
_ lim x _ lim 1 S U S B <)
x> 0x({3+x+43) X—>O(\/3+x+\/§) B+0+3 B+3 243 6
lim /,
4) (¥ —4x+1)=4-8+1=-3
x—=>2
lim 2 -
5) s 4_4-4_0_,
x—>-2x+4 4+4 8
6) lim x—4 lim x—4 B lim 1 11
x4 X’ —x-12 x—4 (x—4)x+3) x—>4x+3 4+3 7
li z_ li - li
gy fim ol tm oo Deet) Wmo g
x=>1lx-1 x->1 x-1 x—>1
$) lim ¥ +3x*+x+3  lim (x+3)(x*+1) lim xz-i-l__2
x—>-3 x*+x-6 x—>-3x+3)(x-2) x—>-3x-2
9) lim X lim x(\/x+4+2) lim x!«/x+4+2!

x%Oixwzxeo(M—z)(M+2)=x—>0 x+4-4
)

= lm0m+z:m+zzz+zz4

X —>

10 lim x—8
"x—>8 %—2

Para resolver este limite hacemos una sustitucién: , de donde se obtiene que.
Como entonces . sustituyendo el problema original se tiene:
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Limite de funciones

lim x-8 lim £#-8 lim (¢-2)(*+2¢t+4) lim

- - 42t +4=12
x—>83x—2 152 (-2 152 -2 t—2

lim 3/x -1
11.

x—1 4x-1

Para evitar trabajar con las raices, calculamos el minimo comun maultiplo de
los indices de ellas, esto es m.c.m (3, 4) = 12. Después se hace una sustitucion:

Como entonces. Sustituyendo en el problema original se tiene:
lim 3/x-1_ lim /2 -1 lim -1  lim -1+ +1)
x> 1 4x-1 514121 t51F8-1 t>1 -DE+1+1)
Clim g+ +1) 4
t—>1 (F+t+1) 3

lim  Jx-8

x> 64 Yx—4

12

Para evitar trabajar con las raices, calculamos el minimo comtn miultiplo de
los indices de ellas, esto es m.c.m (2, 3) = 6. Después se hace una sustitucion:

Como entonces. Sustituyendo en el problema original se tiene:

lim x-8 lim -8 lim £-8 lim (1—2)>+2t+4)
x—>64 Yx—4 523 _q4 204 52 (-2)(t+2)
_lim 242644 12
t—>2 t+2 4

3
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Calculo diferencial con aplicaciones

TALLER 8

L. En los siguientes problemas use las leyes de los limites para valorar los

limites que existan:

lim s lim s lim  (x-1)
1. Bx"+7x-12) 2. (4x" —x+5) 3. ——
x—> -2 x—>2 x—3 (2x-5)
lim x+1 lim x+1 lim ¢ +2¢-5
4. 27 5. 27 6. 27
x>l x*—x-2 x—>-1 x"—x-2 t—>2 -2t
, lim > -9 g lim [ 1+8 o lim Jx+4-2
t—>3 t-3 t—>-4 V2517 x>0 x
li - li - li 2 _
jo. ™ x4 g, fim 3 jp, o x 16
x4 Jx-2 x—>9 9-x x—>4 2-4x
lim  Itx-+i- lim ! fim -
13. Vlxxodlzx gy (1+h)r E ) g
x>0 x h—0 x—>7 4x° +8x+3
16, lim 4x-5 17 lim [8r+1 8. lim x? -49
x—>35x-1 r>1\r+3 x—>7 x-7
li 3 lim 3 li _
20, M s +8 o1, 1 B =27 p, lim Ax -l
s—>-2 5+2 =35V 4 -9 x—>1 x-1
N lim 1
IL SiA(x) = xT demuestre que ., ,#(¥)=pero que h(0) no esta definida.

III. Dado que fes la funcién definida por:

a) Tracela graficade f(x) y Encuentre que:

lim lim
f(x), ydemuestreque f(x)# f(=3)
x—-3 x—-3
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Limite de funciones

IV. A continuacidn, trace la grafica y determine el limite indicado si existe; si
no existe de la razon:

x+4 si x<—4 x’ si x<2
1. f(x)= 2. h(x)=
4—x si x>—4 8—2x si 2<x
xX*-4 siox<2 k=1 si x<-1
3. f(x)=44 si x=2 4.g(x)=40 si x=-1
4-x> si x>2 ‘l—x‘ si —l<x
lim
V. Determine el valor de k, tal que, f(x) 4f(x) exista:
1) 3x+2  si x<4
X)=
Sx+k si x2>4
VL. Si g(x) =[2x - 3| -4 Hallar:
lim lim lim
_ N 3
P RS L

Limites trigonométricos.

TEOREMA 1.

lim  senx
x—>0 x

La gréfica es:

Grafica 58. Limite de funciones trigonométricas
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Calculo diferencial con aplicaciones

Ejemplos 8.7.
lim
1) senx=sen0=0
x—0
lim
2) cosx=cos0=1
x—0

x>0 3x

3 lim sen3x  lim 3 ( sen3x
x—>0 x x—>03

X

lim 3sen3x ( lim sen3x

x—>0 3x

]:3(1):3

sen 5x 5( senSx lim  5( senSx
gy I sensx lim o lim 5( x j:x—>05( x j
x—>0sendx x—>0sendx x—04(sendx lim 4 sen4x
X 4(xj x—>04( X j
5{ lim (senSxﬂ
x>0\ 5x 5(1) s
4{ lim (sen4xﬂ_4(l)_4
x—=>00 4x
5) lim 1-cosx _ lim (I—cosx)l+cosx)_ lim 1-cos’x _ lim  sen’x
x—=>0 x x—0 x(1+cos x) x =0 x(I+cosx) x—0 x(1+cos x)

- (xli—ino Se: xj(xh—ino ﬁilgx)j - (l)[l +coos 0) - (1)[121) -

lim
. . . 1
6 lim x 3 lim x lim 1 x>0 _1_1
"x—>0senx x—0xsenx x-—»0senx lim genx 1
x X x>0 x
lim
lim X lim X lim 1 x—=0

0

SJRUOSE

2

3x 3x x—0

3x

1 1
7' —_— _— = - = —
x—>0sen3x x—>03xsend3x x—0 3[ sen3xj 3( lim senSXJ @) 3
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lim sen3x

" x> 0 sen5x

lim
4, sen(x+a)
-0

lim 2x

"x — 0 sen3x

" x—>0cosx

lim 1-cos2¢

13.
t—>0 4t
lim

16. tan x
x—>0 2x
lim

18-x_)ﬁ1 sen x

2 z—x

lim

2. sen x

x—03x? +2x

Continuidad puntual.

TALLER 8.1

lim 1-cost
t—>0 ¢

lim
5. cos(t+a)
t—>0

lim sen3x

"x > 0 senbx

lim 11—
1 1—cosx

x>0 1+senx

14. 5
x—>0 2x

lim —-x
m -
17. T 2

x—); cos X

lim
1. sen x

X—>7T X—7T

lim
)1, coS x

lim 1-cos’x

x—0 3x? +2x

lim 1-cosx

‘x>0 senx

lim sendx

‘x>0 x

lim 3y

9.
y—>0senSy

lim 1-cos4x

12.
x—>0 X

li 2
15, A
x—>01-cos3x

. T
(sugerencia: ¢ = 5 X)

(sugerencia: t=x—17)

DEFINICION:

tes condiciones:
L. f(a) existe.

.. lim .
II. ii. f(x) existe.
X—>a

m ™ o= f(a)
a

X —>

La funcion f es continua en el punto x= a si y solo si se cumplen las siguien-
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Calculo diferencial con aplicaciones

Ejemplo 8.9.

x+1 si x>0
Sea f:R— R definidapor f(x)=40 si x=0
-1 si x<0

J)

Izquierda ——l«— Derecha x

Grafica 59. Continuidad puntual

Analicemos la continuidad en x=0, ver la grafica anterior, al aplicar las condi-
ciones de continuidad tenemos que:

i. f(0)=0
M= M )=
X) = X =
, x—0" 0" )
lim lim .
ii. f(x)= = f(x) noexiste
x—0 . . x—0
lim 1) lim ! 1
X -1=-
x—>0 0"

lim
iii. f(x)= £(0)
x—0
Luego, f{(x) es descontinua en x=0.

Ejemplo 8.10.

f(x)=c es continua en R, c= cte.

SOLUCION
Al aplicar las condiciones de continuidad a f(x)=c en x=a,(Vae R) se
tiene que:
i. fla)y=c
lim
ii. f(x)=c
x—>a
lim

iii. f(x)=f(a)=c
X—>a

Luego f(x)=c escontinua en Vae R

Universidad del Atlantico



Limite de funciones

Ejemplo 8.11.

Verificar si f(x)= mx + b es continua en R.

Solucion:

Al aplicar las condiciones de continuidad a f(x)=mx+b en x=a, (Va € R)
se tiene que:

i. f(a)=ma+b
lim
ii. f(x)=ma+b
X—a
lim

iii. f(x)=f(a)=ma+b
xX—>a

Luego f(x)=c escontinua en Va e R

Jx -

Ejemplo 8.12. Analizar si la funcién f(x) = es continua en 4

Solucion: la grafica de la funcién es:

Grafica 60. Continuidad puntual

Aplicando las tres condiciones anteriores se tiene que:

Ja-2 2-2 0
. = = =— No existe
BoJ@®= 4-4 0 0
. lim x-2 lim {Jx-2)Yx+2) lim lim _1
Tx—>d4 x-4 x4 (x-4)Wx+2 x—>4x 41 x+2i x—>4\/;+2 4
li
i, f + [(4)

x—>4 x
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Calculo diferencial con aplicaciones

Se puede analizar que la funcién no es continua en el punto x = 4 por que no
cumple las propiedades o condiciones de continuidad.

X’ —5x+2

2
Ejemplo 8.13: verifica si /(x)=——— es continua en los reales.

Soluciodn: la grafica de la funcidn es:

Grafica 61. Continuidad puntual

. - o : 2x* —5x+2 .
Al aplicar las condiciones de continuidad a f(x) = =L 2%72 en x=2 se tiene

que: x=2
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Limite de funciones

2(2)° -5(2)+2 _8-10+2 _0

2)= — no existe
===, P
2(2x* ~5x+2) (2x) -5(2x) +4
. lim lim 2x*-5x+2 lim P lim o
ii. f(x)= = ~= - s = I S
x—>2 x—>2 x-2 x—>2 x-2 x—>2 x-2
(2x—4)2x-1) 2(x-2)2x-1)
_ lim 5 _ lim 5 _lim (x—2)(2x—1)
x—2 x—2 x—2 x—2 x—2 x-2
lim
= (2x-1)=2(2)-1=4-1=3
x—>2
lim
iii. fx) = f(2)
x—>2
2_
Luego f(x) =2)675;+2 es discontinua en R cuando x =2.

TALLER 8.2

I. Demuestre que la funcién es discontinua en el niimero q, si es posible,
defina f{a) para que la continuidad desaparezca:

9x? —4 2 3-4x+9
1. f(x)= Y

a=— 2. f(x)=

s a=0
3x-2 3

9—¢? i 1<2 -3 six#3
3. f(0) = St a=2 4 f(x)= -3 T a=3
2 si x=3

3t+2  siot>2

P =4 si <2
t

, a=2
t>2

5. f(t)={

II. En los siguientes ejercicios determinar los valores de la variable indepen-
diente en los cuales la funciéon es discontinua y demuéstrelo por las condicio-
nes de continuidad.

1. f(x)z% 2. f(x)z% 3.h(x)=xf4

4. f(x)zﬁ 5. f(x) = 93); __24 6. f(x)= 2N+ V;‘”
2y Jy+5-+5 Yol -

T0=500 s f(y)zyyf 9. 7 =
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Capitulo IX

Derivada de funciones

CONCEPTO DE LA DERIVADA
Interpretacion geométrica de la derivada.

Recta tangente y normal a una curva en un punto.

El problema que permiti6 el desarrollo del calculo diferencial, planteaba la
forma de determinar la direccién de la recta tangente a una curva en un punto
dado. Al matematico francés Pierre de Fermat (1601 - 1665), se le debe la

solucién de dicho problema [9].

Discutiremos ahora la forma como el concepto de derivada se utiliza para

definirlarectatangente alagraficade unafuncién dada en un punto especifico.

Consideremos la funcion f cuya grafica ilustra la grafica 62, y sea p un punto

sobre la misma de coordenadas (¢, f{c) ).

S
f(cth r(cth, f(ct+h))
Sfcth) - flc)
p(c, fle)) \
fe) —T
0 c +—— h—> c+h X

Grafica 62. La derivada
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Calculo diferencial con aplicaciones

Parah # 0y c+ heneldominio de f, existe un punto r sobre la grafica de fcon
coordenadas (c + h, f(c + h) ) tal que la recta R determinada por los puntos p y

rnR, . es la secante a la grafica de f.

r)

La pendiente de R(p, r) estd dada por: pendiente de,
r S+ -1
h

(o) ,con h # 0

De la grafica 62, concluimos que si r se encuentra a la derecha del punto p,
entonces h > 0y si r se encuentra a la izquierda entonces h < 0.

Supongamos que la funcién f es continua en el intervalo que contiene a c y
a c + h. Consideremos el punto p fijo y r moviéndose sobre la curva hacia p,
tenemos que h tiende a cero y la recta secante R, gira alrededor de p. Si esta
secante tiene una posicién limite en su rotaciéon, denominamos a esa posicion
limite como la tangente a la curva en el punto p (ver la grafica siguiente).

S

p(cfc

f ()7 Tangente a la curva

0 c X

Grafica 63. De la secante a la tangente

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente a la curva en p es el limite de la
pendiente de dicha recta cuando h tiende a cero. Es decir:

lim f(c+h)=f(c) _df(c)

Pendiente de la recta tangente= m = =
h—0 h dx

J(©)

Luego, la pendiente m de la tangente a la curva en un punto p de coorde-
nadas (c, f(c)) es f’(c). Lo anterior nos permite determinar la ecuacion de la
recta tangente a la curva en el punto p de coordenadas (¢, f{c)).

Por tanto, ecuacién de la recta tangente = { y—flc)= dj; ©) (x— c)}
X

La recta normal a la grafica de la funcién fen el punto p(c, f{c)) es la recta
que pasa por py que es perpendicular a la tangente en p a la curva de f. Recor-
demos que dos rectas que tienen pendiente m1 y mZ2, respectivamente, son
perpendiculares si solo sim, m, =- 1, pgr1 lo tanto la pendiente de la normal a

la curva en punto p(c, f(c)) sera gz = 70
dx
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Derivada de funciones

La ecuacion de la recta normalenp =1y — f(¢c)=———(x—c¢
dx
Ejemplo 9.1. Encuentre la derivada de f(x) = 2x> +3.
Solucién:
df(x)  lim gy f(x)  lim (2(x+hf +3)- (227 +3)
dx h—>0 h h—0 h
lim  (24% +4xh+2h*)+3-2x° =3

lim (2 (x> + 20k + 4?)+ 3)- 257 -3
h—>0

T h—>0 h
_lim 2% 44wk + 2k +3-2x" -3 lim 4xh+2n>  lim p(4x+2h)
h—>0 h h—0 h h—0 h

123

= 4x+2h=4x+2(0)=4x+0=4x
h—0
Ejemplo 9.2. Encontrar la derivada de f{x) = x3, bosqueje la grafica de f{x) y

encuentre la ecuacion de la recta tangente en (2, 8).

Solucion:

Grafica 64. Recta tangente a una curva
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Calculo diferencial con aplicaciones

df(x) _ lim fem) - f(x) _ lim (x+h) -7 lim ¥ 435K+ 3xh% + B0 -

x  h—>0 h Th>0 k. h—0 h
_lim 33t el A 3] N o
h—0 h h—0 h h—0

=3x+3x(0)+ (0)* =3x+0+0=3x

()

Asi, A 3x2, y la pendiente de la recta tangente en (2, 8) es:

Y@ _ r12)=32) =34) =12

X
Por ultimo, segin la ecuacién de punto pendiente de una recta, se tiene:

y=y, =mlx-x,)

y—8=12(x-2)
y—8=12x—-24
y=12x-24+38
124 y=12x-16

Ejemplo 9.3. Encontrar la derivada de f(x) =+/x+1y la ecuacion de la recta
tangente en (3, 2).

Solucion:

Grafica 65. Recta tangente a una curva
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Derivada de funciones

df(x)  lim feeny- £ lim (arael)-(xr)

_ lim [(Jx+h+1)_—(«/x+1)I(\/x+h+l)+(\/x+l)]
h—>0 h[(Jx+h+1)+(Jx+1)J

tim (] () lim (eeheD)=(e+1)
h—>0h[(Jx+h+l)+(Jx+l)J h—>0hl(\/x+h+l)+(«/x4r1)]

_lim x+h+1—-x-1 _ lim h
h—>0 hl(Jx+h+l)+(Jx+l)J_h -0 hl(«/x+h+1)+(Jx+1)J

_1m1 1 B 1 B 1
E=>0Jx+h+l+0x+1 Jx+0+1+/x+1  24/x+1

df(x) _ 1
Asi, g Wxr1Y la pendiente de la recta tangente en (3, 2) es:

e _ 1 11

X 2341 244 4

Por ultimo, seglin la ecuacién de punto pendiente de una recta, se tiene:

y=y,=mlx-x,)
p2=(x-3)

x 3
_p==_2
Y 4 4
=X 24

3
4
5
4 4
+5
4

_x
4
X

y

1
Ejemplo 9.4. Encuentre la derivada de: /(x) = 1

Solucioén:
L
df(x):f,(x): im | i p1 x—1|_ lim x—1-(x+h-1)
dx h—0 h h—0h(x+h-1)x-1)

_lim x—l-x—h+1 _ lim —h
T h—>0h(x+h-1)\x-1) h—>0h(x+h-1)x-1)

lim -1 -1 -1 -l

Tho0(h—1)x-1) (x+0-1)x—1) (@-1)x=1) (x-1)
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TALLER 9

I. Utilice la forma alternativa de limite para encontrar la deriva (si existe) de
las siguientes funciones:

1. f(x)=3x>+1 2. f(x)=2x+x’
3. ]"(x)zL 4. f(x)=x—-4
x+5

5. f(x)=x"+2x+3 6. f(x)=+x

1

7. f(x)=+1+2x 8. f(x):f
X

II. Hallar la pendiente de las siguientes curvas en el punto x = 1:

4
1. y=8-5x° 2. y=—mo
x+1
2
3.y= 4. y=5x’
x+3

I11. Hallar las coordenadas del vértice de la parabola y = x* —4x + 1 usando el
hecho de que en el vértice la pendiente de su tangente es cero.

IV. Hallar la pendiente de las tangentes a la parabola y = —x” + 5x — 6 en sus
puntos de interseccion con el eje x

V. Si x se mide en pies y t en segundos, hallar la velocidad en el instante t = 2

de los siguientes movimientos:

1. x(t) =¢* +3t 2. x(t)=t> =3¢ 3.x() =/t +2



Capitulo X

Reglas de derivacion

ANALISIS DE LAS REGLAS DE DERIVACION

Teorema: reglas de derivacion.

Sean f(x) y g(x) dos funciones continuas derivables, c una constante real y n

un nimero racional, entonces:

" dx

4 2= < (7o)
5210+ g] = (f )+ < (e(0)

6. L) £0]= g0 (W) + 100 (g(0)
x dx dx

T reo] €05 ()= (e()
| E{gm} i )]
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Calculo diferencial con aplicaciones

Ejemplo 10.1. Obtenga la derivada de f(x) = x* —2x + 4.

Solucion:

U gl L)L g L= L) 2L L

YO 32 540-3¢-2

dx

Ejemplo 10.2. Derivar J/ (x) =Vx”

Solucion:
2
f(x)=x’
2 2 2-3 -1
df(x) _d| 5|_25"'_2.5_25
dx dx 3 3 3

Ejemplo 10.3. Encuentre la recta tangente a y = x* —3x” +2 en el punto (1, 0).
Solucion:

la grafica es:

128 \ |

Grafica 66. Recta tangente a una curva
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Reglas de derivacién

dy
dx

=4x’ —6x+0=4x" —6x

Asi la pendiente de la recta tangente en (1, 0) es:

m:Q:4(1)3—6(l):4—6:—2
dx

La ecuacion de la recta tangente en (1, 0) es:

y=y,=mx-x,)
y-0=-2(x-1)
y=-2x+2

Ejemplo 10.4. Encuentre dy/dx si f(x) = (x - 1)(x2 —3x+ 2).

Solucion:

g _ {d(x - 1)}(;52 —3x+2)+ (x - I)L;l(xz —3x+ 2)}

dx dx x

% = (1) =3x+2)+ (x=1)(2x =3+ 0)=(x = 3x+2)+ (x=1)(2x—3)

Lf;(x) =27 =3x+2+ (2% =3x—2x+3)=x" —3x+2+(2x" —5x +3)
X

M:x2—3x+2+2x2—5x+3
dx
X

Ejemplo 10.5. Obtenga la derivada de f(x) = Vx (\/; + 3).

Solucion:

f(x)= x;(x; + 3J

ol ]
dx dx dx

L] = (lx; J[x; + 3] + [x;](lx; + OJ
dx 2

df(x) 1 2 1 7 1

=—x3x24+-x33+x° Ex7

98]

dx 3

-1 -2 -1 -1 -2
) 15, 5, e S5, 5.5, 1
de 3 2 6 2
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Calculo diferencial con aplicaciones

3

Ejemplo 10.6. Obtenga la derivada de f(x) = zx

Solucioén:
d) L;i (x3 )}(Zx ~1)- (x3 {;’i (2x - 1)}
dx [2x -1}
df(x) (37 )2x-1)-(r")2) _ (62" -3x*)-2x" _ 62" —2x" -3’
dx [2x - 1] [2x 1} [2x -1
df (x) _ 4x’ —3x7
dx [2x -1
2x+1
Ejemplo 10.7. Determinar dy/dxen Y = JERT
Solucioén:
5 L‘;x (2x + 1)}()8 +1)-(2x+ 1)[;; (v + 1)}
dx [x2 + 1]2
dy (2o +1)-(2x+1)(2x) _ 207 +2-42° - 2x
dx [x —i—l]z [x + 1]z
130 dy —2x7—2x+2

T

1
Ejemplo 10.8. Obtenga la derivada de f(x) = =

Solucion:

df (x) (0)(x) () _o-1_-1

dx x2 X
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Reglas de derivacién

TALLER 10

I. Aplique las reglas de derivacion dadas hasta ahora para encontrar las deri-

vadas de las siguientes funciones:

1) f(x)=3x"—x+5

3) h(x) =%x3 +%x7

5) f(t)=( -2t +1) (27 +3¢)

x* -4

7 x) =

) f(x) 4
x* —4dx+5t

9) y=———

)y x> +9

3 5

=t

X x

1) g(x) =
13) £(x) = 24/x + 6x/x +3x3
15) g(x) = (3x +xt X3x_2 + c)

17) f(x) = x> (x + c)

) g = v -’
4) f(x) = (x* -3x+2)2x" +1)

6) g(x) = (2x% +5)(4x-1)

5—4x* +x°
8) y="
X
B
10) y==
x+1
3
12)y =
)y 1+x?
1 4
14)y = +—
)y 2x2 \/;
mx+b
16) £ (x) = "=
5x
18)y=_—31+2n
X

II. En los ejercicios siguientes, escriba la ecuacién de la recta tangente a la
curva y = f(x) en el punto dado P de ella. Escriba la respuesta en la forma

ax+by =c.
) y=x’, P(2,8)
1
3) J/:_aP(Z,'l)
x—1

5) y=x"+3x>—4x-5,P(1,-95)

3 4
7) y:_z__33P(_la7)
X X

3x*
9) yzz—,P(_193)
X +x+1

2) y=3x"—4,P(@1,-1)
1

4) y=2x—=,P(0.5,-1)
X

6) y=(i—%) ,P(2,4)

3x—2 1
8)y = ,Pl2,=
)Y =302 ( 2)

6

10) yz—zap(za_z)
l1-x

131
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Capitulo XI

Regla de la cadena

TEOREMA REGLA DE LA CADENA

Si una funcién g es diferenciable en x y la funcién flo es en g(x), entonces la

funcion compuesta (f o g) es diferenciable en x, y por tanto.

(Fog)'®=f(9(x) 9'(®)-

Ejemplo 11.1. Sea:
fx)=x" g(x)=2x>-5x"+4

Entonces la funcién compuesta (f o g) esta definida por:

(fog)x)=f(g(x))=(2x* —5x> +4)°

Aplicando el teorema de la regla de la cadena se obtiene que:

(fog) (x)=10(2x* - 5x* +4) (6x* —10x)

Ejemplo 11.2. Derivar: f(x) = (3)(?2 + 2)4.

Solucion:

0 3o o}t oo )
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Calculo diferencial con aplicaciones

EJEMPLO 11.3. Hallar dy/dx y = (ax" +c’"
Solucion:
d

-1 _ _ n—1
d—y:m(ax”+cr (anx” 1+0):anmx" 1(ax"+cy
X

Ejemplo 11.4. Determinar la derivada de: V = V2x' +x,

Solucion:
y= (2x3 + x)%
D ow s ) (o 1)
dy _ 6x> +1
dx

3(2)63 + x)§

Ejemplo 11.5. Hallar la derivada de / (x) = x* Ax? +bx,

Solucion:
134 f(x)= X (x2 + bx)%
dj;ix) =3x’ (x2 + bx)% +x° %(x2 + bx)_71 (2x +b)
4 =3x’ <x2 + bx)% + —x3 (2x hl b)
dx :
Z(x2 + bxﬁ
df (x) _ 6x” (xz + bx)% (x2 + bx)% + x3(2x + b)
dx 2(x2 + bx)%
df (x) _ 6x” (xz + bx)+ 2x* +bx’ _ 6x* +6bx> +2x* + bx’
dx 2(x2 + bx)% 2(x2 + bx)%
df (x) _ 8x* + 7bx’
dx (x2 + bx)%
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Regla de la cadena

2
X

Ejemplo 11.6. Encuentre la ecuacion de la recta tangente a V' = N enx=
- X

Solucion:

2x(4—x2)2 N x 2x(4—x2 2(4—x2)5 +x°
dy_ 4-r) (o)
dx (4—x2 a (4—x2)

dl: 2)6(4—)62)+x3 :E§)c—2)c3—i-x3
dx (4—x2X4—x2)% (4—x2ﬁ
dl: 8x —x°

dx (4_x2ﬁ

La pendiente de la recta tangente a la curva en x = 1.5 es:

8(1.5)~(1.5)° _
(4-a.57p

m(1.5) = 3.73

La ecuacidn de la recta tangente es: ¥ = 1 (x —x0) + yvo

Como P = (xo, yo) = (1.5, 1.7), la ecuacién de la recta tangente nos
queda: ¥ = 3.73 x — 3.89, La gréafica de la funcién y la recta tangente al
punto P = (1.5, 1.7}, es:

135
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Grafica 67. Recta tangente a una curva
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Regla de la cadena

TALLER 11

I. Calcular la derivada de las siguientes funciones:

1) h(x) = (LJ

x—1
3) £(x) = (3x + 2) (x> = 5x)

5) g(r) = (2r* +8> +1)

2

d x3 -1
N—I|—

dx -
x2 +2

9) f(r)=(r> +1) (2™ +5r)°

1) g(x) = ((jx * j’))
13)1 x2—1]
dx_ X

15)di_ 9+\/9—x}

XL

2x+1Y*
2)f(x)=(3x_1j
) g(x) = (ax> + 7] (22" +1)'

-1

6) f(t)=(x" +4)3

8) —[(Zx — 9 (x +4x - 5)}

d
dx

tx—1
ax® +bx +c

10)f(X)=(

(4x+1) (x> +2)
(?a)c2 + 5)2
kel
Yx+1

16)_[2x+3}

12) h(x) =

d
14)—
)dx

d
dx|3x-2
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Capitulo XII

Derivacion Implicita

DEFINICION DE LA DERIVADA IMPLICITA

Hasta ahora todas las funciones se han dado en forma explicita, es decir, una
variable esta dada en funcién de la otra, pero esto no siempre es posible, pues
hay funciones cuya ecuacién no se resuelve facilmente para poner y en térmi-

nos de x, cuando esto sucede se dice que es una funcién implicita.

Utilizando la regla de la cadena podemos hallar la derivada de y respecto a
x sin necesidad de resolver explicitamente para y, a esta técnica se le llama

derivacion implicita.

Ejemplo 12.1. Derivar: X’y +3y” =4x+2y

Solucidn:

[2xy+x2(1)ﬂj + 6yﬂ _42 Y
dx dx

dx
2xy+xzﬂ+6yd_y:4+2d_y
dx dx dx

xzﬂ+6yd—y—2ﬂz4—2xy
dx dx  dx

<x2 +6y—2)%=4—2xy

dy  4-2xy
dx x*+6y-2

Universidad del Atlantico
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Calculo diferencial con aplicaciones

Ejemplo 12.2. Hallar la pendiente de la recta tangente a la grafica de
4x* +9y* = 40 en el punto(1, 2)

Solucion:

8x+18yﬂ =0
dx

dy -8
dx 18y
dy —4x
dx 9y

La pendiente de la recta tangente a curva 4x> +9y* = 40 en punto (1, 2) es:
Gy -4 _ -4 -2
de  92) 18 9

Por lo tanto, la ecuacion de la recta es:

y=y,=m(x-x,)

140 y=2="2(x-1)
9
—2

=—x+—+2
Y7

S22,

YT

Ejemplo 12.3. Derivar Jr+y-x=0

Solucioén:
(x+ ) —xy=0
%(x+y)?[1+%j—(y+x%j20
Serr) o) Loy x P
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Derivacién Implicita

%(x+y)_71%—x%:y—%(x+y)_7l
(x+y)_7l—2x Q: 2y—(x+y)_71
2 dx 2

2y—(x+y)_71
dy _ 2
1

dx (x+y)7—2x
2

@: 2y—(x+y)%1

dx (x—i—y)%1 -2x

Ejemplo 12.4. Encontrar la ecuacidn de la recta tangente y normal a la grafica
de la elipse dada por 25x* +16y*en el punto | 1,- */Fj

Solucion:

Derivando implicitamente, obtenemos:
d ) ,1 d
—[25x* +16y~ |=—|81
dx[ v _-[81]

50x+32y%: 0

X
d_y_—SOx
dx 32y
(14
La pendiente de recta tangente en el punto L > 5 Jes:
_dv_ =50 =50 -100 _ 25
dx 32[ MJ 32( \/EJ -32J14 814
2

La ecuacién de la recta tangente es:

Y=Yy =m(x—x,)
14 25

S Y

(1 _\/ﬁj
La pendiente de la recta normal a la elipse en el punto(~ 2 Jes
mm=—-1=m =_—1:>m =_71= -814
1 1 m 1 25 25

814
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Calculo diferencial con aplicaciones

La ecuacion de la recta normal es:

NESRNTY

-1
2 25x)

La grafica de la elipse, la recta tangente y la recta perpendicular a la recta

tangente es:

142

Grafica 68. Recta tangente y normal a una curva
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Derivacién Implicita

TALLER 12

I. En los siguientes ejercicios halle la diferenciacion o derivada implicita.

1. x*+y?=¢? 3.3x*y? - 7x’ =4-8y
1 1
4. (x+y) —(x-y) =x"+y* 5. —+—=1
Xy
6. \x +ly=b 7. 2 =24y
Vx -y
8.x2y2=a2(2—y2) 9_l+l:1
Xy
10. 247 =212 1 A1=x" +4f1- 2 =8(x—y)
xX=y
. 1o
12.y:12 24 13.x2 +y2 =9
-X

IL. Dado x*y + y°x = —2 encuentre dy/dx usando derivacién implicita y evalie
la derivada en (16, 25).

III. Determinar la ecuacion de la recta tangente a cada una de las siguientes

curvas en el punto indicado. 143
1. x*—xy+y>=7,en(2,3) 2.y +x*=5x"y* en(1,1/2)
3. x+4y=2en(1,1) 20 [y=2en(l,z)
T
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Capitulo XIII

Aplicaciones de la
derivada

LA DERIVADA EN OTRAS CIENCIAS

La derivada tiene muchas aplicaciones en las otras ciencias, como son, la
fisica, la biologia, la economia, la ingenieria, etc. Mediante algunos ejemplos,

explicaremos por ahora las aplicaciones mas usuales o sencillas.

La derivada en fisica.

Definicion de velocidad media.

Si s(t) dala posicién en el tiempo t de un objeto que se mueve, la velocidad
media del objeto en el intervalo [t, t + Dt] esta dada por: A

As _[s(e+Ad]-s()

Velocidad media = v(1)= o "

Definicion de velocidad instantanea

Si s(t) dala posicién en el tiempo t de un objeto que se mueve, la velocidad
instantdnea del objeto en el instante t esta dada por:

lim As _[sle+an)]-s(e)

g 3 A =V() =
Velocidad instantanea = v® At—>0 Az At
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Calculo diferencial con aplicaciones

Definicion de aceleracion

Si s(t) da la posicion en el tiempo t de un objeto que se mueve, su acelera-
cion en el instante t esta dada por:

d :
Aceleracién = E(V(t)): v'(?)

Ejemplo 13.1. La altura en s en el tiempo t de una moneda de plata que se deja
caer desde un edificio esta dada por s(¢) = —5¢* +1350, en donde s se mide en
metros y t en segundos.

Encuentre la velocidad promedio sobre el intervalo [1, 2]
Obtenga la velocidad instantdnea cuando t =1y t=2.

La aceleracion con cae la moneda.

Solucion:

La velocidad promedio o media esta dada por:

- p— p— 2 —_ =
v:s(zg f(l):[ 5(2) +1350]1 [-50+1350] 0 s s 1350 15"
— S

La velocidad instantanea esta dada por:

ds(t) _ 10t
dt

v(t) =

La velocidad instantanea cuando t = 1 es

w(l) = % =-10(1) = —10%

La velocidad instantanea cuando t = 2 es

ds(2) _

n2) == _—10(2)=—20%

La aceleracion con que cae la moneda es:
dav(t
L) _

102

dt s’

Ejemplo 13.2. Dos vehiculos V, y V, recorren dos vias que se intersecan for-
mando un angulo recto. El vehiculo V, va en direccién norte a una velocidad
de 120 m/sg y el vehiculo V, en direccion oeste a una velocidad de 108 m/sg
(ver siguiente grafica)
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Aplicaciones de la derivada

Grafica 69. Razén de cambio

Si en un instante ¢, el vehiculo V, se encuentraa 612 m del cruce cy V, a 540

mde c:

¢ Determinar, la rapidez con que varia la distancia entre los dos vehiculos.

Solucion:

Sea s la distancia entre los dos vehiculos, x y y la distancia de los vehiculos V1

y V2 a c, por Pitdgoras tenemos que:

sP=x"+y’

Derivando implicitamente respecto a t, obtenemos:

)=S0+ 20)

ar” " aS T ar

ds dx dy
268 0P (g
Sa P a Py W

Segtn los datos del enunciado del problema:

DM g
dt sg dt sg

Y en el instante en que x =540 myy = 612 m, tenemos:

S2 =x2 +y2

s=+fx? 17
s =+/(540)* +(612)

s~8l6m

Universidad del Atlantico
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Calculo diferencial con aplicaciones

De sustituyendo los valores anteriores en (1):

ds _xdx ydy

dt  sdt s dt
é=ﬂ(108)+@(120)
dt 816 816
1147

dt sg

Ejemplo 13.3. En una finca se utiliza una un alberca para el riego de una hor-

taliza, la cual tiene la siguiente formar:

OO
Q
o)
Q
Grafica 70. Razén de cambio en la alberca

Si se suministra agua a la alberca arazén de 3 ™. Y esta presenta un orificio en
min 3 .
una de sus tapas extremas por la cual se escapa el agua a razén de 1.5%; Sila

altura se eleva a razén de 1.2 % . Calcular el flujo de agua que se escapa en el
momento en que la altura del agua es de 1m.

Solucidn:
Los triangulos que tiene la alberca son equilateros, por lo cual se tiene que:

243
_2Vv3

*=73

El volumen de agua dentro de la alberca es:
h
V = (area del triangulo)(longitud de la alberca) = (x?) (5)=25xh

2v3
Sustituyendo X = =~ h en el volumen tenemos:

23 53
V=25 <T\/_h>h=T\/_h2
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Aplicaciones de la derivada

Derivando el volumen con respecto al tiempo obtenemos:

a (3L p2
dv 3 _10v3 dh
dt dt T3 dt

Como % =12 % y h = 1m, se obtiene el flujo de agua dentro de la alberca

dv 10v3 dh 1043 m3
=== h =3 (1)(1.2) = 6.9282 —

Por ultimo la cantidad de agua dentro de la alberca es:

Vr = Volumen de agua en la alberca — Volumen de agua que sale
m3 m3
Ve =V -V, =(69282 - 1.5)— =5.4282 —
min min

Ejemplo 13.4. La carga eléctrica en un circuito RC esta dada por:
-t
a® = ¢ v, (1 - ec)

Sila corriente eléctrica en un circuito RC esta dada por la razén de cambio de
la carga eléctrica respecto al tiempo, calcule la carga y la corriente eléctrica
del circuito para los siguientes tiempos:

t=1seg, 2 seg, 5 seg, 10 seg, 20 segy 30 seg.
Si se tiene que los dispositivos eléctricos son:
Fuente de alimentacién: Ve = 20 vol,
Capacitor o condensador:C = 1.2 f,

Resistencia eléctrica: R = 100 Q.

Solucion:

Resistencia

. Interruptor
Capacitor g ; \

_@@‘_

Fuente de
poder
C.D

Grafica 71. Circuito RC

149
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Calculo diferencial con aplicaciones

Los circuitos RC estan compuestos por una resistencia y un condensador o
capacitor. Se caracteriza porque la corriente eléctrica depende del tiempo.
Cuando el tiempo es igual a cero, el condensador estd descargado, en el
momento que empieza a correr el tiempo, el condensador comienza a car-
garse ya que hay una corriente en el circuito. Debido al espacio entre las
placas del condensador, en el circuito no circula corriente, es por eso que se
utiliza una resistencia. Cuando el condensador se carga completamente, la

corriente en el circuito es igual a cero.

Teniendo en cuenta que la intensidad se define como la carga que atraviesa
- Lo : : . d :
la seccién del circuito en la unidad de tiempo, i = d—z tendremos que derivar la

carga eléctrica almacenada en el capacitor, esto es:

4@ = v, (1-ec)

Derivando con respecto al tiempo, obtenemos la intensidad en funcién del

tiempo:

dt

o)

_da® _ Ve -t
L= —FE

La carga y corriente eléctrica para los tiempos solicitados son:

Tabla 7. Valores de x vs y de una parabola

Tiempo o t medido en Carfa Eléctrica__ot Corrie.nte_elg(cgrica °
(segundo) a0 =Ccv. (1 - e ==
Medido en (coulomb) Medido en (Amperios)
1 0.2 0.2
2 0.4 0.2
5 0.98 0.19
10 1.92 0.18
20 3.68 0.17
30 5.31 0.16

13.2 La derivada en economia.

Modelo General. En la teoria econémica se acostumbra expresar el costo
total ¢ dependiendo del ntimero x de articulos producidos, es decir, ¢ es una
funcién de x, c(x) [10].
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Aplicaciones de la derivada

Si el nimero de articulos producidos se cambia de x a x + h, la velocidad media

(o raz6n media) en el cambio del costo esta dada por:

pr c(x+h)—c(x)

c(x) P ,con h#0

Y la velocidad instantanea (o razoén instantanea) de cambio del costo esta

dada por:

de(x) _ () = lim ¢(x+h)—c(x)
dx h—0 h

de(x) _
PR (¥) en la teoria econémica recibe el nombre de costo marginal.

EJEMPLO 13.5. Si el costo total para la impresora A para producir x textos

esta dada por:

c(x) = 80x +104/x

Determinar: 151

El costo de produccion de 100 textos.
La rata media para x textos.

El costo marginal de 625 textos.

Solucion:
El costo de produccion de 100 textos esta dado por:

¢(100) = 80(100) +10+100 =8.000 +10(10) = 8.000 +100 = 8.100

La rata media para x textos, esta dada por:

3= [80(x + 1)+ 104+ 7] [80x + 104 ]
h

con h=0

 80x+80h+103x+ /1 —80x+10vx 80k +10yx+h +10x
h h

o(x)

El costo marginal de 625 textos:

de(x) = 5
=80+5x? =80+ —
dx 625
dc(625) 5 5 1 401

=80+ =80+—=80+—-—=—-=280,2
5 5

dx J625 25
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Calculo diferencial con aplicaciones

La derivada en geometria

Ejemplo 13.6. Un globo de caucho de forma esférica esta siendo inflado por
una persona. En un instante t el volumen del globo estd aumentando con una
rapidez de 360 cm3/min; si en ese instante el radio es de 10 cm, determinar la
rapidez con que aumenta el area de la superficie esférica del globo.

Solucion:

Grafica 72. Razén de cambio

Observamos que tanto el volumen V, el area A y el radio r son funciones de t.
Es decir:

V=V@), A=A@) y r=r()

4
Sabemos que V() =77 'y A =47 1’ aplicando la derivacion en cade-

na, obtenemos:
LV(t) =d4r r? ﬂ (D
dt dt

152

av(t) cm’

Segun el enunciado tenemos que: — 360 r = 10cm, Sustituyendo en la
t

L, min
ecuacion (1) tenemos:

3
360 = 47 (10em) I
min dt
3
cm
360
min __ dr
4007 cm® dt

9 cm dr
— @)

107z min _E

Ahora, como 4(t) = 4x r* entonces:

dA(t) dr

7 — 8 _
a7 (3

Sustituyendo (2) en (3) se tiene que la razén de cambio del area es:

2
a4 _ 8’7 (10cm{9 cm j =72 cn?
dt 1

7 min min
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Aplicaciones de la derivada

TALLER 13

1. Un recipiente cilindrico, con eje vertical esta al principio lleno con 3/2
litros de agua. Este recipiente tarda 50 minutos en vaciarse después de que
se abre una llave en el fondo. Suponga que la llave se abre en el tiempo ¢t = 0.
Una consecuencia de la Ley de Torricelli es que el volumen V del suero que
queda en el recipiente después de t minutos es:

e

Encuentre la razén instantanea a la que fluye hacia afuera el agua del reci-
piente cuando t = 30 minutos

2. Una particula se desplaza a lo largo de una recta horizontal de acuerdo con

la ecuacion:

s=2t =42 +2¢—1

Determinar los intervalos de tiempo cuando la particula cambia de sentido el
movimiento.

153

3. La utilidad bruta anual de una clinica particular, t afos después del primero
de enero de 1994, es de p millones de pesos p(1) = %tz +2t+10y, hallar:

La tasa a la cual estuvo creciendo la utilidad bruta el primero de enero de
1996.

Y la tasa a la cual debera estar aumentando la utilidad bruta el primero de
enero del 2.000.

4. Un tanque en forma de cilindro tiene una altura de 16mt. y un radio de 4mt.
en la base. El agua fluye al tanque por la parte superior a razén de 2m?3/min.
Calcule la rapidez con que sube el nivel del agua respecto a su altura

5. En una planta de grava y arena, la arena se vierte a un transportador y
después a una pila conica con una tasa de 10 ft*/min. El diametro de la base
del cono es aproximadamente tres veces la altura. ;A que tasa cambia la altura
de la pila cuando tiene una altura de 15 ft?

6. Un pulmon artificial en forma de cilindro tiene un radio de 20 ¢cm en la
base. El aire fluye al pulmén artificial por la parte inferior a razén de 7 cm®/
sg. ;Qué tan rapido sube el nivel cuando el cilindro tiene una altura de 15 cm?
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Calculo diferencial con aplicaciones

7. Un liquido X, se congel6 en forma de esfera. Un ingeniero lo empieza a
derretir de manera uniforme con calor. En un instante t el volumen esta
decreciendo a razdon de 20 cm’/min, y en ese mismo instante el radio de la
bola es de 16 cm. Determinar:

a) Larapidez con que decrece el radio de la bola.

b) Larapidez con que decrece el rea de la superficie de la bola hematolégica
congelada.

8. Laley de Boyle para la expansion de un gas es PV = C, donde P es la presion
en unidades de fuerza por unidad de area, V es el volumen del gas en unida-
des cubicas y C es una constante. En un instante dado la presion es de 3000
Ib/pie?, el volumen es de 5 pies® y aumenta a razon de 3 pies’/min. Obtenga la
razén de cambio de la presion en ese instante.

9. La funcion P(h) = p g h + P nos permite encontrar la presion de un liquido
en reposo a una profundidad h. Hallar la variacion de presion respecto a la
profundidad del cualquier liquido en reposo.

10. El volumen de un cubo deladoses V = S, Hallar la raz6n de cambio de V
respecto a s cuando s = 4.

11. Una empresa comprueba que, vendiendo p délares por unidad, sus ingre-
sos mensuales son:

R=12000p—1000p>, 0<p<I12

(Notese que los ingresos son cero cuando p = 12, ya que nadie quiere pagar
tanto). Hallar la razén de cambio de R respecto de p cuando:

a)p=1 b)p=4 c)p=6 dp=10

12. En una reaccién quimica la cantidad @Q (en gramos) de una sustancia pro-
ducida en t horas viene dada por:

0 =16t—4t* 0<t<2

Halla el ritmo (en gramos por hora) de produccién de la sustancia cuando:

a)t=1/2 b)t=1 At=2
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Capitulo XIV

Derivada de funciones
trigonomeétricas

TEOREMAS SOBRE LA DERIVADA DE LAS FUNCIONES
TRIGONOMETRICAS

1.

Si

Si

. Si

Si

. Si

Si

. Si

Si

. Si

Si

Si

Si

f(x)=senx

S (x) = senu(x),

f(x)=cosx

S (x) = cosu(x),

f(x)=tanx

S (%) = tan u(x),

f(x)=cotx

f(x)=cotu(x),

f(x)=secx

S (x)=secu(x),

f(x)=cscx

J(x)=cscu(x),

entonces

u(x) derivable entonces,

entonces

df(x) _
dx

cos x
IO _foosu]] 42|
v
u(x) derivable entonces, % = [ senu(x)] {%}
YO _ o
dx

entonces

u(x) derivable entonces, %: [sec2 u(x)][%}

entonces

u(x) derivable entonces, %: [— csc? u(x)][m}
X

entonces

u(x) derivable entonces,

entonces

u(x) derivable entonces, —
dx

—CSC2 X

df (x) _
dx
dx

=secx tanx

d’; S‘) = [secu(x) tan u(x)]{%}

daf (x)
dx

=-—Cscx cotx

af (x)

df (x)
dx

= [— cscu(x) cot u(x)][w}
dx
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Calculo diferencial con aplicaciones

Ejemplo 14.1. Derivar f(x) = cos 5x

Solucion:

m = (— sen Sx) (5) =-5co0s5x
dx

Ejemplo 14.2. Si y = 3x’senx, encuentre dy/dx

Solucion:

d
L _ 6x senx +3x2 cosx

dx

Ejemplo 14.3. Encuentre una ecuacion para la recta tangente a la grafica de
Jf(x) =sen2x en el punto (T, 0).

Solucion:

f(x)=sen2x

@ = (cos 2x)(2) =2c0S2x
dx
156

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente en (m, 0) es

m:M:2cos2ﬂ:2(l):2
dx

Luego la ecuacidn de la recta es:

y_yo :m(x_XO)
y—0:2(x—7r )
y=2x-2rx

Ejemplo 14.4. Encuentre dy/dx dado Y =2 Cosg.

Solucion:
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Derivada de funciones trigonométricas

1
Ejemplo 14.5. Encuentre dy/dx dado y = Zsenz 2x

Solucion:

y= %(Sen 2x)

2

P = —(sen 2x)(cos 2x)(2)

x 4
a’_y = i sen2x cos2x
dx
Q = sen2x cos2x
dx
Pv_ lsen 4x  (Identidad Trig.)
dx 2

Ejemplo 14.6. Derivar y = sec’ 2x

Solucion:

y= (sec 2x)3
157

% =3(sec2x)’(sec2x tan2x)(2)=6sec’®2x tan2x
X

Ejemplo 14.7. Halla la primera derivada de: f(x) = cot(l - 2x2)

Solucion:

dfd(x) = (— csc’ (1 —2x° )X— 4x) =4xcsc’ (1 — 2x2)
X

Ejemplo 14.8. Si y =sec’ vx. Encuentre dy/dx.

Solucion:
1

y =sec’ x2

1 1 1 -1
d_y= 3sec’ x2? | secx? tanx2 lx2 =isec3\/; tan\/;
dx 2 2\/;
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Calculo diferencial con aplicaciones

Ejemplo 14.9. Determinar dy/dx en y = tan+/1 — x

Solucion:

y= tan(l - x)%

2ot

X

dx

Q = [secz(l —x);j _—1]

dy _ —sec’/l—x
dx 241—x

, . x> +2
Ejemplo 14.10. Hallar la derivada de f(x) = |cos =
158

Solucion:

f(x)= cos{x2 * 2}

x—1

df(x) _ ;cos;(xz +2j _Sen(xz +2jJ[(2x+0)(x—l)—(l—O)(x2 +2)J

dx X — (x — 1)2

df () _ ;cosj(xz +2j _M{xz +2]J[(2x)(x—l)—(l)(x2 +2)J

dx (x—1)°

_ 2 2 -1 2 2
d];(x)zzl[Zx (2x1);c 2}:052[)( +2j sen[x +2]
X x—

2 -1/ 2 2
df(x): —x"+2x+2 cos? | +2 cen| = +2
dx 2(x-1) x—1 x—1
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Derivada de funciones trigonométricas

TALLER

senx

1) h(x) =

X

3) F(x)=2tcost

5) f(x)=x"cosx—2x senx —2cosx

x+4

N f)=

cosmt

9) g(x) = sen’(cos2x)

11) f(x)= (2senx —3cos x)3
13) f(x) =secx + tanx

1

15)g(8 )= 3
(sec26 -1)2

17) y =cos(1-x)*

19) f(y) = Jx tan\f

1
x

2 cosw

21) f(w) =

w+1

23)1 1+ seny
dy|1-seny

Hallar dy/dx por diferenciacién implicita:
1) sec’ x+csc’ y=4
3) xseny+ ycosx =1

5) sec’ y+cot (x—y)=tan’ x

7) y=«/cosix—yi

14
2) f(x)=+/cosx’

4) g(x)=tanx+cotx

Iy
_tan(y +1)
8 0=
2
10) 1= 25

12) f(x) = 4cos(sen3x)

1

14) y = —csc4x
)y 2

16) y =cos(l-x?)

18) f(x) = tany/x* +1

20) g(y) =tan./y sec\/;

22)1 tan ¢
dt| cost—4

24) f(x) = x* cosx - 2x senx - 2¢cos x

2) cotxy+xy=0
4) cos(x+y)=y senx

6) csc(x—y) sec(x+y)=x

8) y =1/seniwlx+y ’z x
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Calculo diferencial con aplicaciones

Diferenciar las siguientes funciones:

1
1) g() = — 2) g(t) =+/sendt
\sen“t+sen” 3t

3) g(t) =(cos 3¢ —sen3r)’ b 0O - co;ze

5) g(t) =+t cos’ mt 6) f(x)= cos(senxz)
7) yzx/;sen\/xvu/; 8) f(x)lecos\/;
9) y= (l + sen nx)_1 10) y = sen(\@x)
11) y= xzserf(x’l + 1) 12) y= cos(mx + nxz)
Derivar:
1) f(x)= (M) 2) y=[x—sen2x][x+cos2x"]
1 —cos3x

160

3) Si un cuerpo de peso W, es arrastrado a lo largo de un piso horizontal
mediante una fuerza F, dirigida a un angulo de @ radianes con el plano del
suelo, entonces F esta dada por la ecuacion:

B kw
k sen@ + cos@

Donde K es una constante y recibe el nombre de coeficiente de friccion. Si

k = 0.5, calcule la intensidad de cambio instantanea de F con respecto a &
Vs

cuando:a) @ = E, b)g ==
4 2
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Capitulo XV

Derivada de un
logaritmo

DEFINICION DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION LOGARITMICA

Se define el logaritmo de un nimero x > 0 en una base b, como el exponente al

cual debe elevarse la base b para obtener el nimero dado x. Es decir:
y=log,x < b’ =xgelee: “Logaritmo en base b de x es igual y

y=log,x=Inx < b" =xSelee: “Logaritmo en base ¢, o logaritmo natural

de x esigual y”

Teoremas:

1) Si /(x) =log, x, entonces: g _1
dx X

0g, e

Regla de la cadena, f(x) = log, u(x), u derivable en x, entonces:

df(x) | 1 | du(x)
dx L(x)}[ dx }logb e (Te(;rema ,c_I{eneral)
2) Si f(x) = Inx, entonces: % -

Regla de la cadena, f(x) = Inu(x), u derivable en x, entonces:

g [1 [du(x)}
dx u(x) || dx
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Calculo diferencial con aplicaciones

Jx—-1
Ejemplos 15.1. Encuentre dy/dx dado » = 10g3[x -

Solucion:

Q_ 1 log, e
dx  x+x-—1 2 ?
2
FC_HXJ
dl: 2 ( 24x -1 log,
dx  xx-1 2 }
dy 1 Jil x
—=———|Wx-1+——|log, e
dx x«/x—l( 2«/x—1] &
@ _ l+ ! log, e
de (x 2(x-1)
d—y: 3x=2 log, e
dx | 2x(x-1)

162
Ejemplos 15.2. Determine dy/dx si ¥ =In7x-3

Solucion:
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Derivada de un logaritmo

EJEMPLOS 15.3. Derivar: y = In(y/x sen*mx)

Solucion:

1
y= 1n[xzsen2mx

dy _
dx

dy _
dx

x2sen’mx |-

senzmx

24/x

-1 1
(; x? ]sen2 mx + x2 (2(senmx ) cos mx)(m))

+ 2m+/ x senmx cosmx

«/; sen*mx

sen*mx+4m

X senmx COSmx

2

Vx

\/; sen2mx

dy _ senmx (senmx +4m x cosmx) _ senmx +4m x cos mx

dx

2x sen’mx 2x senmx

Ejemplos 15.4. Determinar dy/dx en f(x)=log, (cos mx)

Solucion:

df(x) — 1 (— Senmx)(m)lOgZ e
dx cosmx
drf (x) o Senmx log, e
dx cosmx
df (x) =—mtan mx log, e
dx
df(x) _ 10g2 efmtanmx
dx
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Calculo diferencial con aplicaciones

TALLER 15

En los ejercicios siguientes, derive la funciéon dada y simplifique el resultado.

1. f(x)=1In(4+5x) 2. f(x)=In(1+4x>) 3. h(x)=Inv4+5x

4. f(x)=In8-2x) 5. f(t)=InGt+1)’ 6. h(x) = In(8 — ax)*

7. g(0)=In*Gr+1) 8 g(x)=InV1+dx> 9. f(x)=In¥4—x*

10. g(»)=In(lny)  11. f(3)=In(senSy)  12. f(x)=xInx

13. f(x)=cos(Inx) 14 g(x)=Incosx  15.g(x) = In(sec2x + tan 2x)

3w+l

16. h(y) =csc(Iny) 17. f(x)=In+/tanx 18. f(w)= w3
W

19. In[(5x=3)*(2x* +7)*] 20. h(x) =1L
nx

En los siguientes ejercicios halle la Diferenciaci’on o Derivada Implicita

L Inxy+x+y=2 2. L=t 3. log,x* +y* =¢c’
x
164
4. In(x+y)-In(x—y)=4 5. xIny+ylnx=xy 6. x=log,(x+y+1)

7. 1n(3x4y2)—7xy3 =4-8y 8. In(x+y)’ —In(x—y)* =x* +y*

Iny

9.+l =1 10 Invx+Infy=b 11, =1n(2+x?)

cosx seny Jx - y
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Capitulo XVI

Derivada de funciones
exponenciales

DEFINICION DE LA DERIVADA DE LA FUNCION EXPONENCIAL
TEOREMAS:

VbeR", 0 b=cte>0,setiene que:
i. Si f(x)=b", entonces, @ =b"Inb (caso particular).
X

ii. Regla de la cadena: (Teorema general)
df(x) — (du(x)j bu(x) lnb

dx

Si /(x)=b"" y derivable en x, entonces: y
X

Casos particulares en los que b = e

i. Si f(x)=¢" entonces, dj;(x) =e
X

ii. Regla de la cadena:

Si f(x)=¢"" y derivable en x, entonces: @ = (Ch;(x)j ™
X X

Sx2+3x+4

Ejemplo 16.1. Determinar dy/dx dado ¥ =4

Solucion:

% =(10x+3+0)a* *** Ing = Ina (10x+3)a™ >
X

XCOSX

Ejemplo 16.2. Encontrar dy/dxde y =e

Solucion:

Y _ ((1)cos x + x(— senx))e**
dx

& _ (cos x — senx)e
x

XCOSXx
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Calculo diferencial con aplicaciones

Ejemplo 16.3. Derivar f(x)= axeln(x2+x)

Solucion:

f(x) — axeln(xz +x)

4700:Lflnakmw+g+a{123+1)éﬂgﬂ{
dx

X +Xx

M — axeln(.x2 +x)|:1na n 2x + 1:‘

dx X +x

Ejemplo 16.4. Hallar la derivada de /(x) = x’¢”

Solucion:
L/AC 2xe™ +x’ae™
dx
G _ xe™ (2 + ax)
dx

Derivada de funciones exponenciales con base variable:

Ejemplo 16.5. Determinar dy/dx se V = x*

Solucioén:
y=x"
Iny=1In x°
Iny=x’lnx (propiedad de logaritmica)

1o _ 3x? 1nx+x3(lj
y dx X

%zy(?axz lnx+x2)
%zxx3(3x2 lnx+x2)
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Derivada de funciones exponenciales

Ejemplo 16.6. Encuentre la derivada de y = (senx)”

Solucion:
In y = In(senx)”
y =e" In(senx)
ldy_ e" In(senx)+ e{ 1 }cos x
y dx senx
@ _ y[ex In(senx)+ e* €08 x}
dx senx
@ _ e’ ln(senx){e" In(senx)+e* cos x}
dx senx
dy _ 2x
=L = ¢ In(senx )[In(senx) + cot x]
@ _ ¢**[In(senx)+ cot x|In(senx)
dx
d_y — ln(senx)ezx[ln(senx)+cotx]
dx
TALLER 16

En los ejercicios siguientes halle dy/dx.

1) y= eSr3+h

RN

) y=e ¢

1
(ZscnSX){csczix;]
5) y=e

7) y=e'sene”

9) y=taneﬁ
1y y=2=¢_
e +e-’

13) y — xSe—3lnx
15) y =sece™ + "

17) " +e’ =e"”

19) y*™ +xy° =1

(~Tx+e*)(x>+b)7

2) y=e

4) y :e(XZ*S)COSaX

6) y:ecosw/;

eX

8) y=—

X

10) y=e“
e —1

12) y=In
)y e +1

14) y=In(e" +e™)
16) y =tane™ +e™>*

18) e’ =1In(x’ +3y)

20) ye** +xe™ =c¢
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Calculo diferencial con aplicaciones

Encuentre la derivada de las siguientes funciones:

D f(x)=3" 2) f(x)=67"

3) f(1)=4" 4) g(x) =10
5) flx) =4 6) f(z)=2%

7) g(x)=2%3* 8) f(f)=tan3"

9) f(x)=(x3+3)%2’7" 10) h(x)=lOgT”’x
1 =" 12) £(x) = log, *
13) f(x) = (senx)™" 14) f(x)=e"

15) f(x)=x" 16) 2g(z) = z°*
17) f(x)=x"" 18) f(x)=x"

168
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Capitulo XVII

Derivada de funciones
con valor absoluto

DEFINICION DE LA DERIVADA DE UNA FUNCION CON VALOR ABSOLUTO

Para calcular la derivada de una funcion con valor absoluto es necesario hacer

uso de las siguientes definiciones:

X si x20 ] L
x| = . (Primera definicién de valor absoluto)
—-X si x<0

|x| = \/x_2 = (xz )% (Segunda definicion de valor absoluto)

Ejemplo 17.1. Derivar » = |x+2]
Solucioén utilizando la primera definicién:

_| +2|_ x+2 st x+220= x2>2-2
PEETATI (k42) si x+2<0= x<-2

La derivada para x > —2 es:

ﬂ=i[x+2]=1
dx dx

La derivada parax < -2 es:

DA (e 2))=1

dx dx
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Calculo diferencial con aplicaciones

Ejemplo 17.2. Derivar y = |x+2|

Solucién utilizando la segunda definicién:

1

y=Allr+2) =[x+2)f

@[ op ] plo 2]

dx

dy 2(x+2)

dx 2[(x + 2)2F

Q x+2 x+2

dx_[(x+2)zﬁ T2

xX+2 si x+220= x>-2
Como x +2|= —(x+2) i X4+2<0 = x <y Entonces

La derivada para x > -2 es:

dy x+2 .
dx x+2
La derivada parax < - 2 es:
dy _ x+2
dx -(x+2) B
TALLER 17
l) F(X) = ‘X‘ 2) g(x2) _ ‘xz I l‘
2 ‘ax’2 +b‘
3) f(x)= ‘Zx + a‘(xz + 3ax) 4) h(x) =
3 x2 +b
5) f(t) = ln‘cosz '\/E‘ 6) f(x) — ‘x‘e\SHk\
7 g =d™" 8) /()=
1
9) f(x)=|x? sen(cos ax)
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Capitulo XVIII

Derivada de funciones
trigonomeétricas
inversas

DEFINICION DE LA DERIVADA DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS
INVERSAS

TEOREMA: Si u(x) es una funcion diferenciable de x,

d( . 5 1 d
E(sen u(X))_l_(u(x)de(u(X))

d 4 B d
e (cos u(x)) = 71 = (u(x))z »

d O 1
g(tan u(x)) oo (())

d O -1
;(cot u(x))= T & < (u(x)

u(x)

4 (sec’1 u(x))

dx u(x) (u(x)) =1 dx

u(x)

d(
T (sec u(x)) u(x) ﬁ(x) ldx
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Calculo diferencial con aplicaciones

Ejemplo 18.1. Dada Y = 5en” X" hallar dy/dx

Solucion:

dy 1

dx 1-(f .
dy _ 3x°

dx 1-x°

Ejemplo 18.2. Hallar dy/dx de y =™ tan™'(3x*)

Solucion:

% = me™ tan ™’ (3x4 )+ em{H(;xA)zl[IZx}]

3 mx
Y _ e tan”! (3x*)+ 12xe -
dx 1+9x

Ejemplo 18.3. Determinar dy/dx si ¥ =5e¢ (4e7)

Solucion:
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Derivada de funciones trigonométricas inversas

TALLER 18
1) f(x)=sen %x 2) f(x)=cos™3x
3) g(x)=tan™' 2x 4) f(x)=csc” ax
5) f(x)=2cos " /x 6) g(x) :%xsen'lbxz
7) g(t) =sec™ 5t+csc™ 5t 8) f(y)=cot™e”
9) f(x)=In(tan™"' 3x) 10) f(x)=sen'y1-x7
-1 1 -1 2 -1 X
11) f(w)y=2tan™ — 12) f(x)=cot” —+tan~ —
w X 2
13) h(y) = ysen2y 14) g(s):cos*‘ﬁ1 o
-8
15) f(x) = cos™ (senx) 16) h(x) = csc™ (2¢*)
173
17) 7(t) = asen™ L++a® =12 18) £(t) = sen” %
a
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Capitulo XIX

Derivadas de orden
superior

DEFINICION DE LA DERIVADA DE ORDEN SUPERIOR

Si f” es la derivada de la funcidn f, entonces f’ también es una funcidn, y es
la primera derivada de f. Algunas veces se le asigna el nombre de primera
funcién derivada. Si la derivada de f’ existe, recibe el nombre de segunda
derivada de f, o segunda funcién derivada, y se puede representar como
f” (1éase “f biprima”). Andlogamente, definimos la tercera derivada de f, o
tercera funcién derivada, como la primera derivada de f”; si esa existe. Repre-
sentamos la tercera derivada de fpor f”” (“léase ftriprima”) [10].

La n-ésima derivada de la funcién f, donde n es un entero positivo mayor que
1, es la primera derivada de (n - 1)-ésima derivada de f. Representamos esta
n-ésima derivada de f por f ™. Entonces, si f ™ designa la n-ésima derivada,
podemos representar la funcion fmisma como f @,

EJEMPLO 19.1. Hallar todas las derivadas de la funcién f definida por:
f(x)=8x*+5x" —x*+7

Solucién:

£x) = df(x) =32x% +15x% - 2x

d f(X)

£r(x) = =96x> +30x—2

F(x) = d f ) 1922430
dx’

90 =L0 2100
dx

df@)o

IROE

1= L0
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Calculo diferencial con aplicaciones

TALLER 19

I. En los ejercicios del 1 al 13, obtenga la primera y segunda derivada de la
funcion definida por la ecuacién indicada:

D f(x)=x"-2x+x 2) f(x)=7x"-8x"
3) f(s)=2s* —4s° +7s—1 4) g(t) =1 1> +1
5) f(x)=x*/x —5x 6) g(r)=\/;+%
7) S =V +1 8) h(»)=i2y" +5

9) f(1)=4cost® 10) g(x)=cos® mx

11) f(x)=+/senx+1 12) f(x)= senx —cos~/x

II. En los siguientes ejercicios obtenga la derivada indicada:

) YD) si f(x)=cos2x—sen2x

2) d’f §x> si f(x)=2tan3x
dx
3) d;f; fx) si f(t)=3sen’(21)
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Capitulo XX

Aplicaciones de la
derivada de orden
superior

APLICACIONES DE LA DERIVADA. LAS FUNCIONES Y LOS CRITERIOS DE
LA PRIMERA Y SEGUNDA DERIVADA

Funciones crecientes y decrecientes y la prueba de la primera
derivada.

Definicion de funciones crecientes y decrecientes:

Se dice que una funcion f es creciente en un intervalo si para todo par de
numeros x1 y x2 en el intervalo, xI1 < x2 implica que f{x1) < f{ x2 )

Se dice que una funcion fes decreciente en un intervalo si para todo par de
numeros x1 y x2 en el intervalo, xI1 > x2 implica que f{x1) > f{ x2 )

Criterios para funciones crecientes y decrecientes.

Sea funa funcién derivable en el intervalo (a, b).
1) Sif(x) > 0 para toda x en (a, b), entonces fes creciente en (a, b).

2) Si f'(x) < 0 para toda x en (a, b), entonces fes decreciente en (aq, b).

3) Si f(x) = 0 para toda x en (a, b), entonces fes constante en (q, b).

Ejemplo 20.1. Halle los extremos relativos y determine donde es creciente y
decreciente la funcién /(¥) =x’ +3x* +1 dibujar el grafico.

Solucion:
f'(x)=3x" +6x
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Para poder encontrar los extremos relativos (o maximos o minimos relativos)
es necesario igualar la primera derivada a cero, esto es:

f'(x)=3x"+6x=0
3x* +6x=0
3x(x+2)=0

Entonces x=0 o x=-2

Luego los puntos criticos o extremos relativos son:

f(=2)=(-2) +3(-2)* +1=5 = (-2,5) Maximo Relativo

£(0)=(0)* +3(0)*+1=1 = (0,1) Minimo Relativo

Tabla 8. Aplicacion del criterio de la primera derivada

f(x) f'(x) CONCLUSION
xX<-2 + f es creciente T
x=-2 5 Maximo Relativo
-2<x<0 - f es decreciente |
x=0 1 Minimo Relativo
x>0 + fes creciente
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Aplicaciones de la deriv

ada de orden superior

Grafica 73. Graficando con la derivada

1
Ejemplo 20.2. Encuentre los valores criticos (si los hay) de F(x)=x>+1 los

intervalos sobre los cuales f es creciente o decreciente, y localice todos los
extremos relativos.

Solucion:
1
f(x)=x3+1
, 1 2 1
f(x)=§x3 =

X3
Como fes continua para toda x y diferenciable para toda x distinta de x = 0, el
Unico valor critico es x = 0.
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Tabla 9. Aplicacion del criterio de la primera derivada

fx) fx Conclusién
x<0 + fes creciente T
x=0 1 Punto Critico
x>0 + fes creciente

Grafica 74. Graficando con la derivada

Concavidad y la prueba de la segunda derivada.

Definicion de concavidad.

Sea f derivable en un intervalo abierto. Se dice que la grafica f es cdncava
hacia arriba si f” es creciente en ese intervalo, y cdncava hacia abajo si f” es

decreciente en el intervalo [11].

TEOREMA: CRITERIO DE CONCAVIDAD

Sea funa funcién cuya segunda derivada existe en un intervalo abierto L

1) Si f”(x) > 0 para toda x en I, entonces la grafica de f es concava hacia

arriba.

2) Si f”(x) < 0 para toda x en I, entonces la grafica de f es concava hacia

abajo.

Ejemplo 20.3. Utilice la grafica dada de f(x) = %f +x°, para bosquejar la

grafica de f. Encuentre los intervalos (si los hay) sobre los que:

f’ es positiva.

[’ es negativa.
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[’ es creciente.
f’ es decreciente.
Y las concavidades especificas.
Solucidn:
-1
f(x)=—x +x°
3

f'(x)=—x" +2x

Entonces, para los puntos criticos tenemos:

f'(x)=-x>+2x=0

Cuando x=0 o x=2

Para encontrar los puntos de inflexion, realizamos los siguientes pasos:
f(x)=—x>+2x
f"(x)=-2x+2

181
Entonces;
f"(x)=-2x+2=0
Cuando x=1
Tabla 10. Aplicacidn del criterio de la primera y segunda derivada
fx) fx) x) Conclusion
x<0 - fes decreciente |
x=0 0 Minimo Relativo.
O<x<2 + fes creciente T

x=2 4/3 Maximo Relativo.
x>2 fes decreciente
x<1 + fes concava hacia arriba. U
x=1 2/3
x>1 fes concava hacia abajo. C
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Grafica 75. Graficando con la derivada

TALLER 20

Graficar las siguientes funciones, haciendo uso de las técnicas de graficacion
con los criterios de la derivada

2

a) f()=x"-3x"+3  b)f(x)= ¢) f(x)=5x* -4

x> -4
d) f(x)=2x* —6x+1 e) f(x)=x"*-2x° f) f(x)=x+5x" +3x—4

—x* si x<0

g) f(x)=x* +x*—5x h) f(x)=3x" +2x° i)f(x)z{ y

X si x>0

k) f(x) :%—sz D) f(x)= _?lf +x7 m)f(x)=x—6x+9x+1
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Capitulo XXI

Maximos y minimos de
funciones

PROBLEMAS DE APLICACION DE MAXIMOS Y MiNIMOS

Ejemplo 20.1. Un granjero tiene 200 m de alambre que va a usar para cons-
truir tres lados de un corral; se va usar un muro recto que ya existe como
cuarto lado del corral. ;Qué dimensiones maximizaran el area del corral?

Solucion:

B T B P DB

OO OO0 0000000000000

Corral rectangular

Grafica 76. Area del corral

Queremos maximizar el area A = x y, donde x y y son las dimensiones indica-
das en la grafica anterior. El hecho de usar 200 m de alambre significa que:

2x +y =200, porlo quey=200-2x (1)

Sustituyendo en A = x y este valor de y, obtenemos:

A(x) = x(200 - 2x) = 200x — 2x (2)

Esta formula expresa la variable dependiente A en funcién de la variable
independiente x.
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Calculemos ahora la derivada de la funcién A(x) de la ecuacidn (2):
dA(x)
X

=200-4x

Para obtener el punto critico, del cual obtendremos el valor que x debe tener
para maximizar el 4rea, realizamos el siguiente procedimiento:

w=200—4x=0

x

200—-4x=0

200 = 4x
200

— =X
4

x =50

El area maxima se obtiene cuando x = 50, es decir:

A(50) = 200(50) — 2(50)°
A(50) = 10000 — 5000

A(50) = 5000 unidades cuadradas

Ejemplo 20.2. Se quiere disefiar un cilindro circular recto para que contenga
7000 cm’ de un liquido y que se use la cantidad minima de material al cons-
truirlo. ;Encuentre las dimensiones requeridas?

Solucion:

Grafica 77. Area de un cilindro circular recto

El volumen del cilindro esta dado por:

V=xr’h
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Maximos y

minimos de funciones

Como el volumen pedido es de V = 7000 cm?, tenemos que:

7000 cm’®

V=rr’h=7000cm’ = h= 5
Tr

El area de la superficie del cilindro es:
A = 2(Area de la base) + (Superficie lateral)

A= 2(7z r2)+(27rrh)
A=27 r(r+h) (1)

7000 cm’

Como h = — ,sustituyendo en (1):

3
A2 ,{ 7000cm ]_m {rz , 7000 cm }

T r
{ 7000cm }

Igualamos a cero la primera derivada para encontrar los puntos criticos, los
cuales nos indicaran el maximo o el minimo de la funcién:

3
a4 _ {2r_7000cm }20

2

dr Tr
3
2},_700002m _0
Tr
3
2= 7000sz
Tr
. 7000 cm’
2r
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TALLER 21

1. A un programador de computadores se le ha asignado la tarea de cons-
truir una ventana de forma rectangular para una pantalla de 2000 por 1500
pixeles, la condicidn que le exigen es que el perimetro de la ventana de aplica-
cion sea de 400 pixeles. ;Qué dimensiones maximizaran el area de la ventana
a construir?

2. Una compaiiia de metal mecanica manda a construir un software para cal-
cular aplicaciones como la de como cortar Un pedazo rectangular de lamina
metdalica que mide 5 cm de ancho, y 8 cm de largo. cortando cuadrados con-
gruentes en las esquinas, para doblar la pieza metéalica resultante y después
soldarla para asi formar una caja sin tapa, el problema es: ;C6mo le indica-
ria usted al programa la tarea a realizar para obtener una caja del maximo
volumen posible?

3. Qué dimensiones maximizaran el area de una ventana en la pantalla de un
computador que se desea construir en forma rectangular y cuyo perimetro
sea de 200 cm.

4. Hallar la minima cantidad de material (drea) que debe emplearse para
construir un depdsito en forma de cilindro circular recto sin tapa, que tenga
una capacidad de 3 dm>.

5. Un trozo de alambre de 10 cm de longitud se corta en dos partes. Una parte
serd doblada en forma de tridngulo equilatero y la otra en forma cuadrada.
;.Como debera ser cortado el alambre para que la suma de las areas sea:
;Minima?

¢(Maxima?

6.Supongase que el costo de produccidn de x camisas por semanasesc =5+ 3x

pesos, y que el precio de venta por camisa es P=51-2x. ;Cual debe ser el

numero de camisas producidas por semana para lograr un beneficio maximo?
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Conclusiones

El alcance del objetivo general planteado se da de acuerdo al disefio del
modelo didactico para la ensefianza y aprendizaje del calculo diferencial
generado a través de la teoria construida a lo largo de esta obra; un modelo
didactico dindmico implica el uso de estrategias pedagégicas y tecnolégicas
que fundamentan la ensefianza y aprendizaje de las matematicas, lo que per-
mitird aportar insumos metodoldgicos y didacticos en el proceso de ense-
fianza del calculo diferencial, lo que facilitara la trascendencia de estos temas
en los campos de saberes especificos y enfocar la realidad desde una perspec-
tiva novedosa.

Se estudiaron los fundamentos y los obstaculos epistemoldgicos del calculo
diferencial, concluyendo que la aplicacion de ellos genera confianza en los pro-
cesos de ensefianza y aprendizaje de las matematicas, porque estos generan
un gran namero de acciones encaminadas a la construccién de una solida
comprensién en los estudiantes. En este sentido se puede afirmar que en la
ensefianza del calculo es necesario abordar e incorporar los teoremas funda-
mentales, la l6gica requerida, el método utilizado, la practica pedagégica y el
propésito para la aplicabilidad y funcionalidad del calculo diferencial.

Los aportes de los autores de este proyecto se ven reflejados desde el primer
hasta el altimo capitulo de este libro. Estos son:

El el capitulo I se disefi6 para que el estudiante o investigador tenga un bos-
quejo general de lo que implica el analisis y solucién de problemas con des-
igualdades e intervalos.

En el capitulo II se explica todo sobre la funcidén, ecuaciones e inecuaciones
con valor absoluto.
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El capitulo III comprende todo lo relacionado con el plano cartesiano.
En el capitulo IV se ensefia lo relacionado con funcién matematica.

En el capitulo V se hace un estudio detallado sobre la funcidn linea.

En el capitulo VI se analiza la funcién cuadratica.

En el capitulo VII se estudian las sucesiones.

En el capitulo VIII se explica todo lo relacionado con limite de funciones.

En el capitulo IX se analiza el concepto fundamental de la derivada de una
funcién.

En el capitulo X se estudian las reglas de derivacion.

En el capitulo XI se analiza y aplica la regla de la cadena.

En el capitulo XII se enseifa todo sobre la derivacion implicita.

En el capitulo XIII se aplica la derivada en otras ciencias.

En el capitulo XIV se estudia la derivada en funciones trigonométricas.

En el capitulo XV se analiza la derivada de una funcién logaritmo.

En el capitulo XVI se ensefia la derivada de una funcién exponencial.

En el capitulo XVII se aplica la derivada de una funcién con valor absoluto.

En el capitulo XVIII se estudia la derivada de una funcién trigonométricas
inversa.

En el capitulo XIX se analizan las derivadas de orden superior.

En el capitulo XX se aplican los criterios de la derivada para la resolucién de
problemas.

En el capitulo XXI se optimizan funciones y problemas con la derivada.

Se concluye que este libro de calculo diferencial combinado con los estilos de
ensefianza, es muy influyente en el proceso de aprendizaje de los estudiantes;
la aplicacién de un estilo de ensefianza tradicional tiene muchas limitaciones
para el ritmo de aprendizaje de los estudiantes actuales. Para subsanarla se
disefi6 esta obra titulada Cdlculo Diferencial como una herramienta para for-
talecer los procesos de ensefianza y aprendizaje. Es importante resaltar que
es necesario cambiar o actualizar las practicas de ensefianza; se debe asumir
un rol de docente actualizado con una actitud favorable hacia la innovacion,
la capacitacién permanente; no resistirse al cambio, ser solicitos para la ade-
cuacion de estructuras y mejoramiento de los procesos de ensefianza, porque
los docentes son los primeros en ser llamados a capacitarse para generar
cambios y transformaciones desde el aula de clase, en especial en la ense-

fianza de las matematicas.
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Recomendaciones

La universidad debe fortalecer y fomentar en los docentes del area de mate-
maticas la actualizacién y profundizacion de sus practicas pedagogicas o
estilos de ensefianza, con el objeto de concentrar en sus clases o practicas
educativas el uso de las nuevas estrategias de ensefianza afines al dinamis-
mos y participacion de los estudiantes para asi propiciar un puente que faci-
lite el didlogo entre los actores del proceso educativo y el conocimiento del
calculo.

Es importante resaltar que los descubrimientos o herramientas innovadoras
en los procesos de ensefianza y aprendizaje deben ser acogidos por la acade-
mia. Es por eso que la universidad, debera apropiarse de este contexto para
ofrecerlo a la comunidad en general. Replicar las experiencias de aprendi-
zaje que hacen activa la reflexién permanente de los docentes y estudiantes
es lo que permite la construccién de su aprendizaje, ya que esto renueva las
estructuras, fortaleciendo permanentemente la adquisiciéon de herramientas
didacticas.

La universidad debe contemplar en sus lineamientos curriculares el desafio
de promover las estrategias encaminadas al fortalecimiento de los procesos
de ensefianza y aprendizaje, ya que esto es lo que ofrecerd una circunstancia
encaminada a la creacién y aplicacién de nuevos ambientes de aprendizaje
caracterizados por ser enriquecidos con el modelo didactico para la ense-
fianza del calculo.

La universidad debe comprometerse a fomentar de una cultura que pro-
penda por la innovacion educativa, para que todos los miembros de la comu-
nidad académica se identifiquen con este motor académico, generando asi el
sentido de pertinencia con la instituciéon, preponderando asi la buena comu-
nicacién para apalancar la continuidad de los procesos que apoyan a la exce-
lencia académica.
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