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Signos Descripción 

CEP
Un conjunto de técnicas estadísticas que aplicadas en 
forma adecuada permiten monitorear y evaluar las 
características de calidad de un producto o proceso.

USL Límite	de	especificación	superior

LSL Límite	de	especificación	inferior

MCp Índice de capacidad multivariado a corto plazo.

MCpk Índice de capacidad variabilidad total o a largo plazo

MCpm Índice de capacidad multivariante con valor objetivo T.

� Desviación estándar entre los subgrupos

s Desviación estándar global de la información omi-
tiendo la estabilidad estadística del proceso

T Valor objetivo del proceso

Número de variables evaluadas en la matriz de datos

� Función acumula de la distribución normal estándar

U Número de servicios

O Oportunidad de error

N Dimensión de calidad no conformes

Y Métrica de rendimiento del servicio del centro de 
llamadas

DPMO Métrica de defectos por millón de oportunidades

http://www.monografias.com/trabajos15/estadistica/estadistica.shtml
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Este texto de investigación que tengo el enorme agrado de presen-
tar pretende motivar a aquellos investigadores o ingenieros res-
ponsables en el área de control estadístico de procesos, de aplicar 
nuevos conceptos de indicadores de calidad desde la perspectiva 
multivariante. Estas nuevas propuestas de indicadores de capa-
cidad, en el control estadístico de procesos, permitirán un aná-
lisis más asertivo del comportamiento de los procesos; de esta 
manera detectar las señales o factores involucrados en el aumento 
de la variabilidad; esto se realiza con formulaciones sencillas que 
permitan	 a	 los	 lectores	 sin	 conocimientos	 específicos	 del	 tema,	
comprender	 sin	 mayores	 dificultades.	 Esta	 investigación	 se	 ha	
realizado	 con	 aportes	 financieros,	 de	 la	 Facultad	 de	 Ingeniería	
específicamente	la	Especialización	en	Gestión	de	la	Calidad	de	la	
Universidad del Atlántico.

Roberto José Herrera Acosta
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I N T R O D U C C I Ó N

EL	análisis	de	la	capacidad	de	un	proceso	es	una	herramienta	esencial	en	ingeniería	para	evaluar	su	
desempeño	de	un	producto	con	respecto	a	una(s)	tolerancia(s)	o	especificación(es).	Esta	capacidad	
de	proceso	permite	estimar	las	condiciones	de	calidad	del	producto,	monitoreando	históricamente	o	
en	línea	la(s)	variable(s)	que	permite	identificar	si	un	producto	cumple	o	no	los	requisitos	de	calidad.	

En	 las	 dos	 últimas	 décadas,	 normas	 han	 realizado	 una	 estandarización	 en	 el	 dimensionamiento	
geométrico	de	los	productos	y	sus	especificaciones	GD&T,	mediante	normas	internacionales	como	la	
ANSI\ Y14.5M-19941, proporcionando una terminología y metodología adecuada para describir las 
características	del	producto	con	respecto	a	la	zona	de	especificaciones,	Jeh-Nan	Pan	y	Chung	(2014).	
En	la	literatura	de	control	estadístico	de	la	calidad,	se	han	presentado	propuestas	de	indicadores	de	
capacidad multivariantes, con el objetivo de proporcionar una medida del rendimiento del proceso 
con	respecto	a	las	especificaciones	de	diseño	de	cada	una	de	las	variables	involucradas	en	el	producto	
o proceso. 

Inicialmente estas propuestas se enfocaron al monitoreo de una característica de calidad a la vez, es 
decir un enfoque netamente univariado. Estos indicadores univariados en el transcurso del desarrollo 
tecnológico de los programas estadísticos y las necesidades de monitorear las variables sensibles de 
la	calidad	de	un	producto,	han	sufrido	modificaciones	para	su	medición.	Así	como	también,	las	expec-
tativas de calidad pertinente a las necesidades de los clientes, relacionadas con el desarrollo tecno-
lógico de la época. Inicialmente surgieron propuestas univariadas, tales es el caso de los índices  y 

,	Kane	(1986),	Hsiang	y	Taguchi,	(1985).	Posteriormente	Chan	et	al.	(1988)	y	Pearn	et	al.	(1992)	
presentan	modificaciones	de	estos	índices	utilizando	valores	objetivos,	Choi	y	Owen	(1990)	muestran	
índices univariados,  y , basados en límites de tolerancia equidistantes de un valor nominal. 
Boyles (1994) propone un indicador de capacidad cuyos límites de tolerancia son asimétricos. Estos 
indicadores univariados anteriormente mencionados, parte del supuesto de normalidad e indepen-

1	 http://members.marticonet.sk/jkuba/normy/ASME_Geometry_Dimension%20and%20Tolerances_Handouts.pdf

http://members.marticonet.sk/jkuba/normy/ASME_Geometry_Dimension and Tolerances_Handouts.pdf
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dencia	de	las	variables	monitoreadas.	Si	esta	hipótesis	no	se	cumple,	estos	indicadores	no	son	fiables,	
Chan	et	al.	(1988b),	Gunter	(1989a),	Gunter	(1989b);	Somerville	y	Montgomery	(1997),	Chen	y	Pearn	
(1997),	Zwick	(1995),	Schneider	et	al.	(1995),	Pearn	y	Chen	(1995),	(1997)	presentaron	índices	de	
capacidad en el cual no se cumple el criterio de normalidad.

Las propuestas de índice de capacidad multivariante, en conjunto con el desarrollo del lenguaje de 
programación,	han	facilitado	la	adopción	de	indicadores	con	medidas	estadísticas	complejas,	sensi-
bles	a	cambios	pequeños	de	la	variabilidad.	El	análisis	de	estos	índices	subyace	en	la	hipótesis	de	que	
la distribución de las  características de calidad evaluadas poseen una distribución normal multi-
variante  con parámetros conocidos, entre estos investigadores se destacan Kane (1986), 
Kotz	et	al.	(1993),	Pearn	y	Chen	(1996).
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C A P Í T U L O  I

E V A L U A C I Ó N  D E L  D E S E M P E Ñ O  D E 
L O S  P R O C E S O S

MONITOREO DE LA CALIDAD DE UN PROCESO

Guevara	y	Vargas	J.A.	(2015),	define	el	monitoreo	de	un	proceso	de	producción,	como	un	sistema	que	
consta	de	una	serie	de	etapas	que	es	influenciada	por	varios	factores	que	generan	una	serie	de	varia-
ciones. La literatura de control de calidad, evidencian las variaciones a divisiones de las siguientes 
categorías:	materia	prima,	máquina,	método,	mano	de	obra,	medio	ambiente	y	medición.	Este	sistema	
desde el punto de vista de la ingeniería de proceso debe ser controlado y evaluado. El control se 
realiza	de	dos	maneras:	a)	Ajuste	mediante	herramientas	matemáticas	de	procesos	en	donde	confluye	
los balances de materia y energía que permite obtener condiciones ideales de las variables o factores 
involucradas, b) desde el punto de vista de la gestión de la calidad en donde el control es realizado 
mediante técnica estadísticas. En esta última se encuentra como indicador de rendimiento la capaci-
dad del proceso ICP, esta monitorea el desempeño en forma sistemática de los requisitos de la tole-
rancia del proceso basada en las condiciones de diseño del producto o exigidos por el cliente. Desde el 
criterio estadístico tradicional, en la teoría del control estadístico de calidad CEP un proceso es capaz 
cuando el porcentaje de elementos no conformes disminuye en forma considerable, generalmente 
se toma como valor referente 0.0027 como medida de probabilidad máxima de no cumplimiento. En 
cuanto	a	los	juicios	establecidos	en	la	metodología	Six	Sigma,	estos	valores	se	modifican	a	un	referente	
de calidad más riguroso; un no cumplimiento de aproximadamente cuatro (4) partes por cada millón 
de unidades fabricadas. 

Pignatiello y Ramberg (1993) presentan los supuestos básicos para evaluar la capacidad de un 
proceso:
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a) El supuesto de normalidad, en donde el comportamiento de la variable monitoreada se distri-
buye normal .

b) Independencia	entre	las	observaciones	monitoreadas:	donde	  son independientes si 
para cualquier sucesión de subíndices , , se tiene que, .

c) El proceso debe encontrarse en estabilidad estadística, es decir la no existencia de causas espe-
ciales en el comportamiento de la variable o variables monitoreadas.

d) En	el	monitoreo	de	la	característica	de	calidad,	 las	muestras	seleccionadas	deben	reflejar	las	
condiciones reales del proceso, es decir muestras representativas que estén sujetas a un número 
de unidades previamente establecido en el monitoreo, como también a un intervalo de tiempo 
especificado.

En	el	 caso	específico	del	monitoreo	simultaneo	de	 las	  variables, el índice de capacidad multiva-
riante	es	una	medición	adecuada	para	la	evaluación	del	desempeño,	determina	si	dicho	producto	en	
su	aspecto	global	cumple:	con	 las	características	 físicoquímicas,	se	ajusta	a	 las	especificaciones	de	
diseño. Estos indicadores multivariantes generalmente son aplicados bajo el supuesto de multinor-
malidad, en las características de calidad monitoreadas con parámetros conocidos, estimados en la 
fase II de control. Existen inconvenientes en el procedimiento de monitoreo y evaluación de la capaci-
dad	de	cumplimiento	de	las	características	de	calidad	de	un	producto,	entre	estos	se	encuentra:

1) El	supuesto	de	normalidad	de	todas	las	características	evaluados	en	difícil	de	cumplir	en	el	caso	
univariado,	se	hace	más	complejo,	cuando	se	monitorea	  características de calidad simultánea-
mente, un comportamiento normal multivariante.

2) La multicolinealidad de cada una de las características de calidad no es no es poco frecuente 
como se asume generalmente.

3) En	procesos	productivos	específicamente	en	el	sector	químico,	especialmente	el	farmacéutico,	
eliminar o reducir el número de variables desde el punto de vista de la ingeniería de procesos 
es inconveniente. En esta área en particular, todas las variables del proceso son esenciales para 
la elaboración de un producto en particular.

4) El	difícil	obtener	un	indicador	de	capacidad	fiable	cuando	la	materia	prima	utilizada	para	elabo-
rar los productos es de tipo a granel. Estos elementos desafortunadamente por sus condiciones 
fisicoquímicas	poseen	una	gran	variabilidad,	lo	que	dificulta	que	las	actuales	herramientas	esta-
dísticas estimen valores de indicadores reales.

5) Los indicadores univariados y multivariados propuestos en la literatura parten del paradigma 
de en los procesos productivos o de servicio, existen productos conformes y no conformes, omi-
tiendo	de	hecho	las	condiciones	reales	de	los	mismos	y	el	concepto	relativo	de	calidad.	Existen	
productos	que	 a	pesar	de	no	 cumplir	 con	 algunas	de	 las	 especificaciones	 establecidos	 en	 el	
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diseño cumplen con ciertas condiciones de funcionalidad que el cliente encuentra ajustado a 
sus necesidades, este tipo de producto el autor de este texto de investigación lo denomina pro-
ducto con calidad comercial.

ANTECENDENTES DE LOS INDICES DE CAPACIDAD MULTIVARIANTES

A	 través	de	 los	 años	y	 en	 la	medida	que	 la	 globalización	ha	 impactado	 fuertemente	 los	mercados	
mundiales, formando consumidores más analistas y exigentes, es indispensable que las empresas 
cumplan	con	todas	las	especificaciones	requeridas	por	el	diseño	y	las	necesidades	demandadas	por	
los	clientes;	ofreciendo	productos	robustos,	con	el	objetivo	de	fidelizarlos,	de	lograr	un	éxito	econó-
mico	y	financiero	y	mantenerse	en	el	mercado.	Por	este	motivo,	las	empresas,	con	el	fin	de	mejorar	los	
procesos productivos implementan control estadístico en los procesos de producción para así ofrecer 
productos realmente competitivos.

Los	autores	de	calidad	tales	como	Genichi	Taguchi,	Edwards	Deming,	Kaoru	Ishikawa,	Walter	Andrew	
Shewhart,	entre	otros	destacados,	coinciden	en	la	necesidad	de	usar	técnicas	estadísticas	que	propor-
cionen	un	real	estimativo	del	grado	de	cumplimiento	de	los	requisitos	y	especificaciones.	Para	cubrir	
esta necesidad existe un conjunto de técnicas estadísticas que aplicadas en forma adecuada se deno-
mina	el	Control	Estadístico	del	Proceso	CEP	y	dentro	de	éstas	herramientas	se	encuentran	los	índices	
de capacidad de procesos. 

	Los	índices	de	capacidad	de	proceso	han	sido	utilizados	en	la	industria	manufacturera	para	propor-
cionar medidas numéricas sobre el potencial de proceso y rendimiento del proceso1 generalmente 
seleccionando	una	característica	de	calidad.	Estas	propuestas	se	han	investigado	suficientemente	en	
el campo paramétrico, a diferencia de los índices de capacidad para procesos con múltiples caracte-
rísticas	de	calidad	evaluadas	simultáneamente,	que	ha	surgido	con	gran	impulso	en	los	últimos	treinta	
años. Pearn, W. L. et al. (1992) propusieron el índice de capacidad del proceso , que combina las 
ventajas de los índices anteriores , Kane (1986) y  Chan et al. (1988b). El índice , avizora 
al usuario si la varianza del proceso se incrementa y/o el promedio del proceso se desvía de su valor 
objetivo T y es un índice diseñado para controlar los procesos cuyo comportamiento se distribuye 
en forma normal o procesos cuasi normales. El índice de capacidad  se considera posiblemente 
como el de mayor utilidad hasta el momento en los procesos con especificaciones de tipo unilateral. 
Chen	S.M.	y	Hsu	N.F.	(1995)	muestra	un	estimador	  asintóticamente insesgado, como también 
muestra, en condiciones generales, que este indicador converge a una distribución normal .

Los índices de capacidad multivariantes aparecieron en la literatura de control de calidad, a partir de 
la década de los años noventa. Durante este periodo las propuestas planteadas en su mayoría asumie-
ron normalidad multivariante, el cálculo de este indicador de capacidad es una generalización de sus 

1	 European	Journal	of	Operational	Research.Volume173,	Issue	2,	1	September	2006,	Pages	637-647	

http://www.monografias.com/trabajos12/elproduc/elproduc.shtml
http://www.monografias.com/trabajos15/estadistica/estadistica.shtml
http://www.monografias.com/trabajos14/administ-procesos/administ-procesos.shtml#PROCE
http://www.sciencedirect.com/science/journal/03772217
http://www.sciencedirect.com/science?_ob=PublicationURL&_tockey=%23TOC%235963%232006%23998269997%23622901%23FLA%23&_cdi=5963&_pubType=J&view=c&_auth=y&_acct=C000050221&_version=1&_urlVersion=0&_userid=10&md5=8e472b18589e10cc625dca223a558697
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análogos univariantes, Wang, C.H. (2005) analizaron en detalle tres métodos multivariantes, Taam, W. 
et al (1993), Chen, H. (1994) y Shahriari, H. et al (1995). 

Taam et al. (1993) presentaron tanto un índice de capacidad  y un índice multivariante con valor 
objetivo  (  y ) y formularon un índice de capacidad multivariante en una aplicación de 
fabricación de cajas, se presenta el área de un hiperrectángulo como las especificaciones de diseño. 
Shahriari, H. et al (1995) reconoció la necesidad de evaluar las medidas de capacidad multivariante, 
presenta un indicador multivariante que cuenta con tres componentes para evaluar el desempeño.
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ÍNDICE DE CAPACIDAD DE PROCESO

Índice de capacidad univariado paramétrico, muestras con perfiles lineales

Kane (1986) presenta los índices de capacidad univariado, asumiendo la característica de calidad  
con	distribución	normal	e	independiente,	como	la	razón	de	dos	intervalos:	los	límites	de	especificacio-
nes	y	la	medida	de	dispersión	de	la	curva	normal,	mediante	la	siguiente	formulación:

           (1)

donde	USL	es	el	límite	de	especificación	superior,	LSL	es	límite	de	especificación	inferior,	  es la des-
viación del proceso estimada en la fase I de monitoreo,  y  son las desvia-
ciones estándar y el promedio del proceso obtenida en la fase I o fase de estabilización estadística del 
proceso. 

La desviación de la muestra  es , es una estimación de la desviación 
del	proceso.	En	un	monitoreo	en	línea,	el	valor	del	índice	de	capacidad	para	perfiles	lineales	es	eva-
luado mediante .

La ecuación (1)	 es	aplicada	con	eficiencia	en	procesos	en	donde	 la	media	  coincide con el valor 
medio	de	 las	 especificaciones	o	 tolerancia,	 pero	 cuando	existe	un	descentramiento	de	 la	media	 el	
índice de capacidad  no es un buen estimador del rendimiento del proceso. Este inconveniente se 
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logra al minimizar, propuesta de Kane V.E., dos indicadores  y  donde se computa el descentra-

miento	superior	e	inferior	respectivamente,	a	través	de:

          (2)

donde	el	índice	de	capacidad	de	centramiento	o	de	localización	para	el	límite	superior	se	define	como:

           (3)

para el límite inferior es

           (4)

Es menester indicar que el índice de capacidad  puede expresarse en función del índice de capaci-

dad	de	localización,	a	través	de	la	siguiente	expresión:

          (5)

Índice de capacidad univariado paramétrico con valor objetivo T, muestras con perfiles 

lineales

Chan	et	al.(1988),	Shinde,	R.L	y	Khadse,	K.G.(2009)	proponen	un	indicador	de	capacidad	utilizando	

valor objetivo T,

          (6)

donde	 USL	 es	 el	 límite	 de	 especificación	 superior,	 LSL	 es	 límite	 de	 especificación	 inferior,	

, T es el valor objetivo del proceso. El parámetro  es conocido, evaluado en la fase 

I del monitoreo del proceso, siendo la desviación estándar consecuentemente un 

estimador para 	es	el	indice	de	capacidad:

          (7)

La ecuación (6) permite estimar una relación entre el índice de capacidad clásico y el índice de capa-

cidad con valor objetivo.
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por	tanto,	el	indicador	de	capacidad	con	valor	objetivo	se	define	como,	

          (7)

El esquema del índice de capacidad de localización con valor objetivo es similar a las propuestas clá-
sicas	de	índices	de	capacidad:

         (8)

donde  y , la relación del índice de capacidad clásico  con 
respecto al índice de capacidad con valor objetivo 	se	presenta	en	la	siguiente	demostración:

          (9)

El desarrollo teórico, muestra claramente un  para cualesquiera valores de T como referente.

Por	otro	lado,	se	han	realizado	modificaciones	de	los	índices	de	capacidad	con	el	propósito	de	estimar	
un indicador de precisión, es decir la diferencia entre el promedio del proceso 	y	las	especificaciones	
de	diseño,	esta	investigación	se	limita	a	casos	con	límites	de	especificación	bilateral:

        (10)

En las ecuaciones (1), (2), (3), (4), los parámetros  y  son respectivamente el promedio y la des-
viación	estándar	del	proceso	en	fase	II,	USL	es	el	límite	de	especificación	superior,	LSL	es	el	límite	de	
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especificación	inferior,	 , y T es el valor objetivo o target. 
Juran	J.M.(1974)	propuso	el	índice	 , donde se considera la relación existente entre la tolerancia de 
ingeniería y tolerancia natural del proceso, es decir este indicador expresa la precisión del proceso.

Chan,	Cheng	y	 Spiring	 (1988),	 agregan	 en	 la	propuesta	 , ecuación (7), una penalización para 
modificaciones	del	proceso	cuando	este	se	aleja	del	valor	objetivo.	Pearn,	Kotz	y	Johnson	(1992)	pro-
ponen el índice  más sensible al rendimiento del proceso de las mediciones tradicionales ,  
o  como desviación de la media del proceso con respecto al valor objetivo. Para medir el centra-
miento	del	proceso	Pearn,	Lin	y	Chen	(1988)	propusieron	  como el índice de precisión del proceso. 
Lin y Pearn (2003) señalaron una relación entre los índices de las ecuaciones (1), (2), (3), (4) como,

          (11)

Vargas	A.	(2007),	define	el	intervalo	de	confianza	para	estos	índices	de	capacidad	univariados	mediante	
la	distribución	chi	cuadrado	 	de	la	siguiente	forma:

   (12)

el intervalo 	de	confianza	para	  es,

        (13)
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En el caso multivariado, se tiene la matriz de datos  de orden , donde  es el número de caracte-
rísticas de calidad medidas en un producto y  es el número de productos monitoreados. Se asume 
que las  observaciones son independientes y representan una muestra aleatoria de una distribución 
multivariada con correlaciones entre las variables.

Cada una de las 	variables	del	producto	posee	especificaciones	técnicas	de	cumplimiento,	es	conocido	
el vector de medias  de los valores objetivos para cada una de las características de calidad medidas. 
En	el	caso	del	índice	de	capacidad	univariado	los	intervalos	de	las	especificaciones	son	medidas	de	
longitudes, por otro lado, si asumimos una distribución normal multivariada, el análogo a los interva-
los, son los contornos elípticos o elipsoides.

En	términos	generales	según	Shinde	R.L.	y	Khadse	K.G.	(2009)	existen	cuatro	formas	de	definir	los	
índices de capacidad multivariado.

1) Aquéllos basados en la razón de la región de tolerancia y una región de proceso, tal como el 
propuesto por Taam et al. (1993).

2) Un segundo grupo que utiliza la proporción de productos no conformes, como los que presen-
tan	Taam	et	al.	(1993),	Castagliola	P.	et	al.	(2009),	Bothe,	D.	(1991).	y	Wierda,	S.J.	(1994).

3) Otro grupo basado en la aplicación de la técnica de análisis de componentes principales, como 
lo	sugieren	Wang	F.K.	y	Chen.	J.	(1998)	y	Chan	L.K.	et	al.	(1998).

4) Un	cuarto	grupo	que	incluye	otras	propuestas,	como	la	presentada	por	Shahriari,	H.	y	Abdollah-
zadeh,	M.	(2009)	y	Cumea	G.	(2013).

5) Índices de capacidad paramétricos y no paramétricos aplicando datos funcionales FDA, Cle-
ments,	J.A.	(1989),	Guevara	R.	(2011).



U n i v e r s i d a d  d e l  A t l á n t i c o

28

Í n d i c e s  d e  c a p a c i d a d  m u l t i v a r i a d o s  
N u e v a s  p r o p u e s t a s

ÍNDICE DE CAPACIDAD MULTIVARIADO DE PROPORCIÓN DE PRODUCTOS NO CONFORMES

Para el cálculo del índice de capacidad para un proceso que cuenta con 	variables,	Bothe,	D.	(1991)	
considera	 una	manera	 sencilla	 de	 evaluarlo:	 se	 selecciona	 el	 porcentaje	mínimo	de	no	 conformes	
de cada una de las características . Por lo que en todo el proceso la medida mínima es 

Krishnamoorthi	(1990)	propuso	los	índices	  y  extensiones de los índices  y , donde se 
asume que el promedio del proceso  es igual al valor objetivo T.	Por	otra	parte,	Davis,	Kaminsky	y	
Saboo (1992) propuso un índice , donde U	es	el	radio	de	la	región	de	especificación	  es la 
desviación estándar de la característica de calidad. Posteriormente Karl, Morisette y Taam (1994) 
ampliaron el concepto de capacidad multivariante propuesta inicialmente por este último autor.

K.	S.	Chen,	et	al.	(2003)	presentan	índices	de	capacidad	multivariados	para	evaluar	  características 
asumiendo normalidad e independencia. Basado en las características del proceso se seleccionó el 
índice de capacidad para múltiples características de , el cual se obtiene como se muestra a 
continuación:

        (13)

dónde  denota el valor de la j-ésima característica para  y  es el número de caracte-
rísticas,  es el índice de capacidad de localización calculado como muestra las 
ecuaciones (2), (3) y (4).

Tabla 1. Diversos valores de  para diferentes rendimientos del proceso

Rendimiento del Proceso

1.00 0.997 300 204

1.24 0.999 800 777

1.33 0.999 933 927

1.50 0.999 993 205

1.67 0.999 999 456

2.00 0.999 999 998
Fuente: K. S. Chen, W. L. Pearn and P. C. Lin. (2003)

La	propuesta	del	 índice	global	está	definida	como	  donde P es la medida 
de	 probabilidad	 de	 cumplir	 con	 las	 especificaciones,	 considerando	 que	 las	 observaciones	 del	
proceso poseen una distribución normal .	 Esta	medida	 de	 probabilidad	 está	 definida:	

.	Bothe	(2006)	consideró	la	distan-
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cia radial como la diferencia entre el target o valor objetivo T y el valor real, como criterio de calidad 
para evaluar la capacidad de un proceso.

Shahriari,	H.	y	Abdollahzadeh,	M.	(2009)	propone	un	vector	de	características	de	calidad	 , 
en	donde	la	medida	de	probabilidad	de	que	un	proceso	produzca	unidades	conformes	está	definida	
como,

         (14)

donde  es la función de densidad de medida de probabilidad del comportamiento de las 
características	del	producto.	El	índice	de	capacidad	multivariante	propuesto	por	Shahriari,	H.	y	Abdo-
llahzadeh,	M.	(2009)	está	definido	mediante	 . El estimador insesgado de varianza 
mínima , cuando se desconocen los parámetros  y 	es	la	siguiente:

      (15)

la función indicatriz,

Ebadi M. y Amirib A. (2012) propone un método de monitoreo de calidad, aplicada a procesos o pro-
ductos con un comportamiento de modelo lineal simple en dos o más variables consideradas como 
respuestas,	es	decir	estas	variables	dependientes	poseen	un	perfil	de	regresión	lineal	simple.	En	este	
caso existe una relación entre las variables dependientes  y alguna variable explicativa . 
El	esquema	presentado	por	Ebadi	M.	y	Amirib	A.	(2012)	es	el	siguiente:

    (16)

su equivalente matricial, 

donde  es una matriz  de la variable respuesta para las  muestras 
seleccionadas, y  es una matriz  de la variable explicativa, asumida para 	valores	fijos	
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y seleccionados de un conjunto de valores para cada muestra. Según Ebadi M y Amirib A. (2012) el 
vector de errores posee una distribución normal multivariante con media cero y matriz de varianza 
covarianza  conocida :

            (17)

donde el término 	representa	la	covarianza	entre	ith	y	jth	del	vector	de	errores	de	cada	observación.	
Ebadi	M.	y	Amirib	A.	(2012)	realizan	la	estimación	de	los	coeficientes	  basado 
una estimación insesgada de la covarianza ,	presentada	por	Rencher	(2002):	

            (18)

La evaluación de la capacidad multivariante, según esta metodología, es realizada mediante el porcen-
taje promedio de no conformes presentes en cada una de las  variables respuestas involucradas en el 
monitoreo de calidad. El cálculo del porcentaje de no conformes la jth variable respuesta es determi-
nada	mediante	la	siguiente	expresión:

            (19)

donde 	es	el	porcentaje	de	no	conformes	por	debajo	del	límite	de	especificación	inferior	LSL,	  
es	el	porcentaje	de	no	conformes	por	encima	del	límite	superior	de	especificación	USL.	Estas	medidas	
de	probabilidad	son	determinadas	mediante	las	siguientes	expresiones:

       (20)

mientras	 la	medida	de	probabilidad	por	encima	del	 límite	de	especificación	superior	está	definida	
mediante, 

    (21)

donde  es obtenida de la ecuación (16), LSLij y USLij son los límites de espe-
cificación	inferior	y	superior	respectivamente	de	la	ith niveles de jth variables respuestas, facilitando 
el cálculo posterior del índice , Boyles, R.A. (1994). Este porcentaje de no conformes, medida de 
desempeño del proceso, es evaluado mediante la expresión,

         (22)
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El valor de Pj es obtenida de la ecuación (19), esto indica la evaluación individual de cada una de las 
Cpkj de cada una de las variables respuestas. Una vez obtenida este indicador, se aplica la metodología 
presentada	por	K.	S.	Chen,	et	al.	(2003)	de	la	ecuación (13)

Jeh	Nan	Pan	y	Chung	Li	(2014)	proponen	un	indicador	multivariante,	asumiendo	en	el	proceso	con	  
características de calidad una distribución normal multivariante, en donde la región de tolerancia es 
esférica	definida	como,	

        (33)

donde  son los resultados reales del proceso de producción, U es el radio de espe-
cificación	y	  es la posición del valor objetivo. Asumiendo que la muestra seleccionada 

 son variables independientes, entonces la media de la distancia cuadrada entre la ubi-
cación real y la ubicación de destino es dada por, 

    (24)

La anterior ecuación presenta el término a la izquierda como una medida de rendimiento con res-
pecto	a	una	tolerancia	de	posición,	mientras	al	 lado	derecho	se	divide	en	dos	partes,	 la	primera	es	
la	exactitud	del	proceso	y	la	segunda	la	precisión	de	este,	Jeh	Nan	Pan	y	Chung	Li	(2014)	proponen	
medir la precisión del proceso mediante,

          (25)

Este valor  es grande (pequeño) si la distancia entre la media del proceso y su ubicación 
con respecto al objetivo es grande (pequeño). Para medir el rendimiento o capacidad del pro-
ceso, Pan y Lee (2010) presentan esta medida mediante:

            (26)

donde 	es	el	índice	de	capacidad	con	percentil	chi	cuadrado	  con  grados 
de libertad. 

El intervalo de confianza  para este indicador de capacidad multivariante de 
proceso está definido como,

            (27)

donde  .
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ÍNDICE DE CAPACIDAD MEDIANTE RAZÓN DE REGIONES.

La	propuesta	de	Hubele	N.	y	Shariari.	H.	(2000)	define	un	vector	con	tres	componentes;	dos	compo-
nentes usan el supuesto que los datos del proceso provienen de una distribución normal multivariada 
Peña,	D.	 (2002)	 con	 contornos	 elípticos	definiendo	 regiones	de	medida	de	probabilidad.	 El	 tercer	
componente se basa en el conocimiento geométrico de la región del proceso, relativo a la región de 
especificación.	El	primer	componente	es	análogo	a	la	razón	de	longitudes	en	el	caso	univariado.

            (28)

Hubele	N.	y	Shariari.	H.	 (2000)	define	el	numerador	como	 la	región	de	 tolerancia,	en	el	caso	bidi-
mensional es el área o el volumen en tres dimensiones y el denominador es el área o volumen de una 
región	modificada	del	proceso.	

En	la	Gráfica	1,	se	presenta	la	región	modificada	del	proceso,	más	pequeña	pero	similar	en	forma	a	la	
región	de	tolerancia	circunscrita	alrededor	de	un	contorno	de	medida	de	probabilidad	específico.	Los	
bordes del rectángulo, como límite inferior del proceso y límite superior del proceso (LSPv y LIPv j = 
1,2...  respectivamente), se obtienen resolviendo el sistema de ecuaciones de primeras derivadas con 
respecto a , de la forma cuadrática.

        (29)

Siendo  es el percentil superior 	de	la	distribución	chi	cuadrado	con	  grados de liber-
tad,  el vector de promedio estándar. La tolerancia de posición es una tolerancia de ingeniería que 
describe, en el caso multivariante, una región entre la ubicación real de los resultados del proceso y 
la	región	modificada.

Gráfica 1. Región de tolerancia, región de contorno y la región del proceso
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            (30)

Los	límites	de	la	región	modificada	están	denotados	según	Hubele	N.	y	Shariari.	H.	(2000)	como:

            (31)

La matriz ,	se	obtiene	borrando	la	fila	y	columna	j,  es el valor superior del percentil  
de	una	distribución	chi	cuadrada	con	  grados de libertad,  es el promedio de la variable j.

Ebadi	M.	y	Amirib	A.	 (2012)	aplica	 los	 límites	de	 la	 región	modificada	de	proceso	presentada	por	
Hardle,	W.	y	Simar,	L	(2007):

    y     (32)

donde  y  es la media y la varianza de cada uno de los ith niveles de los jth variables respuestas, 
 es el percentil superior 	de	una	distribución	chi	cuadrado	con	  grados de libertad; obte-

niendo	las	siguiente	expresión	para	medir	el	índice	de	capacidad	multivariante	de	razón	de	regiones:

            (33)

Ebadi M. y Amirib A. (2012) proponen un segundo componente similar al presentado por Hubele 
N.	y	Shariari.	H.	(2000),	mide	el	nivel	de	significancia	del	valor	observado	de	las	respuestas	basadas	
en la estadística  de Hotelling, ecuación (28),	 como	 una	 variación	 de	 perfiles	 lineales	 simples	
multivariantes:

        (34)

Cumea	G.	(2013)	presenta	una	región	de	especificación,	construida	en	intervalos	de	especificación	
para	cada	una	de	las	variables	o	característica	de	calidad	evaluada.	La	región	de	especificación	es	un	
hiperrectángulo	representado	por	la	siguiente	ecuación	Vargas,	A.	y	Guevara	R.	(2011)	y	Pearn,	W.	L.	
y	Kotz,	S.	(2006):	 . En el caso univariado el índice de capacidad no indica en 
donde está localizado el proceso, por lo que supone un proceso centrado, de manera que . 
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Por otra parte, el índice de capacidad univariado  se puede reescribir de la siguiente forma 
, se tiene que , por tanto, el índice de capa-

cidad univariado es,

            (35)  

donde  está asociada a la distribución normal estándar con media cero y varianza la unidad, si se 
tiene  de estas variables  entonces la variable 	está	definida	como	
una	chicuadrado	con	un	grado	de	libertad	y	el	valor	de	nueve	(9)	corresponde	a	una	chi-cuadrado	
con	nueve	grados	de	libertad	y	una	confiabilidad	del	0.9973.	Esta	ecuación	de	índice	de	capacidad	
univariada	se	relacionará	con	el	caso	multivariante	a	través	de	la	distancia	de	Mahalanobis,	cuya	dis-
tribución	de	probabilidad	corresponde	a	una	chi-cuadrado	con	grados	de	libertad	ajustado	al	número	
de variables o características de calidad del proceso.

Toda	curva	de	nivel	en	una	distribución	normal	multivariada	de	proceso	está	definida	como	un	elip-
soide	que	abarca	una	región	de	confianza	de	 	con	una	distribución	chi	cuadrado	con	  
grados de libertad y que a todo valor de las variables aleatorias se puede asociar a un elipsoide con 
una	confianza	 . Cumea, G. (2013) propone entonces la siguiente ecuación para el cálculo del 
índice de capacidad multivariante, 

donde            (36) 

En forma similar se determina el índice de capacidad con valor objetivo , su formulación se 
define	como,

     (37)  

siendo	los	valores	percentiles	de	la	chi	cuadrado:	 . y 

La propuesta de Taam et al (1993):
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           (38)

Los	elementos	de	la	matriz	A	están	definidos	por,

     

donde 	representa	el	coeficiente	de	correlación	en	la	i y j característica de calidad,  el número de 
características de calidad y  es la matriz de varianza covarianza. 

ÍNDICE DE CAPACIDAD MEDIANTE EL MÉTODO DE ANÁLISIS DE COMPONENTES PRINCIPALES

Para	 el	 caso	 de	 productos	 con	 especificaciones	 bilateral	 Wang F.K. y Chen. J. (1998); Xekalaki,	
E.	y	Perakis	M.	 (2000),	García, T. et al. (2007), proponen la siguiente formulación para las  iniciales 
componentes,

          (39)

          (40)

En el caso que en el proceso se tome valores objetivos T los indicadores de capacidad se presentan como,

          (41)

            (42)

Para el caso de especificación unilateral Wang F.K. y Chen. J. (1998), García, T. et al. (2007), Jackson, J. E. 
(1980), Wang F.K. y D.T. (2000) proponen las siguientes formulaciones, en el caso del límite de especi-
ficación	superior,

          (43)

el	límite	de	especificación	inferior,	
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         (44)

donde  y  son los valores de los índices de capacidad para cada uno de los ith componentes 
principales. Los índices de capacidad  y 	 son	 los	 índices	de	capacidad	univariados	definidos	
como .

Ebadi	M.,	Amirib	A.,	(2012)	presentan	una	modificación	a	la	propuesta	de	índice	de	capacidad	multi-
variante mediante componentes principales propuesta por Wang F.K. y Chen. J. (1998); García, T. et 
al. (2007), en donde determinan los valores y vectores propios de la matriz de varianza covarianza  
obtenida en la ecuación (17):

         (45)

donde  es el número de componentes principales,  y  son los vectores de los límites de espe-
cificación	superior	e	inferior	del	ith nivel de la variable exploratoria X, respectivamente y es la matriz 
de varianza covarianza,  representa el índice de capacidad univariado para los ith niveles de jth 
componente. Las nuevas variables de respuesta, componentes principales, están distribuidos normal-
mente	por	tanto	el	intervalo	para	una	confianza	 	es:

            (46)

ÍNDICE DE CAPACIDAD MEDIANTE EL MÉTODO DE PERFILES LINEALES

La	mayoría	de	las	investigaciones	sobre	el	monitoreo	de	perfil	hacen	referencia	al	perfil	lineal	simple.	
Un	perfil	lineal	simple	solo	define	una	variable	independiente.	Noorossana,	R.,	et	al.	(2011).	General-
mente	se	deben	considerar	dos	fases	en	el	monitoreo	de	perfil,	como	es	el	caso	de	las	cartas	de	control	
donde	en	la	fase	I	el	objetivo	principal	es	estimar	los	parámetros	del	perfil	una	vez	estabilizado	esta-
dísticamente	el	proceso,	dichas	estimaciones	permiten	evaluar	la	capacidad	del	proceso	en	la	fase	II	
o monitoreo en línea, en la cual se detecta de manera inmediata los cambios en los parámetros del 
proceso. El modelo lineal se presenta en la siguiente ecuación, 

     (47)
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donde  son variables aleatorias independientes distribuidas normalmente con media cero y 
varianza .	La	pendiente	y	la	intersección	de	la	línea	se	denominan	coeficientes	de	regresión	o	de	
perfil.	Se	supone	que	los	valores	 	son	fijos	y	toman	el	mismo	conjunto	de	valores	para	cada	muestra,	
Shahriari,	H.	y	Sarafian,	M.	(2009).

Existen	otros	tipos	de	índices	de	capacidad	de	proceso,	Shahriari,	H	y	Sarafian,	M	(2009)	propusie-
ron	un	método	para	un	índice	de	capacidad	de	proceso	cuando	se	está	monitoreando	un	perfil	lineal	
simple. Ellos consideran la variable respuesta como una característica de desigualdad con distribu-
ción	limitada	y	límites	de	especificación	conocidos.	El	  de la variable respuesta se calcula en cada 
nivel de la variable explicativa y, luego, el  se introduce como el índice de capacidad del proceso 
en	un	perfil	lineal	simple.	Ebadi	y	Shahriari,	H	(2012)	reemplazaron	la	variable	de	respuesta	de	Sha-
hriari	y	Sarafian,	M.	(2009)	por	una	variable	de	respuesta	pronosticada	en	cada	nivel	de	la	variable	
explicativa, y luego utilizaron un índice de capacidad de proceso múltiple para medir la capacidad del 
proceso. También mencionaron que el  en los niveles de variable explicativa conduce a un índice 
de capacidad del proceso subestimado. Motivo por el cual sugirieron un método basado en el método 
de	Bothe,	que	utiliza	una	proporción	de	elementos	no	conformes,	Mestek,	O.,	Pavlik,	J.	and	Suchanek,	
M. (1994).

Hosseinifard	et	al.	(2012)	,	se	concentró	en	el	índice	de	capacidad	de	proceso	de	un	perfil	lineal	simple	
bajo el supuesto de no normalidad de la variable respuesta. Introdujeron la distribución Burr XII1 en 
la variable de respuesta de cada nivel de la variable explicativa, y luego, usaron el método Clements 
para calcular , , y ,	para	la	variable	respuesta	en	cada	nivel	de	la	variable	explicativa.	En	dicho	
método el  de la variable respuesta se calcula en  niveles de la variable explicativa, y el  se 
introduce	como	el	índice	de	capacidad	del	proceso	en	el	perfil	lineal	simple.	Por	lo	que	el	 , y , se 
calcula	de	la	siguiente	manera:

        (48)

            (49)

donde PU	se	estima	con	la	ecucación:

        (50)

entonces:

         (51)

1	 I.	W.	Burr,	(1973).	Parameters	for	a	general	system	of	distribution	to	match	a	grid	of	α3	a	α4.	Commun	Stat.	2:1,	1-21.
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PL se estima con las ecuaciones (52) y (53)

        (52)

por consiguiente

        (53)

Los parámetros  y , en las son respectivamente la media y la desviación estándar de la variable 
respuesta, en diferentes niveles de la variable explicativa. USLi y LSLi son los límites de especifi-
cación superior e inferior para la variable respuesta en el nivel i-ésimo de la variable explicativa, 
considerando  mezcla de puntos de diseño. dentro de un perfil lineal simple. 

El índice de capacidad del proceso 	que	se	definió	en	la	ecuación (48) es una comparación entre los 
límites	de	tolerancia	natural	y	los	límites	de	especificación	de	un	proceso.	En	un	perfil	lineal	simple	

 es la línea de referencia del proceso,  es la media condicional de  y , 
entonces,  se calcula de la siguiente manera .

donde  es una variable aleatoria normal con media de  y varianza de ,  y  son esti-
maciones de  y , de la forma , respectivamente.  y  
son	los	interceptos	estimados	en	el	j-ésimo	perfil	de	muestra.	

La varianza del proceso  se estima utilizano MSE y se calcula como , donde 
	es	la	varianza	estimada	en	el	j-ésimo	perfil	de	muestra.	Por	lo	tanto,	definidas	mediante	UNTL	

y	LNTL	en	las	ecuaciones:

       (54)

       (55)

UNTL y LNTL	 son	 dos	 líneas	 paralelas	 donde	 la	 distancia	 entre	 ellos	 es	 igual	 a	 6σ,	 men-
cionada anteriormente con parámetro µ, además estos valores son funciones de , como 

, y . Suponga que 
los	límites	de	especificación	de	la	variable	y	son	dos	funciones	de	 ,	tal	como	las	obtiene	las	ecuaciones:

         (56)

         (57)

Actualmente, 	de	un	perfil	lineal	simple	tiene	una	forma	funcional,	como	se	presenta	en	la	siguiente	
expresión,
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       (58)

Al usar 	como	el	 índice	de	capacidad	del	proceso	del	perfil	 lineal	simple,	es	posible	evaluar	la	
capacidad en cada nivel de X. la capacidad del proceso en cada nivel de la variable explicativa propone 
información detallada del proceso. Sin embargo, es necesario tener un valor único del índice de capa-
cidad	del	proceso	para	un	perfil	lineal	simple	en	todos	los	rangos	de	la	variable	explicativa	para	dar	un	
juicio general sobre la capacidad del proceso. Por lo que se recomienda utilizar el área limitada entre 
USLy y LSLy para calcular USLy (x) y LSLy (x) y, también el área limitada entre UNTLy y LNTLy para 
calcular UNTLy (x) y LNTL (x). Por lo que lo propuesto por los autores para determinar un valor único 
para el 	de	un	perfil	lineal	simple	es:	

      (59)  

UNTLy (x) y LNTL (x)	son	dos	líneas	paralelas;	en	forma	idéntica	los	valores	de	las	especificaciones	
USLy (x) y LSLy (x),	son:	

         (60) 

         (61)

donde  son la intercepción de USLy (x), la intercepción de LSLy (x) y la pendiente de USLy 
(x) y LSLy (x). La distancia de estas líneas paralelas se puede considerar como su diferencia. Por lo que 

	se	calcula	de	la	siguiente	manera:	

          (62)

	se	determina	en	la	siguiente	ecuación:	

    (63)

 es la función de la línea de referencia , genera el valor de  de un proceso simple para 
cada nivel de . El 	de	un	perfil	lineal	simple,	se	calcula:

    (64) 

El índice de capacidad del proceso 	cuando	solo	se	encuentra	disponible	los	límites	de	especifica-
ción	funcional	superior	o	inferior,	se	puede	calcular	mediante	las	siguientes	ecuaciones:	



U n i v e r s i d a d  d e l  A t l á n t i c o

40

Í n d i c e s  d e  c a p a c i d a d  m u l t i v a r i a d o s  
N u e v a s  p r o p u e s t a s

        (65)

        (66)

Si  es más grande que  en  y menor que  en .

entonces	el	índice	de	capacidad	mínimo	es	calculado	de	la	siguiente	forma:

 

            (67)

CASO DE ESTUDIO: INDICE DE CAPACIDAD DE PERFIL LINEAL

El siguiente problema práctico, es tomado en la fabricación de un producto alimenticio relacionado 
con una bebida refrescante; las variables relacionadas o de interés para el área de control de calidad 
son:	la	concentración	de	uno	de	los	componentes	del	producto	y	el	pH.	

Tabla 2. Variable pH y concentración de un producto alimenticio

No. Concentración 
(Y)

pH 
(X)

1 59.51 14.790
2 58.01 14.640
3 59.00 14.730
4 60.17 14.160
5 61.50 14.970
6 61.02 14.625
7 59.63 15.660
8 60.24 14.025
9 58.95 15.030

10 57.98 14.340
11 60.44 14.700
12 58.91 14.190
13 59.18 15.030
14 59.46 14.640
15 59.42 14.640

Fuente: Elaboración de los autores

En la ecuación (1), inicialmente evalúan los índices de capacidad univariados tradicionales para cada una de las varia-

bles seleccionadas en el proceso. Los resultados muestran, por ejemplo, la concentración con un indicador  de 

0.5932 y el  del pH es de 0.6626.



R o b e r t o  J o s é  H e r r e r a  A c o s t a

41

Í n d i c e  d e  c a p a c i d a d  m u l t i v a r i a d o

Gráfica 2. Índice de capacidad para la variable Concentración  
Fuente: Elaboración propia de los autores

Gráfica 3. Índice de capacidad para la variable pH 
Fuente: Elaboración propia de los autores

Los índices de capacidad que arrojaron las variables menores a la unidad, por lo que el proceso no 
cumple	con	las	especificaciones	de	diseño.	El	factor	de	correlación	dio	un	valor	muy	bajo	(0,0038)	lo	
que indica que la relación entre las variables es débil. Por lo tanto, la ecuación de regresión línea de 

, o, en otras palabras, 	no	brindará	un	modelo	eficiente	para	prede-
cir la correspondencia entre el pH y la concentración del proceso de fungicidas.

El	cálculo	del	 índice	de	capacidad	lineal	 inicia	en	 la	determinación	de	 los	 límites	de	especificación	
superior e inferior (USL y LSL) y los límites de proceso superior e inferior (UNTL y LNTL). De la 
siguiente	manera,	los	límites	de	especificación	se	obtienen	con	los	intervalos	de	confianza	del	proceso	
los	cuales	se	mostrarán	en	la	siguiente	tabla:

Tabla 3.	Intervalos	de	confianza,	variable	pH	y	concentración	de	un	producto	alimenticio

Parámetro Estimación Error Estándar Límite Inferior Límite Superior
CONSTANTE 57,3712 9,77517 36,2532 78,4892
pH 0,149211 0,665731 -1,28902 1,58744

Fuente: Elaboración propia de los autores

Obteniendo las ecuaciones USL= 78,481, 5874x y LSL= 36.253 – 1.289x, ecuaciones (60), (61) donde 
 es la ecuación de la variable ,  es la raíz del cuadrado medio del error la cual es 0.8717 Los límites 
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del	proceso	están	determinados	por	las	siguientes	ecuaciones:	para	el	límite	superior	UNTL=	78.48	+	
0.1492	y	para	el	límite	inferior	LNTL=	36.25	+	0.1492x.	Se	calcula	el	índice	de	capacidad	del	proceso	
teniendo	en	cuenta	las	especificaciones	de	la	variable	de	pH	las	cuales	son	LSL=	2.4	y	USL=	3,	el	índice	
de	capacidad	del	proceso	es:

     

Lo	que	indica	que	el	proceso	cumple	satisfactoriamente	con	las	especificaciones	establecidas.	es	cal-
culado el ,	con	el	fin	de	identificar	hacia	donde	se	encuentra	desplazado	el	proceso.

por tanto

El índice de capacidad  está mostrando un proceso de fabricación centrado en esta caracte-
rística de calidad.
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PROPUESTA DE ÍNDICE DE CAPACIDAD COMERCIAL MULTIVARIADO PARAMÉTRICO Y NO 
PARAMÉTRICO

Propuesta de índice de capacidad comercial multivariado paramétrico

La	metodología	multivariante,	 propone	 dos	 procedimientos:	 el	 primer	 procedimiento	 consiste	 en	
modificar	de	la	propuesta	de	Chen,	et	al.,	(2003)	en	la	ecuación (13); el segundo, utiliza el análisis de 
la propuesta no paramétrico de Clements. 

En	este	contexto	es	necesario	especificar	de	las	  variables monitoreadas del producto seleccionado, 
como	también	identificar	la(s)	variable(s)	h considerada(s) no relevante(s) para la calidad del pro-
ducto,	 pero	 con	 aceptable	 comercialización,	 como	 además	 identificar	 la	 especificación,	 superior	 o	
inferior,	que	cualifique	esa	no	 relevancia.	 Sea	en	este	 caso	h variables no relevantes de la cuales i 
poseen	calidad	comercial	en	el	límite	superior	de	especificación	USL	y	de	las	cuales	h	–	i	poseen	la	
calidad	comercial	en	el	límite	inferior	de	especificación	LSL,	la	ecuación	(13)	propuesta	por	Chen	K.S,	
et al. (2003) es transformada de la siguiente manera,

          (68)

 la constante A	está	definida	como,	
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Los valores de  se determinan mediante el concepto tradicional presentada en las ecuaciones (2), 
(3).	En	este	caso	el	índice	de	capacidad	comercial	paramétrico	es	el	resultante	de	la	siguiente	razón:

   (69)

Sin embargo, este indicador puede ser mejorado, usando una distancia estadística que potencialice la 
asociación entre las variables monitoreadas en el proceso; esta distancia seleccionada es la de Cam-
berra, obteniendo la siguiente expresión para el indicar multivariante comercial, 

          (70)

en este caso, la constante B	se	define	mediante	la	siguiente	expresión,

            (71)

Propuesta de índice de capacidad multivariado utilizando datos funcionales FDA

La	identificación	de	un	producto	con	calidad	comercial	es	una	tarea	complicada	cuando	el	producto	
posee una gran cantidad de variables que desde el punto de vista de ingeniería no contribuyen en 
mayor	grado	a	desechar	el	producto	no	conforme.	Esta	situación	es	más	compleja,	cuando	las	variables	
monitoreadas poseen un comportamiento no lineal, es el caso de datos funcionales FDA, lo que induce 
a	utilizar	herramientas	estadísticas	que	modelen	este	comportamiento.	Por	lo	tanto,	el	desarrollo	de	
modelos	cuantitativos	de	rendimiento	de	este	tipo	de	comportamiento	está	justificado,	además	es	de	
utilidad en el control estadístico de procesos obtener un indicador de este desempeño mediante un 
índice de capacidad multivariante. 

Las investigaciones deben evaluar en el futuro más de dos estados o categorías de calidad del pro-
ducto para determinar un indicador de capacidad multivariante que sea acorde con la situación real 
del proceso y su comercialización. Esta valoración se realiza a través del tiempo, bajo condiciones 
no lineales de la información seleccionada, por lo que se requiere un tratamiento mediante técnicas 
para datos longitudinales o datos funcionales discretizados FDA seleccionando una adecuada base 
funcional. 
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Para	comprender	la	teoría	de	datos	funcionales,	se	parte	de	Ramsay,	J.O.	&	Silverman,	B.W.	(2002),	
Ferraty	&	Vieu,	(2006);	Cuevas,	et	al.,	(2006),	que	presentan	una	función	suavizada	de	datos	funciona-
les	discretizados	según	una	base	finita,	

       (72)

Donde , con , es un conjunto de funciones conocidas e independientes tales que cualquier 
función puede ser aproximada, mediante la combinación lineal de K de ellas (elementos de la base). 
Las	bases	escogidas	de	ensayo	son	en	su	orden:	las	b-splines	y	b-splines	penalizados,	ya	que	ambas	
bases	proporcionan	la	estructura	flexible.	

El	ajuste	según	una	base	b-splines	tiene	la	forma:

         (73)

donde	m	es	el	orden	del	polinomio,	L	los	puntos	de	corte	de	los	subintervalos	y	k	el	número	de	ele-
mentos de la base. 

Aplicar	los	b-splines	penalizados,	proporcionan	además	de	una	estructura	flexible,	la	determinación	
de	la	suma	de	residuos	del	ajuste	mediante	la	siguiente	expresión:

        (74)

donde Y son los datos para ajustar, X es el ajuste según la base b-splines,  la derivada segunda del 
ajuste y  es el parámetro de suavización, penaliza la segunda derivada, es decir, restringe la varianza 
interna que pueda tener el ajuste. El número de elementos del base óptimo se basa en el criterio de 
validación	cruzada	generalizada,	en	donde	se	ensaya	un	número	de	elementos	de	la	base	hasta	selec-
cionar	el	GCV	mínimo	en	cada	dato	funcional,	de	esta	manera	no	se	reduce	el	riesgo	de	sobresuavizado:

      (75)

Este	método	no	paramétrica	kernel	para	datos	funcionales	  utiliza el estimador Nada-
raya	Watson	funcional	que	incorpora	en	su	expresión	un	kernel	Gaussiano	K, Nadaraya, E.A. (1964), 
Watson, G.S. (1964). En condiciones normales pesos grandes son asignados a  cuyos  son los más 
próximos	al	punto	que	se	desea	estimar	(t).	El	estimador	Nadaraya	Watson	se	define	de	la	siguiente	
manera:

        (76)
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donde	K	es	la	función	kernel,	diseñada	para	tener	la	mayoría	de	la	masa	concentrada	cerca	del	cero,	y	
decae rápidamente o desaparece para .	En	el	caso	del	kernel	Gaussiano:

          (77)

siendo h es el parámetro de suavizamiento y controla la suavidad de , como también controla 
el suavizamiento del promedio móvil. 

Por tanto, considerando una nueva curva , obtenida a partir de muestras de una de las 
categorías evaluadas, el estimador de las probabilidades a posteriori de pertenencia a una clase g 
determinada es,

         (78)

donde las curvas observadas, , son muestras de variables explicativas,  variable respuesta 
discreta aleatoria toma valores ente 0,1, ... , G correspondiente a la categoría evaluada, h es el pará-
metro	de	suavizamiento	que	minimiza	la	probabilidad	de	clasificación	incorrecta	de	una	observación	
ulterior. Se lleva a cabo utilizando el método de validación cruzada, L2 la norma denotada por ||.||, 
empleada	para	medir	distancias	entre	curvas:

        (79)

donde [a, b] es uno intervalo cerrado cualquiera entre las curvas evaluadas f(x) y g(x). La estandariza-
ción de datos funcionales se realiza mediante la siguiente transformación,

          (80)

donde

            (81)

dado que

          (82)
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Tambien

       (83)

El índice de capacidad para datos funcionales, generalizando el primer método presentado por Vargas, 
A. y Guevara R. (2011), se presenta la siguiente propuesta de índice de capacidad univariados no 
paramétricos,	seleccionado	en	la	especificación	inferior	la	calidad	comercial:

            (84)

donde

        (85)

En	caso	de	que	esta	calidad	comercial	se	ubique	en	el	límite	de	especificación	superior,	el	índice	de	
capacidad	comercial	se	definirá	como,

        (86)

donde

        (87)

Vargas A. y Guevara R. (2011) presentan las funciones no paramétricas que permite evaluar las espe-
cificaciones	[lei(ti), USL(ti)], utilizando las siguientes ecuaciones,

      (88)

       (89)

donde Yp es el pth percentil de la distribución que se considere en la información, los límites de 
especificación	 superior	 e	 inferior	 como	 una	 función	 de	 profundidad:	  y 

,	Ramsay	J.O	y	Silverman	B.W.	(2005)	muestra	la	medida	de	variabilidad	de	la	
función, en el punto t	como:

         (90)
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NUEVA PROPUESTA DE ÍNDICE DE CAPACIDAD COMERCIAL MULTIVARIADO 

Índice de capacidad comercial multivariado paramétrico

En	el	caso	multivariante,	se	propone	modificar	 la	propuesta	de	Chen,	et	al.,	(2003)	en	la	ecuación 
(13),	adicionando	además	 la	 fiabilidad	R(t)	como	un	aspecto	 importante	en	 la	evaluación	del	des-
empeño del proceso. Este importante criterio de calidad que aquí se considera, no abordado en las 
propuestas actuales de índices de capacidad multivariante.

La	propuesta	es	presentada	de	la	siguiente	forma:	

       (91)

donde	constante	A	está	definida	como,	

        (92)

R(t)	es	la	fiabilidad	del	producto,	los	valores	de	Cpkjpkj se determinan mediante el concepto tradicio-
nal presentado en la ecuaciones (1), (2) y (3),	wi	es	la	ponderación	asignada	para	el	cumplimiento	
de	las	especificaciones,	así	como	también	en	la	fiabilidad	del	producto,	donde	 .

En	este	contexto	de	calidad	comercial,	es	necesario	especificar	cuál	de	las	  variables monitoreadas 
del	producto,	se	identifican	como	no	relevante(s)	h para la calidad del producto, en sincronía con la 
especificación,	 superior	o	 inferior,	 que	 cualifique	este	 criterio.	En	este	 caso	existen	h variables no 
relevantes	de	la	cuales	i	poseen	calidad	comercial	en	el	límite	superior	de	especificación	USL y h – i 
poseen	calidad	comercial	en	el	límite	inferior	de	especificación	LSL;	la	ecuación (69)	se	modifica	en:

  (93)

entonces,	el	índice	de	capacidad	comercial	multivariante	se	modifica	de	la	siguiente	forma:

            (94)

Por otra parte, el valor de la ecuación (87),	modificada	bajo	el	criterio	de	la	propuesta	de	Taam	et	al	
(1993), ecuación (38), de la siguiente forma,

      (95)
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Los	elementos	modificando	la	propuesta	de	Tamm	et	al.	(1993),	de	la	matriz	B	están	definidos	por	la	
siguiente formulación,

            (96)  

donde 	representa	el	coeficiente	de	correlación	en	la	i y j característica de calidad,  el número de 
características	de	calidad,	wi	es	la	ponderación	asignada	para	el	cumplimiento	de	las	especificaciones,	
así	como	también	en	la	fiabilidad	del	producto,	donde	 .

La estimación de este indicador es de la forma

      (97)

donde  representa la matriz de varianza 
covarianza y la media de la muestra respectivamente. El  ésimo momento de  se expresa de 
la	siguiente	forma:

  (98)

siendo:

 
entonces, el valor esperado y la varianza de 	pueden	ser	escritos	de	la	siguiente	forma:
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obsérvese que  es un estimador insesgado del índice de capacidad .

Tomando en cuenta que el cociente  es igual  y que la razón  sigue 
una distribución del tipo ,	se	tiene:

   

entonces

así	que	un	intervalo	de	confianza	del	  para estimar el índice de capacidad  viene 
dado	por:

        (99)

INDICADOR DE CAPACIDAD MULTIDIMENSIONAL SEIS SIGMA UNA NUEVA PROPUESTA PARA 
EMPRESAS DE SERVICIO

El	indicador	de	capacidad	multivariante	presentado	por	K.	S.	Chen,	et	al.	(2003)	para	evaluar	  carac-
terísticas	se	modifica	para	evaluar	las	dimensiones	de	un	servicio,	basado	en	el	desempeño	de	niveles	
Seis Sigma, denominado ,	el	cual	se	obtiene	como	se	muestra	a	continuación:

            (100)

La evaluación de la capacidad multivariante, según esta metodología, se realiza mediante el porcentaje prome-

dio de no conformes presentes en las  dimensiones involucradas en el monitoreo de calidad. El cálculo del por-
centaje promedio de no conformes la jth dimensiones es determinada mediante las métricas de Seis Sigma.

        (101)
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donde  es el porcentaje promedio de no conformes en la dimensión jth y  son las medidas de probabilidad de cada 
una de las categorías o modalidades de la dimensión evaluada, es decir 

            (102) 

En correspondencia con los indicadores de capacidad en los casos univariados, se espera un proceso con optimo 
desempeño, cuando los valores de este indicador sean superiores a la unidad.
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DESEMPEÑO DEL INDICADOR DE CAPACIDAD MULTIVARIANTE EN UNA COMPAÑÍA 
FARMACEUTICA

La Levocetirizina está indicado para el tratamiento de síntomas asociados a enfermedades alérgicas 
como:	Rinitis	Alérgica	Estacional	(incluyendo	síntomas	oculares),	Rinitis	Alérgica	crónica	idiopática	
desde los 6 meses de edad. El desarrollo de pruebas analíticas para la determinación de pH densidad, 
valoración de principio activo y contenido de sacarosa en la elaboración de productos farmacéuticos 
tiene	como	principal	objetivo	determinar	el	cumplimiento	de	las	especificaciones	establecidas	para	
cada una de estas variables según las normativas. A continuación, se presenta en la tabla 4-5, una 
muestra de estas características de calidad.

Tabla 4. Información del proceso de fabricación de la Levocetirizina

pH Densidad Valoración Contenido de 
sacarosa

Estado de 
cumplimiento

2.51 0.998 99.534 62.072 Calidad comercial
2.58 0.9941 99.523 63.939 Cumple
2.63 10.816 99.512 65.045 Cumple
2.72 10.339 99.492 67.261 Cumple
2.74 10.403 99.462 68.022 Cumple
2.74 10.615 99.616 68.075 Cumple
2.82 12.663 99.492 68.103 No cumple
2.76 10.555 99.571 67.965 Cumple
2.75 10.385 99.417 67.827 Cumple
2.75 10.801 99.502 68.021 Cumple
2.78 10.152 99.406 68.212 Cumple
2.78 0.9972 99.416 68.394 Calidad comercial
2.79 10.913 99.465 68.883 Cumple
2.79 10.497 99.451 67.972 Cumple
2.79 10.668 99.426 68.049 Cumple
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pH Densidad Valoración Contenido de 
sacarosa

Estado de 
cumplimiento

2.8 10.421 99.54 67.789 Cumple
2.81 10.458 99.439 67.902 Cumple
2.81 10.285 99.517 67.759 Cumple
2.81 10.762 99.67 67.063 Cumple
2.82 12.779 99.546 67.259 No cumple
2.83 11.324 99.315 67.85 Cumple
2.83 0.9943 99.441 67.936 Calidad comercial
2.84 10.969 99.499 67.959 Cumple
2.85 10.643 99.617 68.198 Cumple
2.86 10.377 99.477 68.459 Cumple
2.86 11.016 99.412 68.625 Cumple
2.86 10.588 99.599 68.816 Cumple
2.87 10.507 99.479 68.953 Cumple
2.88 1.276 99.557 69.006 No cumple
2.88 1.081 99.562 69.062 Cumple
2.9 10.252 99.326 69.742 Calidad comercial

2.92 1.093 99.406 69.919 Cumple 
2.93 10.345 99.345 70.294 Cumple
2.98 11.337 99.695 71.013 Cumple
3.15 10.712 99.62 70.863 Cumple
3.22 1.386 99.464 70.212 No cumple
3.2 0.9971 99.29 70.158 Calidad comercial 

3.25 10.813 99.417 69.899 Cumple 
3.15 10.432 99.373 68.112 Cumple
3.05 11.309 99.491 67.927 Cumple
2.95 10.809 99.351 67.873 Cumple
2.93 10.852 99.559 67.032 Cumple 
2.92 11.046 99.316 66.873 Cumple
2.9 1.058 99.523 66.902 Cumple

2.88 10.633 99.57 67.945 Cumple
2.81 10.692 99.46 68.009 Cumple 
2.72 10.955 99.467 67.887 Cumple
2.65 1.285 99.508 70.044 No cumple

Tabla 5. Especificaciones de las variables de la Levocetirizina

Variable Criterio de 
aceptación Unidades

pH 2.5 – 3.5

Densidad 1.000 – 1.260 g/ml
Valoración 90.0 – 110

Contenido de Sacarosa 65 – 70 %

Los parámetros obtenidos en la fase I en este proceso son los siguientes,
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CASO DE ESTUDIO: DETERMINACIÓN DEL ÍNDICE DE CAPACIDAD UNIVARIADO PARAMÉTRICO.

El índice de capacidad univariado paramétrico seleccionando las características de calidad evaluadas 
en la producción del medicamento Levocetirizina, monitoreando en línea la estimación de este índice 
de	capacidad	para	cada	una	de	las	variables	cuyo	comportamiento	se	visualizan	en	las	gráficas	4	y	5:

El	índice	de	capacidad,	de	las	restantes	variables	presentan	los	siguientes	resultados:	  (densidad) = 
0.52,  (valoración) = 35.9692 y  (cont, de sacarosa). En cuanto a las expresiones de los índices de 
capacidad de centramiento, ecuaciones (13) y (14), el índice de capacidad de centramiento del pH, 
es	determinado	de	la	siguiente	forma:	

El resultado  induce a valores de pH	desplazados	hacia	el	límite	de	especificación	infe-
rior; la medida de probabilidad de unidades no conformes con pH por debajo de 2.50 es mayor a las 
no	conformidades	presentes	por	encima	del	límite	de	especificación	superior.	El	índice	de	capacidad	
de	centramiento	de	la	variable	densidad	del	medicamento,	es	calculado	de	la	siguiente	manera:	

.
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Gráfica 4. Comportamiento, variable pH
Fuente: El autor

Por otro lado, un 	indica	valores	de	densidad	está	descentrados	hacia	el	límite	de	
especificación	inferior	1.0	e	incumplimiento	las	especificaciones	de	diseño;	es	decir,	en	este	proceso	
existen unidades no conformes con una mayor probabilidad, que se presente unidades no conformes 
por	debajo	de	este	límite,	en	contraste	al	límite	de	especificación	superior.	

En	la	variable	valoración,	el	índice	de	centramiento	es	definido	como:

            

La valoración presentó un índice de capacidad con un valor de ;	resalta	el	hecho	
de	un	cumplimiento	amplio	de	las	especificaciones	de	diseño,	como	además	revela	un	desplazamiento	
que	resulta	poco	significativo	hacia	el	límite	de	especificación	inferior	90.0.	El	índice	de	capacidad	de	
centramiento	para	la	variable	cantidad	de	sacarosa,	es	definida	de	la	siguiente	forma,	asumiendo	un	
proceso	completamente	centrado,	el	valor	del	índice	de	capacidad	esta	dado:

En cuanto a procesos descentrados, inicialmente se estima el promedio del proceso , por tanto, el índice de capa-
cidad de localización se define como,

El resultado alcanzado del indicador de capacidad de centramiento  (cant. desacarosa) = min 
{0.40;	0.66}	=	0.40,	 indica	un	desplazamiento	hacia	el	 límite	superior	de	especificación.	Otro	tanto	
son	las	variables	con	desempeño	deficiente,	es	decir	no	cumplen	con	la	capacidad	exigida:	la	densi-
dad y el contenido de sacarosa, el procedimiento tradicional de mejoramiento indica la realización 
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de un ajuste a la desviación del proceso con el propósito de adecuarlo a las tolerancias de diseño. 
Sin embargo, para el caso de este medicamento, asumiendo un contenido de sacarosa por debajo del 
límite	de	especificación	inferior;	se	considera	un	estado	donde	el	producto	puede	activarse	comercial-
mente, calidad comercial.

Si	el	interés,	es	solo	una	de	las	especificaciones,	entonces	la	evaluación	del	desempeño	del	proceso	se	
efectúa mediante índice de capacidad de centramiento , en el caso de estudio el objetivo es ajustar 
el	proceso	por	debajo	del	límite	de	especificación	superior	 	definido	en	la	ecuación	(2),	es	claro	la	
no	existencia	de	un	control	en	el	límite	de	especificación	inferior	si	no	es	del	interés	del	evaluador.	En	
este	caso	la	estimación	de	este	indicador	se	define	para	el	contenido	de	sacarosa	con	límite	unilateral,	
procesos centrados , si el proceso es descentrado estimando la media del 
proceso	se	tiene:

El índice de capacidad de la variable de interés  no se ajusta a las condi-
ciones reales del proceso debido a la omisión del número de unidades con calidad comercial. 

Gráfica 5. Comportamiento de contenido de sacarosa
Fuente: El autor

Gráfica 6. Cuantiles del contenido de sacarosa basado en una distribución empírica. 
Fuente: Del autor
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Gráfica 7. Cuantiles del contenido de sacarosa basado en la distribución Gamma Generalizada
Fuente: Del autor

Gráfica 8. Cuantiles del contenido de sacarosa basado en la distribución Lognormal
Fuente: Del autor

Gráfica 9. Cuantiles del contenido de sacarosa basado en la distribución Weibull
Fuente: Del autor
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CASO DE ESTUDIO: DETERMINACIÓN DEL ÍNDICE DE CAPACIDAD MUTIVARIADO 
PARAMÉTRICO

El	 cálculo	del	 índice	de	 capacidad	 según	Castagliola	P.	 et	 al	 (2009),	Bothe	D.	 (1991)	y	Wierda	S.J.	
(1994),

,

este	índice	de	capacidad	de	0.23	indica	que	este	proceso	no	es	capaz	de	cumplir	con	las	especificacio-
nes de diseño, se debe aclarar que la línea base de esta propuesta está sujeta al número de variables 
evaluadas, para el caso cuatro variables monitoreadas el índice de capacidad mínimo exigido es apro-
ximadamente de 0.85

Aplicando	la	propuesta	de	Shahriari,	Hubele	y	Lawrence	(1995)	los	límites	de	proceso	para	cada	una	
de las características de calidad están denotados con la siguiente formulación para la primera varia-
ble, que en este caso es pH.

El índice de capacidad multivariante de proceso de razón de volumen, ecuación (13), es calculado de 
la siguiente forma,

el valor de , indica que el proceso se encuentra relativamente centrado.

En	cuanto	al	tercer	componente	obsérvese	que	la	región	modificada	está	incluida	dentro	de	la	región	de	
tolerancia	LI	=	1,	confirma	la	capacidad	de	cumplimiento	del	proceso.	El	índice	de	capacidad	mediante	
la	propuesta	de	Wang	y	Chen	(1998),	utilizando	análisis	de	componentes	principales	ACP	inicialmente	
los valores propios arrojados con esta técnica  y 	el	79.394%	
de la variabilidad total es explicada por las dos primeras componentes principales y los correspondien-
tes vectores propios normalizados son  y . 
Realizando	los	cálculos	de	las	combinaciones	lineales	del	vector	de	medias	y	el	vector	de	especificacio-
nes	con	los	coeficientes	de	los	vectores	normalizados	se	tiene	lo	siguiente	por	ejemplo	para	el	primer	
componente, para la medida de localización 

	 y	 los	 límites	 de	 especificación	 de	 ACP	 inferior	  
	 y	 la	 especificación	 superior	  
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El resultado del índice de capacidad global es , donde 
 y . Este valor 

global	indica	cumplimiento	de	las	especificaciones	en	el	proceso.

Por	otra	parte	el	método	de	Xekaki	E.	y	Perakis	M.	(2000)	modifica	el	índice	de	capacidad	propuesto	
por	Wang	 y	 Chen	 (1998),	 para	 la	 evaluación	 de	 índices	 de	 capacidad	 unilateral	 (límite	 inferior	 o	
superior	de	especificación)	arrojando	los	siguientes	resultados	para	el	límite	superior	de	especifica-
ción:	para	la	primera	componente	  y para la segunda 
componente es , el resultado para este indicador es 

. 

Según la propuesta de Cumea G. (2013) el índice de capacidad multivariante para este proceso pro-
ductivo	está	definido	de	la	siguiente	manera,	

para el caso del pH 

En la tabla 6, se presenta los resultados obtenidos para las propuestas presentadas en el desarrollo 
del	ejemplo.	Se	muestra	que	el	índice	de	Shahriari,	Hubele	and	Lawrence	(1995)	posee	un	valor	por	
encima	de	las	propuestas	de	Wang	y	Chen	(1998)	y	Xekaki	E.	y	Perakis	M.	(2000),	lo	que	muestra	poca	
sensibilidad de este índice de capacidad. Caso contrario se presenta en la propuesta de Castagliola P. 
et	al	(2009)	que	para	este	proceso	manifiesta	no	cumplimiento.

Tabla 6. Resumen de resultados de las propuestas de indicadores multivariantes  
de	las	especificaciones	de	las	variables	de	la	Levocetirizina	Jarabe	2.5

Propuestas Aplicación Índice de 
capacidad

Cálculo 
obtenido PV LI Resultados

Castagliola P. et al (2009) Proporciones 0.230 El proceso no es 
capaz

Shahriari,	Hubele	and	
Lawrence	(1995)

Razón de 
regiones 3.250 0.4813 1 El proceso es 

capaz

Wang	y	Chen	(1998) Análisis 
multivariante 1.710 El proceso es 

capaz
Xekaki	E.	y	Perakis	M.	
(2000)

Análisis 
multivariante 1.727 El proceso es 

capaz

Cumea G. (2013) Otros 0.3454 El proceso no es 
capaz
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CASO DE ESTUDIO: DETERMINACIÓN DEL ÍNDICE DE CAPACIDAD CON PERFIL POLINOMICO

Es pertinente conocer el índice de capacidad multivariado del proceso proponiendo la aplicación de 
una	regresión	polinómica	realizando	una	modificación	a	la	propuesta	por	R.	Nemati	Keshtelia,	et.	al.	
(2014), quienes aplicaron una regresión lineal simple. Se tomaron datos de una empresa de alimen-
tos,	las	variables	objeto	de	estudio	fueron	°	Brix	y	Cloruro	mostrados	en	la	tabla	7,	cuyas	especifica-
ciones	son:	°Brix	29.0	–	32.0	y	cloruro	2.30	-	2.80

Tabla 7. Mediciones de °Brix y cloruro en un producto alimenticio

No. °Brix Cloruro No. °Brix Cloruro
1 29,8 2,61 41 28,8 2,32
2 29,2 2,46 42 30.0 2,32
3 29,3 2,46 43 28,5 2,46
4 30,2 2,46 44 29.0 2,61
5 29,9 2,61 45 28,4 2,61
6 29,9 2,48 46 29,3 2,60
7 29.0 2,46 47 27,2 2,60
8 30.0 2,61 48 30.0 2,60
9 29,7 2,75 49 30,3 2,61

10 29,9 2,36 50 30.0 2,60
11 29,2 2,46 51 29,9 2,59
12 31,5 2,46 52 28,5 2,61
13 29,2 2,46 53 29,5 2,60
14 30,6 2,46 54 31,5 2,61
15 29,8 2,32 55 29,4 2,61
16 30,6 2,61 56 28,5 2,46
17 29,6 2,32 57 28,8 2,32
18 28,9 2,46 58 31.0 2,46
19 29,6 2,46 59 29,4 2,61
20 30.0 2,60 60 29,1 2,62
21 29.0 2,65 61 27,3 2,61
22 29.0 2,61 62 31,2 2,50
23 30,8 2,61 63 30,8 2,32
24 29.0 2,61 64 29.0 2,35
25 29,5 2,61 65 28,6 2,61
26 30,8 2,46 66 30,2 2,75
27 29,8 2,61 67 30,7 2,73
28 29,9 2,32 68 31,1 2,03
29 29.0 2,32 69 30.0 2,03
30 29.0 2,46 70 30.0 2,61
31 30,6 2,46 71 30.0 2,46
32 29,2 2,46 72 30.0 3,70
33 28,5 2,46 73 30.0 3,72
34 30.0 2,61 74 30.0 3,70
35 31,8 2,46 75 31,5 3,71
36 30.0 2,46 76 31.0 3,70
37 30,4 2,61 77 30.0 2,75
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38 29,6 2,46 78 30.0 2,60
39 30,2 2,61 79 30.0 2,60

Fuente: Elaboración de los autores

Los	índices	capacidad	para	cada	variable	de	forma	independiente	como	se	observa	en	la	gráfica	10	y	
11, cuyos resultados son  y .

Gráfica 10. Índice de capacidad para la variable Brix
Fuente: Elaboración por los autores

Gráfica 11. Índice de capacidad para la variable Cloruro
Fuente: Elaboración por los autores

El	indicador	de	capacidad	univariante	indica,	que	las	variables	no	cumplen	con	las	especificaciones.	
Para	calcular	el	índice	de	capacidad	multivariado	se	tomará	la	propuesta	de	Chen,	et	al.,	(2003)	ecua-
ción (13). Efectuando el cálculo se obtiene un valor de  lo que indica que por ser menor 
que	la	unidad,	el	proceso	no	cumple	las	especificaciones	requeridas.	Se	identifica	que	las	variables	
tienen	 relación	 fuerte	 con	 un	 coeficiente	 de	 correlación	 estimado	 de	 0.975,	 lo	 que	 garantiza	 una	
alta correspondencia entre las mismas. El modelo lineal polinómico ajustado presenta la siguiente 
ecuación:
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. El Brix es la variable dependiente la cual denotare-
mos como y, mientras el Cloruro es la variable independiente la cual se denotará como x quedando la 
ecuación	de	la	siguiente	manera:

El cálculo del índice de capacidad general del proceso 	para	tal	fin	se	debe	primero	hallar	los	límites	
de	especificación	superior	e	 inferior	del	proceso	(USL	y	LSL)	y	 los	 límites	de	tolerancia	superior	e	
inferior	UNTL	y	LNTL	de	la	siguiente	manera.	USL	y	LSL	se	obtiene	con	los	intervalos	de	confianza	del	
proceso	los	cuales	de	acuerdo	con	el	software	son:

Tabla 8.	Intervalo	de	confianza	de	cada	uno	de	los	coeficientes	del	modelo

Parámetro Estimado Error 
Estándar Límite Inferior Límite Superior

CONSTANTE 26,948 1,08723 24,7831 29,113
Cloruro 1,66607 0,493219 0,683946 2,6482

Cloruro^2 -0,218416 0,0287842 -0,275733 -0,1611
Fuente: Elaboración de los autores

Los	límites	de	especificación	global	del	modelo	polinómico	son	los	siguientes:	
.

El UNTL y LNTL se obtiene resolviendo lo siguiente las ecuaciones .

donde µ es la ecuación de la variable respuesta y,	encontrada	anteriormente	y	σ	es	la	raíz	del	cuadrado	
medio del error es , entonces el valor de la desviación es . Por lo que las ecua-
ciones	se	modifican	de	la	siguiente	forma:

El	Índice	de	capacidad	del	proceso	teniendo	en	cuenta	las	especificaciones	de	la	variable	cloruro:
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El índice de capacidad resultante es mayor a la unidad, indica que el proceso cumple satisfactoria-
mente	las	especificaciones.	Por	otra	parte,	el	cálculo	del	índice	de	capacidad	de	localización	  con el 
fin	de	identificar	hacia	donde	se	encuentra	desplazado	el	proceso.

Los valores de 1.816 en los indicadores de localización, muestra además del cumplimiento de las 
especificaciones,	un	proceso	centrado	con	respecto	a	las	especificaciones	de	diseño.

Las propuestas multivariante del índices de capacidad comercial multivariantes se presenta en la 
tabla 9, ecuaciones (91), (95), asumen una distribución Weibull para la variable caducidad, con 
parámetros de forma 43.2069 y escala 2.2041. 

Tabla 9. Propuesta de índices de capacidad comercial multivariante Herrera, caso de estudio

Parámetros
Forma Escala Tiempo en años

43,2069 2,20241
2

Estabilidad del medicamento
Fiabilidad R(2) 0,984596

Ponderación
Especificación	(w1) 0,5
Fiabilidad	(w2) 0,5

Modificación

Indice de calidad 
comercial 
MCCp(est)

Modificación	propuesta	de	Chen Modificación	propuesta	
de Taam

0,477190732 0.87614913
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En la tabla 10 se presentan los resultados obtenidos para las propuestas presentadas en el desarro-
llo	del	caso	de	estudio.	Los	índices	propuestos	por	Shahriari	y	por	Taam	arrojan	valores	por	encima,	
3.250	y	3.174	respectivamente,	mientras	que	los	propuestos	por	Wang	y	Chen,	por	Xekaki	y	Perakis,	
y	por	Castagliola,	con	valores	de	0.2373,	0.1886,	0.234,	muestran	mucha	sensibilidad	en	el	cálculo	del	
indicador.

Tabla 10. Resumen de resultados de las propuestas de indicadores multivariantes

Propuestas Aplicación Índice de 
capacidad

Cálculo 
obtenido PV LI Resultados

Castagliola P. et al (2009) Proporciones 0.234 El proceso no es 
capaz

Shahriari,	Hubele	and	
Lawrence	(1995) Razón de regiones 3.250 0.4813 1 El proceso es capaz

Wang	y	Chen	(1998) ACP 0.238 El proceso no es 
capaz

Xekaki	E.	y	Perakis	M.	(2000) ACP 0.189 El proceso no es 
capaz

Cumea G. (2013) Otros 0.345 El proceso no es 
capaz

Bothe	(1991) Proporciones 0.319 El proceso no es 
capaz

Taam (1993) Análisis 
multivariante 3.174 El proceso es capaz

Herrera R (2018) Generalización
0.477 El proceso no es 

capaz

0.876 El proceso no es 
capaz

Esta propuesta de investigación muestra un índice de capacidad multivariante moderado, 0.47719, 
0.8761, es decir valores intermedios con respecto a los valores obtenidos por los otros autores; lo que 
refleja	que	un	comportamiento	poco	sensible	para	muestras	con	valores	extremos,	como	se	confirma	
en las simulaciones realizadas. Adicionalmente, en este contexto, un elemento esencial en la evalua-
ción	del	desempeño	de	algunos	productos	es	la	inserción	de	la	fiabilidad;	sin	duda	una	condición	de	
calidad que debe ser considerada en la evaluación de la capacidad de los procesos.

CASO DE ESTUDIO: DETERMINACIÓN DEL ÍNDICE DE CAPACIDAD MULTIDIMENSIONAL EN LA 
METODOLOGIA SEIS SIGMA

Un estudio desea evaluar la calidad del servicio percibida por los estudiantes de Entornos virtuales de Aprendi-
zaje EVA, en una Entidad de Educación Superior, mediante un constructo multidimensional, los investigadores 
seleccionaron	tres	dimensiones,	en	su	orden	son:	El servicio de docencia, Servicios administrativos y el 
Servicios de apoyo; ver la tabla 11, además se presenta la consolidación de la información relacionados con el 
servicio en tres atributos, evaluados en el rendimiento de la metodología Seis Sigma.
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Tabla 11. Consolidado de datos relacionados al servicio en Entornos Virtuales de Aprendizaje

Dimensiones de 
calidad del servicio Atributos DPMO Nivel Sigma (Z) Rendimiento Rendimiento 

promedio

Servicio esencial la 
docencia

Competencias 1658,374793 5,1 0,998342

0,995443Resolución de 
problemas 9803,921569 4,9 0,990196

Tutorías 2207,505519 5,1 0,997792

Servicio administrativos

Problemas 
administrativos 10869,565217 4,9 0,989130

0,995019Amabilidad del 
personal 3003,003003 5,0 0,996997

Cumplimiento 
de plazo 1071,811361 5,2 0,998928

Servicio de apoyo

Servicios 
suplementarios 963,391137 5,2 0,999037

0,999048
Actividades 
sincrónicas 0,00000000 6,0 1,000000

Actividades 
presencial con 
el estudiante

1893,939394 5,1 0,998106

La propuesta de indicador de capacidad multidimensional en la metodología Seis Sigma, para este 
caso de estudio, según las ecuaciones (100) en el servicio de Entornos Virtuales de Aprendizaje es 
presentada	en	la	siguiente	expresión:

 

El valor es 0.854 muestra un valor conservador, alejado del valor mínimo ideal, en este caso la unidad. 
Esto	induce	a	establecer	acciones	urgentes,	una	oportunidad	de	mejora	para	la	organización,	específi-
camente en los atributos de Resolución de problemas en la dimensión de docencia, Problemas admi-
nistrativos en la dimensión Servicio Administrativo. Estos resultados están acordes con los niveles 
Seis Sigma evaluados.
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Las ecuaciones teóricas presentadas en este trabajo de investigación muestran indicadores de calidad 
comercial superiores a los valores expuestos en las ecuaciones tradicionales de capacidad, estas dife-
rencias de los indicadores propuestos con respectos a los tradicionales son evidenciadas en la simula-
ción.	El	resultado	teórico	de	asumir	productos	una	dualidad	inexiste:	cumplir	o	no	cumplir	las	especi-
ficaciones	de	diseño,	en	contraste	con	la	realidad,	en	la	cual	se	presentan	productos	no	conformes	con	
ciertos criterios técnicos de diseño comercialmente válido para algunos clientes. 

Es imperativo en el área de control estadístico de la calidad, se tenga a corto plazo un indicador con-
sensuado, además de práctico; con la intención de evaluar el comportamiento del proceso acorde con 
los criterios de calidad actualmente esgrimidos en el rendimiento de los procesos. Un desplazamiento 
casi	completo	del	proceso	en	algunos	de	los	límites	de	especificaciones	induce	a	valores	negativos	de	
los indicadores de capacidad de centramiento, en este caso se sugiere aplicar el valor absoluto en este 
indicador. 

Las	propuestas	basadas	en	porcentaje	de	no	conformes:	presenta	la	relación	entre	el	indicador	de	la	
variable y el porcentaje de no conformes, evalúa los requerimientos mínimos del proceso, ignora las 
relaciones entre las características de calidad.

Las	propuestas	basadas	en	la	razón	de	regiones:	separa	el	análisis	entre	la	dispersión	y	la	centralidad	
del proceso, determina niveles no centrados, no existe un único indicador porque está sujeta de la 
forma de la región
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Las	propuestas	mediante	análisis	de	componentes	principales:	reduce	la	dimensión	y	sustituyen	las	
variables	correlacionadas	por	nuevas	variables	 independientes,	se	deriva	el	 intervalo	de	confianza	
para la capacidad del proceso, no es considerada la medida de localización del proceso. 

PROCEDIMIENTO PARA EL CASO MULTIVARIADO 

Metodología aplicada para el cálculo de la propuesta de índice de capacidad comercial multiva-
riado paramétrico. La comparación de los indicadores de capacidad multivariante se realizó´ por 
simulación, se inicia con las siguientes condiciones:

a) Los	límites	de	especificaciones	para	cada	una	de	las	  variables seleccionadas, en esta investiga-
ción se trabajó con tres (3) variables. 

b) Se supuso que los esquemas trabajan en las condiciones de fase II de control, es decir en la fase 
de control.

c) El proceso de simulación llevó a cabo mediante un programa de computación diseñado en len-
guaje R, el cual compara los esquemas simultáneamente, realizando quince mil simulaciones 
(15000) de una muestra n.

En	caso,	de	que	se	establezcan	los	límites	de	especificaciones;	para	cada	una	de	las	  variables, el pro-
cedimiento	sugerido	es	el	siguiente:

a) Generar subgrupos cuyas observaciones provienen de una distribución normal con media µ y 
desviación estándar  conocida e independientes, para cada una de las  variables, realizando 
posteriormente una prueba de multinormalidad de Mardia (1970) (1980), para el conjunto de 
variables. 

b) Modificar	la	dispersión	  para cada una de las  variables en el mismo porcentaje, aplicando 
la siguiente expresión , donde  es el porcentaje de incremento de la desviación 
objetivo.

c) Determinar el valor promedio estimado para cada uno de los esquemas de indicadores de capa-
cidad, evaluando el indicador con menor valor, como el indicador de capacidad multivariante 
más sensible al incremento de la variabilidad de las variables involucradas en la simulación.

RESULTADOS DE LA SIMULACIÓN

La simulación de los indicadores de capacidad para un proceso con tres variables o características de 
calidad,	donde	los	límites	de	especificaciones	son	fijados	en	el	proceso,	Los	indicadores	de	capacidad	
multivariante,	tomando	un	valor	fijo,	en	este	caso	uno	(1),	el	proceso	simulado	cuenta	con	tres	varia-
bles,	donde	se	presentan	las	especificaciones	de	cada	una	de	las	variables,	asumiendo	distribución	
normal multivariante, los cálculos de se presentan en la tabla 12.
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Tabla 12. Valores de índice de capacidad multivariante para diferentes propuestas

Propuestas Aplicación Índice de 
capacidad

Cálculo 
obtenido PV LI Resultados

Herrera R (2018) Indicadores 
comerciales

0.0 1.213
0.05 1.152

Castagliola P. et al 
(2009) Proporciones

0.0 0.343 El proceso no 
es capaz0.05 0,214

Shahriari, Hubele and 
Lawrence (1995)

Razón de regio-
nes

0.0 2.745 0.453 1 El proceso es 
capaz0.05 2.245 0.324 1

Wang y Chen (1998) Análisis multiva-
riante

0.0 1.324 El proceso es 
capaz0.05 1.123

Xekaki E. y Perakis M. 
(2000)

Análisis multiva-
riante

0.0 1.352 El proceso es 
capaz0.05 1.114

Cumea G. (2013) Otros 
0.0 0.567 El proceso no 

es capaz0.05 0.435
Fuente: Elaboración propia

En	el	caso	multivariante	la	investigación	se	evidencia	los	siguientes	aspectos:

a) No existe un consenso que permita evaluar este indicador, evidenciando los diferentes aspectos 
que se toman para construir este indicador.

b) Aún subsisten diversos paradigmas en el desarrollo de la evaluación de un proceso, como es el 
caso de separar las unidades en conformes y no conformes.

c) En la construcción de los índices de capacidad multivariante de calidad comercial realiza medi-
ciones de escenarios reales de los procesos, como es el caso de unidades que se consideran de 
calidad comercial, que no son considerados en los actuales indicadores multivariantes.
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