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En este curso de Geometria se ha procurado un total y
completo desarrollo del programa oficial vigente para
tratar de llenar y satisfacer las multiples necesidades de
profesores v alumnos.

Por consiguiente, el profesor encontrara en él todo el
material necesario para desarrollar el programa conforme
lo ordena el Ministerio de Educacion. Ademas, como
la Geometria es una materia que se estudia para apren-
der a pensar, en este curso se le ha dado mucha importan-
cia al raciocinio, demostraciones y solucion de problemas.

Como toda demostracion va acompaiiada de un buen ni-
mero de ejercicios de aplicacion, tanto grificos como
numéricos, el profesor podra perfectamente hacer la par-
celacion por lecciones diarias, lo que resultaria de gran
utilidad para el alumno.
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INTRODUCCION

Definiciones.— Se denomina cuerpo todo lo que ocupa un lugar en el
espacio.

Tanto el espacio como los cuerpos que lo ocupan se consideran como
conjuntos constituidos por infinitos puntos.

Los cuerpos estén limitados por superficies, las superficies, estin limita-
das por lineas y las lineas estdn limitadas por puntas,

-

Las superficies, las lineas y el punto no tienen realidad fisica fuera del

CUEIPO, pero para su estudio las aislamos y las concebimos por medio de
consideraciones abstractas.

Los cuerpos tienen tres dimensiones: largo, ancho y alto. La tltima di-
mension puede llamarse grueso, espesor o profundidad.

3 Las superficies tienen dos dimensiones: largo y ancho.

Las lineas tienen una dimensién: la longitud.




El punto no tiene dimensiones pero se puede concebir abstractamente
! como un punto ortogrifico, la huella que deja la punta de un lépiz al caer
( verticalmente sobre una hoja de papel o el punto comfin entre dos rectas que
se cortan.

; ‘ Cuerpo geométrico.— Cuerpo geométrico es todo lo que ocupa un lugar
en el espacio, esté o no ocupado por materia. Asf por ejemplo, si de un
estante que estd lleno de libros retiramos uno de ellos, el lugar vacio que
queda, es un cuerpo geométrico. Luego: tanto el estante como los libros que
contiene como el lugar vacio son cuerpos gec métricos (fig. 2).
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Los cuerpos, las superficies, las lineas y el punto se consideran formas
geométricas y su representaciéon grifica se hace por medio de las figuras
geométricas.

Plano.— El plano se considera como un conjunto de infinitos puntos.

Todo plano contiene enteramente cualquier recta que pasa por dos de sus
puntos.

Geometria.—La geometria es la ciencia que estudia la extension de las
figuras geométricas y las define teniendo en cuenta las relaciones que hay

entre ellas, las cuales se pueden expresar mediante los axiomas, los postulados
y los teoremas.

La geometria comprende: la geometria plana y la geometria del espacio,

La geometria plana estudia las propiedades de las figuras cuyos elementos
estén situados en un mismo plano.
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La geometria del espacio estudia las propiedades de las figuras cuyos
elementos no estan situados en un mismo plano.

Axioma. Axioma es una verdad evidente por si misma.
Ejemplo: Por dos puntos pasa una recta y solo una.

Postulado. Postulado es una proposicién que no se ha podido demostrar,
pero que se admite como evidente, o supuesto que se establece para que sirva
de fundamento a una demostraci6n.

Ejemplo: Por un punto exterior a una recta solo se puede trazar una
paralela a dicha recta.

Teorema. Teorema es una proposicion cuya verdad necesita demostracion
para hacerla evidente.

&

Ejemplo: En todo cuadrilitero inscrito en
B una circunferencia los dngulos opuestos son
suplementarios (fig. 2—1)-

Fig, 2-1

En el enunciado de un teorema se distinguen dos partes: la hipbtesis que
es lo que se da como cierto y la tesis que es lo que se demuestra.

Ejemplo: Hipéteis: ABCD cuadrilatero inscrito.
Tesis: < A+<C=1800
<D+ <B=1800

, Teorema reciproco. Teorema reciproco es el que resulta de otro tomando
la tesis por hipétesis y la hipétesis por tesis.

En el teorema anterior el reciproco es: si los.dngulos opuestos de un

cuadriltero son suplementarios, el cuadrilitero est4 inscrito en una circunfe-
rencia.

Corolario. Corolario es una verdad que se deduce facilmente de otra.

Ejemplo: Todo dngulo exterior de un triangulo es igual a la suma de los
éngulos interiores no adyacentes.




cantidades desconocidas cuando se conocen ciertos datos.

Los problemas pueden ser: grdficos, numéricos o literales.

Problemas grificos.— Problemas grificos son aquellos cuya respuesta es
una grafica.
Ejemplo: Construir un tridngulo conociendo los tres Tados.

Problemas numéricos.— Problemas numéricos son aquellos cuya respuesta
es un nimero.,

Ejemplo: Calcular la longitud de una circunferencia, conociendo su
radio.

Problemas literales.— Problemas literales son aquellos cuya respuesta es
una formula.

Ejemplo: Expresar la diagonal del cuadrado en funcién del lado.

Instrumentos.— Los instrumentos indispensables para el estudio de esta
materia son: la regla graduada, el transportador, la escuadra de 60 grados, la
escuadra de 45 grados y el compis (fig. 3).
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Problema.— Problema. .es una proposicién encaminada a averiguar r
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LINEA
Clases de lineas.— Generalmente se distinguen dos clases de lineas: /g
linea recta v la linea curva.

Linea recta.— Linea recta es un conjunto de infinitos puntos que conser-
yan siempre una misma direccion y sentido.

Un hilo bien tirante, la interseccion de dos planos, el cordel que sostiene
una plomada, ete., nos dan una idea intuitiva de la linea recta (fig. 4).

8

La recta es ilimitada, por lo tanto, su longitud se considera indefinida; la
Tecta MN (fig.s).

M

Fig 5§

Semirrecta,— Si se fija un punto en una recta indefinida, esta queda
dividida en dos semirrectas que también se prolongan indefinidamente en
sentido contrario.

El punto que se fija se llama origen de las semirrectas; el punto O (fig. 6).
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flecha, sucede todo lo contrario. Como el punto A es anterior al punto B, el
segmento AB tiene sentido contrario al segmento BA.

' Las semirrectas se pueden limitar fijando puntos a uno y otro lado del h
origen; las semirrectas OA y OB (fig. 7).

El punto donde empieza un segmento se llama origen y el punto donde
termina se llama extremo. En la fig. 9, el origen de la recta AB es A y el
extremo es B. En la misma figura el origen de la recta BA es B y el extremo es

- A.

e e —

Cuando en un segmento de recta se establece diferencia entre el origen y

] Segmento rectilineo.— Si se fijan dos puntos en una recta indefinida, la :
el extremo, dichos segmentos se llaman: segmentos ordenados u orientados.

parte de recta comprendida entre ellos, se denomina segmento rectilineo; el
segmento CD ( fig. 8). Congruencia segmentaria.— Dos segmentos de recta son iguales o con-

gruentes cuando al colocar el uno sobre el otro coinciden en todos sus puntos.

Los segmentos AB y CD de la fig. 10, son congruentes: AB = CD.

e i

El segmento rectilineo se denomina con mucha frecuencia, simplemente
recta o segmento de recta.

Propiedades de la recta. Todo segmento de recta es congruente consigo mismo; asi AB = AB o

Dos puntos determinan una recta, o sea que, de un punto a otro no se ; AB =BA. Todos los segmentos de rectas iguales son congruentes.

puede trazar més que una recta. Operaciones con segmentos rectilineos.— Con los segmentos rectilineos
s¢ pueden efectuar todas las operaciones que se efectiian con los niimeros
naturales.

Una recta es el camino més corto de un punto a otro.

Por un punto pueden pasar una infinidad de rectas.

_ Estas operaciones se pueden efectuar graficamente o por medio del calcu-
En una recta hay una infinidad de puntos. lo, teniendo en cuentd los niimeros que representan la medida de los segmen-
) tos.

c Dos rectas diferentes solamente pueden tener un punto comin o no tener

e § EIERCICIOS GRAFICOS.
:S‘egmentas ordenados y segmentos orientados.— Toda recta se puede Su

considerar en dos sentidos y, por lo tanto, se tendr4 una ordenaci6n diferente B nomentor. - Simarlon segmentos &, b y <.
de sus puntos para cada sentido. Asi por ejemplo, si en la fig. 9 un mévil
recorre la recta a en la direccion indicada por la flecha, el punto A es anterior ‘ oL
- al punt? B y cualquier plfnto que ocupe el mévil entre A y B, es posterior a A - 0ol uC AS P A%S R
y anterior a B. Si el movil se mueve en direccién contraria a la indicada porla INSTIT e 1E
B!BL[O LA\-GOL.

L xauibh2 g3
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Se toma una recta indefinida y a partir de un punto cualquiera se trasla-
dan los segmentos que se van a sumar, uno z continuacion del otro, de tal
modo que el extremo del primero coincida con el origen del segundo, el
extremo del segundo coincida con el origen del tercero, y asi sucesivamente;
el segmento AB (fig. 11) representa la suma de los segmentos dados.

Fig. 11

Sustraccion de segmentos. Restar del segmento AB el segmento CD.

e Y

Sobrc el segmento AB se traslada el segmento CD de modo que A coinci-

da con C; el segmento sobrante DB, es la diferencia entre los dos (fig. 12). .

Multiplicacion de un segmento por un nitmero. Multiplicar el segmento s
por 3

Se toma una recta indefinida y a partir de un punto cualquiera se traslad L
a ella el segmento @ las veces que indica el niimero 5.

El segmento AB (fig. 13), es S veces mayor que el segmento a.

Division de un segmento entre un mimero.— Dividir el segmento
entre 4.

Con el compds o con una regla graduada se toma un segmento que esté
contenido 4 veces en el segmento AB.

El segmento AC (fig. 14), es la cuarta parte del segmento AB.

Fig. 14

EJERCICIOS
l1o. Trazar con la regla los segmentos de recta que tengan las dimensiones
siguientes:

| 12 cm 3. .25 mm
2. 1.5dm. 4. 005 m.

20. Trazar con la regla una longitud de 60 m. a una escala de 3 mm por
metro.

30. Calcular graficamente 1a suma de tres segmentos que miden respecti-
vamente 1.5, 2.8,y 3.7 cm.

40. Un segmento mide 3 cm. ;Cudl es la longitud de un segmento 5 veces

mayor, en mm.?!

So. Calcular en mm. la quinta parte de un segmento de 3 dm. de longi-
tud.

60. Expresar grificamente un segmento de 3.5 km. a una escala de 3.5
mm. por km.

To. Expresar grificamente los segmentos q_ue-rcsultan al multiplicar el
segmento AB que mide 4 cm. por los nimeros 2, , 275y 3

80. Expresar grificamente los segmentos que resultan al multiplicar el
segmento AB que mide 2 cm. por los nimeros 3/2, 4/3 y 5/4.

90. Expresar grificamente los segmentos que resultan al multiplicar el
segmento AB que mide 12 cm. por los niimeros 1/2, 34, 5/8 y 9/10.

100. Caleular en metros la suma de los segmentos cuyos valores respecti-
VYOS son:

3.5 cm., 0.07 m.y 5.5 dm.
35 mm., 0.009 Dm. y 1.05 m.




11o. Calcular en decimetros la suma de los segmentos cuyos valores
respectivos son:

1. 3.7m.,0.05Dm.y 35.5 cm.
2. 3/4dem., 5/4 dedm.y 7/8 de em.

120. Calcular en metros la diferencia entre los segmentos cuyos valores

respectivos son:
1. 3.5dm.y12.5 cm.

2. 3/5deDm.y 7/8 de dm.

130. Calcular en centimetros la diferencia entre los segmentos cuyos va-
lores respectivos son:

1. 35m.y0.55Dm.
2. 8/9 de dm.y 9/8 de mm.

140. Si un segmento AB que mide 25 m. se recorta a partir de A en 1/8
de su longitud y a partir de B se prolonga en 2/3 de su longitud; ;cuadl es la
medida del segmento que resulta? ;

150. Si un segmento AB que mide 40 cm. se recorta a partir de A en
1/5 de su longitud y a partir de B hacia la izquierda se recorta en 3/8 de su
longitud; ;cudl es la medida del segmento que resulta?

160. Un segmento AB mide 50 cm. Si a partir de A se recorta en 5/8 de

su longitud y el resultado se multiplica por 15, jcudl es la longitud del seg-
mento que resulta?

170. Un segmento AB mide 7/8 de. m. Si a partir de B se prolonga en
3/16 de su longitud y el resultado se multiplica por 3/4, ;cudnto mide el seg-
mento que resulta?

ANGULO

Definiciones. El plano se considera como un conjunto de infinitos pun-
tos.

Si en un plano se determina un puntoy, a partir de él, se trazan semirrec-
tas en todo sentido, el plano queda dividido en varias regiones O porciones
cada una de las cuales podemos denominar como angulo.

Por consiguiente:

Angulc es un conjunto de infinitos puntos limitado por dos semirrectas
del mismo origen.

El origen comfn se llama vértice y las dos semirrectas, lados del dngulo.

En el plano M (fig. 15), se determina el punto O y se trazan las semirrec-.

tas:
0A, 0B, OC, OD.
B?
M /,/'
.-"/ ¥ c:)-\) !\
/ ~ By
’ < f
2 ) LA
A{O = FI/\ o
l \\"\“\ 6\/\ 3
D \r_:' A G\':
; ‘\:T" e) : !‘-“
Fig. 15 2

Las regiones o porciones AOB, BOC, COD, DOA, son angulos.

Los éngulos se designan por una letra mayiscula colocada en el vértice;
por tres letras maytsculas colocada una en el vértice y una en cada lado; por
una letra mindscula o un nimero colocado dentro del dngulo (fig. 16).
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Generacion de los dngulos. Un éngulo se considera generado por dos
semirrectas del mismo origen de las cuales una permanece fija en el plano y la . g LAey AL ente en triconome-
otra gira alrededor del origen Los dngulos orientados tienen su aplicacion principalmente en trig

eull. i 7

La recta que gira estd generando en todo momento una infinidad de tria.

gi gu . gl tua (0] I) n
- I mos ielul qUC Ua 1iud de un an, 1 La magmni ¢ ] Vdjoi d@ ur allgulO n de e de de
iy : ld IO‘Ilgl [Ud de sus ladOS. (S)lll() de lﬂ I lay Oor 0 menor ab(—l tula (.[UE hﬂs entre

Angulo es la porcion de plano Jormado por un conjunto de semirrectas s (fig. 18)
del mismo origen. ilos (Hg-25).
Si en la figura 17, se supone que las dos semirrectas OA y OB coinciden, | roA e X8
el dngulo es nulo. Al girar la semirrecta OB alrededor de su origen hasta / ¥
obtener la posicién OB, engendra el ingulo AOB, / e

. . 1 o e
e Angulo convexo y dngulo concavo. Sien un plano cualquiera M se tdril’zd1
i - f i 3 vidi-
dos semirrectas del mismo origen que no sean opuestas.zl plano queda
do en dos regiones o porciones de distinto tamafio (fig.19).
Clasificacion de los dngulos Segun su sentido.
Cualquiera de las semirrectas generadas por OB (fig. 17), es posterior a la : e

semirrecta OA y anterior a la semirrecta OB. Por consiguiente, el 4ngulo AOB ‘
tiene sentido diferente al 4ngulo BOA.

La semirrecta donde empieza un angulo, se llama lado inicial y la semi- W 2 ..
rrecta donde termina, se llama lado final. SR

Los angulos en los cuales se hace diferencia entre el lado inicial y el lado ‘
final, se llaman: dngulos ordenados u orientados. ; |

Si en la generacién de los dngulos la semirrecta generadora se dirige en 3§
sentido contrario a las agujas del reloj, los dngulos generados son positivos vy
.. si, por el contrario, la semirrecta generadora se dirige en el mismo sentido de ; 1 = g AL
g las agujas del reloj, los dngulos generados son negativos (figs. 17-1y 17-2). 8 R 28 dngulo concavo. UCAS P ACIOL

y 1ISTITUTO LUt/

e N ‘J' ()

= 0 S

- 2 L 4 r Se
La porcién menor se denomina dngulo convexo y la porcién mayo

19
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Para distinguir si un 4ngulo es convexo o concavo, basta unir dos de sus
puntos interiores por un segmento cualquiera.

Si el segmento no corta los lados del dngulo, el 4ngulo es convexo.
Angulo CBA (fig. 20).

Si el segmento corta los lados del angulo, el dngulo es céncavo. El angulo
BOD (fig. 21).

Nota: En este texto solo se trata de dngulos convexos.

Medida de los dngulos. Medir un dngulo es compararlo con otro que se |

toma como unidad,

La unidad es el grado sexagesimal que equivale a ﬁ del 4ngulo de una

vuelta, o el grado centesimal que equivale a —4-(1)—0- del angulo de una vuelta,

El grado sexagesimal se divide en 60 minutos y el minuto se divide en 60
segundos. '

Los grados sexagesimales se indican con un pequefio cero, los minutos
con un acento y los segundos con dos acentos, Estos simbolos se colocan a la
derecha y en la parte superior del niimero. ‘

Para indicar que un 4ngulo mide 42 grados, 13 minutos y 17 segundos, se
escribe: 42013’ 17”,

los grados centesimales se indican por medio de una g pequefia que se!
coloca a la derecha del niimero y en la parte superior. :

Para facilitar la reduccién de grados sexagesimales a centesimales y de
centesimales a sexagesimales se dan las siguientes relaciones:

a 360° corresponden 4002
a 900 i 1008
508

502 . 108

45 9

Segin lo anterior para reducir cualquier niimero de grados sexagesimalé
a centesimales, bastamultiplicar el nimero de grados por 10 '

Ejemplo: Reducir 35 grados sexagesimales a centesimales.

20

Solucion.

10 _ 350

35 % 9 9

350:9=38%, 88

R.3892.88

Nota: Cuando en grados sexagesimales hay minutos y segundos, se hacen las

reducciones del caso.

a 400% corresponden 3600
a 1008 # ; 900

a 5082 2 450

450 ®|

Sl 50 10

Segiin lo anterior podemos reducir cualquier niimero de gragos centesi-
.males a sexagesimales; basta multiplicar el niimero de grados por =,
Ejemplo: Reducir 42 grados centesimales a sexagesimales.

Solucion.

9 _ 378
Sl 2l ST
X o

378 : 10= 37048
R. 370 48’

Los dngulos se miden con el transportador que es un semicirculo de
| 9oble graduacion de 0° a 180° (fig, 22).

Segiin la (fig. 22), para medir un 4ngulo se coloca el centro del trans.pf)f-
.~ tador en el vértice del dngulo teniendo en cuenta que uno de los lados coinci-

Ticon el difimetro,

215




El otro lado indica el niimero de grados que es la medida del dngulo.

o _— L b D 4
: % NSEE N
4 / N \
[ | - ,,,A;.A\Al \
P e s W
| P |

Medida en radianes. En esta medida la unidad es el radidn.

Radian. Radian es un arco de circulo cuya longitud es equivalente a la do
un radio del mismo circulo. Luego:

Radian es la medida de arco correspondiente a un radio.

En la figura 22--1, el arco AB equivale a la longi-

o tud del radio OC. A este arco se le llama radidn y§
Tt J estd contenido en la circunferencia 2 7 veces, por

¢ / lo tanto, un 4ngulo de 360° equivale 2 7 radlanes
e T o sea 6.2832 radianes.

ATy Un radian equivale a 57.2958° 6 57017’ 44.”8
Un grado equivale a 0.0174533 radianes.

Relaciones entre grado sexagesimal y el radidn. En todos los sistemas 10
arcos son propercionales a sus medidas, por lo tanto, el paso de un s1stema de
unidades a otro se reduce a establecer una simple proporcion.

Para facilitar la reduccién de grados sexagesimales a radianes y viceve -
se dan las siguientes equivalencias: 3

a 360° corresponde 27r.

a 1800 n i

a 900 i b
2

a 600 i 1L R
3

Nota: Si el arco consta de grados, minutos y segundos para expresarlo en ra\
dianes, se reduce a segundos lo mismo que los 1800 de la formula. -

a 450 corresponde —;’_—r.

a 300 " ey,
6

a 10 b pelt {8 T,
180

Valor arco de un grado: “1%6 radidn.

Valor arco de n grados: —"— radién x n.

Valor arco de un radidn:—= 180 grados.

Valor arco de w radianes: 180

grados x w.

Para reducir cualquier mimero de grados sexagesimales a radianes, basta
multiplicar el nimero de grados por: —

=
e

80 A
Ejemplo: Reducir 25 grados sexagesimales a radianes. j;
Solucion. v m é
T W O
180 .
o,
_25%3.14 _ 04361 radianes. e

.
o
180 e et
N
N
—
@,
et

r

Para reducir cualquier niimero de radianes a grados sexagesimales, basta

Mmultiplicar el nimero de radianes por: l#.o_

Ejemplo: Reducir 1.75 radianes a grados sexagesimales,

Solucion.

175 % 20

1.75 x 180
3.14

= 1000 19" 6".

v | —




Clasificacion de dngulos. Los éngulos se clasifican de acuerdo con su
amplitud y de acuerdo con su posicion,

De acuerdo con su amplitud, los dngulos reciben los siguientes nombres:

Angulo agudo, dngulo recto, dngulo obtuso, dngulo plano, ingulo de una
vuelta, angulos complementarios v angulos suplementarios ( fig. 23).

Angulo agudo. Angulo agudo es el que mide menos de 90°.
Angulo recto. Angulo recto es el que mide 900

Angulo obtuso. Angulo obtuso es el que mide mas de 900y menos e
1800, y

Angulo plano. Angulo plano es el que mide 1800,
Angulo de una vuelta. Angulo de una vuelta es el que mide 360°. A

Angulos complementarios. Angulos complementarios son dos 4ngulos cu
ya suma es igual a un recto.

Angulos suplementarios. Angulos suplementarios son dos angulos -'

suma es igual a dos rectos. ]
De acuerdo con su posicion, los dngulos reciben los siguientes nomb
Angulos opuestos por el vértice, dngulos adyacentes y dangulos colaterale

(fig. 24).

Angulos opuestos por el vértice son los que tienen el mismo vértice y los
|ados del uno son la prolongacién de los lados del otro.

Angulos adyacentes son los que tienen un mismo vértice y un lado co-
min.

Angulos colaterales son los que tienen un lado comin.

Congruencia angular. Si dos dngulos tienen la misma medida, se llaman
angulos congruentes. Los 4ngulos ABC y DEF (fig. 25).

% ABC =% DEF
Luego: % ABC =% DEF.

Teniendo en cuenta que la igualdad de dos 4ngulos y su congm"encia
significan lo mismo se puede, perfectamente, sustituir uno de los enunciados
por el otro.

Propiedades de los dngulos. Los dngulos que tienen el mismo complemen-

to son congruentes. :

Los 4ngulos que tienen el mismo suplemento son congruentes.

Los dngulos opuestos por el vértice son congruentes.

Todos los angulos rectos son congruentes.

Todos los 4ngulos de lados colineales son congruentes.

Todos los 4ngulos de una vuelta son congruentes.

Los suplementos de 4ngulos congruentes son congruentes.

Los complementos de 4ngulos congruentes son congruentes.

-_— Ly Bisectriz de un dngulo. Bisectriz de un angu-
lo es la semirrecta interior que, partiendo del
vértice, divide el dngulo en dos dngulos con-

gruentes. La bisectriz BM (fig. 26).

TEOREMA. Si dos dngulos son adyacentes suplementarios sus bisectrices

- forman up dngulo recto.
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Hipét.: % AOC + % COB = 2 rectos
OE y OD bisectrices
Tesis : £ EOD = 1 recto.

Tenemos: )
2a + 2b = 2 rectos Za+Z%b=%XEOD

2(a + b) = 2 rectos
a+b =1 recto Luego: EOD = 1 rect

TEOREMA. Dos éngulos opuestos por el vértice son congruentes.

Hip6t.: % a y % b opuestos por
el vértice,
Tesis: Za=%b.

Tenemos:
Za+%s=2rectos

ib+&s=2fectos. 3

A Fig. 26-2

Los dngulos a y b tienen como suplemento el mismo angulo s.

Luego: <a=<p.

Ol?eracrones con los dngulos. Con los dngulos se pueden efectuar todas las
operaciones que se efectian con los mimeros naturales.

5 : Es__tas operaciones pueden efectuarse grificamente o por medio delcslcu- |
o 0, teniendo en cuenta los nimeros que representan la medida de los ingulos.

/ .f.!, '_'\': '}'(' :J', r'\' { "_" ; lf .."\’ (PA

Suma de dngulos. Sumar los angulos a, b y c.

26
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Se toma una recta indefinida y haciendo centro en un punto cualquiera A
se describe un arco. Con la misma medida y haciendo centro en los vértices de
los dngulos, que se van a sumar, se describen ar-
of cos que corten los lados de los dngulos. Toman-
' do una a una la medida de dichos arcos se tras-
ladan al arco trazado en la recta, uno a conti-
! nuacién del otro hasta obtener el punto C. Al
-\ unir ¢l punto C con el punto A se obtiene el 4n-
gulo BAC que representa la suma de los dngulos
dados (26—3)-

Fig 26-3

Sustraccién de dngulos. Restar del dnguloa el dngulo b.

K e

/'_' \ . s ;

Se toma una recta indefinida y haciendo centro en un punto cualquiera A
se describe un arco. Con la misma medida y haciendo centro en los vértices de
Y los 4ngulos, que se van a restar, se determinan los

) arcos BC y DE. Se toma el arco BC del dngulo ma-

5 yor y se translada al arco trazado en la recta, luego

o Ap se toma el arco DE y haciendo centro en C se de-
— —— termina el punto D.

Fig. 26-4

Al unir el punto D con el punto A se obtiene el angulo BAD que es la
diferencia entre los dngulos dados (fig. 26-4).
Multiplicacion de un dngulo por un nimero. Multiplicar el 4ngulo ¢ por
3. ‘
\ __/T

i

=3 :




Se toma una recta indefinida y haciendo centro en un punto cualquiera A
se describe un arco. Con la misma medida y haciendo centro en el vértice, del

angulo que se va a multiplicar, se describe un arco que
corte sus lados.

4 -

i Se toma la medida de este arco y se translada al
/ B arco trazado en la recta las veces que indica el niime-
/ A - . s o

y iy o Sl T0, uno a continuacion del otro, hasta obtener el pun-

/‘v ) - toC.

Al unir el punto C con el punto A se obtiene el

dngulo BAC que es 5 veces mayor que el anguloa
(fig. 26--5).

Division de un dngulo entre un niimero. Dividir el angulo a entre 4.

Se toma una recta indefinida y haciendo centro en
un punto cualquiera A se describe un arco. Con la misma
medida y haciendo centro en el vértice, del dngulo que se /
va a dividir se describe el arco BC. Se toma un arco 7
equivalente a la cuarta parte del arco BC y se translada al /
arco trazado en la recta determinando el punto D. /a \

Al unir el punto D con el punto A se ob-
bk tiene el dngulo BAD que es la euarta parte el 4n-
gulo a. (Fig. 26—6).

CONSTRUCCIONES.

lo. Trazar la bisectriz al 4ngulo ABC (fig. 26-7). o

Haciendo centro en el vértice B se tra- >
Za un arco cualquiera AC que corte los la- Ll
dos del dngulo, luego haciendo centro en "“'\
los puntos A y C se trazan arcos que al cor-
tarse determinan el punto M.,

28

i i iz pedida.
Al unir el punto B con el punto M se tiene la bisectriz pe
20: Construir un 4ngulo congruente a un 4ngulo dado ABC (fig. 27).

Primer caso. Con el compas.

Haciendo centro en el vértice B se traza un arco cualquiera Aq que cort.e
los lados del dngulo, y en una recta indefinida se toma el punto B y a partir
de ély con la misma medida se traza otro arco A’ C” igual a AC.

Al unir el punto B'con A”se tiene el dngulo pedido.

Segundo caso. Con el transportador (fig. 27-1).

Se mide el 4ngulo dado y luego se colo-
ca el centro del transportador en un punto E
de una recta indefinida, teniendo en cuenta
que la recta coincida con el didmetro, luego
se marca el punto F frente al nmiimero de gra-
dos que corresponde a la medida del dngulo.

Vig 27 Al unir el punto E con F, se tiene el dngulo
pedido.

30. Trazar la bisectriz de un dngulo cuyo vértice no se conoce (fig. 27-2).

Primer caso. Las rectas concurrentes AB
LS R y CD forman el dngulo dado.

Se traza una secante cualquiera EF que al

. ..:_‘\L‘,:‘;; ___,,_ \‘J:.;.' 5 cortar las dos rectas forma cuatro dngulos inte-
— “-:L_»\ e S riores.
R Trazando las bisectrices de estos cuatro 4n-
o gulos se determinan los puntos M y N.

Al unir el punto M con el punto N se tiene la bisectriz pedida.




Segundo caso. A una distancia cualquie-
ra pero igual se trazan a las rectas AB y CD
paralelas que al cortarse determinan el punto

sl RSt O. Luego aumentando un poco la distancia
,Li”'\T\‘_f_T«f'??‘r{—\f se trazan otras dos paralelas que al cortarse
e K‘ ey " determinan el punto O’. '

e i 1

Al unir el punto O con el punto O “se tiene
la bisectriz pedida (fig. 27—3).

PROBLIEMAS GRAFICOS

30. Construir un dngulo que sea el doble de un dngulo dado.

40. Construir un 4ngulo que sea igual a la suma de tres dngulos dados.

50. Construir un dngulo que sea igual a la diferencia de dos dngulos dados
60. Construir un 4ngulo que sea cinco veces mayor a un angulo dadq. |
7o. Construir un dngulo que sea la cuarta parte de un angulo dado.

80. Empleando el transportador, construir los siguientes dngulos:

1. 30 grados 3. 105 grados
2. TS5 e d.- 351 =
90. Empleando solamente una regla trazar aproximadamente los siguien-
tes angulos:
1. 15 grados 3. 90 grados
2. 45 » 4. 120 »

Comprobar con el transportador.
EJERCICIOS

lo. Calcular el valor de un dngulo que es el triple de 12° 5 187,
20. Calcular el valor de un dngulo que es 5 veces 3025° 35, |

"" 30. Calcular el valor de un dngulo que es 1/6 parte de 370 45° 18”.
40. Calcular el valor de un dngulo que es el triple de su complemento.
50. Calcular el valor de un dngulo que es el triple de su suplemento.

60. Calcular el valor de dos dngulos suplementarios que estén en la rela-
cion de 5 a 3.

70. Calcular el valor de dos dngulos cuya suma es de 80° y su relacion es
de3as. '

80. Si dos rectas se cortan y el valor de uno de los angulos es de 35° 45",
Ly Calcular el valor de los tres 4ngulos restantes.

90. Caleular el valor de dos dngulos complementarios sabiendo que uno
es el doble del otro.

30
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100. Calcular el valor de dos dngulos suplementarios sabiendo que uno es
cinco veces el otro. - ’ -
110. Calcular ¢l complemento de los siguientes dngulos:

1. 75028 38 20 25 15”
2. 150 28 4, 65¢ 20 3

120. Calcular el suplemento de los siguientes dngulos:
1. 1359 3. 1200 30° 30”
2 950 25° 4 Fi1ige, 38" 257
130. Calcular ¢l namero de grados del dngulo formado por las manecillas
del reloj alas 21/4. :
1:3) Un 4ngulo tiene 36" més que su suplemento, Calcular los dos angu-

o 150. Un é4ngulo tiene 12° mas que su complemento. Calcular los dos

angulos.
aﬂ81'160 El suplemento de un 4ngulo es cinco veces ¢l doble del dngulo

mwi?;fi:ﬂi leé:f:::[; veces el triple de su suplemento menos 40°.
C‘"‘lcjl:: 18:“:’ l;::i: t;e;l punto O se trazan las serrﬁr’rectas'OA, 0B, OC, OD"iy
OE que determinen 4ngulos congruentes, ;cudl seré el nimero de grados de
Cadalu;:?Si el complemento del dngulo X es 3X, calcular el valor del 4ngulo
E 200. Si el suplemento del dngulo 2X es 6X, calcular el valor del dngulo
X.




UNIDAD 3

PERPENDICULARIDAD Y PARALELISMO.

Posiciones relativas de un punto y una recta.— Un punto y una recta
pueden ocupar las siguientes posiciones relativas:

1. El punto estd contenido en la recta (fig. 28).
2. El punto estd fuera de la recta (fig. 29).

A

Fig 29

Fig. 28

Posiciones relativas de dos rectas en el plano.— Dos rectas en el plano
pueden ocupar las siguientes posiciones relativas: :

1. Tener un punto comin. En este caso las rectas se intersecan (fig. 30).

2. No tener ningdn punto comin. En este caso las rectas son paralelas

(fig. 31).

ECTAS PERPENDICULARES

Definiciones.— Dos rectas son perpendiculares cuando al cortarse forman
| CHatro dngulos congruentes, siendo en este caso dngulos rectos (fig. 32).

< AOC = < COB = BOD = < DOA = 90°



perpendicular levantada en el punto medio del segmento.

extremos de un segmento dado AB,

' » 4 parareemplazar la palabra perpendicular,
. § 8 k
- S AL Cuando dos rectas al cortarse no son perpendi-
JD culares, se dice que son oblicuas.
Fig 32

TEOREMA.- Por un punto exterior a una recta se puede trazar una
perpendicular a dicha recta y solo una.

B
A
’
: D¢3 Lo ‘ Hipét.: B punto exterior a AC
A L .
\ <
\\ ' Tesis: BO 1 AC.
\\
B
Fig 33

Prolongamos BO y tomamos OB’ = BO y trazamos BD y DR’,

Si se dobla la parte superior de la figura sobre la parte inferior, OBD

coincidird con OB'D, por lo tanto: ;

<1=<2 por construccién
<3 =<4 por coincidir.

3

Por consiguiente si la recta BD fuera perpendicular a AC, el < 3 serfs

recto lo mismo que el < 4 vy la linea BDB’ tendria que ser recta, lo que L
imposible puesto que por los puntos B ¥ B'no
que es BB, Luego BO | AC

puede pasar mds que una rects

Distancia de un punto a una recta.— La distancia de un punto a una

es la perpendicular trazada de dicho punto a la recta.

Mediatriz de un segmento.— Se llama mediatriz de un segmento a |

1. Cudl es el lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de It

Con mucha frecuencia se emplea el simbolo

: iguales.

/ El lugar geométrico de todos los

A puntos que equidistan de los extremos

S0 N del segmento AB, es la mediatriz OC del
segmento AB (fig. 34).

TEOREMA. — Toda lfnea poligonal convexa es menor que cualquier otra
Ifnea envolvente que termine en sus extremos.

7 i / Hip6t.: ABC, linea envuelta
3 R ADEC, linea envolvente
Tesis: ABC < ADEC.

Se prolonga AB hasta encontrar el punto F.
Siendo la recta la distancia menor entre dos puntos, tenemos:
AB + BF <AD + DF
BC <BF + FE + EC.

i

Sumando ordenadamente estas dos desigualdades, nos da:

AB + BF + BC < AD + DF + BF + FE + EC.

HLOITd
01010vd S¥ONT OLALLISN

Suprimiendo en cada miembro el término comin BF, nos queda:

AB + BC < AD + DF + FE + EC.

3
7,

ave
A S L R R RS
v

Luego: ABC < ADEC

TEOREMA.— Si desde un punto exterior a una recta, se trazan una

Perpendicular y varias oblicuas a dicha recta:

1. La perpendicular es menor que cualquier oblicua. :
2. Dos oblicuas que se apartan igualmente del pie de la perpendicular son

3. De dos oblicuas que se apartan desigualmente del pie de la perpendicu-

ar, la que se aparta més es la mayor.
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5 Resolveremos a continuacién los diferentes casos que se presentan utili-

Hipét.: CD 1 AB. ‘ zand(ls?;complﬁs. ko 2 : e
] r lame z egme 3,
CA, CE, CB oblicuas. razar la mediatriz a un segmento dado ig. 37)

i DA = DE;DB > DA.

Tesis: CD < CE;CE = CA;CB > CEi

Fig. 36

Se prolonga CD y se toma DC* = CD; se une el punto C,’con B y con E.

1. 8i hacemos girar la parte superior de la figura alrededor de AB, el
punto C caerd en el punto C ; CE coincidird con C'E y CB con C'B. XD

Como CDC'es una Ifnea recta, tenemos: _ : Py 38

ol

CD+ DC’'<CE+EC* Fig. 37
2 CD <2CE

Respuesta. 1. Haciendo centro en los puntos A y B del segmento dado y
con una abertura de compds mayor que la mitad del segmento, se describen
por ambos lados arcos que al cortarse determinan los puntos C y D respectiva-

Luego: CD < CE

]

i 2.2 Si hacemos girar la figura DCA alrededor de CD, el < 1 coincidiré con Snente
» por ser rectos y el segmento DA coincidi 3 -
tes. ¥ incidiré con DE por ser congrue . La recta CD que une estos dos puntos, es la mediatriz pedida.

Por consiguiente la figura DCA coincidird con DCE Respuesta. 2. Haciendo centro en los puntos A y B del segmento dado y

Lo ris ’ con una abertura de compds mayor que la mitad del segmento, se describen

% ) / 8o =4 arcos que al cortarse determinan el punto C; se acorta un poco la abertura del

- 8i consideramos las lineas CBC' y CEC ", tenemos: compis y se describen arcos que al cortarse determinan el punto D.
; . - . i 8 y ~
" CB + BC”>CE + EC* ! ;,a ;ecta CD que une e:‘:osldos puntos, estla me:il:at?-tz p(:jdlda (fig t3 )(F
w0 . Trazar una endicular en un punto cualquiera de una recta (fig.
Por lo tanto: 2CB > 2CE Respuesta. Se tiene el punto C de la recta AB.
xD

Haciendo centro en el punto C con una abertura
Luego: CB> CE. : cualquiera de compds, se describen los arcos m y n.
Luego haciendo centro en los puntos m y n se
describen arcos que al cortarse determinan el punto
n g D.
La recta CD que une estos dos puntos, es la per-
pendicular pedida.

{CTONFES

—
A =

Construecion de perpendiculares.

Pczlirra la construccion o trazo de perpendiculares, se utiliza generalmen
e j i :
tscua a cuyo manejo es sencillo y los alumnos aprenden a manejaria media
€ una breve explicacion del profesor.

Fig. 39

3. Trazar una perpendicular a una recta dada por un punto C exterior a
ella (fig, 40).
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X Respuesta. Haciendo centro en el punto C Dos rectas paralelas a una tercera son paralelas entre si.
|

y con una abertura de compéds mayor que la TEOREMA.— Dos rectas perpendiculares a una tercera son paralelas en-
_ . distancia del punto a la recta, se describe un fre si.
| i T = arco que corte a la recta en los puntos m y n.
, Luego haciendo centro en los puntos m y A v B
b n, se describen arcos que al cortarse determi- = Hipot.: AB L EF, CD 1 EF.
Vi ke nan el punto D. )
ke Tesist AB || CD.
La recta CD que une estos dos puntos, es la perpendicular pedida. ' =T
4. Trazar una perpendicular en el extremo de un segmento dado AB. (fig. 41) el
! ) : Si AB y CD no fueran paralelas, desde el punto O donde se cortan
"y : :T. Resp l;)esm' Hac:alzndo centro en el purto B tendrfamos dos perpendiculares a la misma recta EF, lo que es imposible.
. con una abertura cualquiera de compis, se describe}
i L, unarco que corte al segiento AB en el punto C b AB N ED-
: | *  con la misma abertura de compis se determina el ‘ CACIONES
/ ‘ punto D y haciendo centro en D se determina @ 1. (Cudl es el lugar geomctnuo de los puntos del plano que estén a cierta
A g L punto E. distancia del segmento dado AB?
Luego haciendo centro en los puntos D y E s¢ : )
describen ar
tobp ke dﬁemmaﬂ ¢l pug El lugar geométrico de los puntos del l
{ A= B plano que estdn a cierta distancia del seg- )
Larecta FB que une estos dos puntos, es la perpendicular pedjdé. mento AB, son los segmentos CD y EF
£ F paralelos a AB a la distancia dicha (fig. 44).
RECTAS PARALELAS L
Angulos formados por dos rectas cortadas por una transversal. Dos rectas
| Definiciones, - Rectas paralelas son aquellas que, estando en un mism@ill cortadas por una transversal forman ocho dngulos que considerados de dosen
Eza)no No se intersecan por mds que se prolonguen. Las rectas AB y CD. ( dos, reciben los siguientes nombres:
.".l

Angulos alternos internos, dngulos alternos externos, dngulos correspon-

0 dientes, 4ngulos colaterales internos y dngulos colaterales externos (fig.45).

(3 Angulos alternos internos son dos dngulos
AT e i —3 /4 internos situados-a uno y otro lado de la secan-
| te, no adyacentes. Los dngulos 3y 6,4y 5.

Angulos alternos externos son dos dngulos

C . - 5 externos situados a uno vy otro lado de la secan-
- lel on frecuencia se utiliza el sfmbolo || para reemplazar la palabra par8 R~ te, no adyacentes. Los dngulos: 1y 8,2y 7.
s ela. . g |
Postulado de Euclides.— Por un punto exterior a una recta solo se p ol y Mg %
{razar una paralela a dicha recta. " Angulos correspondientes son dos dngulos,
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el uno interno y el otro externo, situados a un mismo lado de la secante, no Siendo los dngulos agudos congruentes, los dngulos obtusos que son su-

adyacentes, Los dngulos: 1y 5,3y 7,2y 6,4y 8. plementos de dngulos congruentes, serdn congruentes.
Angulos colaterales internos son dos dngulos internos situados a un mis-

mo lado de la secante, no adyacentes. Los dngulos: 3y 5,4y 6. Luego:
Angulos colaterales externos son dos dngulos externos situados a un mis« %1% 3=X 5K 7.

mo lado de la secante, no adyacentes. Los dngulos: 1y 7,2y 8.

TEOREMA. Dos paralelas cortadas por una transversal, forman ochol De este teorema sacamos las siguientes conclusiones:
dngulos a saber: cuatro agudos congruentes rintre si y cuatro obtusos también} Si dos rectas paralelas son cortadas por una transversal:
congruentes entre si. ' 1. Los 4ngulos alternos internos, son congruentes.

2. Los éngulos alternos externos, son congruentes.
3. Los dngulos correspondientes, son congruentes.
4, Los 4ngulos colaterales internos, son suplementarios.
5. Los 4ngulos colaterales externos, son suplementarios.

Hipot.: AB || CD, MN
transversal
i3/ Tesis: % 2=% 4==%8
Xl=x3=%

TEOREMA.— Dos 4dngulos que tienen sus lados respectivamente paralelos son
congruentes o suplementarios:

Congruentes, si ambos son agudos u obtusos.
Suplementarios, si el uno es agudo y el otro obtuso.

N Fig. 4¢

Hipét. :BA || ED, BC|| EF.
Tesis: & 1=%3, X 4=%5
X 1+%5 = 1800

Por 0 punto medio de FF “se traza EE " perpendicular a AB y CD.

OF =0F’ por construccién

Zs =% r por opuestos por el vértice.

Los segmentos EF y F”E “son simétricos con relacién al punto O y pé
tanto son congruentes.

2 L Prolongamos el lado ED hasta encontrar el lado BC y obtener el 4ngulo

X m=%n por rectos.

% 32=% 2, por alternos internos
% Q=

Luyego: A 4=%8
4 % 1, por alternos internos

X4=% 2 est I vértice.
POr Opuestos por el vertice Luego: X1=% 3.

% 8 =% 6 por opuestos por el vértice.

Por lo tanto:
X2



Los dngulos obtusos 4 y 5 que son suplementos de 4ngulos congruentes, lo. Por un punto C trazar una paralela a una recta dada AB (fig. 49).
serdn congruentes.
Respuesta 1. Haciendo centro en el pun-

Luego: <4=<35. 2
5t /, T~ to C, con una abertura cualquiera de compas

<2;5 Los dngules 1 y 5 son suplementarios porserel < 1=< 3yel < 4

se describe un arco que interseque a la recta

/ dada en el punto E, luego haciendo centro en
Luego: < 1+<5=180 ' E v con la misma medida se describe el arco
s 'fjfi_"j CF y haciendo centro de nuevo en el punto E,

TEOREMA.— Dos dngulos que tienen sus lados respectivamente perpend ; B0 el
se toma un arco EG igual ¢ :

diculares, son congruentes o suplementarios: R
Congruentes, si ambos son agudos u obtusos,

Suplementarios, si el uno es agudo y ¢l otro obtuso. Al unir el punto C con el punto G, se tiene la paralela pedida.

. o F % ) = Respuesta 2. Se traza desde el punto C una
§ . 0 oblicua cualquiera que interseque a la recta da-
g ! B ‘ Hipét.: BA | ED, BC | EF. : Sae da en el punto E formando el dngulo m.
N | A
\\\ E ’ \E Tesis: %2 %1, % 4x%3. _m b e Luego se construye el Z n congruente con
N ,i/ | A i so E 8 ",
:g‘ A L X 2+%3 = 1800 La recta CD es la paralela pedida (fig. 50).
7 - ' ' : - Respuesta 3. Se traza desde el punto C una
‘L - perpendicular a la recta AB (utilizando los pro-
Se prolongan AB y FE y obtenemos los 4ngulos 4 y 3 respectivamente. ! ced1m1er}tcv's exphcados_). Luego en el punto C
Se trazaBH | ABvBG L BC. se fiene: : de esta ultima perpendicular se traza la perpen-
y , Se tiene: : —4e———"  dicular CD siendo esta la paralela pedida (fig.
BH || DE, por ser ambas perpendiculares a BA. g 81 51).
BG || EF, por ser ambas perpendiculares a BC. ‘ . La escuadra se utiliza como lo muestra la
Por lo tanto: 1lo. L, e« e figura 52. '
< 1=< 6, por tener sus lados respectivamente > Los dibujantes utilizan para el trazo de pa-
fi paralelos. : { ralelas una escuadra en forma de T.
" <2=< 6, por tener ambos el < 5 como complemento. | S Los carpinteros utilizan para el trazo de pa-
) Luego: <2=<1. P ralelas un aparato especial llamado gramil.
Los dngulos 4 y 3 que son suplementos de dngulos congruentes, sef EROICT
N - FIERCTCEHOY
congruentes. Simetria de dos puntos con respecto a un punto, una recta y un plano.
Luego: <4 =<3.
20. Los dngulos 2 y 3 son suplementarios por ser el <2=< S 1. Dos puntos son simétricos con respec-
< 4=<3, - to a un punto, llamado centro de simetria,

"\ cuando este punto es el punto medio del seg-

7~ mento que une dichos puntos. Los puntos
Sl \ Ay A’ ;ByB ;CyC son simétricos con
respecto al punto O (fig. 52—-1).

Luego: 2% % 3 = 180°

nro ‘T ON IR
Construccion de paralelas.
Casos que se presentan utilizando el compds:
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: es la quinta parte mds 30
2. Dos puntos son simétricos con respecto a una recta, llamada eje de si- 13; $a dlovamo probl;r;lla J]m r iﬁ:}gradg: ?o: ocho g.ngulosl.)
metrfa, cuando esta recta es mediatriz del segmento que une dichos puntos. § grados de un 4ngulo obtuso. Calcula

Los puntos Ay A"; By B";Cy C";Dy D, son simétricos con respecto a la | 14. En la figura 52—4 se tiene dos para!elas cortadas por dosgtra?;veﬁ)a;gs
recta MN (fig. 52-2). § que forman 14 dngulos, si el dngulo 5 mide 450 y el dngulo 9 mide A
. §L ;cudl es el valor de los catorce dngulos?

_________________

3. Dos puntos son simétricos con respecto a un plano, llamado plano d e

simetr{a, cuando este plano es mediatriz del segmento que une dichos punto . B Ny
Los puntos Ay A"; By B’, son simétricos con respecto al plano P; (fig. 52—3),
r:——j 15. Si en el problema anterior el dngulo 6 mide 1100 y el dngulo 11 mide
A e e T A

1359, ;cudl es el valor de los catorce dngulos?
B 16. Si en el problema anterior €l dngulo 5 es la mitad del dngulo 6 y el dn-
e 7 gulo 6 es tres veces el dngulo 7, jcudl es el valor de los catorce dngulos?

Fig 52.3

4. Hallar un punto de una recta que equidiste de dos puntos que estés
situados fuera y a un mismo lado de la recta. 3

5. Hallar un punto de una recta que equidiste de dos puntos que estds
situados fuera y a uno y otro lados de 1a recta. '

6. Dos puntos estan situados fuera y a un mismo lado de una rect
s Calcular la distancia més corta que hay entre los dos puntos pasando por U
" punto de la recta. . '

7. Trazar 4ngulos alternos internos de 359.
8. Trazar dngulos alternos externos de 1300. 3
9. Trazar dngulos correspondientes de 450, !
_{ 10. Uno de los dngulos obtusos formados por dos paralelas cortadas pi

una transversal es cuatro veces un dngulo agudo. Calcular el valor de todos
dngulos.

11. En el problema anterior uno de los 4ngulos agudos es la quinta pa
de un dngulo obtuso. Calcular el valor de todos los angulos. '

12. En el mismo problema un dnguio obtuso es 4 veces mds 20 grad
dngulo agudo. Calcular el valor de los ocho 4ngulos. '

e



__ _UNIDAD 4
TRIANGULO

Definiciones. Tridngulo es un conjunto de puntos limitado por la inter-
seccion de tres semiplanos en un mismo plano. '

En el plano P (fig. 53), se trazan los
segmentos DE, FG, HL.

El segmento DE divide al plano P en dos
semiplanos.

El segmento FG divide al plano P en dos
serniplanos.

El segmento HI divide al plano P en dos
semiplanos.

Por consiguiente:

P La regién ABC que es un conjunto de infinitos puntos confunes a tres
‘semiplanos de un mismo plano, cuyos contornos se cortan dos a dos, se
denomina tridngulo.

Todo tridngulo consta de tres vértices, tres lados y tres dngulos.

Los tres lados y los tres 4ngulos, se llaman elementos del tridngulo.
Los dngulos de un tridngulo se designan ge-

neralmente por tres letras maytsculas colocadas
en los vértices, y los lados opuestos a los dngu-

— 'los con las mismas letras pero mintsculas. El
j E——— . trisngulo ABC (fig. 54).

Con mucha frecuencia se emplea el sfmbo-
loA para reemplazar la palabra tridngulo.

. TEORE, ; :
. BEOREMA. La suma de los dngulos interiores de un tridngulo, es igual a
98 8ngulos rectos.




Hipét.: A ABC.
Tesis: % 1+ X2+ 33 =2R

Trazamos por el vértice B la recta DEIl ACy formamos los dngulos ‘]!

%4+%2+%5=2R. (1)
% 4 =% 1, por alternos internos.

% 5 2% 3, por alternos internos.

Sustituyendo en (1) los dngulos 4 y 5 por sus iguales 1y 3, n-j;

21+22+%3=2R

Angulo exterior de un tridngulo. Angulo exterior de un tridng
que estd formado por unladoy la prolongacion del lado adyacente. Eléd
1 (fig. 56). i

TEOREMA. La suma de los dngulos exteriores de un tridnguies
cuatro dngulos rectos.
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Hipét.: A ABC, 1,2y 3 dngulos exteriores
Tesis: 21 +22+%3=4R.
Se tiene:
%1+ %4=2R (suplementarios)
% 2+ % 5=2R (suplementarios)
%3+ %6 =2R (suplementarios)

Sumando ordenadamente, nos da:
. X]1+%44+%2+%5+%3+%6=56R.
Z24+XS5+%6=2R.

Luego: %1 +%2+%3=4R.

: -beROLAR!O' Todo 4ngulo exterior de un tridngulo, es igual a la suma
288 108 dngulos interiores, no adyacentes.

[0S

1. En -
[ :n trm{‘glllo uno de los dngulos interiores es ¢l doble del segundo y
E 8 el triple del tercero. Calcular los tres angulos.
- Log e -
- angulos interiores de un tridngulo son como 2, 3 y 4. Calcular su

Los 4, :
gulos exteriores de un tridgngulo son como 3, 5y 7. Calcular su

[y

98 dngulos inter; o2
1 § Interiores de un tridngulo son como fl, ly % Calcular su
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5. El dngulo exterior de un tridngulo es tres veces el 4ngulo interio Propiedades de los tridngulos.

| adyacente. Calcular el valor de los dos dngulos. . _
- | 6. Los dngulos interiores de un tridngulo miden x, 2x y 3%. ; Qué clase Dos tridngulos son congruentes cuando todos sus elementos son respecti-

. tn‘z’muﬁlo es? ' ° yamente congruentes. .
J i Se consideran tres casos principales de congruencia de tridngulos.

' 7. Los dngulos exteriores de un tridngulo miden x, x+ 60y x+ 30. iQ
clase de tridngulo es?

8. Los 4ngulos exteriores de un tridngulo midenx + 40, x + 60yx + &
{Qué clase de tridngulo es?

Congruencia de figuras. Dos figuras son congruentes cuando tienenj
misma forma y el mismo tamaiio esto es que, al superponerse coincidan @ B
todos sus puntos. Esta superposicion puede ser: por translacién o por 10 5 0\ e N\

Primer caso. TEOREMA. Dos tridngulos son congruentes, cuando tienen
un lado congruente adyacente a dngulos respectivamente congruentes (fig.

59).

¢ion. \
- \ \

Tridngulos congruentes. Dos: tridngulos son congruentes cuando exis _.,// \ P ' ‘ 1,\

correspondencia entre sus elementos. Si los pares de lados correspondien e s s R (!, W o

son congruentes y los pares de dngulos correspondientes son congruentesy ; =k '

dice que los tridngulos son congruentes. Los triangulos ABC y A'B'C* . {f

58). -

Hipot.: AC=A'C, %A =X A" AC=%C.
Tesis : AABC=AA'B'C'.
Se coloca el A A’B’C’sobre el A ABC.

Ellado A°C coincidird con AC por ser lades congruentes.
El & A’ coincidird con el % A, por ser.dngulos congruentes.

El 4 C’coincidird con el % C, por ser dngulos congruentes.

. Por consiguiente los lados A’ B’ y C’B” tomarén respectivamente la direc-
“vaién de AB y CB y los puntos B’y B coincidirdn, porque dos rectas que se
- Cortan no pueden tener mis de un punto comin.

De la congruencia de los tridngulos ABC y A’'B'C’, se deduce:

j AB = A"BR’ 0 AB=A'B

BC =BC ] BC=RBC
AC=A'C o AC=AC ] | Luego: AABC=AABC.
EA=3A o AAZA g - S"B‘-‘f‘do caso. TEOREMA. Dos trigngulos son congruentes, cuando tie-
XB = &R o EB=XF [ 0 ::tn a;lrgulo congruente comprendido entre lados respectivamente con-
SHies (fig. 60).
ACxXC 0 AC =X’ b £50) :

Teniendo en cuenta que la igualdad y la congruencia significan
podemos, por lo tanto, utilizar o sustituir un término por el otro.

INSTTTUTO LUCAS PACIOLND

B
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Fig: 60 4

Hip6t.: X B=% B ,BA=R A", BC=B'C’
Tesis : AABC=AA'BC.
Se colocael A A’B'C sobre el A ABC.

El % B’ coincidird con el % B, por ser dangulos congruentes.
Ellado B ‘A “coincidird con BA, por ser lados congruentes.
El lado B'C’ coincidir4 con BC, por ser lados congruentes.

Por consiguiente los puntos A"y C’caerdn respectivamente en A y C}
los lados A'C”"y AC coincidirdn, porque entre dos puntos no se puede traza

mis de una recta.
Luego:A ABC=A ABC:

Tercer caso. TEOREMA. Dos tridngulos son congruentes cuando tien
sus tres lados respectivamente congruentes (fig. 61). ‘

m

»

Se coloca el AA B C”debajo del AABC de modo que AC coincida con A°
C’y se traza BB 0
AB= AB’, por hipbtesis.
BC = B'C, por hipdtesis.
Los tridngulos BAR "y BCB “son isbsceles y por consiguiente:

Xag=%a
Xb=xb

Sumando ordenadamente, se tiene:
Aat+Xbz=Aa’+ XD

Por lo tanto: % B=% B’y los tridngulos ABC y X B’C'tieneq un édngulo
congruente, comprendido entre lados respectivamente congruentes.

Luego: A ABC= N A'BC.

* Congruencia de tridngulos rectdngulos.

A los tridgngulos rectdngulos se les puede aplicar casos: especiales de con-
gruencia, por tener un elemento igual que es el dngulo recto.

Por consiguiente dos tridngulos rectdngulos son congruentes cuando tie-
nen iguales respectivamente:

* 1. La hipotenusa y un dngulo agudo.
2. Un cateto y un dngulo agudo.
3. Los dos catetos.
4. La hipotenusa y un cateto.

TEOREMA. En todo tridngulo un lado cualquiera es menor que la suma
de los otros dos y mayor que su diferencia.

r

“a

2

O

A\

\
»

)
/

o

P

Fig. 61

DOf-rm=e=decca=

Hipot.: AB=A'B",BC=B'C’ ,AC=A"C".
Tesis : AABC=AA'BC .
52

=

=
—\

TR
A b
- Fig. &
Hipét.:'/_\ ABC, b lado mayor
Tesis :b<ect+a
a>b-¢




Siendo la recta la menor distancia entre dos puntos, tenemos:
b<c+a
c<b+a
a<b+ec

Si se toma la deéigua]dad:

¢+ a>b,y serestac de ambos miembros, resulta:
c+a—c>b-c¢
Luego:a>b —c.
Sia la misma desigualdad: ¢ + a> b, se resta a de ambos miembros,
nosda: c+a—a>b-—a,

Luego:c¢>b —a.
Siendo b el lado mayor se tiene:
b>c¢
Luego: b>c ~a,

TEOREMA. Si dos trisngulos tienen dos lados respectivamente congruen- :

tes y los dngulos comprendidos entre ellos son desiguales, al mayor 4ngulo se
le opone el mayor lado. ~ :

Hipdt.: AB=A'B’". ,
CB=C'R". J
XB>% B, 3

Tesis: AC>A'C’

Se coloca el tridngulo A’B'C”sobre el tridngulo ABC de modo que 0

lados iguales AB y A B’ coincidan y C’caiga sobre C~
54

Se traza la bisectriz BD del dngulo C*"BC y la recta C™" D.
% 1 =% 2, por construccion.
C"B == CB, por ser ambos iguales a C'B".

Los tridngulos C"BD y CBD son iguales por tener un dngulo congruente
entre lados respectivamente congruentes.

Por lo tanto: DC=DC"”
En el tridngulo ADC 7 jenemos:
' AC”< AD+DC"
AC”< AD +DC
Luego: AC'< AC.

Clasificacion de los tridngulos.

Con relacién a sus lados, los tridngulos se clasifican en equildteros, isosce-
les y escalenos. :

Tridngulo equildtero es el que tiene sus tres lados congruentes entre si. E1
triangulo ABC (fig. 64).

Tridngulo isésceles es el que tiene dos lados congruentes entre si. El
tridgngulo ABC (fig. 65).

Tridngulo escaleno es el que tiene sus tres lados desiguales entre si. El
triangulo ABC (fig. 66).

i

| ‘?\ |
) V VWV
\
A & A

A

\

Con relacién a sus dngulos, los tridngulos se clasifican en acutangulos,
Tectingulos y obtusdngulos.

Tridngulo acuténgulo es el que tiene sus tres dngulos agudos. El tridngulo
ABC (fig. 67).

@ Tridngulo rectangulo es el que tiene un dngulo recto. El tridngulo ABC
ig. 68).

En un tridngulo rectingulo los lados que forman el 4ngulo recto, se
4man catetos y el lado opuesto al dngulo recto, se llama hipotenusa.
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ABC (fig. 69). Lineas y puntos notables en el triangulo.

. Altura. Altura es la perpendicular trazada desde un vértice al lado opues-

\ P 7 - to 0 a su prolongacién. I

[ ]
’,\ \
| 2
i o
Tridngulo obtusingulo es el que iiene un 4ngulo obtuso. El tridngulo ' \ |
|

P A Todo tridngulo tiene tres alturas una corres- ,
F i \ L "
4 \ o | : /\ \\\ pondiente a cada lado, las cuales concurren a un
y b y P .
/\ [ )\“ ~ 3 (. / 3 mismo punto.
A/ \H ? B < i L —

— ' o \ El punto donde concurren las tres alturas se

Fig &7 ok N llama ortocentro. _ ‘
: o Fig. 69 A il — = —-A: Las. alturas BD, AE, CF, y el ortocentro O I t
b Base de un tridngulo es uno cualquiera de sus lados. o del A ABC (fig. 71). i :
En un tridngulo rectdngulo se suele tomar como base la hipotenusa y ef ‘jde;hhna Mediana es el segmento que une un vértice con el punto medio | L
el tridngulo isésceles el lado desigual. : . i

del lado opuesto.
Un tridngulo no puede tener sino un dngulo recto.

Un tringulo no puede tener sino un dngulo obtuso. Todo tridngulo tiene tres medianas, una co-
Perfmetro de un tridngulo es la suma de sus lados. l rrespondiente a cada lado, las cuales concurren a
un mismo punto.

El punto donde concurren las tres medianas,
se llama baricentro o centro de gravedad.

Las medianas BM, AN, DG, y el baricentro C
del A ABD (fig. 72).

TEOREMA. El lugar geométrico de todos los puntos que equidistan ¢
ios lados de un dngulo, es la bisectriz de dicho dngulo.

Hipét.: D punto de la bisectriz BG
del % ABC.
DEL BA, DF1 BC.
Tesis : DE = DF.

Los tridngulos rectingulos BED y BFD, tienen:

X 1=Z 2, por construccion.
h hipotenusa BD comfin.
l' Por lo tanto: A BED = A BFD,

Luego: DE = DF.

Todo tridngulo tiene tres bisectrices, una para cada dngulo, las cuales
oncurren a un mismo punto.
El punto donde concurren las tres bisectrices se llama incentro.



El incentro es ¢l centro de la circunferencia inscrita en el tridngulo.
Las bisectrices BD, CF, AE y el incentro I del A CBA (fig. 73).

Mediatriz. Mediatriz es 1a perpendicular trazada en el punto medio de un
lado.

Respuesta. Se tienen losladosay by el % C.

Se construye un % C "= %C; en los lados del dngulo se toman CB=ay C’
A’=Dh.

Al unir los puntos A “y B “se tiene el tridngulo pedido C'A'B".

Todo tridngulo tiene tres mediatrices que concurren a un mismo punte 3. Construir un triangulo conociendo los tres lados (fig. 77).

El punto donde concurren las tres mediatrices, se llama circuncentro.

El circuncentro es el centro de la circunferencia circunscrita al tridng
Las mediatrices EF, KL, HG y el circuncentro C del tridngulo ADB

CONSTRUCCIONES

4

1. Construir un tridngulo conociendo un lado y los éngulos adyacem
(fig. 75). ' '

b
Il

Respuesta. Se tienen los lados a, by c.

1 Se traza A B’ igual a uno cualquiera de los lados y haciendo centro en
E ¥ B’con medidas respectivamente iguales a los lados b y c se describen
§=808 Que al cortarse determinan el punto C.

Al unir ¢l punto C*con los puntos Ay B”se tiene el Apedido ATB"
~ 4. Construir un tridngulo isosceles conociendo la base y la altura (fig. 78).

h |
Respuesta. Se tiene el lado AB y los dngulos 1y 2. 3 o i

Se toma A B'= AB; se construye el ZA'=%1y x B'=% 2, esul ' g I

asf el AA C'B”que es el Apedido. p :

2. Construir un tridgngulo conociendo dos lados y el 4ngulo comk prt
(fig. 76).

B

T
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Respuesta. Se tiene la base b y 1a altura h.

Se toma el segmento AB =b; se traza la mediatriz CD=h. 2
Al unir el punto C con los puntos A y B se tiene el tridngulo pedido ACH
> 5. Construir un tridngulo isésceles conociendo el perimetro y la alturg =i
(fig. 79). T \e
e Fig. 81
P b, C / -
e 3 i \f‘\\ e - Respuesta. Se tiene la hipotenusa a y el dngulo b.
. e i ‘\/// N 3 Se toma un segmento cualquiera y se construye el B=%b.
== =t ’

Haciendo centro en B con una medida igual a la hipotenusa a se determi-
na el punto C. ‘ p. ‘
La perpendicular del punto C a la recta determina el tridngulo pedido

Fig. 79
-

Respuesta. Se tiene el perimetro p y la altura h. CAB.
Se toma AB =p; se traza la mediatriz CD =h y se une el punto C con A PROBIEMAS GRAFICOS
rUDLENMAY URAI e
con B.
. lgdas mediatrices de los segmentos CA y CB determinan en AB los punt 1. Construir un tridngulo equildtero conociendo el perimetro.
yF.

2. Construir un tridngulo equildtero conociendo la altura.
§ weclpmio oo boy prsios By F oo dieme ol A pedido ECF. 3. Construir un tridgngulo isésceles conociendo la base y un dngulo adya-
6. Construir un tridngulo rectdngulo conociendo la hipotenusa y un ¢a cente. 24 £
o (Hig. 80). 4. Construir un tridgngulo isésceles conociendo la altura y uno de los lados
iguales. .
' 5. Construir un tridngulo rectdngulo isésceles conociendo la altura.
6. Construir un tridngulo rectingulo conociendo la hipotenusa y la altura
correspondiente.

EJERCICIOS.
] 1. El perimetro de un tridngulo es de 54 cm. Calcular sus lados si estén en
Harelacion de los niameros 2,3y4. .

2. El perfmetro de un tridngulo isésceles es de 84 cm. Calcular sus lados
Sabiendo quie el lado desigual es la mitad de uno de los lados iguales.

- 3. El perfmetro de un tridngulo isosceles es de 124 cm. Calcular sus lados
S0iendo que uno de los lados iguales es 3 veces el lado desigual.

. 4 Los ingulos de un tridngulo escaleno miden 50, 60y 70 grados respec-

ente. Calcular el valor de los dngulos que se forman en el incentro del
0.

Fig. 80

Respuesta. Se tiene la hipotenusa a y el cateto c.
A, Se toma AB =c; en el punto A se construye un éngulo recto.

Haciendo centro en B y con una longitud igual a la hipoten sa
describe un arco que determine el punto C.

Al unir el punto C con B, se tiene el tridngulo pedido.

7. Construir un tridngulo rectdngulo conociendo la hipotenusa ¥ i

3. En un tridngulo ABC el 4ngulo A es el doble del dngulo B y el dngulo B
gulo agudo (fig. 81).

=€l triple ge) éngulo C. Calcular el valor de los dngulos.
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gulo rectangulo isésceles.

6. En un tridngulo isésceles el d4ngulo de la base es 5 veces el 4dngulo dg
vértice. Calcular los dngulos del tridngulo.

7. El 4ngulo interior de un tridngulo es la quinta parte del dngulo exterig

. adyacente. Calcular los dos dngulos.

8. Los 4ngulos de un tridngulo estdn en la relacién de los nimeros 3, 5§
7. Calcular los dngulos del tridngulo.

9. El dngulo del vértice de un tridngulo isdsceles es la sexta parte a;
dngulo de la base. Calcular los dngulos del tridngulo. :

10. Dos 4ngulos de un tridgngulo miden 350 28"y 40° 25 respectivame
Calcular el tercer dngulo y cada uno de los dngulos exteriores.

11. En un trifngulo ABC, el dngulo A es un tercio del dngulo B
angulo B es un cuarto del dngulo C. Calcular los dngulos del tridngulo.

12. En un tridngulo is6sceles el 4ngulo formado por los lados iguales @
quinta parte de uno de los dngulos de la base. Determinar el ortocentro
tridngulo y calcular el valor de los dngulos consecutivos formados alredeg
de dicho punto. :

13. El 4ngulo de la base de un tridngulo isésceles es 3 veces el ingulo
vértice. Determinar el ortocentro del tridngulo y calcular el valor de los dn
los consecutivos formados alrededor de dicho punto.

14. Calcular el valor de los dngulos formados en el incentro de un i
gulo isésceles, si el dangulo formado por los lados iguales mide 45 grados. =

15. Caleular el valor de los dngulos formados en el incentro de un
gulo isésceles si el dngulo de la base es 4 veces més 200¢e] dngulo formade
los lados iguales. :

16. Calcular el valor de los dngulos formados en el incentro de un |
gulo is6sceles si el dngulo formado por los dos lados iguales es la cuarta)
de uno de los dngulos de 1a base.

17. Calcular el valor de los dngulos formados en el ortocentro
tridngulo escaleno sabiendo que una de las alturas determina dos 4ngH
30 y 40 grados respectivamente: T

18. Calcular el valor de los dngulos formados en el ortocents J
tridngulo escaleno sabiendo que una de las alturas determind dos 4ngl
25930y 35930 respectivamente. 4

19. Calcular el valor de los dngulos formados en el incentro de

20. Los 4ngulos de un tridngulo obtusingulo miden 130, 40 y 4§
respectivamente. Calcular los dngulos formados en el incentro del &

UNIDAD 5
LIRCUNFERENCIA. CIRCULO.

Definiciones. Se llama circunferencia al lugar geométrico de todos los
puntos de un plano que equidistan de un punto del mismo plano, o al conjun-
to de todos los puntos de un plano que estin a la misma distancia de un
punto fijo llamado centro (fig. 82).

La circunferencia divide al plano que la contiene en dos regiones o por-
ciones: una interior y otra exterior.

Radio. Radio es el segmento que va desde el centro a un punto de la
(Grcunferencia, E radio OA o r (fig. 83).
Las circunferencias o los circulos se denominan por una letra que se
¥0loca en ¢l centro y la que representa el radio: La circunferencia de la figura
Pir: S€ expresa C (Or)
. (_:Omo el conjunto de todos los puntos de una circunferencia y sus puntos
SReTiores determinan una superficie circular, se puede definir que:
‘,} Circulo es el conjunto de una circunferencia y sus puntos interiores (fig.

e




Segmento circular. Segmento circular es la porcién de circulo comprendi-

K da entre una cuerda y su arco. El segmento CDE (fig. 87). : -
= f—R Propiedades. Todos los radios de una misma circunferencia o circunfer
j 4 £l 2 ) P .
; >( B \\ cias iguales, son iguales. Fiak
L Todos los didmetros de una misma circunferencia o circunferencias igua-
T~ ] 3 es, son iguales. | .
A El didmetro es la mayor de las cuerdas y es el doble del radio.
s T % o El centro de una circunferencia es un centro de simetria de la curva.
- Todo didmetro de una circunferencia es un eje de simetria de la curva.
Con frecuencia se emplea el simbolo® para reemplazar las palabrg
circunferencia o circulo.

i 7 una
Posiciones relativas de un punto y una circunferencia. Un punto y

id i4 : : iguientes posiciones relativas:
Didmetro. Didgmetro es el segmento que une dos puntos de la circunferes circunferencia pueden ocupar las siguientes p

cia, pasando por el centro. El didmetro AB (fig. 85).
Cuerda. Cuerda es el se
La cuerda CD (fig. 85).

1. El punto esti contenido en la circunferencia. En este caso la distancia

gmento que une dos puntos de la circunferencis del punto al centro es igual al radio. El punto A (fig. 88).

Secante. Secante es el segmento que corta a
puntos. La secante MN (fig. 85).

Tangente. Tangente es el segmento que corta a la circunferencia en ut

solo punto. La tangente EF (fig. 85).

Flecha o Sagita. Flecha o sagita es la parte del didmetro perpendiculas
una cuerda, comprendida entre ésta y la circunferencia. La sagita GH (fj
85). 4

! ; A 2. El punto estd en el interior de la circunferen-
W crcyicRnoi S - cia. En este caso la distancia del punto al centro es

menor que el radio. El punto B (fig. 88).

: ot 3. El punto est4 en la parte exterior de la circun-
! S/ ferencia. En este caso la distancia del punto al centro
AT es mayor que el radio. El punto C (fig. 88).

Arco. Arco es una parte determinada de la circunferencia. El arco CS
. (fig. 85).

) : e
Posiciones relativas de una recta y una circunferencia. Una recta.y u

. i st ici lativas:
Semicircunferencia. Semicircunfe - drcunferencia pueden ocupar las siguientes RORISEREs &

determinados por el didmetro.

Semicirculo. Semicirculo esla
o cunferencia.
]

rencia es cada uno de los arcos ig

porcién de plano limitado por una semi

Sector circular. Sector circular es la porcién de circulo limitada po:l.
radios y el arco comprendido. El sector AOB (fig. 86). :

L La recta no tiene ningin punto comin con la circunferencia. En este
£850 se dice que la recta es exterior. La recta AB (fig. 89).

o 2 Larects tiene un punto comin con la circunferencia. En este caso se
b 99 la recta es tangente. La recta CD (fig. 90)




3. La recta corta a la circunferencia en dos puntos. En este caso se dicg

que la recta es secante. La recta EF (fig. 91).
CONSTRUCCIONES

1. Trazar varias circunferencias del mismo radio tangentes a una ree
dada AB (fig. 92).

Respuesta. El lugar geométrico para los centros de todas las circunfer
cias del mismo radio tangentes a una recta, es la paralela a la recta dadaa i
distancia igual al radio.

Se traza la recta CD paralela a AB a una distancia r.

Todas las circunferencias trazadas con centro en CD y radio r son tang
tes a ]a recta AB.

2. Trazar varias circunferencias tangentes a una recta en un mismo pil
(fig. 93).

Respuesta. El lugar geométrico paté
centros de todas las circunferencias tan
una recta en un mismo punfo, es la perpent
lar levantada en dicho punto.

i
Por el punto C de la recta AB se &8
perpendicular CD. 1

Todas las circunferencias trazadgs con centro en CD, variando 1al@
del radio, son tangentes a la recta AB en el punto C.

3. Trazar varias circunferencias tangentes a dos rectas paralelas (§

Respuesta. El lugar geométrico para los centros de todas las circunferen-
cias tangentes a dos rectas paralelas, es la paralela media.

Se traza la recta EF paralela a las rectas AB y CD a una misma distancia r.

Todas las circunferencias trazadas con centro en EF y radio r, son tangen-
tes a las rectas AB y CD.

4. Trazar varias circunferencias tangentes a dos rectas concurrentes (fig.
95)-

Respuesta. El lugar geométrico para los centros de todas las circunferen-
cias tangentes a dos rectas concurrentes, es la bisectriz del 4ngulo determina-
do por ellas.

Se traza la bisectriz MN.

Las circunferencias trazadas con centro en la bisectriz MN y con radios r
¥1',son tangentes a las rectas AB y CD.

TEOREMA. Todo didmetro perpendicular a una cuerda divide tanto ala

‘Guerda como al arco subtendido por ella en partes iguales.

/

LELRS s .
N

Hipét.: AB, cuerda; CD didmetro
CD LAB
\ Tesis: EA=EB; AD=DB
E N?en los puntos A y B con el centro O.




y Los tridngulos rectdngulos OEA y OEB son iguales por tener iguales I ll
i hipotenusa y un cateto, a saber: gl SRy L 1= ‘

13 OA = OB, radios.del mismo circulo. | ’\/ B / /( ,
/

OE, cateto comiin. . : j a

Si los dngulos centrales 1 y 2 son iguales por estar opuestos a ladog ' <E et S e
iguales, los arcos correspondientes son iguales.

|
Luego: EA = EB. \ S \ J : \ :

Luego: AD = DB.

TEOREMA. En un mismo circulo .o en circulos iguales, las cuerdas igus Desigualdad de arcos. Dos arco‘s de una misma cu’cunferencra: o de cn-cuni
les equidistan del centro. ferencias iguales, son desiguales, si corresponden a dngulos desiguales en €

/—\ centro. Los arcos AB y A’B"(fig. 99).

o
f
'\\ P P—

O
i
\\ 3, T
) b
|
g

N
Hip6t.: AB = CD; OF L AB; OF L CD
Tesis : OE = OF.

Trazamos los radios OB y OD.

Los tridngulos rectingulos OEB y OFD son iguales por tener iguale!

hipotenusa y un cateto, a saber: !
I

1

Fig 97

TEOREMA. En un mismo circulo o en cfrculos iguales, cuerdas iguales
subtienden arcos iguales, y de dos cuerdas desiguales la mayor subtiende arco
. mayor,

1

il OB = OD, por ser radios del mismo circulo.
: EB = FD, por ser mitades de cuerdas iguales.

Luego: OF = OF.

. Reciproco. En un mismo circulo o en cfrculos iguales, las cuerda
. equidistan del centro son iguales.

Corolario. En un mismo circulo o en circulos iguales, la cuerda qué;
menos del centro es mayor que la que dista mds.

Igualdad de arcos. Dos arcos de una misma circunferencia o de Cifé
rencias iguales, son igualés si corresponiden a angulos iguales en el cents
arcos AB y A B’ (fig. 98). . .

Hipot: 0 =0"; AB=A'B;CD>CD
Tesis; AMB= A'M'B;CND > C'N'D’
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Los tridngulos AOB y A’O’B tienen sus tres lados respectivamente
jguales, por lo tanto, son igualesy el 2 1=% 2.

Luego: AMB = AMB'.

Los trisgngulos COD y C'O D" tienen dos lados iguales y elladoCD > €
D”.
Por consiguiente: * 3> % 4.
Luego: CND >.CND"

Reciproco. En un mismo circulo o en circulos iguales, arcos iguales sof
subtendidos por cuerdas iguales, y de dos arcos desiguales el mayor es subteq
dido por la cuerda mayor. -
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UNIDAD 6

ANGULOS RELACIONADOS CON LA CIRCUNFERENCIA

Con relacién a la circunferencia o al circulo, se tienen los siguientes
angulos: Angulo Central, Angulo Inscrito, Angulo Semiinscrito, Angulo
Exinscrito, Angulo Interior y Angulo Ex terior.

Angulo Central. Angulo central es un 4ngulo cuyo vértice es el centro de
la circunferencia y sus lados son semirrectas que determinan dos radios. El
gngulo AOB (fig. 101).

Angulo Inscrito o Periférico. Angulo inscrito o periférico es un angulo

| ‘:YO Vt?rtice es un punto de la circunferencia y sus lados son semirrectas que
#temminan dos cuerdas. E] dngulo ABC (fig. 102). '

2 Angulo semiinscrito. Angulo semiinscrito es un dngulo cuyo vértice es un

BPURO de 1a circunferencia y uno de sus lados es una semirrecta tangente y el

| mjs una semirrecta que determina una cuerda. El 4ngulo DEF (fig. 103).
ngulo Exinscrito. Angulo exinscrito es el dngulo adyacente a un dngulo

0. El dngulo 1 (fig. 104).




Angulo Interior. Angulo interior es u dngulo cuyo vértice es un puntg
interior de 12 circunferencia y sus lados son semirrectas que cortan a la circun?
ferencia. El angulo CDE (fig. 105).

Angulo Exterior. Angulo exterior es un dngulo cuyo vértice es un puiié
exterior 2 1a circunferencia y sus lados pueden ser: dos semirrectas secan

una semirrecta tangente y otra secante o dos semirrectas tangentes. Los angt
Jos ABC, DEF ¥ AOB (figs. 106, 107 y 108). '

TEOREMA. Dos dngulos centrales de una misma circunferencia o
circunferencias iguales son directamente proporcionales a sus arcos COMNES
pondientes. '

'.

Hipét. : % AOBy A"O'B.
AMB y A’M’B’arcos correspondientes.

Tesis: 2 AOB
X ATQSBT

=AMB

A'M'B’

Siendo los arcos AMB y A° M” B conmensurables, tomamos una misma
medida comiin que esté contenida 3 veces en el arco AMB y 5 veces en el arco
A'M'B".

Trazando radios por los puntos de division de los arcos el angulc AOB
queda dividido en 3 partes iguales y el dngulo A’O’B’ queda dividido en 5
partes iguales. Por lo tanto:

ArcoAMB _3 % AOB _3
ArcoA'M'B° 5 X A'O°B’ 5
Luego: %A0B _ Arco AMB

XA0B Ao AMB

Corolarios. 1. La medida de un 4ngulo cualquiera es el arco comprendido
entre sus lados trazado desde el vértice como centro.

-

2. La medida de un dngulo recto es un cuadrante, 1a medida de un 4ngulo

plano es una semicircunferencia y la medida del angulo de una vuelta es una
circunferencia.

TEOREMA. La medida de un dngulo inscrito en una circunferencia es

§ igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados.

Se distinguen tres casos:




Hipét. : & ABC inscritoen la © O.

Tesis: % ABC = Arco AMC

Primer caso. Un lado pasa por el centro.
Se traza el radio OC y se forma el A isosceles COB en el cual, se tiene:

Xa=%g
Za+ & a =b,porserel % b exterior al A COB.

2a=b

?5,a=—b—

2

Siendo la medida del % b su arco correspondiente 'AMC, se tiene:
AMC
2

a=

% ABC = Arco AMC

Luego:
5 2

Segundo caso. El centro es interior al 4ngulo,
Trazando el didmetro BD. Resulta:

XZABC=X1]1+%2.
X 1 = Arco AD
2

% 7 = Arco DC
2

%14 %2= Arco AD + Arco DC
2

Arco AD + Arco DC = Arco AMC.

Luego: % ABC = _ﬂcgzéMC

Tercer caso. El centro es exterior al dngulo.
Trazando el didmetro BD. Resulta:

ZABC=%2-%1

— Arco DC

X2
2
%1= Arco DA
2
X2_%1 = Arco DC — Arco DA

2

Arco DC — Arco DA = Arco AMC.

Luego: % AR = M
e
Corolarios. 1. Todo éngulo inscrito en una semicircunferencia es recto.
2. Todos los 4ngulos inscritos en un mismo arco son iguales.

Arco capaz de un dngulo. El arco que es el lugar geométrico de los
vértices de todos los dngulos iguales a un dngulo dado, se llama arco capaz de
contener dicho dngulo (fig. 111). ;

TEOREMA. La medida de un 4ngulo semiinscrito en una circunferencia
B8 igual a la mitad del arco comprendido entre sus lados.




Hipét.: % ABC semiinscrito en la @ O.
Tesis: % ABC = _AEC_’EM

Se traza AD paralela a BC y se prolonga esta hasta E.

Arco AMB = Arco DNB

% ABC = % BAD por alternos internos

i ArcozDNB’

por inscrito.

_Arco AMB_

Luego: 2 ABC = 3

FTERCICIOS

1. En una circunferencia dada se tiene un dngulo inscrito, cons
dngulo central de doble valor.

2. En una circunferencia dada se tiene un dngulo central, const

4ngulo inscrito del mismo valor.

3. En una circunferencia dada se tiene un dngulo central, construir o
gulo semiinscrito que valga la mitad y otro 4ngulo semiinscrito de igual ¥
4. En la figura 113, el arco AB es igual a 75 grados. Calcular 1a me

del 4ngulo ABC.
R 520 30'

Fig. 114

5. En la figura 114, los 4ngulos A y C del tridngulo ABC
vamente 45 y 70 grados. Calcular la medida de los dngulos centiss
BOC y COA. )

R. 1400, 90° y 1300

6. En la figura 115, el arco AC mide 60 grados. Calcular 1a medit
dngulos EOA, ABC y BOE. ;
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R.60°,30° yl120°

7. En la figura 116, el dngulo 1 mide 115 grados y el 4ngulo 2 mide 55
grados. Calcular los arcos AB,BC y CA.

R. 1300, 1200 y110°

8. En la figura 117, el dngulo B del tridngulo ABC mide 40 grados.
Calcular el arco DBE.

R. 1400

9. En 1a figura 118, el 4ngulo A mide 90 grados y el 4ngulo 1 mide 65
grados. Caleular los ingulos4, 2,3y 5.

R. 400, 450, 70° y50°

Fig. 116

Fig 118

_ Cuadrildteros inscriptibles. Un cuadrildtero estd inscrito en una circunfe-
btencia cuando todos sus vértices son puntos de la circunferencia.

TEOREMA. Los 4ngulos opuestos de todo cuadrildtero inscrito en una
fircunferencia son suplementarios.

Fig. 119

Hipét. : ABCD cuadrilitero inscrito

Tesis;: ZA+AC=2r.
XB+ZAD=2r

Mo to, 4 : : / 3
dos los 4ngulos en este cuadrildtero son inscritos, se tiene:

% A — Arco BCD
2




% C = _Arco BAD

2 LD Respuesta. Se une el punto A con ¢l punto B y el
. -~ . . -
| : e, s B punto B con el punto C y se trazan las mediatrices FD y
! : % A+ x ¢ = Arcos BCD + BAD o 2600 L T GE que al cortarse determinan el punto O.
2 -lb \c
¢ M A / La circunferencia descrita desde el punto, como cen-

| Luego: 2 A+ & C= 1800 o2 oK / :-y/ tro, es la circunferencia pedida.

l > 3 N \\‘\ i \“

| Lo mismo se demuestra con los dngulos B y D. : g

Reciproco. Todo cuadrildtero que tiene sus dngulos opuestos suplementa s
rios es inscribible en una circunferencia (fig. 119).

Hipét.: 2 A+ % C= 2r. 4. Problema. Construir una circunferencia que sea tangente a una recta en
i Tesis: ABCD cuadrilitero inscrito. - un punto dado y pase por un punto exterior a la recta (fig. 123).

Se describe la circunferencia O que contenga los puntos B, A y D del

Respuesta. Se tiene el punto D de la recta AB y
cuadrilitero dado. Por lo tanto:

- E% el punto exterior C.

EBIC; A estd inscrito en Ia circunferencia y tiene por medida la mitad de & Se une el punto D con el punto C y se trazanla

arco ; y G \ :

Co ) : . _ § J(,'\' \  mediatriz EF y la perpendicular GD; el punto O in-,

iieas d':;): : eStSuglAegento del Z A por hipétesis, su medida sers I N et / terseccion de estas dos perpendiculares es el centro de
rco sobrante y por consiguiente el punto C debe estar conte B , : : .

nido en el arco BCD. ' : / la circunferencia pedida.

CONSTRUCCIONES

1. Por un punto pueden pasar una infinidad de circunferencias (fig. 120

5. Problema. Trazar desde un punto exterior a una circunferencia dos
tangentes a la circunferencia dada (fig. 124).

Respuesta. Se une el centro O de la circunfe-

rencia con el punto A y con AQ por didmeiro se

= s, describe una circunferencia auxiliar que al cortar la
' : circunferencia O determina los puntos B y C.

Al unir el punto A con los puntos B y C se
tienen las tangentes pedidas.

Las tangentes trazadas desde un punto exterior a una circunferencia son
°?“3ruentes y forman con la recta que une el punto con el centro de la
Grcunferencia, dngulos congruentes.

2. Por dos puntos pueden pasar una infinidad de circunferenci
(fig.121).
3. Por tres puntos no puede pasar mis que una sola circunferencia.

Problema. Construir una circunferencia
no alineados (fig. 122).

que pase por los puntos A, B 6. Problema. Trazar las tangentes comunes a dos circunferencias.

1. Exteriormente (fig. 125).
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Respuesta. Con un radio O'E
jgual a la diferencia de los radios de
las circunferencias dadas y haciendo
centro en O 58 describe una circun-
ferencia auxiliar. Desde el punto O
y empleando el mismo procedimien-
to del problema anterior, se trazan
las tangentes OE y OF. Se une el
punto O con los puntos E'y Fy se
prolonga hasta determinar los pun-
tos B y D. Por el punto O se trazan
paralelas 2 0O'ByO' Dyse obtienen

jos puntos Ay C.

Al unir el punto A con el punto B y el punto C con el punto D, se tiene

las tangentes pedidas.

Fig. 126

punto C con el punto D, se tienen las tangentes pedidas. !
El correaje de las poleas son aplicaciones de las tangentes comunes & d
circunferencias, tanto exteriores como interiores.

Las exteriores se aplican cuando el movimiento de las poleas se efect
en el mismo sentido y las interiores cuando el movimiento es en entl

contrario (fig. 127).
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Respuesta. Con un radio O’E igual 2 I8
suma de los radios de las circunferencias da
das y haciendo centro en O’ se describe
circunferencia auxiliar. Desde el punto OX
empleando el mismo procedimiento de I
problemas anteriores se trazan las tangente!
OE y OF. Se une el punto O’ con los punto
E y F y se determinan los puntos AyC.

¢ ey UNIDAD 7

Dos circunferencias pueden ocupar las siguientes posiciones

) Interiormente (fig. 126), ' ' : Fig. 128

una son exteriores (fig. 129).

que son secantes (fig. 130) .

Al unir ¢l punto A con el punto B

#llas sor, interiores a la otra (fig. 131).

- 50. Las circunferencias no tienen ningin punto comin y un

la
.'ﬁmf‘t En este caso todos los puntos de una de ellas son interi
. 132),

to. Las circunferencias no tienen ningan punto comin y son exteriores.
En este caso todos los puntos de cada una de ellas, son exteriores (fig. 128).
0. Las circunferencias tienen un punto comin y son exteriores. En este
caso se dice que son tangentes exteriores y todos los demés puntos de cada

B 40. Las circunferencias tienen un punto comin y una es interior a la otra.
“=0 este caso se dice que son tangentes interiores y todos los puntos de una de

POSICIONES RELATIVAS DE DOS CIRCUNFERENCIAS

relativas:

30. Las circunferencias tienen dos puntos comunes. En este caso s dice

a es interior a
ores a la otra
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n y tienen el mismo

ing(n punto comil en ©
g n concéntricas (fig

ias no tiene :
. las circunferencias sO

Las circun
-y que

centro. En este caso se dice
133).

Relaciones entre los
circunferencias exteriores
los radios (fig. 128).

-
ncias de los centros. 1. En do

ios v las dista ;
o il centros es mayor que la suma

1a distancia de los

00>+ T
ferencias tangentes exteriores, la distancia de los centr
cunfer

2. En dos cir i v

gs igual a la suma de los radios :

00'=1+ e

! Cel'ltl'DS es l-l"

00>t — £

00<r+ 1t
ntes interiormente, la distancia G&

ias tange
TR dios (fig. 131).

4, En dos circu :
ferencia de los 12

centros es igual ala di
00'=tr—T1 |
s la distancia de los centros €S &

Oy
dos circunferencias interior
Jirde - dios (5g. 132)- .

que la diferencia de los T

—BA del segundo miembro, este aumenta. =

Al suprimir el término

Luego: 00<r—T1

i i 12 de 10s centros®
6. En dos circunferencias concéntricas, 1a distancia d

a cero (fig. 133).
00'=0
CONS TR ( CITONES

i cia tang*
1. Problema. Con un radio dado trazar una circunferen

rectas no paralelas (fig. 134)-
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Respuesta. Se tienen las rectas AB y CD y el radio

/ dado r.
&r':f:-" - A una distancia igual al radio se trazan a las
-5 -’.{; = :: rectas dadas las paralelas EF y GH que al cortarse
\ “5~_4 determinan el punto O que es el centro de la cir-
~ \J,\ cunferencia pedida.
Fig. 134 H":.‘

2. Problema. Trazar dos circunferencias tangentes exteriores en un punto
de una recta y que pasen por dos puntos dados (fig. 135)-

Respuesta. Se tiene la recta AB y el
punto C y los puntos dados D y E.

W s S Se une el punto C con los puntos
: DyE.

¢ e Las mediatrices trazadas a los seg-
3 mentos CD y CE al cortar la recta AB
determinan los puntos O y O’que son
los centros de las circunferencias pedi-
das.

3. Problema. Con un radio dado trazar una circunferencia tangente a una
recta y a una circunferencia dadas (fig. 136).
= Respuesta. Se tiene la recta AB, la cir-
- 1 cunferencia O y el radio r.

- N \
/ : \ e *= G ] A una distancia igual al radio r se
\‘ ; ) \ / traza la recta CD paralela a AB. Con

= /,'*-F-'J._’_'

.‘/

) " un radio igual al radio dado més ¢l ra-

~N— w . dio de la circunferencia y haciendo

' ‘ centro en O se traza una circunferencia

auxiliar que al cortar la paralela CD

determina los puntos 0"y O que son

B centros de la circunferencia pedida.

4-fProb!_ema. Con un radio dado trazar una circunferencia tangente a dos

rencias dadas (fig. 137).
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Solucion. ‘ |

|

! R+ r=20cm. (1) ‘
Respu,esm. Se. tienen las circunferencias . R =i @) ' \
0y O’y el radio dado 1. ‘ : ‘
os radios de 1as ‘

Con radios iguales a 1 Sustituyendo en (1) el valor de R por su

\
, J i ; a- o - : |
: B circunferencias més ¢l radio dado ¥ 1; ; igual 12, resulta: |
" ciendo centro, respectivamente, e? e‘:} ' ' |
k \ ) puntos Oy O’se trazan dos circunier an ' 2 +1=20 L
A_ ) | cias auxiliares que al cortarsé detem‘gg -3 ol e +r= } o
~ >~ los puntos B y B"que son centros i
~

ig, 137 o Lt circunferencia pedida. Factorizando tenemos:

(r+5)(r—4)=0
cias tangﬂl‘ltes

1. Calcular la distancia de los centros de dos circunferen : o r+5=0:r=-5 R R=16.r=4
exteriores, sabiendo que la suma de los cuadrados de los radios ©8
g 2 r—4=0;r=4
cm?2 vy el producto de ellos es de 12 cm?

Nolacagt ' 3. La diferencia de los radios de dos circunferencias tangentes interiores
= R2 + 12 =25cm2. 6Y) ! es de 3 cm. y el producto de los mismos es de; 40 cm. Calcular los radios.
g Rr =12 om? @ Solucion.
L Al multiplicar por 2 la (2) igualdad, 108 da: , R—r=3 (6]
1Rr=24 (3) R.r=40 2 I R;\E}
' | /
Sumando ordenadamente (1) y (3), resulta: En la igualdad (1), tenemos: Nl

R=3+r (3)
R2+ 2Rr+ 12 =49

(R4+1)2=49 Sustituyendo en la igualdad (2) R por su valor 3 + r, resulta:
T 3+ 1) r=40
VR+1)2 =449 o
2+3r—-40=0
R+r=7
- Factorizando tenemos:
R. 00'=7

(r+8(@x-5=0
r+8=0;r=—-8
r—5=0;r=35

” . {07eS, §

2. Calcular los radios de dos circunferencias tangentes exten(;fes’_
do que la suma de los radios es de 20 cm. y el radio de la mayo
cuadrado del radio de la menor.
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4. La distancia de
cm. Si sus radios est

a) ;Cudl es el valo
tes exteriormente?

b) (Cudl es el valo
tes interiormente?

los ce:

¢ de los radios para que las circunferencias

Solucion 1.

\ R
T

T
)
r
11r=44%x3

11
r=12

8r=3(44

8r—3r=
Sir=132

Ry

ntros de dos circunferencias tangentes €s

4n en la relaciébn de 8 a 3:
r de los radios para que las circunferencias ¢

00'=R+ r=44

LJx
3

1
3

r=44x3

R=44—12=32

+ 1)

=132+ 31

132

¥

8+3

de 44

an tangen-

sean tangen-

r=l§_%=26-4 R. R=704. r=264

R=44+264=704

5. La distancia de los centros de dos circunferencias tangentes interiores
es de 12 em. Calcular los radios sabiendo que estdn en la relacién de 4 a 3:

Solucion.

00'=12

4r=3(r+ 12)
4r=3r+ 36

4r—3r=36
r=36 R.R=48. r=36.

R=36+ 12 =43.

6. ;Cudles]a distancia entre los centros de dos circunferencias tangentes
xteriores si la suma de los cuadrados de los radios es de 45 cm.2 y el
producto de ellos es de 18 cm.2 ?

R. 9 cm.

~ 7. La distancia entre los centros de dos circunferencias tangentes interio-
®S es de 3 cm. Si estas dos circunferencias fueran tangentes exteriores, el
idio de la mayor serfa 4 veces el de la menor. Calcular los radios.

R.R=4.r=1

- Tres circunferencias cuyos centros estdn sobre una misma recta son
!lteS exteriormente. La distancia entre el centro de la primera y el centro
E tercera es de 27 cm. Calcular sus radios sabiendo que el radio de la
"_' 1a es dos veces el radio de la segunda y el radio de la segunda es dos
"%8 el radio de la tercera.
R.R=12.r=6.r=3. c1oLe®

Ak ST’ITUTO LUC .

\ BIB X

G ok
p.Nu.U"L‘"




¢ los radios de dos circunferencias tangenies exteriores es de
de la mayor es igual al cuadrado del radio de la menor.:
de las dos circunferencias.
R. R=36.r=6.
10. La suma de los radios de dos circunferencias tangentes exteriores e
igual al cuadrado del radio de la mayor

de 4/9 dem.y el radio de la menor €s
s radios de las dos circunferencias.

9.1a suma di

42 cm. y ¢l radio
Calcular los radios

Calcular lo
R.R=1/3. r=1/9. .
11. La diferencia entre los radios de dos ircunferencias tangentes interig
res cs de 4 cm. y el producto de los mismos gs de 96 cm. Calcular los radig POLIGONOS
R R=12.7=8 . : Definiciones. Poli
\ es. Poligono es un conjunto de infini <
1 interseccion de varios semiplanos en u]n misrnolplaﬂg'os i

os circunferencias tangentes es¢ En el plano P (fig. 144), se trazan los segmentos FG, HI, JK, LM, NQ

centros de d
s 1a longitud de'le

la relaci6n de 5 a 3; jcudl e
as sean tangentes exteriormente?

12. La distancia entre los

48 cm. Si sus radios estdn en
radios para que las circunferenci
R R=30.r=18

13.En el problema anterior. ;Cudl es la Jongitud de los radios pa 2 C

las circunferencias sean tangentes interiormente?
R.R=120.r=72.

El segmento FG divide el plano P en dos semiplanos
El segmento HI divide el plano P en dos semiplanos :
El segmento JK divide el plano P en dos semiplanos‘.
g ::gmento LM d%v-?de el plano P en dos semiplanos.
gmento NQ divide el plano P en dos semiplanos.

La regid i
gibon ABCDE que es un conjunto de infinitos puntos comunes a

 Varios semj
planos de un mismo plano
denomina poligono. plano, cuyos contornos se cortan dos a dos, se
Por consiguiente:
Poligo, .
eSuny h’ﬁego elsi un conjunto de infinitos puntos de un plano cuyo contorno
i, poligonal convexa cerrada que est4 en dicho plano
r n poligono hay que consi .
igg nside :
gonales y ] pen'metro_q Beag los lados, los dngulos, los vértices, las

89
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Poligono céncavo. Poligono concavo es aquel cuyo contomno es una Iinea
forman su CO X = : :

o son los segmentos que 10T {ados B poligonal céncava y uno o varios dngulos interiores son mayores que 180°. El
ligono son los formados por dos ia ‘ poligono ABCDEF (fig. 148).
' Poligono equildtero. Poligono equildtero es el que tiene todos sus lados
congruentes.

Poligono equidngulo. Poligono equiingulo es el que tiene todos sus
ngulos congruentes.

Poligono regular. Poligono regular es el que, siendo convexo, tiene tanto
sus lados como sus dngulos congruentes. El poligono ABCDEF (fig. 149).

! ntorno.
Lados. Lados de un poligon

Angulos. Angulos de un PO

consecutivos.
Vértices. Vértices de un poligon
ales de un poligono son
La diagonal AD (fig. 145).

o son los de los 4ngulos del poligono.

los segmentos que unen dos

Diagonales. Diagon
yértices no consecufivos.

\\\\ l\\\\\ W\ \\"\\v
‘\&\\\\\\ AN \‘\\\ \\\\\-
\*\\ \ \\\\\\'
\\\ \\\ W

)
i,
' /s

/;

////,;f
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a de los lados que forman

D . Teniendo en cuenta el nimero de lados, los poligonos toman los

Perimet - )
ontorno. | siguientes nombres:
y= lo exterior de un poligono. Angulo exterior de un poligono es @ w Tridngulo 3 lados
i s lado y la prolongacion del lado adyacente. B8 Cuadrili 4 lnd
que estd formando por un rildtero lados
- Pentdgono 5 lados
4ngulo a (fig. 146). . olocadas , .
Los poligonos se designan generalmente por letras mayusculas ¢ Hexigono 6 lados
en los vértices. Heptdgono 7 lados
‘ : Octdgono 8 lados
Clases de poligonos: Enedgono 9 lados
o Decigono 10 lados
es aquel cuyo contorno N Endecdgono 11 lados
Poligono convexo. Poligono convexo te g0 o
ik ¢ consiguiente cada uno de los Angulos in Dodecdgono 12 lados

l{nea poligonal convexa y po

es menor que 180°. El poligono ABCDE (fig. 147). s 12iado

Los demas polfgonos se designan segiin el mimero de lados:
Poligono de 14 lados, polfgono de 18 lados, etc.

i h'gonos congruentes. Dos poligonos son congruentes cuando existe
“SPondencia entre sus elementos. Si los pares de lados correspondientes
Wnslventes y los pares de dngulos correspondientes son congruentes, se
. e los poligonos son congruentes. Los poligonos ABCDE y
‘D°E’ (fig. 150).

/f}ﬁ/
f,,,

W// /gf{//%

i1/

///// /////-

. ¢




De la congruencia de 1

AB=A'B
BC=BC
D=CD’
DE=D'E
EA=FEA’
AA=%A
%B=%B
AC=%C
xD=%D’
XE =% E

Como la igualdad y la congruencia significan lo mismo,

tuir un término por el otro.

Corolario. Dos “poligonos

ntimero de tridngulos congruentes y

TEOREMA. La suma de 1

jgual a tantas veces dos dngu

dos.

Hipo

os poligonos ABCDE y A’B’C'D’E’, se deducej

AB= AR
BC=B'C’
cD=CD
DE=DE’
EA=EA
XA=Z A’
X B=%AB
=R C
X D=XD"
X E=%E

QQQDQC‘.‘.QQQD

con
dispuestos del mismo modo.

os 4ngulos interiores de un poligono ¢o

t. : Poligona de n lados.

Tesis: Suma dngulos interiores:

92

2r(n-2) o 1800 (n-2)

podemos: sust

gruentes pueden descomponerse ef ig

los rectos como lados tiene el poligono me

.Al trazar fiesde el vértice A todas las diagonales que parten de dicho
v‘ér‘uce, el Pohgono queda descompuesto en tantos tridngulos como lados
tieng el poligono menos dos, o sea n — 2 tridngulos.

o i:on;o 11a stuma d;: los dngulos del poligono es la misma que la de los
4ngulos de los tridngulos v la suma de los dngulos inferiores de cada tri
es igual a 2 rectos, tenemos: g v

Suma dngulos interiores: 2rin — 2) 0 1809 (n — 2)

Valcfr de.un dngulo interior de un poligono regular. Como el poligono
Iregular tiene iguales todos sus dngulos interiores, el valor de uno de ellos serd
igual a la suma de todos los dngulos dividida entre el niimero de lados, luego:

Valor dngulo interior: 2r(n —2) i 1800 (n - 2)
n n

TEORE"MA. La suma de los dngulos exteriores de todo poligono
convexo, es igual a cuatro dngulos rectos.

Hipét. : Poligono de n lados
Tesis: Suma dngulos exteriores:
4r. o 3600

El 3 interi 5

. :{t;g‘tl.lo interior y el ngulo exterior en cada vértice son suplementarios
Bicrio. mgmen_te suman 2r. Por lo tanto la suma total de los 4ngulos
3 ¥y exteriores de un poligono esigual a 2.

Restand

& o de la suma total de los 4 interi

ing X 3 dngulos interi ;

; filos interiores, tenemos: g ores y exteriores, los

2m — 2r(n — 2) = 2m — 2m + 4r.
Reduciendo nos da: Suma dngulos exteriores = 4r. 0 3600

de : .
tlog interi;:: ':1"81410 exterior de un poligono regular. Como todos los
s de un poligono regular son iguales, los exteriores también

Va[o r

-
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y por lo tanto el

serdn iguales :
todos los angulos dividida entre el mimero de lados, luego: it a
N o 3600 : . Calcular el valor de los dngulos interi ¥ :
Valor dngulo exterior __-%r_ |-t S de un polfgono de 18 lados. ol aaeblabitals
8
TEOREMA. El ntimero de diagonales de un pol{gono s igual al produc Solucion.
Jados del poligono por ¢l nmero de lados MEREE :
; De la férmula 2 r (n — 2), se deduce:

de la mitad del numero de
ires.

Hip6t.: Poligono de n lados.

Tesis: Nimero de diagonales: L 7Y
e - /
in - 3) Moz

De cada vértice del poligono
{ados tiene el poligono menos tres,

Como el poligono tiene n vértices

tenemos:

Valor

ints.

180°
cuadrildtero nm
e gone | 5| _s#00 (360
hexagono nm
heptigono 900°
octogono “ 1080°

eneagono

| 9 |
decagono “

undecdgono | 11

dodecagono

M

valor de uno de ellos serd

Nimero de diagonales = —2'1—(n ~3) 1

de los distintos elementos de los p

e P

i Angulo interior. Angulo exteriof. { =

Poligonos. Lados. > gu
m{

360° |

E@m_

igual a la suma de

e Vs

los interiores suman 4.140.

se pueden trazar tantas diagonales
osean — 3 diagonales. i
y cada diagonal estd repetida dos

rimeros 10 poligonos ®

108°

PROBLEMAS

Solucion.

1800 (18 — 2) = 180 x 16 = 2.8800

De la férmula % (n - 3), se deduce:

18
9 (18 -3),=9x15=135

2, Calcular el niimero de lados de un poligono sabiendo que sus dngu-

De la formula, 2r(n — 2), se deduce:

1800 (n — 2) = 4.140
180 n — 360 = 4.140
180 n = 4.140 + 360

_ 4.500

180

Solucion.

n=

3. Calcular el niime ;
ro de di p .
08 interiores suman 2.160. sgonsles. de. yn| paligano, ‘Atiadl Gue ke

De la férmula, 2 r (n — 2), se deduce:
1800 (n — 2) = 2:160

180n — 360 = 2.160

180n = 2.160 + 360

2520

=125

R. 2.8800

R. 135 diagonales.

R. 25 lados.

= 14 lados.




{

n+ 6=0;n=-6
A~9=0; a=9

1
'.'7"% '
i Aplicando la formula _;— (n — 3), se tiene:

| —%4——(14—3)=7x11=77.
R. 9 lados,

R. : ; dlﬂgE i . » .

7 "
lar es de — de recto. i
gu : _ niimero de diagonales es 35.

terior de un poligono re

I \ 4. El valor del dngulo in
las diagonales del poligono.

Calcular el nimero de lados y
Solucion.

Solucion.
Aplicando la formula, 21(n—72) g tiene:
n

Aplicando la fi n
a férmula, 2 (n — 3), se tiene:
=9
3 = 35,

n(n-3) = 70
n2 -3n-70=0

2(n—2) o By
4

n

g(n—2)="7n
8n—16=17n Factorizando, tenemos:
8n—Tn=16
1 m-10)(n+ 7)=0
516 n—-10=0;n= 10
n+ 7 =0an==1 |

Aplicando la férmula,%(n — 3) se tiene:
16 n = 10 lados
__(16_3)=8x13=104. _
) ¥ Aplicando la férmula, 2800~ 2y n S
R. 16 lados y 104 diagonait n i
180 (10 — 2
=18x 8 =144

10

poligono es 27. Calcular sus lados i

5. El nimero de diagonales de un
R. 144.

Solucion.

7. Los 4ingulos interi
40 gulos interiores y los dngulos exteri
¥ 1ectos. Calcular los lados del poh’gorglo. ;f-’xzf;‘)nores 3e'on. poligono MU

8. El 4neulo inter
i gulo interior de un poli] : I
88 lados del polggone. R 13 poligono regular mide lg_ de recto. Calcular 1

9. Los 4
lados ngulos interi .
A S e poligono. riores de un poligono suman 4.680°. Calcular los
\

R. 28

Aplicando la férrmﬂa,—rzl(n — 3), se tiene:

_n!n-*31 =27
2
n(n-—3)=54

a2 —3n—54=0

! 10, Los 4n

1 o .
ular | gulos interiores y exteriores de un poligono suman 5.760° ‘

05 lados del poligono.
|

R.32 ;
|

3\{ 97

Factorizando, tenemos:

(n+ 6)(n-49)=0

.

: §




11. Los 4ngulos interiores de un poligono suman 7.9200. Calcular las

diagonales del poligono. : :
R. 989 '

12. Calcular las diagonales de un poh'gonO';i sus 4ngulos interiores ¥ 3

exteriores suman 7.5600.

R. 819
13. Si los 4ngulos interiores de un poligono suman 100 rectos. Calcular :
las diagonales que se pueden trazar en dicho poligono. 2
R.1.274 : Clusth
s t ‘ E . : 5 sificacion de los cuadrildt L e
14. El 4ngulo interior de un poligono regular mide 1650. Calcular log I eros. Los cuadrildteros se clasifi
g elo ; ; ifican en pare-
lados del poligono. k. gramos, trapecios y trapezoides.
Paralelogramo. Paralelogramo es el cuadrildtero cuyos lados opuestos son

R. 24
paralelos. El paralelogramo ABCD (fig. 155).

15. El 4ngulo interior de un poligono regular mide 1720 30°

diagonales del poligono. :
R. 1.080 1

16. Calcular el nimero de lados del polfgono regular cuyo 4ngulo interior

mide %’: de recto.

. Calcular -:

R. 28 5
nimero de diagonales del poligono regular cuyo '

17. Calcular el
interior mide 1127 de recto.

R. 527

18. Los 4ngulos de un pentdgono ABCDE so
5y 6. Calcular el valor de cada uno de los angulos. ‘
R. A = 540; B = 81°; C = 108°; D N

19. Si el nimero de diagonales de un poligono es 35, calcular sus lad

R. 10
0. Calcular €l dngulo interior de un poligono regular sabiendo qu Cuadrado. Cuadr
, : S - . ado es el paralelogra ti ;
- 4 L le gramo que tiene los cuatro | ;
amero de diagonales es 4 0 1 8 Y los cuatro 4ngulos rectos. El cuadrado ABCD (fig. 158). o lados igua

R. 1470 16’ 21" —
11

Trapecio. Trapecio es el cuadrild i
atero
opuestos paralelos. El trapecio ABCD (fig. 152;1.'3 L E

Trapezoide. Trapezoide es el cuadrila
adrilatero
Paralelos. El trapezoide ABCD (fig. 157). e

Clasificacion de los :
paralelogramos. Los paralelo :
. Cuadrados, rectingulos, rombos y romboides. - gm0y o o

n como los nimeros 2, 34
L)

= 1350; E = 1629

b

CUADRILATEROS g

Definiciones. Se llama cuadrildtero al polfgono de cuatro lados.

latero ABCD (fig. 154).




desiguales y los cuatro sngulos rectos. El rectangulo ABCD (fig. 159).

] \

\
t' ‘ Rectingulo. Recténgulo es ¢l paralelogramo que tiene os lados contiguos |
F

' Rombo. Rombo es €l paralelogramo que tiene sus cuatro lados iguales y.

ales. E1 rombo ABCD (fig. 160){

¥ | los dngulos contiguos desigu

L i Romboide. Romboide es el paralelogramo qué tiene los lados y los angus
Lﬁj los contiguos desiguales. El romboide ABCD (fig. 161).

i) Clasificacion de los trapecios. Los trapecios se clasifican en: trapecio

escaleno.
sngulo es el que tiene dos 4ng 0

rectangulo, trapecio isosceles y trapecio

& Trapecio rectdngulo. Trapecio rect
r rectos. El trapecio ABCD (fig. 162).

AW /. \ [
S Y
4 l- .r ,l
| ul P S l‘__,___.___.,___w._‘.x 'L____-
1+ LE)E A B A 8 A

Fig. 162 Fig 163

iguales los lad 0

Trapecio isosceles. Trapecio isosceles es el que tiene
paralelos. El trapecio ABCD (fig. 163))

Trapecio escaleno. Trapecio escaleno es el que no es ni rectangull

isbsceles. El trapecio ABCD (fig. 164).
Bases del trapecio son los dos lados paralelos.
Altura del trapecio esla distancia entre las dos bases.
Base media del trapecio es la recta que une los puntos
no paralelos.

medios de

PROPIEDADES DE L OS PARALEL OGRAMOS

TEOREMA. En todo paralelogramo sus lados opuestos son igud

100

Hipét. : AB || DC; AD || BC. |
Tesis : AB = DC; AD = BC. |
Se traza la diagonal AC. |
Los tridngulos ADC y ABC son iguales por tener un lado igual adyacente

a 4ngulos respectivamente iguales, a saber:
AC lado comiin a ambos tridn
08.
%2, por alternos internos. i
Z 4, por alternos internos.
Luego: AB=DCy AD=BC

Reciproco. Un cuadrilit
; ero .
gales es un paralelogramo si sus lados opuestos son

%]
%3

TE
OREMA. En todo paralelogramo sus dngulos opuestos son iguales.

Hipét.: AB || DC, AD || BC
Tesis: 2A =2 C, 2B =% D.

Los dngules A i '
; y C tienen sus lados respectiva T
®n sentido contrario lo mismo que los éngulcin)s By ];n ente paralelos y dirigidos

Luego: % A=% C,y SB=%D

Reciproco. U iacs
. ‘0. Un cuadrildte : ;
00 iguales, 1o es un paralelogramo si sus dngulos opuestos

TEOREMA. Tod
. MA. Todo cuadrilat i .
#aralelos es un paralelogramo. ero que tiene dos lados opuestos iguales y




Higee A DC, AB | DF 3 Rcfr:z'proco. Si las diagonales de un cuadrilitero se dividen mutuamente en
i AR sl ] partes iguales, es un paralelogramo. A

: 2 Propiedades parﬂ"culares. El rectangulo, el rombo y el cuadrado son para-

elogramos que ademds de tener las propiedades generales de todos los parale-

Se traza la diagonal DB. i
logramos, tienen otras particulares. ‘

I

\

|

|

\

gulo igual coms:

Los triéngulos ABD ¥ BDC sor iguales por tener un 4n
prendido entre lados respectivamente iguales, a saber: } Las diagonales de un rectingulo son iguales
52 =adporabag. i v i Las diagonales de un rombo son desiguales y perpendiculares entre si. I‘
Las diagonales de un rombo son bisectrices de los dngulos del rombo. e |

is d{agonales de un cuadrado son iguales y perpendiculares entre Si.
. s diagonales de un cuadrado son bisectrices de los dngulos del cuadrado.
En todo paralelogramo la interseccion de las diagonales es un centro de

ARB = DC Por hipotesis.
BD comin 2 ambos tridngulos.

risngulos iguales a lados iguales se oponen angulos iguales, se

Como en t
tiene:
o) = &3 simetria.
Giendo los dngulos 1y 3 alternos internos, resulta:
AD || BC PROPIEDADES DE LOS TRAPECIOS :
Luego: El euadrilatero ABCD es un paralelogramo. ‘. E segﬁﬁiyA' La base meis deum trapecio es paraleld alas bases o igal g

TEOREMA. Las diagonales de un paralelogramo s€ dividen mutuamen

en partes iguales.

Hipét.: ABCD trapecio, MN base media

Tesis : MN || AB y DC. MN = AB + DC
2

Hipét.: ABCD paralelogramo
AC y BD diagonales.

Tesis :0A = 0C, OB = 0D.

Se traza la diagonal DB.

E . >

El:l ei tn.angulo ABD, 1a recta OM es paralela e igual a la mitad de AB.

Pore trh’fng.ulo BCD, la recta ON es paralela e igual a la mitad de DC.
consiguiente ON es paralela a AB por ser DC paralela a AB.

ando los trisngulos AOD y BOC, tenemos:

AD = BC por hip6tesis.

%92 =7%5 por alternos intemos.
X 1=%6 por alternos intermnos.
y BOC son iguales por ten€
te iguales.

Consider

Luego: MN || AB y DC.

Ademds;
oM =AB_  on=DC
2 2

Por lo tanto: Los tridngulos AOD
igual adyacente a angulos respectivamen

Luego: 0A=0Cy OB= OD.

102 {




| '
t
i Sumando ordenadamente, se tiene:” 7, f

oM+ ON=AB 4 DC ; O
i 2 2 _‘ i A i~
gl OM + ON =MN foiate s e

| SR L Luego:ﬂﬂ\l:_ii_-,ﬂ_ét_D_C_ I =
‘I' ' : Respuesta. Se.toma AB= a. Con el lado AB y la mitad de cada diagonal
s Los dngulos adyacentes a los lados no paralelos de un trapecio, Son i s construye el trifngulo AOB. Se prolongan log laucs del tridngulo por el

I plementarios. ' 3 vértice O y se toma OD =0B y OC =0A.

'I'L ‘: Hao AnpIos GENCERIFS & W misma base de un trapecio issceles, SO Uniendo el punto D con A, C con B y D con C se obtiene el paralelogra-
'- lguales. mo pedido ABCD.

3. Construir un paralelogramo conociendo las dos diagonale A
sy el
que forman (fig. 172). : T

Las diagonales de un trapecio isosceles son iguales.
La mediatriz comin a las dos bases de un trapecio isosceles, es un e]e
simetria. i

CONSTRUCCIONES

1. Construir un paralelogramo conociendo dos lados y el dngulo coms
prendido (fig. 170).

' "Respuesta. Se construye un 4ngulo a’=a y se prolongan sus lados por el
vértice O. Se toma la mitad de la diagonal d y haciendo centro en O se

dete.rminan los puntos D y B, luego se toma la mitad de la diagonal d'y
haciendo centro en el mismo punto O se determinan los puntos A y C.

Uniendo consecutivamente los extremos, se obtiene el
‘ : aralel -
dido ABCD. i Gy

4. Construir un cuadrado conociendo la diagonal (fig. 173).

Fig. 170

Respuesta. Se traza una recta cualquiera y en un punto A de ]a misma §
construye un dngulo s’=s. Se toma AB=ay AD=b.

Haciendo centro en B y D y con medidas iguales a AB y AD respecti Vi
mente se describen arcos que al cortarse determinan el punto C.

Uniendo el punto C con B y con D se obtiene el paralelogramo P
ABCD. '

2. Construir un paralelogramo conociendo un lado y las dos diag
(fig. 171).




o ceniro en

: . iord
sulares indefinidas. Hacien el '
. ulares y con una medida igual a

Respuesta. Se trazan dos perpendi
que al unirlos

o O donde se cortan las dos perpendic 6
qoonal se determinan los puntos A. B,

1 cuadrade pedido ABCD. _ .
doun lado y la diagonal (fig. 17 ).

el punt
la mitad de la di
consecutivamente nos dan el :

5. Construir un rectangule conocien

i i a hipotenus
Respuesta. Se construye el tridngulo recta;g;l;yB(;z ::;ﬂl o
—b. Haciendo centro en
e g),{e:e‘;:t::'gvﬁen riben arcos que al cortarse dete
AB Yy

te se desc

Pu“t;}({- do el punto C con B y con D se obtiene el rectingulo ‘
nien
i ciendo sus dos diagonales (fig. 175).)

6. Construir un rombo cono:

endiculares indefinidas. Haciendo €€

Respuesta. Se trazan dos perp o

diculare
donde se cortan las dos perpen e
;1 Pu'té;g (d)le E‘ndiagona] d se determinan los‘puntos Bt r}ci’ z,el e
::lergilda jgual a la mitad de la diagonal 4"y haciendo cen
O se determinan los puntos A’y C3
Uniendo consecutivamente los ex

ABCD.

tremos se obtiene el 10

106

7. Construir un trapecio isésceles conociendo sus dos bases y la altura
(fig. 176).

\

.

Respuesta. Se traza AB=b y la mediatriz EF =1.. Por el punto ¥ se traza
una paralela a AB. Haciendo centro en el punto F y con una medida igualala
mitad de b “se determinan los puntos D y C.

Uniendo D con A y C con B se obtiene el trapecio pedido ABCD.
EJERCICIOS

1. Construir un paralelogramo conociendo un lado y las dos diagonales.

2. Construir un rombo conociendo un lado y una diagonal.

3. Construir un cuadrado conociendo el lado.

4. Construir un trapecio rectdngulo conociendo las dos bases y la altura.

5. Construir un trapecio isésceles sabiendo que la base mayor mide 6 cm.
¥ que los lados no paralelos miden 3 cm. cada uno y forman con la base
mayor dngulos de 45°.

6. Calcular el lado de un rombo si su perimetro es equivalente al de un
tridngulo equildtero cuyo lado mide 24 cm.
7. El perfmetro de un rectdngulo es de 120 cm. Calcular sus dos dimen-
Siones sabiendo que estdn en la relacién de 2 a 3.

8. El perimetro de un paralelogramo es de 320 cm. y uno de los lados

€5 % del otro. Calcular los lados.

9. En la figura 1761 el perimetro del tridngulo is6sceles ABC es de 65
‘ cm. y la relacion de cada uno de los lados iguales con

el lado desigual es de 5 a 3, ademds los puntos B, A y

C son puntos medios de ED, EF y FD. Calcular:

1. El perfmetro del tridngulo EFD.

2. El perfmetro del paralelogramo EACB.

3. El perimetro del rombo AFCB.




10. En el problema anterior el 4ngulo E mide 70 grados. Calcular:
1. Los 4ngulos del paralelogramo EACB.
2. Los 4ngulos del trapecio EACD.
11. En la figura 1762 se tiéne un trapecio isosceles ABCD.
El segmento

EF que une los pun-

tos medios de las

se menor BC mide
20 c¢m. Calcular:

1. La base media.
2. La base mayor.

12. En la fig

: : 176—3 se tiene
trapecio ABCD.

=g ML cular la base m
EF y la base menor
BC, sabiendo que I8

base mayor AD 1
30 cm. y GF mides
cm. s

13. En un paralelogramo dos 4ngulos consecutivos miden x +20 y 3X=
40 respectivamente. Calcular la medida de cada uno de los dngulos.

14. Calcular ¢l valor de cada uno de los éngulos de un cuad
ABCD. sabiendo que el dngulo A es doble del 4ngulo B, el dngulo B es
del 4ngulo C y el 4ngulo C es la mitad del angulo D y ¢l dngulo D es igual a%

diagonales AC y BD, &
» mide 10 cm. y laba-

UNIDAD 9

EQUIVALENCIA Y TRANSFORMACION DE FIGURAS.

Figuras Equivalentes. F

Nivay schi : y
it T ig quivalentes son todas las que tienen igual -

(8]

/

/
y a o |
e i

- j; N e [
8

A rtepresenta el drea de la superficie ABCD, A ‘el 4rea
EFGH y A el drea de la superficie I JKL.

SiAesiguala A’y A esiguala A”, las tres figuras son equivalentes.

. Caracteres de la equivalencia. En la equivalencia de
Mmismos caracteres generales de la igualdad.

Cardcter idéntico: A es equivalente a A.

de la superficie
figuras se cumplen los

Cardcter reciproco: Si i ! i
1 i) © 8i A es equivalente a A entonces A “es equivalente a

Cardcter transitivo: Si A e i !
i § equivalente a A’y A’es equi £
entonces A es equivalente a A . / bion il

Relaciones de equivalencia. Si dos tridngulos tienen igual base e igual

altura, son equivalentes.

? dos Wdoms tienen igual base e igual altura, son equivalentes:
odo trigngulo es equivalente a un paralelogramo que tenga la misma

—€ Y la mitad de la altura.

Todo tridngulo es equi misma
. equivalente a un paralelo, -
3 la mitad de la base. T e




r la misma
Todo paralelogramo es equivalente a un tridngulo que TENEe

" base y el doble de la altura.
Todo paralelogramo es equivalente a un tridngulo 4
altura y el doble de la base.
Todo trapecio es equivalente a un paraiclogra
altura v la base sea igual a la base media del trapecio
bases.

ue tengd la misma

mo que tenga la misma
o a la semisuma de las

2 At ey walentes de igual
Transformar un tridngulo en uno o varios tridngulos equiv

base y altura (fig. 178).

Los tridngulos ABC, DEF y GHI son equivalentes por
base y la misma altura.
AC =EF = HI, por construccion.
h=h"= h”, por ser segmentos de paralel
Transformar un paralelogramo en otro paralelogramo
base y altura (fig. 179).

1s entre paralelas.

Pa'e i rque
Los paralelogramos ABCD y A'B'C D’ son equivalentes porq

la misma base y la misma altura.
AB =A’B’, por construccion
= h’, por ser segmentos de paralelas entre P

$

aralelas.
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r.l

que tienen la misma

equivalente de igual

Transformar un tridgngulo en un paralelogramo equivalente que tenga la
misma base y la mitad de la altura (fig. 180).

Se tiene el trigngulo ABC (fig. 180).

f %
¥ Por el punto C se traza CE paralela a AB y por
. D punto medio de AB se traza DE paralela a AC.
o Siendo los tridngulos CFE y DFB iguales, el
' 4 paralelogramo ACED seré equivalente al tridngulo

ABC.

'[ Transformar un tridrigulo en un paralelogramo equivalente que tenga la

misma altura y la mitad de la base.

Se tiene el tridngulo ABC (fig. 181).

Por el punto B se traza BE paralela a AC y por
D punto medio de AC se traza DE paralela AB.

Siendo los tridngulos DOC y BOE iguales, el
paralelogramo ADEB serd equivalente al tridngulo
ABC.

Transformar un paralelogramo en un tridgngulo equivalente que tenga la
misma base y el doble de la altura.

Se tiene el paralelogramo ABCD (fig. 182).

Se prolonga AD y se toma DE = DA y se une
E con B.

Siendo los tridngulos BFC y DFE iguales, el
tridngulo AEB serd equivalente al paralelogramo
ABCD.

] Transformar un paralelogramo en un tridngulo equivalente que tenga la
fSma altura y el doble de la base.

Se tiene el paralelogramo ABCD
(fig. 183).

Se prolonga AB y se toma BE =
BA y se une E con D. ;

lente al paralelogramo ABCD.

Siendo los tridngulos BFE y DFC
iguales, el tridnguio ADE serd equiva-
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Nota: Para una mejor interpretacién de este capitulo consiltese lo trata-

Transformar un trapecio en un paralelogramo equivalente que tenga la
- do sobre relaciones métricas entre las lineas del tridngulo y proyecciones il ‘
|

misma altura y la base sea igual a la base media.
. (pag. 139).

?__ i H_7G___ ) Se tiene el trapecio ABCD (fig. 184). g 1
\ PR ECENT AL o = |
/ Se prolonga DC y por E punto medio de BCse REPRESENTACION GRAFICA DE LAS RELACIONES ANTERIORES ‘ 1
/ NG traza FG paralela a AD. : A % s i

/ N\ . En todo tridngulo rectdngulo el
g Ay \ Siendo los tridngulos FEB ¥ CEG iguales, el es equivalente al rectdngulo qugemtie;em;drrﬁ; son_struido sobre un cateto |

' i paralelogramo AFGD serd equivalente al trapecio tridngulo y la proyeccié nsiones la hipotenusa del
o proyeccién del cateto sobre ella (fig. 186)
ABCD. p . 3 ‘

” |

ELACIONES ENTRE LAS LINEAS DEL TRIANG ULO RECTANG P Y-
AN El cuadrado ACED es equivalente al

rectdngulo FGHC.

deran seis lineas principales:

En todo tridngulo rectingulo se consi
ones de los catetos sobre la hip

hipotenusa, los dos catetos, las dos proyecci

tenusa y la altura.
b2=an

En el tridngulo rectdngulo BAC (fig. 185), se ti

ne:

a hipotenusa, ¢ ¥ b catetos, m y n proyed 5‘.’"’{

" de los catetos sobre la hipotenusa, h altura. 5 tode toingils wotkigulo ol cusdado contraido i
ido sobre la altura

. correspondiente a la hipotenusa es i
. . : equivalente al rectangulo i
dimensiones las proyecciones de los catetos sobre ella (fig 511187)‘1113 e

Fig 185

Con estas seis lineas del tridngulo rectingulo se pueden establece;_t?

otras, las siguientes relaciones:
1. En todo tridngulo rectinguio cada cateto al cuadrado es igual
n del cateto sobre ella. ¥

ducto de la hipotenusa por la proyeccié

El cuadrado DFAE es equivalente al
rectangulo FGHC.

c2=am
b2 =an ' 7 1oy
2. En todo tridngulo rectingulo la altura correspondiente a la f R
al cuadrado es igual al producto de las proyecciones de los cateto&T hipoin todo tridngulo rectingulo el rectingulo que tiene por dimensi
nusa y la altura correspondiente a la hipotenusa es eqlﬂvalentelele;t

hipotenusa.
tdn, ;
2ulo que tiene por dimensiones los dos catetos (fig. 188)

h2 =m.n

lo el producto de la hipotenuse por |

3. En todo tridngulo rectangu
t0 de los dos Catess

correspondiente a la hipotenusa €s igual al produc.
ah=cb I
4. En todo tridngulo rectingulo la hipotenusa al cuadrado €

suma de los cuadrados de los catetos.
a2 = c2 + &
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ﬁl rectingulo BDCA es equivalente 2l rectingulo EFGH. b

_ah=cb 7

En todo tridngulo rectdngulo el cuadrado construido sobre la hipotemt:-sa
es equivalente a la suma de los cuadrados construfdos sobre los catetos (fig.

189).

l /.\\ ‘ El cuadrado BAJK es equivalente al
WA J rectingulo BEFD. |
£ A r/ El cuadrado ACHI es equivalente al i
y A rectangulo DFGC. J
e DE : . Por lo tanto, la su;na de Lclas iuadr;: ‘
AJK y ACHI serd equivalente a la =
am | A a (si::rsm?de 103 rectdngulos BEFD y DFGC.
b Los rectdngulos BEFD y DFGC son
e G equivalentes al cuadrado BEGC. e

Hig 189 E
Luego: el cuadrado BEGC es equivalente a la suma de los cumirm.lojs_;E
BAJK y ACHIL i

a2 =¢2 + b2

EJERCICIOS

1. En un tringulo rectdngulo la hipotenusa mide 15 cm. y uno de
catetos mide 12 cm. Calcular la proyeccién del cateto sobre la hipotenusa. -

R. 9.6 I

2. En un tridngulo rectédngulo un cateto y su pr?)'eccién sobre 1a hip ; Il

nusa miden respectivamente 6 v 4.8 ¢m. Calcular la hipotenusa.
R. 7.5 cm.

3. En un trisngulo rectdngulo la hipotenusa mide 25 cm. y la prof
de uno de los catetos mide 9 cm. Calcular el cateto.
R. 15em.

4, La altura correspondiente a la hipotenusa en un tridngulo tr; ang
mide 7.2 cm. y una de las proyecciones mide 5.4 cm. Calcular la 0 _

cién. R. 9.6 cm.
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5. Las proyecciones de los catetos de un tridngulo rectingulo miden
respectivamente 8 y 4.5 cm. Calcular la altura.

R. 6. cm.
6. En un tridngulo rectingulo los dos catetos miden respectivamente 4.5
¥ 6 cm. y la altura mide 3.6 cm. Calcularla hipotenusa.
R. 75 ¢em,

7. En un tridngulo rectdngulo la hipotenusa mide 30 cm., la altura corres-
pondiente a la hipotenusa mide 14.4 cm. y uno de los catetos mide 18 cm.
Calcular el otro cateto.

R. 24 em.

8. Calcular 1a longitud de las hipotenusas de los tridngulos rectingulos
cuyos catetos miden respectivamente:

1. 3cmy 4em. R.5em.

2. 6cm.y 8cm. R 10cm. —
3. 9cm.yl12cm. R. 15¢cm. - %’
9. Calcular la longitud de uno de los catetos de los tridangulos rectéugu]ws m )
cuya hipotenusa y el otro cateto miden respectivamente: P E;
1. 15cm.y 12 cm. R 9em. i o 1. 8

2. 20cm.yl6éem. R 12cm e

3. 25cm.y20cm. R 15cm. a "O" c

10. El lado de un cuadrado mide 18 cm. Caloular su disgonal & ny &
R. 2545 cm. s M _‘*__’J’

11. La diagonal de un cuadrado mide 12 ¢m. Calcular el lado. bt gj «%

R. 848 cm. ARREEE:

12. Las dimensiones de un rectingulo miden 16 y 12 em. respectiva- t'_"3

Mmente. Calcular su diagonal.
R. 20 em.
13. Ellado de un tridngulo equildtero mide 12 cm. Calcular su altura.
R. 10.39 cm.

14. En un tridngulo isésceles la base mide 12 cm. y uno de los lados
ales mide 10 cm, Calcular su altura.

R. 8em,
i 15. Enun trapecio isdsceles las bases miden 21 y 9 cm. respectivamente y
$ lados no paralelos miden 10 cm. cada uno. Calcular las diagonales del

Mapecig
R. 17c<::‘ &

115



16. Las diagonales de un rombo miden 18 y 24 cm. respectivamente. Cal-

cular su lado.
R. 15 cm.

GEOMETRIA

CUARTO ANO

PARTET
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| : UNIDAD 1

, | FIGURAS SEMEJANTES.

Razones y proporciones

: Definiciones. Se llama razén geométrica o relacién de dos cantidades al
b cociente que resulta de dividir la primera entre la segunda.

Larazénentreay b es _;_ que se leea esa b.

Los dos términos de una razon se llaman: antecedente al primero y
consecuente al segundo.
Por lo tanto podemos también definir que, razén o relacién de dos canti-
dades es el cociente que resulta de dividir el antecedente entre el consecuente.
Razon de dos segmentos. Razén de dos segmentos es la relacién en que
estdn los nlimeros que expresan la longitud de dichos segmentos.

a

Fig. 1

Tenemos los segmentos @ y b, que miden respectivamente 3 y 5 cm. (fig.

1).

La razén de estos dos segmentos es —};’— v} T3 6 06

Proporcion. Proporcién es la igualdad de dos razones.

Segmentos proporcionales. Dos segmentos son proporcionales a otros dos
Qiando la razén o relacién de los dos primeros es igual a la razén o relacion de
S otros dos.

I/

7 & 119
ARl
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8 3 ‘ cm. ‘105
Ternemos los segmentos @ y b que miden respectivamente 3ysem.Yy

segmentos ¢ yd que miden 6 y 10 cm. (fig. 2).

3 g
La raz6n de los dos primeros segmentos es: _;( 0 _5;:

6 » 3 L
La raz6n de los dos segundos segmentos es: % 0 T g B

; i es entig
Luego, las raches%y;_ son iguales a % . Por lo tanto, son igual

si y forman la siguiente proporcién:

37 .2 resar de:
Modo de expresar una proporciéon. Una proporcion $¢ puede exp

una de las maneras siguientes:

JE
b

o .

. , AL, orci¢n SR
Cuarta proporcional, Cuando los cuatro términos de una pmlijacién alos
diferentes, cada uno de cllos es una cuarta proporcional coil T& %

otros tres.

s o los extremos de
orcional, ¥

Media y tercera proporcional. Cuando los medio
proporcién son iguales, cada uno de ellos se llama media prop
otros dos tercera proporcional. - udes, es ull

La media proporcional o media geométrica, entre dos magii usiol,‘l o5 10
segmento cuyo cuadrado equivale al rectdngulo que tengd por dimet: '
otros dos segmentos.

Sean los segmentos ¢ y b que miden res
segmentos b y d que miden 4 y 8 cm. (fig. 3).

pectivamente’ 2y 4 cm }'

120

La razén de los dos primeros scgmentoses: 2 6 _<
b

on

La razoén de los dos segundos segmentoses: _

d 8

Luego, s razones 2 y P son igualesa 2 .Por lo tanto, son iguales entre
g ¥ g 5
b d 4
i v forman la siguiente propercién:
_8 _ b  dedonde:b? = ad
b d

Propiedades de las proporciones. 1. En toda proporcioén el producto de
los extremos es igual al producto de los medios.

2. En toda proporcién un medio es igual al producto de los extremos
dividido entre el otro medio, y un extremo es igual al producto de los dos
medios dividido entre el otro extremo.

3. En toda proporcién continua, la media proporcional o media geométri-
Ca es igual a la rafz cuadrada del producto de los otros dos términos.

4. En toda proporciér la suma del antecedente y consecuente de la
Pric -a razdm es a2 la suma del antecedente y consecuente de la segunda
f20n, como el antecedente de la primera es al antecedente de la segunda o
€omo ¢ consecuentz de la orimera es al onsecuente de la segunda.

b a c ’ a b g hd
De la proporcién: _~_ = _—_, se tiene:
b d b d

b a

de donde: 2 =9 o= TEuN T
c +d d c

5. En toda -~rie de razones iguales la suma de los antecedentes es a la
fuma de Jos consecuentes, como un antecedente es a su consecuente.




1 de | Respuesta.— 1. (Por medio de un 4ngulo). Se tiene la recta AB. Desde el

i se divi entos iguales, y por los puntos de s

ﬂ%ﬂ‘m—tiz ﬁgﬁfgacﬁ:ﬁ; 535:2 recta cortada por estas paralelas’ extremo A se traza una recta indefinida AM y desde A se toman seis distan-
e ’

queda dividida en segmentos iguales.

Fig. 4

Hipét.: AB=BC = CD = DE
AF || BG || CH || DI || EJ

FG=GH=HI= 1I

DEMOSTRACION

Si trazamos por F, G, H, I, paralelas a la recta AE, tenemos:
GL =BC; HM =CD; IN= DE, por ser segmentos de paralelas entre
AB.=BC =CD =DE, por hipotesis
FK= GL= HM=IN, por ser AB=BC= CD =DE.

Los tridngulos FKG; GLH; HMI: INT; son iguales por tener un la ms‘f«

adyacente a dngulos respectivamente iguales, a saber:
FK = GL = HM = IN, por demostracion.
< f=< g =<h =< i, por correspondientes.

lelos.

Luego: FG=GH=HI=1
Aplicaciones.

Dividir una recta ABen 6 p "guales.

122

< k =<1 =<m= <n, por tener sus lados respectivamen

cias iguales. Se une el punto C con el extremo B, y por los demés puntos de
divisién se trazan paralelas a CB que al cortar la recta AB esta resulta dividida
en partes iguales (fig. 5).

M
-
-
-~
-
-
-
-
<
<7 N
N\
- J‘\ LN \\
- A\ b \\ b
/( b \\ \\ \_\ \\
\ oy Y . N 8 \AH

Respuesta. - 2. (Por medio de un tridngulo equiltero). En una recta
cualquiera MN se toman 6 distancias iguales y se construye un tridngulo
equildtero MDN. Desde el punto D con una distancia igual a la recta AB se
cortan los lados en C. y E. Recta CE = AB. Uniendo el punto D con los pun-
tos de division de la recta MN, la recta CE queda dividida en 6 partes iguales
(fig. 6).

Dividir una recta AB en 2, 3, 4, 5, 6, 7, partes iguales.
| Respuesta. — Se traza una serie de paralelas equidistantes.

I Con una abertura de compds igual a la recta AB y haciendo centro en A
% describe una semi—circunferencia que corte las paralelas.
AC, representa Ia recta dividida en 2 partes iguales;
AD, representa la recta dividida en 3 partes iguales;
AE, representa la recta dividida en 4 partes iguales;

‘T
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\F, representa la recta dividida en 5 partes iguales;
-‘m representa la recta dividida en 6 partes iguales;
AH, representa la recta dividida en 7 partes iguales (fig. 7.

H
L - ; G
6 - - = f~_

F * J
5 I\ | \ E
4 i ’.' | g
3 S | ; AC
2 WA
1 o T
el

o e

| A— i B

Fig. 7

TEOREMA.— La paralela trazada a un lado de un tridngulo divide Ios'

otros dos lados en partes proporcionales.

F. —— — — — ————

—— ——— — — — —
— — —— —

Hipét.:A ABC; DE[|AC

.. BD_BE L
Tesis: DA EC

DEMOSTRACION

Siendo los segmentos BD y DA conmensurables, tomamos una 1
comiin que esté contenida 7 veces en el segmento BD y 3 veces en DA

\

Por los puntos de divisibn trazamos paralelas a AC, quedanco asi el
segmento BE dividido en 7 partes iguales y EC en 3 partes iguales. Por lo
tanto:

_BD _ i BE 7

paA = 3 Y Tmc” s,

Luego: BD - BE
DA EC

Corulario.— Los lados de un tridngu.o son proporcionales = los scgmentos
determinados en ellos por la paralela al tercer lado.

Si en la proporcion: _BE = E}_E_,le sumamos los consecuentes a los ante-
DA EC ‘

cedentes. Te :emos:

BD + DA = BE+ EC |, iedonde: | BA =8
DA EC DA

i en la proporcion: %% Eﬁ le surnamos los antecedenies a los conse-
cuentes. Tenemos:
BD - BE
BD+DA BE + EC

Invirtiendo la proporcién nos da: BE DA S +Ec,de donde:

BD BE
BD  BE

Reciproco.— La recta que divide en partes proporcionales dos lados de
un triangulo, es paralela al tercer lado.

Aplicaciones.

Dividir una recta dada en partes proporcionales a los nlimeros 3, 4,y 5.
Respuesta.— Se tiene la recta AB. Desde el extremo A se traza una recta

' indefinida AM; en esta recta se toman sucesivamente una misma longitud 3, 4

Y 5 veces. Se une el punto C con el extremo B y por los puntos D y E se
Uazan paralelas a CB que al cortar la recta AB ésta resulta dividida en las

Partes pedidas (fig. 9).
)/
\W“

125




Fig. 11

Hallar la tercera proporcional a los segmentos a, by b.
3 Respuesta.— Este problema no es més que un caso particular del anterior
enelque ¢=Dh.
Se resuelve buscando un segmento que forme con las rectas a, b, b,. la
proporcion:

Dividir una recta dada en partes proporcionales a los segmentosa y b.
Respuesta.— Se tiene la recta AB. Desde el extremo A se traza una recta

indefinida AM y tomamos en ella los segmentosa y b. Se une el punto C con

¢l extremo B y por el punto D se traza una paralela a CB que determina los = a _ b

segmentos AE y EB que son proporcionalesaa y & (fig. 10). B b X

£ Problemas Grdficos.

M.‘I
o i 1. Dividir una recta de 12 cm. en partes proporcionalesa 2, 3, 4.
| /;, - 2. Dividir una recta dada en partes proporcionales a las fracciones.
d T b~ '\
e : 1 2 7 3
5 ; T \ s
/ 4 -’ \ \\ 2 3 4
at T 4 \ 3. Tres segmentos miden respectivamente 2, 4,y 6.5 cm., hallar graficamen-
ol % \ te una cuarta proporcional a ellos. y
i \t _AB e

Problemas.

- 1. Una recta paralela a uno de &0
.~ Jos lados de un tridngulo determina /

en un lado dos segmentos de 36 y 4 \
12 em. ;Cuénto miden los segmen- }7 : ﬁ\\
' c

Hallar la cuarta proporcional a tres segmentos dados a, byec.

Respuesta.— Se traza el dngulo ABC y desde el vértice B se llevan su
vamente, en uno de los lados, los segmentos a y h vy en el otro la
segmento ¢. Se une el punto D con E y desde A se traza una paralela a DX
quedando asi determinado el segmento v . que ¢s lu cuarty proporcional e

los segmentosa, b y ¢ (fig. 11).
i

tos determinados en el otro lado si -
Su longitud total es de 60 cm? Fig. 12

Solucién. — Tenemos ¢l trifngulo ABC, y DE paralela al lado AC. (fig. 12).
BD = 36; DA = 12; BC = 60. jCudnto miden BE'y EC?

Para resolver este problema se puede establecer una de las siguientes
Pfoporciones:

Nota: El problema anterior tiene varias soluciones segin el orden con
se tomen los segmentos.
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.. 36 = 60—EL  gedonde
1 rimera: -12 !
36BC = 12(60
36EC = 720 - 12& - 2
acme + 12EC = T2 i
Cos £ Jcl—\-‘ A s Bd m = 3
60— 15= 42 ASEC = 72 <1
BC = 120
R = 45y15 BE 48
- EC = 15 3
36 +12 - 60 4e donde:
Segunda: ——— l_; BC
EC (36 + 12)=720 !
36 BC + 12EC=T720 B
A8 EC = 720
720
50 — 15 =45 BC ===
60 — 15 48
.. 48 _ 60 g4e donde:
Tercera: 36 BE
48 BE =36x 60
60 — 45 =15 48
BE =45.
5 Doslados BA y BC de un tridngulo ABC tienen respectivameltis
. Do

paralela 8 AGS

1llé &

de B, se traza una
1 punto D de BA,a 50 cm. ,8e
iy E?I;l{cﬁ;}:rela%ongitud de los segmentos que dicha paralela dete

BC.
3. Dos lados BA y BC de

y 120.25 cm., por el punto D
AC. Calcular la longitud de los segmen

BC.
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respectivamentes

un tridgngulo ABC tienen o
de BA, a 28.50 cm. de B, s¢ traza .
tos que dicha paralela determiis

4

4, Dos lados BA y BC de un tridngulo ABC tienen respectivamente —‘;—

¥ % de m., por un punto D de BA, 2 1- dem. de B, se traza una paralela a

AC. Calcular la longitud de los segmentos que dicha paralela determina sobre
BC.

5. En el tridgngulo ABC se tiene: BA = 120 cm.; BC = 70 cm. Sobre BA a
partir de B, se toman segmentos de 30, 40 y 50 cm. respectivamente, y por
los puntos de divisién se trazan paralelas a AC. Calcular los segmentos deter-
minados por dichas paralelas sobre BC.

6. En el tridngulo del problema anterior: BA =_% dem.;BC= ;42 de

m. Sobre BA a partir de B, se toman segmentos de “14—, %— y 4,17 de m. respec-
tivamente, y por los puntos de divisién se trazan paralelas a AC. Calcular los
segmentos determinados por dichas paralelas en BC.

7. En un tridngulo ABC, el lado BA mide 750 cm. Si una paralela al lado
AC divide a BC en la relacion —5—, jcudnto miden los segmentos en que resulta
dividido BA?

3

En el tridngulo ABC.

1. BD =60 cm.; DA= 20 cm.; BC =100 ¢m. ;Cudnto mide EC?

2. En el mismo tridngulo:

BA =135 cm.; BC =150 cm.; EC = 35 cm. ;Cuénto mide BD?

3. En el mismo tridngulo:

BD = 50.25 cm.; DA= 15.50 ¢m.; BC = 70.75 cm. ;Cudnto mide BE?
4. En el mismo tridngulo:

BD:-} de m.; DA=J8L de m.; BC=% de m. ;Cudnto mide EC?

4 Figuras semejantes.— Se llaman figuras semejantes aquellas que tienen
al forma y diferente tamafio.

MP""S’OMS semejantes.— Dos poligonos son semejantes cuando tienen
]

Por Mmero de lados, sus 4ngulos ordenadamente iguales y sus lados corres-
®ntes proporcionales.
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- | & -
w Los 4ngulos ordenadamente jguales se llaman 4ngulos homoélogos. b Suatiti 2o
4 Los lados adyacentes a dngulos homélogos se llaman lados homélogos. yendo en la dltima razén CF por su igual DE, resulta:
' Lineas homdlogas son las que unen puntos homdlogos. ,' BD _ BE _ DE
i Raz6n de semejanza de dos poligonos semejantes, es la misma razén de BA BC CA
P Luego: ADBE ~ A ABC

| dos lados homélogos cualesquiera. i

J“E TEOREMA.— Toda paralela a un lado de un tridngulo determina otro. TEOREMA.— Dos paralelas cortadas por varias secantes arten d
i s que parten de

un mismo punto, quedan divididas en partes proporcionales.

tridngulo semejante al primero. R

Hipét. : AD || A'D'; 0A", OB, OC", O,
secantes.

Tess: AR SBC _ €D

' AB BC CD

Hipét.: A ABC; DE | AC
Tesis: ADBE~AABC.

DEMOSTRACION

DEMOSTRACION

Lo
s tridngulos AOB, BOC, COD, son respectivamente semejantes a los

Trazamos DF paralela a BC.
tridngul RS | el et
gulos A‘OB°,B"OC",C"OD", por ser AD paralela a A"D". Por lo tanto:

Los tridngulos ABC y DBE tienen sus angul
sus lados homblogos proporcionales.
% a =% d, por correspondientes.
X ¢ = % e, por correspondientes.
% b, comin a ambos tridngulos.
Siendo DE paralela a AC y DF paralela a BC. Tenemos:
BD _BE , BD _CE
BA BC BA CA

os respectivamente 15U&

OA _ AB _OB.
OA” AB OB’ o
G- 2c-9C. o
0-L- o
1 eCno;l;:’ i:)t&):s ;;:srfzrgsg: Sg; 11:::12:3 iguales tienen una razén comin, de

BD_ BE _ CF 1 : .
s Luagg:__é_g;; --B-g-= CD

BA BC CA
AB BC CD

Como estas dos proporciones tienen la razén —g% .comiin; te

A

p
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Las bases de
mide 15 cm. ;Cudl €
mayor y la prolongacion de los 1a

Solucion,
AB =40;DC
Para resolver este problema se pue

proporciones.

Probie

dos no

E

mdas.

paralelos?

Fig. 16

40 __ X de donde:

Primera: ——=

30 x-15

_ Tenemos ¢l trapecio ABDC (fig. 16).
— 30;a = 15. Cudnto mide EF 6 x.

de establecer una de las

40 (x — 15) = 30x
40x — 600 = 30x
40x — 30x = 600

10x = 600

5 = 600
10

x = 60

Segunda: 40 y+ 15 de donde:

30 y 40y =30(y + 15)
40y = 30y + 450
40y — 30y =450

10y =450

45 + 15 =60 V=4SO

: 10

R =60 y =45,

¢

un trapecio miden 40 y 30 cm. respectivamente, y la altura
4l es la altura del trisngulo que se obtiene entre la base

siguientes

B Fa ez -

2. Los lados de un trifingulo miden 35, 38 v 42 cm. respectivamente. En
un tridngulo semejante, el lado homdlogo del primero vale 22 cm. Calcular los
otros dos lados.

3. Las bases de un trapecio miden respectivamente 45.25 cm. y 35 cm. vy
la altura del tridgngulo obtenido entre la base mayor y la prolongacién de los
lados no paralelos mide 55.50 cm. ;Cual es la altura del trapecio?

4. Las bases de un trapecio miden 60 y 50 cm. respectivamente, y la
altura del tridgngulo comprendido entre la base menor y la prolongacién de los
lados no paralelos miden 30 cm. ;Cudl es la altura del trapecio?

5. Las bases de un trapecio miden 75 y 55 cm. respectivamente y la
altura del trapecio mide 20 cm. ;Cudl es la altura del tridngulo que resulta
entre la base mayor y la prolongacién de los lados no paralelos?

6. Las bases de un trapecio miden 3 y % de m. respectivamente y la

4
altura del trapecio mide -1 de m. (Cudl es la altura del tridngulo que resulta
3

entre la base menor y la prolongacidn de los lados no paralelos?

TEOREMA.— La bisectriz de un 4ngulo interior de un tridngulo divide el
lado opuesto en partes proporcionales a los otros dos lados.

Fig. 17

Hipét.: CD bisectriz del 2 C

AD _ AC

Tesis : \
DB CB

DEMOSTRACION.

Trazamos BE paralela a CD y prolongamos AC hasta E. Teniendo en

fUenta el trisngulo BAE, podemos escribir:

AD - _AC
DB CE y




Siendo CD paralela a EB, se tiene:
X e = X g, por correspondientes.
% s =% 1, por hip6tesis.
% r=2% b, por alternos internos.

Luego:%e=%b; por consiguiente el trigngulo BCE es isosceles, y por
Io tanto BC =CE.

Sustituyendo en (1), CE por su igual BC. Tenemos:

AD _AC -
DB CB

Problemas

1. Los lados de un tridngulo miden 15, 18 y 20 cm. respectivamente.

Calcular los segmentos determinados sobre los lados por las tres bisectrices.

2. Los catetos de un tridngulo rectdngulo miden 36 y 27 cm. respectiva-

mente. Calcular los segmentos determinados en la hipotenusa por la bisectriz
del dngulo recto. :

3. Los lados de un tridgngulo miden % , % y %
Calcular los segmentos determinados sobre los lados por las tres bisectrices.

de m. respectivamente.

TRIANGULOS SEMEJANTES. .
Casos de semejanza.— Los casos de semejanza de los tridngulos ofre,f\
completa analogfa con los casos de igualdad. ;

Primer caso.— Dos tridngulos son semejantes cuando tienen dos dnguloss
respectivamente iguales. g

DEMOSTRACION.

Tomamos en BA un segmento BD =B“A*
i 1 y trazamos DE paralela a AC.
Ei Tlnéngulo DEB es semejante al tridngulo ACB por ser DE paralela a AC.
Ao’x;: ,% :tanto, basta demostrar que el trigngulo DEB es igual al tridngulo
Tenemos:
%b=Z1", por hipbtesis.
X a=2X%a’, por hipbtesis.
Za=%d,por correspondientes.
% d=2%4a’, por ser ambos iguales al % a.
~ADEB = A A"C’'B’, por tener un lado igual adyacente
a dos dngulos respectivamente iguales.

% 1 A0

dngulo agudo igual.

2. Dos tridngulos isbsceles son semej i ti i
s s Jantes si tienen iguales el 4ngulo del
vertice, o uno de los dngulos adyacentes a la base.

3. Dos tridngulos son semejantes si tienen sus tres dngulos respectiva-
mente iguales.

4. Dos tridngulos son semejantes si tienen sus lados re i para
ctivamente e
lelos o perpendiculares, o

. Segundo caso.- Dos tridngulos son semejantes cuando tienen un 4ngulo
igual comprendido por lados proporcionales.

Fig. 19
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-~ BA _ BC
H . =& b;——= i
Hipét.: % b b BA  BC

Tesis: AACB~AA'C'B’
DEMOSTRACION

Tomamas en BA un segmento BD=B'A", y trazamos DE paralela aiA¢
gl ti%uly DER es semejante al trizngulo ACP por ser DE paralela a ACTPS
0 tanto, basta demostrar que el tridngulo DEF, es igual al tridngulo ACTES

BA _ BC
BA BT

, por hipétesis.

BA _ BC por construccién.
BD BE

.Siendo BD=B’A’, las dos primeras razones de estas dos proporcion
son 1BUaleg; por consiguiente, las segundas lo son también, y como tienenlg
ismOs Antecedentes, los consecuentes son iguales, o sea: { .

B'C" = BE. .

Por tanso: ADEB= A A°C’B’, por tener un sngulo igual formad
| 13095 Spectivamente iguales.

Luego: A ACB ~ A A'C'B.

Corolario. Dos trisngulos rectingulos son semejantes si tienen Sus
proPOTCionales. )

Terce,, caso.- Dos tridngulos son semejantes cuando tienen sus
proPOTCiongjes,

Hipét.:AC ey Ba
AT CB B'A”

Tesist AACB~AA'C’R’.

Tomamos en BA un segmento BD=B’A " y trazamos DE paralela a AC.
E] tridngulo DEB es semejante al tridngulo ACB por ser DE paralela a AC. Por

* 1o tanto, basta demostrar que el tridngulo DEB es igual al tridngulo A"C’'B’

%,%: %fg—= %’2— por hipdtesis.
AC . CB S"BA
DE EB BD

» por construccién.

Siendo BD =B'A", las iltimas razones de estas dos series de razones
iguales son iguales; por consiguiente las demds lo son también, y como tienen
antecedentes iguales los consecuentes son respectivamente iguales.

Por o tanto: DE=A'C" yEB=C'B”*
.. ADEB = A A'C’B’por tener sus tres lados respectivamente iguales.

Luego: AACB~AAC'B’.
Ejercicios.

1. Construir un tridngulo semejante a otro de 8 cm. de base y cuyos
dngulos adyacentes son respectivamente de 560 y 740_ sabiendo que la base
del tridngulo pedido es los 43 de la del tridngulo dado.

2. Calcular los lados de un tridngulo que tiene 20.8 cm. de perimetro y
Sus lados son entre s{ como los nimeros 14, 16 y 22.

3. Un tridngulo tiene por lados 6, 12.5y 16 cm. ;Cudles son los lados de
Otro tridngulo semejante de perfmetro tres veces mayor?

4. Construir un tridngulo equildtero de 60 mm. de lado y otro cuyo
Perimetro seq 1a mitad del anterior.




UNIDAD 2

RELACIONES METRICAS ENTRE LOS LADOS DEL TRIANGULO.

Proyecciones. Proyeccion de un segmento sobre una recta es la parte de
- recta comprendida entre los pies de las perpendiculares trazadas desde los
' extremos del segmento a la recta.

Si el segmento es oblicuo a la recta la proyeccion es menor.

Si el segmento es paralelo a la recta la proyeccion es igual.

Si el segmento’es perpendicular a la recta la proyeccién es un punto.

En la figura 21, A"B” es la proyeccion de AB; C'D” es la proyeccion de
CD;E’F” es la proyeccién de EF, y G H" es la proyeccién de GH.

En todo trigngulo la perpendicular de un vértice cualquiera al lado opues
to, determina en dicho lado dos segmentos que son las proyecciones de lo:
tros dos lados




En el trigngulo ABC (fig. 22) la perpéndicular BD divide el lado AC en,
AD proyeccién de BA y DC proyeccion de BC.

TEOREMA. En todo tridngulo rectdngulo, cada cateto es medio propoz-
cional entre la hipotenusa y su proyeccién sobre la hipotenusa.

Hipét.: A BAC rectangulo en 2

Of======-=

DEMOSTRACION.

Trazando la perpendicular AD, se tiene:
Tridngulo rectdngulo BDA semejante al tridngulo BAC por tener el 2

lo B comtn. |
Tridngulo rectingulo ADC semejante al tridngulo BAC por tener €
}

angulo C comin.

B RS S @ ol 1
L!.leg_e:c'-——ijﬂ y BT ]

Corolarios. 1. En todo trigngulo rectdngulo, el cuadrado de un cateto
igual al producto de la hipotenusa por la proyeccién del cateto sobre ella.

De las proporciones anteriores, se deduce: '

¢ = am (1)

b2 = an (2)
I

2. En todo tridngulo recténgulo los cuadrados de los catetos soft

cionales a sus proyecciones sobre la hipotenusa. -

Dividiendo miembro a miembro las igualdades (1) y (2), tenemos:

a
.

2 am _ m !
b2  an n

<

TEOREMA. En todo tridngul {
. gulo rectingulo, el cuadrado de la hi
es igual a la suma de los cuadrados de los catetos. Rt

Sumando miembro a miembro las igualdades (1) ¥ (2), tenemos:

am = c¢2
an = b2

am-+an=c¢2 + b2
a(m+ n)=c2 +b2

aa=c¢2 + p2

Luego: a2 = ¢2 + b2. 3
z Corolario. En ‘todo tridngulo rectdngulo cada cateto al cuadrado es igual
cuadrado de la hipotenusa menos el cuadrado del otro cateto.
De la igualdad (3), se obtiene:
€2 = al — bz_

TE:OREMél. -En todo tridngulo rectdngulo, la altura sobre la hipotenusa
es media proporcional entre los segmentos que determina en ella.

A
: Hipét.: A BAC, rectdngu
h ', , A y
Tesis: e

DEMOSTRACION,

Los trisngulos rectdngulos BDA :
®me: y ADC son semejan
“Jantes al tridngulo BAC. D
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Luego : Jﬁ— = "“hh—

Corolarios. 1. En todo tridngplo rectingulo, el cuadrado de la altwtlra
sobre la hipotenusa €s igual al producto de los dos segmentos que determina

en ella.
De la proporcion anterior, se deduce:

h? = mn

2. En todo tridngulo rectingulo, el producto de la hipotenusa por la
altura correspondiente €s igual al producto de los dos catetos.
La semejanza de los tridngulos de la figura 24, nos da la siguiente pro-

porcidn:

/4 b— , de donde: ah = ¢b
c h

ERCICIO |

En el tridngulo rectingulo BAC (fig. 25) designamos por @ la hipotenusa, =8

pore y b los catetos, por m y n las proyecciones de los catetos y por hla
altura correspondiente a la hipotenusa. {

De los seis segmentos a, b, ¢, m, n, h, basta conocer dos pard poder
calcular los otros cuatro.

Se pueden presentar los siguientes casos:

1. Conociendo la hipotenusa y uno de los catetos.

2. Conociendo la hipotenusa y una de las proyecciones. ;
3. Conociendo la hipotenusa y la altura. (Ecuaci6n de segundo grado)

4. Conociendo los dos catetos. ;
5. Conociendo un cateto y su proyeccion. 3
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6. Conociendo un cateto y la proyeccién del otro cateto (ecuacion de
segundo grado).

7. Conociendo un cateto y la altura.

8. Conociendo las dos proyecciones.

9. Conociendo una proyeccion y la altura.

Las relaciones que exponemos a continuacion, nos proporcionan la solu-
cion de cualquiera de los casos indicados.

a=m +t'n c?2 = am b2= an

a2 =¢2 + b2, ¢2 = a2—h2, b2 = a2 — o2,

h? = man h2=c2-m2, h?=0b2-n2,
ah = cb
Problemas.

1. En un tridngulo rectingulo la hipotenusa mide 20 cm. y uno de los
catetos mide 12 cm. Calcular los cuatro segmentos restantes.

Solucién: Datos: a= 20 cm.; ¢c= 12 cm.
144
am = 2  Wm=12% m=——: = 72.
20 m 7.2

n=a-m n=20-72; n=12.8.
b2 =an; b2=20x12.8; b=+/256; b = 16.
h2=mn; h2=72x128; h=+/92.16; h = 96

R.m=72 n=128. b =16. h= 96

2. En un tridngulo rectdngulo la hipotenusa mide 30 c¢m. y una de las
Proyecciones mide 10.8 cm. Calcular los cuatro segmentos restantes.
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*1 l_' - Soluci6én: Datos: a=30cm; m= 10.8 cm. | 4. En un tridngulo rectdngulo los catetos mide

cm. Calcular los cuatro segmentos restantes.
n=a-—m,; n=30-108; n = 19.2

restantes.

Solucion. Datos: c= 21; b=28

i 2=am; ¢2=30x108; c=+/324; c=18. - - ;
ili’ ,. , C a.m C X c ‘\/ . al= c2 +b2; a2=212 +282: o /1225, 2 =35
] | e o

\ b2=2an; b2=30x192; b=4/576; b=24. ;

H am=c?;  35m=441; m = 4;51 ; m = 126
B h?2 =man; h2=10.8x19.2; h=+/207.36; h=144. _

bl n=a-m n=35-126; n=224
Iy e o g :

I R. n=192. c=18 b=24" h=144.
;li“ 1 h= C:b 2 = 21 x 28 . h= 168

I I 3. En un tridngulo rectingulo la hipotenusa mide 25 cm. y la altura 4 35

f{ b correspondiente a la hipotenusa mide 12 cm. Calcular los cuatro segmentos

Balll | .

)

R.8= 95 m= 126 ne 294 b eiies

Soluci6n. Datos: a= 25cm. h=12 cm. 1 B
5. En un tridngulo rectdngulo un cateto mide 65 cm. ¥ su proyeccién

| mn =h2; mn = 122;si en esta igualdad reemplazamos n por a— m, te= sobre la hipotenusa mide 25 ¢m. Calcular los cuatro segmentos restantes

nemos: m(a — m) =122; m(25 — m) = 144; al destruir el paréntesis nos que=:

da: 25m — m? — 144 = O; ordenando la ecuacién y multiplicando por—1, nos Solucién. Datos: ¢ = 65; m =25
da: 3 1 -
m? — 25m + 144 = 0. , ' A KR, O it
¥
25++/252 — 576 r N=a—m; n=169—25;: n=144
m= ) 3 25+ 4/ 625 — 576 :
: m=- i G
i _ 25%./49 . 25+ 7 e T pre F : :
{ iy 2 mE ey [my =9.] [m; =16.]8 h2=mn;  h2=25x144; h= /25 x144 h=60.
|
T' (Las dos rafces satisfacen el problema) R.a = 169. n= 144. b=156. h =60,

m=9 y n=16

¢2 = am; 2 =25x9; c¢c=+25x9; ¢

6. En un tridngulo rectdngulo un cateto mide 32 cm. y la proyeccién del

‘ _“_ Cateto sobre la hipotenusa mide 14.4 cm. Calcular los cuatro segmentos
alantes.

I

b? = an; b2 =25x16; b =4/ 25 x 16; b.=N Solucién, Datos: b =32; m=14.4
Rom=90in=16 o = 3*5. = '

an = 322;si en esta igualdad reemplazamos # pora —m , tenemos:

145

1 respectivamente 21 y 28




322.  a(a— 144) = 1024;al destruir el paréntesis, nos da:

A~y = i hipotenusa miden respectivamente 28.8 y 51.2 em. Calcular los cuatro seg-

mentos restantes.

22— 1442—1024=0
e T S T

|

\

\

. Solucion. Datos: m=288: n=512 ‘
727+ 1024; 5184 + 1024 = |

a =721t 72%+1024; a= 172 %+ 5184 1 |

a=m+ n; a=288+ 51.2; a= 80.

¢2 =a.m; c2=80x 28.8; c=1+/2304; =48,

|
b2 =an; b2=80x512; b=+/4096; b= 64. |

1
h:CX ! h=48§(064 . h=384 1|
4 |

R. 2=80. c=48. b=64. h=384 |‘

] |
. |
J 8. En un tridngulo rectdngulo las proyecciones de los catetos sobre la |

= 5 = —25.6\
a= T72% «/ 1075.84; a=72 +£328;, &+ 40; 22 ;

i

(Se toma la raiz positiva)
a=40
n= a—m; n= 40— 144; n= 256

9. En un tridngulo rectingulo Ia proyeccion de uno de los catetos mide ‘

35.2 em. y la altura correspondiente a la hipotenusa mide 26.4 cm. Calcular
los cuatro segmentos restantes.

¢2 =am; c2=40x 14.4; c=4+/576;

c xb. p=24%x32 .- =192
40

Solucién Datos: n=352; h=264

b2 =n2 + h2; b2 =35.22 + 26.42; b=4+/1936; b=44

an=h2; 352a=442; =1936 . _ s
352

m=a-—n; m=55-352; m=198

R. a=40. n = 256. ¢c= 24. h&

jz'

i b la altura cOE
id taneulo un cateto. mide 30 cm. ¥ 28
Rl 3 Cuinto miden los cuatro SCBIS

pondiente a la hipotenusa mide 24 cm. } i
restantes?

¢2 = am; c2=55x19.8; c¢=./1089; =33

= 30; = 24.
Solucién. Datos: (. |1 | h

e a=55. m=198. ¢=33.

: =18
desd g2t =302 242, m=f32; m=

Problemas.

900 . =50
T

n=a—m; n=50-18; n=32

S ecZy | ABp= 302; 3=

En el cuadro que se expone a continuacién, figuran los elementos de

al 2 ;
EEunc-s tridngulos rectdngulos. Tomando dos cualesquiera de 8@3 ementos
Pueden calcular los cuatro restantes.

b2 =an; B2=50x32; b= \/1600; b= 40.

L

. 10! < A
1 S .

B meig. . a=50. . n=32 N5

<




I g b o a EmL : Calcular la altura del tridngulo equilitero, en funcién del lado. |
5 3 4 1.8 32 24 El trééngulo equildtero ABC de la figura 27,
nos da:
] 4.8 36 ———2 B
T8 4.5 _ 6 21 i BD - <iin Z—ADZ (1)
. 45 8 6 ' A
125 75 10 : : L ,,.-'T\_‘ BD—bi . ABep D
15 9 12 54 9.6 T2 i / \ 3 ‘
f i ' 4 / Sustituyendo en (1 |
| s -k \ n (1) por los nuevos val
il 25 13 2 ’ - 16 P : / ; \ tenemos: i) J
l {l 2 }12:[2“ Lz. ot ot 12 :
i ) 30 18 24 10.8 19.2 144 : / _ ( 3 ); h*=l “qH |!
k IS i . Y “
i[. i 2 PR L L RS 5 w=dP_ 1P .l s If
| 2 2 2 10 5 5 i 3 J.
i l’ - - - A
! 15 3 2 27 | 12 2 vh?2 =\/3;__If; Luego: h= ;:
| e 4 20 5 5 |
i

Calcular el lado del tridngulo equildtero, en funcién de la altura.

De la formula: h=b§ se deduce: '
27 ;

Il,: Calcular la diagonal del cuadrado, en funcién del lado.

it En el cuadrado ABCD de la figura 26,

gy o s e =
tenemos: AC2=AB 2 + e ( ) 1 1—7_5, racionalizando, tenemos:

y o
e

AC=4d; AB=1I BC=1L

Ejercicios.

Sustituyendo en uno por los nuevos valo

nos da: L. Calcular la longitud de la hi

potenusa de los tridngulos rectineulo
Cuyos catetos miden respectivamente: A e

d2=12+l'2

42 =277 _1- 3dm. y 4dm.
2. 45em. y 6 cm.
Va2 = V212 A y mm.
A S—dem. y 6 gem.
5

Luego: d= NG

<



2. En un tridngulo rectdngulo la hipotenusa y uno de los catetos miden
respectivamente 40 y 24 cm. Calcular el otro cateto.

3. En un tridgngulo rectdngulo la hipotenusa y uno de los catetos miden

respectivamente l:'_de m. y2 de m. Calcular el otro cateto.
4

4. En un tridngulo rectingulo isésceles la hipotenusa mide 45 mm. Calcu-

lar los catetos.

5. Dos ciclistas parten desde un mismo punto,
otro hacia el Este. Calcular:

Primero: (A qué distanci
50 km.?

Segundo. ;Qué distancia los separa si el uno ha reco
otro 135 km.?

Tercero. Si la distancia que los separa es de 175 km. ;Cuanto habran
recorrido si van a la misma velocidad?

el uno hacia el Norte y el

a se encuentran cuando cada uno ha recorrido

rrido 180 km. y ¢l

6. La hipotenusa de un tridngulo rectdngulo mide 30 cm. ;Cudl es la =8

longitud de los catetos si son entre si como 3 esa4?
7. Los cuadrados de los lados de un tridngulo rectdngulo son entre si

como 2, 3, 5. ;Cuil serd 1a longitud de cada cateto si la hipotenusa mide 80

enm.?

como 1, 2, 3. ;Cudl serd la longitud de cada cateto si la hipotenusa mide
15 dem?
9. En un tridngulo rectdngulo, el cuadr

vale 600 metros cuadrados mas que el cuadra
;Cudl serd la longitud de cada cateto, si la hipotenusa mide 40 m.? :

10. Los lados de un tridngulo rectingulo forman una progresion aritméti=
ca cuya razén es 3. Calcular los lados. 1
11. Calcular las diagonales de los cuadrados, que tienen por lados: ‘

ado construido sobre un catél
do construido sobre el otfos

1. 30 cm.

2 45 cm,

3. 15 cm.

4. —g—de m.

12. Calcular los lados de los cuadrados, que tienen por diagonales: .:

1 48 cm. 4
2. 256m. |
3. S dem.

£,

<

8. Los cuadrados de los lados de un triangulo rectingulo son entre of

13. Calcular las alturas de los tridngulos equildteros, que tienen por lados:

1 35 mm,
2 2.5m.
L 16 dm.
4 % de m.
9
14. Calcular los lados de los tridngulos equildteros, que tienen por altura:
1. 6 m. '
2 3.5 cm.
3 25 mm.
4, 3 m.
5. 3 dem.
4

15. Calcular las altu i sz ]
g alturas de los tridngulos equiliteros, que tienen por peri-

1. 24 cm.

24 60 mm.

5 3 dem.
5

]. - U.]Eli' /
6 { ﬂlc l&s altu]as de [()S hl ng 08 ISOSCE[CS, ue tleneﬂ T base

. IO d
1 baSE ]2 dm. 1ad0 m.
2- baSB l .

. 2 cm IadO 1 F.S cm.
3. base 3“ mm. lado 25 mim.

17. Calcular las hi s
L potenusas de los tridn, ted
tienen por catetos: sngulos rectingulosssoseetug i

i 3m.

2. 2.6 dm.

3. 58 mm.

4. 3 dem.
4

18, i4
Calcular los catetps de los tridngulos rectingulos isbscéles, que tienen’

8 POr hipotenusy:

1 1. 36 cm.
= 2 1m.
3 1 dem.
5




' 19. Cules son las diagonales de los rectdngulos, que tienen por dimen- 8 e

¥ siones: ‘ = (0 — 0P =2 =288 il

'*i 1 10m. y7.5m. : Sustituyendo en (1) por los nuevos valores, tenemos:
it 2 22 cm.y 16.5 cm. %

kil 3. 24 mm.y 18 mm. | a?=c2— A2 + b2 — 2bn+ 2.

‘}'_ 4 8 am. yé dm. - Luego: a2 =¢2 + b2 — 2bn.

W !

{

TEOREMA. En todo tridngulo obtusdngulo, el cuadrado del lado opuesto '
al dngulo obtuso es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, |
mis el doble producto de uno de ellos por la proyeccion del otro sobre la ;
prolongacion de éste.

' 20. Cuéles son los lados de los rombos, cuyas diagonales miden: :
| 1. D. 30ch. y d 20cm s
) l.l 2 D 15 m. y d 075m.
| = D 48 mm. y d 22mm. |
b 21. La.diagonal y el lado de un cuadrado sumdn 18 cm. ;Cuénto mide el b
lado? _ .
22. La diferencia entre la diagonal y ellado de un cuadrado es de 48 cm.
;Cuanto mide el lado del cuadrado?
| TEOREMA. En todo trisngulo, el cuadrado del lado opuesto aun énguln /
‘ agudo es igual a la suma de los cuadrados de los otros dos lados, menos el
i doble producto de uno de ellos por la proyeccién del otro sobre €L

il
| I

I B '

Hipot.: ACBA; a lado opuesio al % A.
‘|" ' y Tesis: a2 =c¢2 + b2 + 2bn.

DEMOSTRACION.

Prolongamos el lado b y trazamos la perpendicular BD = h. El tridngulo
rectingulo CDB nos da la igualdad siguiente:

¥ =hddaia |\ o) :
En el tridngulo rectingulo ADB, tenemos:
' g | h2 =c2 — n2,
' in6t. - A CBA; alado opuesto al & A. |
‘ Hipot. : A CBs o :

T -_—_’" +2—bﬂ.
Tesis: a2=¢2+b2-12 m2 =(b+ n)2=1b2 + 2bn + n2.

Sustituyendo en (1) por los nuevos valores, tenemos:
a2 =c¢2 — 42 + b2 + 2bn + A2
Luego: a2 =c2 + b2 + 2bn.

DEMOSTRACION.

| Trazamos la altura BD = h. El triéngulo rectdngulo CDB, nos dal:a u
7; dad siguiente: 3

a2 =h2 + m2 (1) |
En el triangulo rectingulo BDA, tenemos:

<

Problema. Calcular las alturas de un tridngulo, en funcién de los lados.

h2 =C2 —112.



A

F] tridngulo ABC y la altura BD 6 h, de la figura 30; nos da:

h2 =22 — m2. (1)

o2 =al + b2 — 2bm.(2)

Despejando m en (2), tenemos:
a2 + b2 — 2bm = c2.

2bm = — c2 +a2 + b2

az e b2 = C_zf 1'112 £t (E?:Lbi:_ci)i
T b ' 4b2
Sustituyendo en (1) m2 por este L’:lti;?oqvalor, tenemos:
K2 =82 - (a2 + b2 —c2)2 o reduce acomin deno-

4b2

minador.,

I 4b2

Como la diferencia de dos cuadrados proviene del producto de la suma

or su diferencia, queda: !
i 2ab + a2 + b2 —¢2) (2ab—a2 —b2 +£2)

h2 == 4h2

Wi [Cat B)E~c2 ] [e2—(a=b)?]
42

(at bt

g "

fie = 4b2

Si representamos a -+ b +¢ por 2p, resulta:
a+b+c=2p.

atb—c=2p-2c=2p )

c+a—b= 2p—2b=2p-b)

<

tb—o) (ctazb) (c-at

9bm = c2 — a2 —b2. (multiplicamos por —1)

5 _ 4alb? — (JiijTE:';L (diferencia de cuadrados)
2 =1 '

k)

L T Ve

c—a+b= 2p—2a=2(p - a)
Sustituyendo en (3), tenemos:

h2=2Px2(p—-2a)x2(p—b)x2(p—c)
4b2

ol g I C i

h2=_16p(p—-a)(p-b)(p—c) (simplificamos)
4b2

h2=4P(P—2) (p—b) (p—¢)
1.2

(extraemos raiz)
b._, .

Lol e i i
HeBot B = VP(p—2a) (p-B)(p—o)
Ejercicios.
1. Los lados de un tridngulo miden 15, 18 y 20 c¢m. Calcular la altura

correspondiente al lado de 20 cm.

2. Los lados de un tridngulo miden respectivamente i_ﬁy 7_ de m. Cal-
g 4 8 12
cular las tres alturas. :

3. Las bases de un trapecio miden 45 y 30 em. respectivamente y los
lados no paralelos miden 20 y 25 em. Calcular la altura del trapecio.

Respuesta.— Construimos un

A— - 30cms. ——B trapecio cualquiera y supone-
// I mos sus dimensiones.
/ Trazamos las alturas AE y BF;
/ / CE =m, FD =n, EF = 30 cm.
25 ,»" ,L o En el tridngulo rectingulo AEC:
A i n h* =252 m? )
/ 4 ”
v | En el ftridgngulo rectangulo
| BFD: h2=202-1n? (2
i m= 45 — (30 +n),

30 ems.——F m= 45 - 30 — n,

m=15-n 3)

En la ecuacion (1) sustituimos
rn . 2

a m* por su valor (15 — n)*

45, =TT

b "= (225 -30n + n?), h* =625 — 225 + 304 —n® "
Re 108 (4) y(2) h*=400+30n- n®* @
~h*=-400 + 02 (g
. 0-°="-0_ T 30m" 0 FEUN N E0R=G e
JyE icgmento n no existe por lo tanto BD = BF = 20 em.

» ABDC es un trapecio rectangulo con h = 20 em.




: UNIDAD 3

g =)

RELACIONES METRICAS ENTRE CU e da
NA CIRCUNFERENCIA.

TEOREMA. Toda cuerda en una circunferencia es media proporcional
entre el didmetro que pasa por uno de sus extremosy su proyeccion sobre el-‘_'

didmetro

DEMOSTRACION

Trazamos la cuerda AC y la perpendicular AD. El tridngulo recta
BAC, nos da la siguiente proporcién:

_BC _, _BA  g4edonde: BA2 =BC x BD.
BA BD

TEOREMA. Toda perpendicular trazada desde un punto cualg
una circunferencia al didgmetro, es media proporcional entre los dos

que determina en el didmetro.

156

DAS SECANTES Y TANGENTES S

Mos

Hipot.: AD perpendicular a BC.

is: _B_D=_A_.D._
Tee 35 ey

Fig. 32

DEMOSTRACION,

Trazamos las cuerdas AB y AC. Los tridngulos recténgulos ADB y ADC
son semejantes, por ser ambos semejantes al tridngulo BAC. Luego:

BD - _AD 4 donde: |ADZ =BD =z DE
AD  DC '

Froblemas
1. Una cuerda en un cfrculo que se une al didmetro por uno de sus extre-
mos, mide 48 cm. y su proyeccién sobre el didgmetro mide 38.4 cm. ;Cuil es
el radio del circulo?

2. En un circulo de 60 cm. de didmetro, una cuerda que se une al
didmetro por uno de sus extremos mide 36 cm. ;Cudnto mide la perpendicu-
lar trazada al didmetro desde el otro extremo de la cuerda?

3. Una cuerda en un circulo mide 32 cm. y la proyeccién de otra cuerda
Gue se une a la primera por uno de sus extremos formando dngulo recto, mide
14.4 cm. ;Cudl es el didmetro del circulo?

4. Una cuerda en un circulo que se une al difmetro por uno de sus
€Xtremos mide 22 cm. y la perpendicular bajada desde el otro extremo al
didmetro mide 13.2 cm. {Cudl es el radio del cfrculo?

3. La perpendicular bajada desde un punto de la circunferencia al didme-
tro mide 14.4 cm. y uno de los segmentos determinades en el didmetro mide
192 cm, ¢Cudnto miden las cuerdas que unen el extremo de esta perpendicu-
lar con 1o extremos del didmetro?

6. Una cuerda en un circulo que se une al didmetro por uno de sus extre-
» Mide 8/5 de m. y su proyeccion sobre el didmetro mide 32/25 de m.

iCudl s ¢) radio del circulo?

15T




los segmentos de cada una es de 456. ;Cudnto mide la distancia del punto de

:'5 un punto de la circunferencia al didmetro mide 13.2 cm. ;Cudnto miden las 2. En un circulo de 25 cm. de radio dos cuerdas se cortan, el producto de
E' i cuerdas que unen el extremo de esta perpendicular con los extremos del

| —
r j | ‘}
! |
1] L - " |
Nl i |
.‘I I 7. El didmetro de un cfrculo mide 27.5 cm. y la perpendicular trazada de % J “
interseccion al centro del circulo” l

!
- t l? | ”
: didmetro ) : | 3. Dos cuerdas se cortan en un circulo, el producto de los segmentos de |
1 l“ TEOREMA. ~ Cuando dos cuerdas se cortan en un circulo, el producto = 1 ~ cada cuerda es de 743.75 y la distancia del punto de interseccién al centro del
| de los segmentos de la primera es igual al producto de los segmentos de la | circulo es de 12.5 cm. ;Cudl es el didmetro del circulo?
i , segunda. E

TEOREMA.— 8i desde un punto exterior a una Circunferencia, se trazan
dos secantes, el producto de la primera por su segmento extemo es igual al \
producto de la segunda por el suyo. 1

Hip6t.: AB y CD, cuerdas.
‘Tesis: OA x OB =0C x OD

it

Hipét.: OA y OD, secantes ‘
Tesis: OA x OB=0D x OC. |

DEMOSTRACIO

DEMOSTRACION

Trazamos las cuerdas auxiliares AC y DB. §
Los triangulos AOC y BOD, son semejantes por tener dos dngulos respe ¢
tivamente iguales, a saber:

Trazamos las cuerdas auxiliares AC y BD.

Los tridngulos OAC y ODB, son semejantes por tener dos 4ngulos respec-
tivamente iguales, a saber:

% 1 =% 2, (tienen por medida la mitad del mismo arco BC).

% 3 = X% 4, (tienen por medida la mitad del mismo arco AD).

Por lo tanto: <1 =<2, tienen por medida la mitad del mismo arco CB.

0A - OC
oD OB

< 3, comiin a ambos tridngulos.

Por consiguiente:

! 0A - OC
: oD OB

Luego: OAx0OB = ODxOC

Luego: OAx OB = OCx oD.

Problemas.

TEOREMA. ~ Si desde un punto exterior a una circunferencia se traza una
Secante y una tangente, la tangente es media proporcional entre la secante y
Su segmento externo.

1. Dos cuerdas se cortan en un circulo, la distancia del punto de in
cién al centro del circulo es de 8 cm.y el producto de los segment
cuerdas es de 336. ;Cudl es el radio del circulo?

<
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Hipét.: OA secante; OD tangente.
2200
Tesis: OD = DA x OB

[Iaza.]“()s au 11'3168 A]) y DB.

135 CU.erdas X1

ElngulOS OAD Y B 501 §5€ i €s por te] er dos angl 08 respec
LUS tri 0 I) me anti

| tivamente iguales, a saber:
| < 1 =< 2, tienen por medida la mitad del mismo arco DB.

I < 3, comiin a ambos tridngulos.

Por consiguiente:
QA .. OD

—— e

op OB

; Luego: OD2 = OA x OB.

Problemas.

a una circunferencia se trazan dos secantes;
de la primera miden respectivamente 40y 15
nda mide 50 cm. ;Cudl es el segmento

1. Desde un punto exterior
los segmentos interior ¥ exterior
cm. y el segmento interior de la segu
exterior de €sta’

2. Desde un punto exterior a un
una secante. La tangente miﬁ: 15 »Z:rgoﬁ

5 ;Cui ento ex .
18.39 el Segngxterior a una circunferencia de 3 cm. de rad}o sy
T s ante que pasa por el centro; calcular las distan-
del didgmetro determinado por la secante, S&Sug

a circunferencia se trazan una tangentf% Y
y ¢l segmento interior de la secante mide

.

trazan una tangente y una sec
cias' del punto a los extremos
biendo que la tangente mide 4 cm.

160 |

4. Desde un punto exterior a una circunferencia se trazan una tangente y
una secante; la tangente mide 4 cm. y la parte exterior de la secante mide 2
cm; jcudl es la longitud de la cuerda determinada por la secante?

5. Desde un punto exterior a una circunferencia se trazan dos secantes;
los segmentos interior y exterior de la primera miden respectivamente 3/4y
/g de m. y el segmento exterior de la segunda mide 1/9 de m. (Cudl es el
segmento interior de esta?

Aplicaciones.

Dividir una recta AB en media y extrema razén.

Una recta estd dividida en media y extrema razén, cuando la parte mayor
es media proporcional entre la parte menor y la recta entera.

En el punto B del segmento dado AB, levantamos una perpendicular y

tomamos BC =%AB.Desde el punto C como centro y CB como radio, descri-
bimos una circunferencia.

Haciendo centro en A, con radio AE describimos el arco ED. El punto D

divide ]a recta AB en media y extrema razén:

AD2 = AB x DB




Restando los consecuentes a sus

AF—AB _

Siendo AB=EF ¥y
AF —AB=AE 6

cuente AE por su igual AD, tenemos:

AB AD

Dividir un segmento en media y ex

Parte durea de un segmento. Se

restante.
Tenemos €l

Designando por X la

A= X osea:
X a-—Xx

Resolviendo la

X

5 )
P

Sustituyendo en (1) los antecedentes por lo

AD_ DB 4e donde:

3 ; i
parte del mismo que es media proporcional entr

_at+/al + 4at

i ia C.
AB es tangente y AF essecante a la circunferencia

. AF _ AB
Por lo tanto: L AR

respectivos antecedentes, tenemos:

AB—AE (1)
AB AE

AE = AD, resulta:

AD

AB — AE = DB.

s nuevos valores y el conse-

AD2= ABx DB

trema razén es hallar su parte aurea.

llama parte durea de un segmento a la

todo el segmento y la parte

segmento 4
parte durea, S tiene:

x2 = a(a —X)
xl::az_ﬂx

KZJ‘"a‘X*a?‘:O
e

ecuacién, nos da:

. Tomamos la raiz positiva,

Luego: la parte durea de una cantidad se obtiene multiplicando dicha
cantidad por el factor: ./ 5 . 1

2
Ejercicios,

1. El largo y el ancho de un cuadrildtero rectdngulo resultan de dividir un
segmento en seccion durea. Si el largo mide 16 ¢cm.; jcudl es el ancho?

Solucién: Reemplazando en la proporcién: 2 =—%__ por los valores co-
rrespondientes, tenemos: A& a=X
A= _16 4o donde:
16 a— 16
a(a— 16)= 162

a2 — 16a—256=10

Resolviendo la ecuacién, nos da:
a=8+/82 + 256
a=8% \/644-;2’56
a=8§ ir\/3_20-.rTomamos la raiz positiva,
a=8+17.888 = 25,888

Ancho = 25.888 — 16 =9,888

R. 9.888 cm.




2. Hallar la parte 4urea de los segmentos que tienen por longitudes:

12 cm.
4.5 m.
36 dm.
66 mm.
8.4 cm.

v W=

E N T ] ! ~ A T
2 ide el segmen- \_J [N | | ) A D
3. La parte 4urea de un segmento mide 25 cm. ;Cudnto mi .
.Lap
= 4. La parte 4urea de un segmento mide 345 mm. ;Cudnto mide el seg- NT—
. 14 P

mento? ide > de m. ;Cu4nto mide el seg-
5. La parte durea de un segmento mides . -
mentﬁo?s la parte durea de un segmentoa, mide 24 cm. ;Cudnto mide la otra
. Si la parte e T ST e U
i . Cuinto mi otra : —_— & - — -
paﬂe‘;‘? Si Ia varte furea de un segmento & mide 3.6 m. ;Cuénto'mide la
.Silap - ——
. a i otra i
parte; Si la parte durea de un segmento ¢ mide % de m. ;Cudnto mide la
. Si
parte? o g 2
Dado el segmento AB, si existe el punto D que establezca la relacién
A ) - B : .
bg =% es decir que lo divida interiormente en una razén dada-S, y otro
punto exterior C que establezca la relacién AC _ {%=% es decir que lo divi-
' da exteriormente en la misma razén dada 6, se dice que el segmento AB est4
. dividido arménicamente.
| ' AD AR
Luego: DB RO
L '
e .

Los puntos A, B, D, C, forman un grupo llamado arménico.

. Ay B son puntos conjugados arménicos de D y.C.
' ! ReCi’Procamente, los puntos D y C son conjugados arménicos de A y B.

. TEOREMA. En todo tridngulo la bisectriz de un 4ngulo interior y la
isect

triz del 4ngulo exterior adyacente dividen el lado opuesto arménica-
fMente, en la razén de los otros dos lados.

.Si en |

a figura 38, trazamos la bisectriz del angulo interior AEB, se puede
Establecer |

4 Siguiente proporcién: ——‘SBD = % ()




Si en la misma figura trazamos la bisectriz
uede establecer la siguiente pro orcién:ﬁg—=—A—E— 2
p guiente prop BC * EB (2

Como (1) y (2) tienen una raz6n comfin, las otras dos son iguales,

Observaciones. 1. El tridgngulo DEC es rectingulo.

9. Si se toma como didmetro el segmento DC, el vértice E estd sobre I8
circunferencia cuyo didmetro es DC. Dicha circunferencia se llama de Apt

nio, pues contiene los puntos de divisibn arménica del segmento AB.

3. Cuando el punto D estd en el punto medio
oo se trata entonces de un tridngulo isésceles.

Problemas.
Dado un segmento AB, dividirlo arménicamente en una razén dada

de AB, el punto C estd J?,

del 4ngulo exterior GEB, se h

I Tfazamos CD formando éngulos cualquiera.
2. Trazamos EB paralela a CD.

A ADX ~ A XEB.
Luego:ix— =_m_
XB o

AAYC~ABYE.

Luego: AY _m
BY ]

n
Porlo tanto: AX _ AY _ m
XB BY g

2. Dado
razén de 5 3113'.1 :f::iz ijl 8 cm. y un punto interior que lo divide en la
misma razén. punto exterior que divida el segmento en la

Solucion.

D SFX
3 " »de donde: 5x=3(8+x)
Sx=24 +3x
5% —3x=24

x=2d
2

R.




i s | UNIDAD 5

,, Inscripcion de poligonos regulares y deduccion de formulas ‘
' en funcion de radio. (

i ; Calcular el lado del tridngulo equildtero inscrito, en funcién del radio de
‘ | la circunferencia circunscrita.

Se tiene el tridngulo equilitero
ABC inscrito en la circunferencia O
(fig. 40).

Trazamos el didmetro BD y la
cuerda AD.

El tridngulo rectingulo BAD,
nos da:

AB2 =BD2 — AD2, (1)

Fig. 40 AB =1, BD=2R; AD=R.

i | Sustituyendo en (1), por los nuevos valores, tenemos:
{ ‘ _ . I = (2R)? _R?

I = 4R? _R?

Lf I* = 3R%
_! I=+/3R?

Luego: [ = R.ﬁ

Calcular la altura del trigngulo equildtero inscrito, en funcion del radio de
la circunferencia circunscrita.

e 4 169




Se tiene el tridgngulo equilatero ABC ins-

a2 =4R2  3R2

—— : 4 4
crito en la circunferencia O (fig. 41). 27N a2 = %2—
Trazamos la altura BD 6 h. b7l ) L 1
! ; : fi Lt \ - K2
El tridngulo rectingulo BDA, nos da: RV3 \ \ ._ a \/ 7 i
/ \ : & Luego: a=~é-
' BD2=AB2- AD2 (1) / | \ / -
o g X PRI
BD=h; AB=R+/3; AD:Ji}/‘ T . Ejercicios
‘ o 1 : i ( ide 18 cm. Calcular el lado, la altura v la
: 1). por los nuevos 1. El radio de un cfrculo mide ’ y
Sustituyendo en (1), p apotema del tridngulo equildtero inscrito en el circulo.,
valores, tenemos: - Fig. 41 1 5
h2 = (R v/3)2 (R /3 )2 i 2. El radio de un cfrculo mide 2. de m. Calcular el lade y la altura del
= \ il =
- 3R2 tridngulo equil4tero inscrito en el circuls.
i8R ;

3. El lado de un tridngulo equildtero inscrito mide 2.4 m. Calcular el
radio de la circunferencia circunscrita.

| 2= 12R? _ 3R2
I'|I 4 4 h2 :.9_R—2-
4

4. El lado de un tridngulo equildtero inscrito mide 4

de m. Calcular el
radio de la circunferencia circunscrita,

5. La altura de un tridngulo equildtero inscrito mide 14 em. Calcular el
radio de la circunferencia circunscrita.

— _3R
h=+/2R2 Luego: h-’{_

Calcular la apotema del tridngulo €

6. El lado del tridngulo equildtero inscrito mide 2
quildtero inscrito, en funci6n del radio de -‘

4 cm. Calcular la altura
¥ la apotema del tridngulo. !

e la circunferencia circunscrita. 7. La altura de un tridngulo equilitero inscrito mide 3. de m. Calcular el
O i y a circun i : s
o X e . | tridngulo equildtero ABC . 12do y 1a apotema del b 2
4 / / \, % Se tmnle ol nferencia O (fig. 420 Calcular el lado del cuadrado inscrito, en funcién del radio de la circunfe- If
; 8 \ ingerito en la circ : Tencia circunscrita, [
o / A " ] Trazamos la apotema OD 6 8 ¥ d' ey
i / O S . Se tiene el cuadrado ABCD inscrito
. /o \ radio OA. .. . . 3 ¥
it |a X4 El tridngulo recténgulo ODA, 1108 da: Ag \{ en la circunferencia O (fig. 43).
-"/‘:.._ R KSR ¥ : ' KL | Trazamos los radios OB y OC.
X R3 0 / OD2 = OA2 — AD? (1) e | § :
i TR p - [ El tridngulo rectdngulo BOC, nos da:
N R ' ‘ o Sadan. e
OD=a; OA= R} AD=’32L“ K BC’ = OB+ 0C ° (1

. 0§:
Sustituyendo en (1), por los nuevos valores, tenem

BC=1I, OB=R; OC=R.

Sustituyendo en (1) por los nuevos
valores, tenemos:

!2:R2+R2
&

a2 =R2 _(E_’)__\/:'"_.)z

3R2

2=R2 -
az=R 4




¥ =2R¢

Alli ;
ilil ' I=~f7R* Luego: [=R+/2. .
ill ) i
-L| Calcular la apotema del cuadrado inscrito, en funcién del radio de la
i circunferencia circunserita, .
f !I B/ il _\ Se tiene el cuadrado ABCD, inscrito \
I'i‘i H ‘:\ en la circunferencia O (fig. 44).
i ;‘ \ Trazamos la apotema OE 6 a y el 1a-
i E | dio OA.
| i | El trifngulo recténgulo OEA, nos da:
'a R 4 a . " P o0 il ————u 2
1 \ - 1 / OE2=0A . -AE (1)
[} s 7
1 v
i 3 R € e OE=2; OA=R; AE= R;/2
A e S ;
i ; Fig. 44

Sustituyendo en (1), por los nuevos valores, tenemos:

| !
il 2_4R2 _ 2R2
1 4 4 2. 2R2
1 4 L :
1 a=\/—r¥. Luego: a=B_‘/§_ ; ¥

Ejercicios.

ot
1. El radio de un circulo mide 3.6 cm. Calcular ellado y la apotema del

cuadrado inscrito en el circulo. .

)
{ 2. El lado de un cuadrado inscrito en un circulo mide % de m. Calcul?
“ el radio del circulo.

3. La apotema de un cuadrado inscrito en un cfrculo mide 4.8
Calcular el radio del circulo. 4
4. Fl lado de un cuadrado inscrito en un circulo mide 5 de m. Calcular
la apotema del cuadrado. 6 : i
5. La apotema de un cuadrado inscrito en un circulo mide 7 de m.
Calcular el lado del cuadrado. i
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Calcular el lado y Ia 2
: potema del hex4 Sulat tscri y
del radio de Ia circunferencia circunscrita. Bono regular inscrito, en funcién

Se tiene el hexdgono regular ABCD

EF, inscrit i i
e 0 en la circunferencia O (fig.

‘ El lado del hexdgono regular ins- ’
crito es igual al radio de 12 circunferen- |
cia circunscrita. Luego: /=R,

\
Trazamos la apotema OG | !
radio OA. S ‘ |

3 El tridngulo rectingulo OGA, nos
a:

=i O
0G"=0A"-AG° (1)

0G=3a; 0OA=R; AG=R
2

Sustituyendo en (1), por los nuevos valores, tenemos: I

32=R2_~(B)2
a2=R2_R?
32_4R2 _3_2_ 4
4 4
a2=i_g |
2 |
= 31: Luego 3=M ’
' [

Ejercicios.

1. El radio de un cfrculo mj

de 24 cm. |
regular inscrito en el circulo, cm. Caleular la apotema del hex4gono

2. El radio de un circulo mide % de m. Calcular la apotema del hex4go-
no regular inscrito en el circulo.

3. La apotema de un hexdgo inscri s34
adie el cfroale. gono regular inscrito mide & de m. Calcular el I

Calcular el lado del octbg

- ono regular inscrito, e - :
circunferencia circunscrita. » €n funcién del radio de la
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Se tiene el octogono regular ABCDE

1
*1 | LD

\ | / oP2=0A2-AP2 (D
HY\ ! Y
i NS R
‘ 1 OP=ga; OA=R; AP=R : 1 :
Ny | _.‘_.-l' R_J
AS— | Sustituyendo en (1), por los O §

valores, tenemos:

I* + R}

‘-

Sustituyendo en (1), por los nuevos valores, tenemos:

!
— =—, de donde: I*=R(R—1/)

I*=R? - R/ ignalamos a cero.

-R*=0 aplicamos la férmula general.

: ; X 2=p2_ R2(2-+/2
~ FGH, inscrito en la circunferencia O (fig. h a¢=R (—41/:)— se reduce a comiin denominador.
) > ) A
/ 2O Trazamos €l didgmetro BF y la cuerda ‘ a2 =4R2 —~R2(2 - Va2 ) k
! | se efectiia el paréntesis.
\ AF. 4
i ; " El tringulo rectdngulo BAF, nos da: ; l 3 4R2 - 7R2 + R? \/i iz ok j
\ ' | { : 4 ucen términos semejantes.
‘ \ - AB? = BF x BD. (1) ey 3
N\ X B RV2 | 2 - 2R2 + R2/2 ;
i_\. A : AB=I;BF =2R;BD=R - TFTe Por i i 7 se factoriza.
s :i‘;._ z ser OD apotema del cuadrado inscrito. ; 2 LR2(2+ 3 e
Sustituyendo en (1), por los nuevos S 4 xtrae raiz.
yalores, tenemos:
s 4 oot _VR@TV3 )
?=2R(R~— ale ) se reduce el paréntesis a comin deno- 8 y= VR if V2 ) - |
2 s minador. - Luego: &8 R/ 2 +./3
—R+/2 .. 2
| 1*= e ye ) se simplifica y se efectiia el paréntesis. SN ‘
il 4 ' ; C:;Icular' el .lado del decdgono regular inscrito en funcién del radio de Ia
? iy factoriza. circunferencia circunscrita,
| 1?=2R? —-R? V2 " |
| 12=R*(2-v2 ). /,_,-'f’ — GHUS; tiene el decdgono regular ACDEF
CYEG e cl= N, F 0 N , inscrito en la circunferencia O ‘
iR =V2 ) Luego: I=R/2-v2. /./ : e o ‘
Calcular la apotema del octégono regular inscrito, en funcién del radio de / . El lado del decdgono regular inscrito ‘.I |
la circunferencia circunscrita. ‘ ) CDE 5 l VLI A R TN igual a la seccién durea del radio de la !il
: Se tiene el octogono regular. AB -4 . | circunferencia circunserita, por lo tanto, ‘
P EGH, inscrito en la circunferencia O (figs \ ]~ %6 1s Flaries 48 thmatook I
P \ 47). ‘ \ y, = - |
Y \ Trazamos la apotema OP 6 a ¥ €l w N o5 Bi’ _ 1) il
| i \  dio OA. A s A I
| El tridngulo rectdngulo OPA, nos oL OA=R:O0B=/ BA=R_L

4




gl
i ~ R £+/R* +4R?

i i 2 — R £4/5R?
T.:l. b I 2
] _ 3
4 & -‘
i = :E{—t—R—-—S— tomamos la rafz positiva y factorizamos.
H| i 2
g 1 B EE ) .
1 2 R(v5-1)
Luego: [= 3
' Calcular la apotema del decdgono regular inscrito, en funcion del radio de
ol la circunferencia circunscrita.

Se tiene el dec:igono regular AB-CDE
FGHIJ, inscrito en la circunferencia O

(fig. 49).
Trazamos la apotema OK 6 2 ¥y el
radio OA. i
El trisngulo rectingulo OKA, nos da:

ORZ=0A’-A®. ()

R(/S—D

OK =a; OA=R; AK= 4

Fig. 49 )
sustituyendo en (1), por los nuevos valores, tenemos:

a2 =R2 - [»B-(ﬁ;l)—] 2 efectuamos el corchete.
4

se reduce a comin denomi

2
P 2 R2 \/5_—1
az=R 16

2 16R2—R2( J5-1)2  efectuamosel paréntesis.
qs =
16

42— 16R? _R2(5-2V5+1)
16

42 = 16R2 — R26(6 —24/5) factorizamos.
1

32=R2r16—6+2\/§)
16

a2 =R2(10 +2+/5)
16

extraemos raiz.

a=,/R2(10+2+/3
16 Tk
"Luego: a="Y"

Calcular el lado del poligono de 2n lados en funcién del lado del poligo-
no de n lados.

Se tiepe el lado AB 6 1y el radio OA,
de un poligono regular inscrito. Calcular
el lado AC 6 1"del poligono regular inscri-
to de doble nimero de lados.

Tenemos: § U
AC? = CE x CD. (1) ( e
AC=I; CE= 2R; CD= R — 0D \ \\ F
Sustituyendo en (1), por los nuevos . \'\ //
valores, tenemos: \\\_;‘,L_.,/ '

I'*=2R (R - OD)
I'’*=2R? — 2R x OD

I'= \/2R? — 2R x OD. )
El tridngulo rectingulo ADO (fig. 50), nos da:

=5 I
0D2 =R2—(-2— )2

12
., . OD*=R*%.—
(Ez _ 4R* -1/ 4
4 OD =+/4R?> -7
2

Sustituyendo en (2), por este valor y simplificando, tenemos:

I'= \/2R?> - R\/4R*_I?

SiR es igual a 1, resulta:
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Ejercicios

i 1. El radio de un circulo mide 15 cm. Calcular el lado del octogono
o regular inscrito en el circulo.
2. El radio de un circulo mide
‘ regular inscrito en el circulo.
' 3. El lado de un octégono regular inscrito mide 24 cm. Calcular el radio
‘ del circulo.
| 4. La apotema de un octogono regular inscrito mide

4 4e m. Calcular la apotema del octbgono

% de m. Calcular el

i radio del circulo. '
i 5. El lado de un decdgono regular inscrito mide 9 dm. Calcular el radio
del circulo.

regular inscrito en el circulo.
7. La apotema de un decégono regular inscrito mide 12 cm. Calcular el ¥

radio del cfrculo.
8. Fl radio de un circulo mide

4
y

'.
i
k 6. El radio de un cfrculo mide % de metro. Calcular el lado del decagono =

2 de dm. Calcular la apotema del decdgo-.

no regular inscrito en el cf rculo. l

1' Ejercicios.
]

1. El lado de un tridngulo equildtero inscrito en un circulo mide 12 em..
Calcular el lado y la apotema del cuadrado inscrito en el mismo cfrculo. ]

2. Fl lado de un cuadrado inscrito en un circulo mide 16 cm. Calcular
lado, 1a apotema y la altura del triangulo equildtero inscrito en el n
circulo.

3. La apotema de un hexdgono regular inscrito en un cfrculo mide 1
Calcular el lado y la apotema del octbgono regular inscrito en el
circulo.

4. La apotema de un cuadrado inscrito en un circulo mide 8 cm.
¢l lado y la apotema del decdgono regular inscrito en el mismo circulo

5. Fl lado de un cuadrado inscrito en un circulo mide 16 cm. Ca
lado del tridngulo equildtero circunscrito al circulo.

6. El lado de un tridngulo equildtero inscrito en un cfrculo mide
Calcular el lado del cuadrado circunscrito al cfreulo. i

7. La apotema del hexdgono regular inscrito en un cfrculo mide B
Calcular 1a altura del tridngulo equilétero circunscrito al circulo.

8. La apotema de un cuadrado inscrito en un cfrculo mide 14 cm:S
lar el lado del octdgono regular circunscrito al cfrculo. : ?

X
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Cal
cular la apotema del hexdgono regular circunserito al circul
0.

10. E idng) i
1 lado de un tridngulo equildtero circunscrito a un cfrculo mide 18

|

11. El lado de un cuadrado ci i
sl d O circunscrito a un cfrculo mi
ado y la altura del tridngulo equildtero inscrito en el ::?rgfﬂ:)z i |

* 12. La apotema de un hex4
exagono regular cir i i
cm. (llglc]l;lla; el lado del octégono regular inscﬁtoc:r? :‘;r::‘?cilzn a2
- do de un hex4gono re i :
gular circunscri i
Calcular el lado del cuadrado inscrito en el cfrcu(;];m TR
TE i ‘
OREMA. - los perimetros de dos poligonos semejantes son

nales a sus lados homblogos y a sus lineas homélogas Phae

Hipét.: Polfgono ABCD ~ Poligono A’B'C'D’

Si i
iendo semejantes los poligonos Py P*, tenemos:

=d

b_
b

O‘ [}
=[=5

»

. ks a
Sumand
0 orde
nadamente los antecedentes y los consecuentes, se tiene:
s !

btec+d+a_P_b
b+c+d+a P b

8))

Siend ;
O Semejantes los tridngulos ABC y A'B°C’, tenemos:




W
Las relaciones (1) y (2), tienen razones comunes
P_ b
P

—-—-:m
b

Luego: =
go m
MEDIDA DE LA CIRCUNFE]

TEOQREMA.— Dos circunferencias son proporcionales a sus radios y a sus
didgmetros.

Fig. 52

Hipét.. @C y OC

Inscribimos en estas circunferencias poligonos regulares de igual nimero
de lados, Estos polfgonos son semejantes y sus perimetros Py P” som propor-

cionales a sus radios Ry R".

g aumentamos indefinidamente el nimero de lados de los poligonos, el
perimetro de cada poligono tiende a la circunferencia.

Por lo tanto:

Corolatio.— 1. La relacién entre la circunferencia y el didmetro es cons-
tante. Dicha relacién se representa con la letra griega  (pi).

180 -

Tomando la proporcién: %,s g +y cambiando los medios, tenemos:

e |
g SR D

2. Longitud de la circunferencia.— La longitud de la circunferencia es
igual al didmetro multiplicado por 7 6 al producto de 27 por el radio.

De la igualdad QD = 7, se deduce:

C=7D =2zR.

Longitud del didmetro.— La longitud del dizmetro es igual a la circunfe-
rencia dividida entre 7.

De la igualdad 7D = C, se deduce:

Longitud de un arco.— La longitud de un arco resulta de dividir la circun-
ferencia entre 360 y multiplicar el cociente por el nfimero de grados del arco.

 Longitud dél arco de 1 grado, es igual a 2R — 7R

360 : 180
Longitud del arco de n grados jgual 2 27ARn__ 7Rn,
ks R S 180
Cilculo de m.— En una circunferencia de 1 metro de radio, tenemos:
.| o = _C_ 6 ™= g -
2R 2

Si conseguimos el valor aproximado’de esta semi-circunferencia de 1
metro de radio, tenemos el valor aproximado de 7 .

Como la circunferencia se considera como €l Ifmite de un poligono regu-
lar de infinito nimero de lados, podemos hallar el valor aproximado de ,
calculando el semiperimetro de ese poligono.

Siendo el lado del hexdgono regular inscrito igual al radio y haciendo este
igual a |, se obtiene de'la formula:

r'=y2_a-12. |

Los valores sucesivos siguientes para los poligonos de 12, 24,48, 96, 192,

etc. lados.
|
re i




e i Wi g e

8
=af2~ JE-1F = 0517638

%—P.12=0.517638 x 6 = 3.105827

128 =+/2 — A — 0517638 = 0.261052

1 p oy = 0261052 x 12 = 3.132628

(3]

148 =+/2 — 1/4 —0.2610522 = 0.130806

P.48 =0.130806 x 24 = 3.139345

1
2

196 =+/ 2 — +/ 4 —0.130806> = 0.065438

%P.%: 0.065438 x 48 = 3.141032

Fioprea et A TH065A382 | Lk oo b daen ks y sn oo

Si continuamos duplicando el nimero de lados de los poligonos regulares

. s » . » .
obtendremos una serie creciente de semiperimetros cuyos valores se van

aproximando cada vez mds al valor de .

aproximado del semiperimetro igual a 3.141593.
En la préctica suele tomarse: 7 = 3.1416.

Para el poligono regular inscrito de 1.536 lados, se obtiene un valor

UNIDAD 6

Definiciones.— Se llama érea de una figura la medida de su superficie.

Con frecu_encia se usan indistintamente las palabras drea y superficie; sin
embargo, no son lo mismo y conviene distinguirlas. Superficie se refiere a la
forma y extensién de una figura. Area se refiere al nimero que representa la
medida de la superficie. '

La unidad principal de las medidas de superficie es el metro cuadrado.

Figuras equivalentes.— Dos figuras son equivalentes cuando, sin tener la
misma forma, tienen igual drea.

AREA DEL RECTANGULDO.

Dos rectdngulos de igual base son proporcionales a sus alturas y dos
rectdngulos de igual altura son proporcionales a sus bases.

Las 4reas de dos rectingulos cualesquiera son proporcionales a los pro-
ductos de sus bases por sus alturas (fig. 52).

Fig. 52

. Rectangulo R”  bxa

¢




TEOREMA.— El 4rea de un rectangulo es igual al producto de su base Los tridngulos rectdngulos AFD y B i
. nusas AD y BC y los catetos AF y BEy EC son iguales, por tener las hipote-

| por su altura. o lb b respectivamente iguales.
‘ - el paralelogramo ABCD es equivalente
A ‘ ! : _ al recténgulo ABEF.
a O I ‘ ‘ LAl . Luego: Area=b.a
i : ' Corolarios.— 1 g
l . Do
: % ) P 8 paralelogramos de igual base y altura son equivalen-
i 3 2. Dos paralel i
' 5 paralelogramos de igual base so; i
. d ; Il proporcionales a
lﬁ.f T . 0s paralelogramos de igual altura son proporcionales a sus bases.gus i
g [ ' i - S
1 , | L l ' 2 eeial : ' Area del Rombo
b
\ _ TEOREMA.— El 4rea de un rombo es i

I Se tiene un rectangulo R, que tiene por dimensiones by a,y otro rectdn-

1]
i nales.
| ]
L gulo R, que tiene por dimensiones 1y 1.

l
|
gual al semiproducto de sus diago- /

: Luego: R —bXa g donde se deduce: ' ' — e i
R Ix1’ k e e
|

R'='b.a

Corolario.— El 4rea de un cuadrado es igual al cuadrado de su lado.

Area cuadrado = [*

Area del paralelogramo.

TEOREMA. — El 4rea de un paralelogramo es igual al prgducto d
base por su altura.

Se tiene el rombo ABCD y sus diagonales D yd.

1 P L an
. foc:-:-n]:s ]vemc?s del rombo, trazamos perpendiculares a las diagonales y se
€l rectangulo EFGH que es el doble del rombo ABCD Yy sus djn:;n-

v | 5 W\ V

.[i / ! , . & Siones 80n respectivamente iguales a sus diagonales.

/ Y 4 b3,
I ,-/ v/ A \ ‘C,_‘\\\ \ ! Luego: Area = Dxd

vl -j/ AH\Q\\\ \\\\‘\\\\\\ : : p U

']

A b B

Fig. 54 Area del tridngulo.

TEOREM 4
Se tiene el paralelogramo ABCD y las perpendiculares AF y BE- P45 Dor sy altura, ¢ un tridngulo es fgual a la mitad del producto de

184 A i
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A Fig. 58
Se tiene el trapecio ABCD. .
La diagonal AC divide el trapecio en dos tridngulos cuya altura comiin A,
‘ ! es la del trapecio y cuyas bases respectivas B y b, son las mismas del trapecio.
Se tiene el tridngulo ABC y la altura BD o h. 1 Por lo tanto, el rea del trapecio es igual a l de las 4
Si por los vértices B y C trazamos paralelas a los lados opuestos, se trisngulos, o sea:, E el ath sumg de DS g
obtiene el paralelogramo ABEC que es el doble del tridngulo ABC. Luego el
irea del tridngulo es la mitad del drea del paralelogramo. | Area
Area = A,,_.C_MX_BQ == M..'

2 2

Corolarios.— Dos tridngulos de igual base y altura son equivalentes. sy A
: La base media de un trapecio es igual a la semisuma de las bases del

18 ‘ mismo.

Designando por b” la base media del trapecio, tenemos:

Area= b’ h.

En la fig. 57, los tridngulos
ABC, AB’ C y AB”C son equivalen-
tes porque tienen la misma base AC =
y la misma altura h. E

Area de un poligono regular.

b A T

$omm - —
g

TEOREMA.— El irea de un poligono regular es igual al semiproducto del
perimetro por su apotema.

|

b Ao e N
2. Dos tridngulos de igual base son proporcionales a sus alturas, y doss
tridngulos de igual altura son proporcionales a sus bases.

Area del Trapecio. §

TEOREMA. — El 4rea de un trapecio es igual al producto de su altura -
la semisuma de sus bases.

186 N
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En el poligono regular ABCDEF (fig. 59), / representa el lado, a la apote-
may n el mimero de lados. ‘

Si unimos el centro O con los vértices del poligono, resultan tantos
tridngulos iguales como lados tiene ¢l poligono. Por lo tanto:

l.a.
Areadel A AOB = —2—

l.a
Area del poligono ABCDEF = el xn =

Siendo n/ = P, resulta:

AREAS
Problemas.

1. Caleular el 4rea de los rectdngulos que tienen por base y altura:

1. 245cm. ¥y 3.5 cm.
2. 125m. vy 3.4 dm.

15 m.
G N —g dem. Y BelG

9. Calcular la base de los rectingulos que tienen de drea y altura:

1. 405 cm2 y 18 cm.
2. 700.60 dm2 y 15.5 dm.
3. 55.05m? y 1.5 m.

3. Calcular el 4rea de los rectingulos cuyo perimetro es igual a 160 cm. y

cuya base y altura son entre si:
1. como2a3 3. como4as
2. como3a4 4. comoS5Saé
4, Calcular el rea de los cuadrados que tienen por lados:

i [ 125 cm. 350 3.25m:
2. 1275dm. 4. 0.755 km.

5. Calcular el lado de los cuadrados que tienen por 4rea:
1. 15625 cm? 3. 10.5625 m2
2. 162,5625 dm?2 4. 0.570025 km?

:
&
I

6. Calcular el 4rea de los paralelogramos que tienen por base y altura:

1. 0.25Hm. y 0.35 Dm.
2. 252, y 325 cm.
3. 4565 mm. y 3.25 dm.

7. (Cudntas tablas de 3.50 m. de largo por 0.25 m. de ancho se necesitan
para entablar un salén de 25 m. de largo por 9 m. de ancho?

8. (Cudntas baldosas de 0.20 de lado se necesitan para embaldosar un
salon de clase que tiene 8.50 m. de largo por 6 m. de ancho?

9. Calcular el drea de una acera de 1.80 m. de ancho que rodea un terreno
rectangular de 150 m. de largo por 45 m. de ancho.

10. ;Qué lado ha de tener una mesa cuadrada para que su superficie sea
igual a la de otra mesa rectangular que tiene 4.05 de largo por 1.25 m. de
ancho?

11. El drea de un rectingulo es de 30 dm2. ;Cusles son sus dimensiones
si estdn en la relacién de 4 a 3?

12. ;Cudnto cuesta la pintada de un z6calo de 0.25 m. de alto en una sala
de 8.25 m. de largo por 8 m. de ancho, si el metro cuadrado vale $6.50?

13. ;Cudl es en hectireas, la superficie de un terreno rectangular de 825
m. de largo por 675 m. de ancho?
14. Si se alarga 12 m. una cuerda que da la vuelta a un cuadrado, el

cuadrado que se puede rodear se aumenta en 135 m2. {Cudl es la longitud de
la cuerda?

15. Si se disminuye en 6 m. el lado de un cuadrado, se obtiene otro de
144 m2 menos que el primero, ;Cudl era su lado?

16. La suma de dos cuadrados es de 3050 metros cuadrados, su diferen-
Cia, es de 550. ;Cudl es el lado de cada uno?

17. (Cudl es el lado y cudl el drea de un cuadrado, si la diagonal y el lado
suman 18 ¢cm.?

18. ;Cudles son las dimensiones de un campo rectangular, sabiendo que
la diagonal mide 80 m. y que vendido a $210 el m2 ha producido $376.950?

19. Si se prolonga en 15 cm. y en la misma direccién dos lados de un

Cuadrado, el 4rea del rectingulo que resulta se aumenta en 225 cm?2. ;Cuél es
¢l drea del cuadrado?

20. Un recténgulo tiene 30 cm. de largo y 20 cm. de ancho. Si se dismi-

Nuye la longitud en 4 ¢m., jcon cudnto hay que aumentar el ancho para
onservar la misma drea?

21. Calcular el 4rea de los tridngulos que tienen por base y altura:

+




1. 364cm. y 18 cm,
2. 2.36dm. y 3m.
3. 3/5 dem. y 2/7 de m.

22. Calcular la base de los tridngulos que tienen de drea y altura:

1. 195cm? y 15 cm.
2. 034 mz y 0.20 m.
3. 10.16 dm? y 1.4 dm.

23. Calcular la base y la altura de un tridngulo de 112.50 dm?, si las
dimensiones pedidas son iguales.

24. Un trifngulo tiene 245 m2 de drea. ;Cudles son sus djmensmnes si
estdn en la relacion de 2 a2 57

25. Calcular la base y la altura de un tridngulo que tiene 180 m2 de drea,
si la altura es los 2 de la base.

26. ;Cual es ]a altura de un tridngulo de 15 m de base, si es equivalente a
otro que tiene por base y altura 20 y 12 metros respectivamente?

27. Calcular el 4rea-de los rombos que tienen por diagonales:

10225 cn. y 18 cm.
2. 240m. y 8.4 dm.
3. 3/7dem. y 5/8 de m.

28. Calcular el 4rea de los rombos en los cuales la suma de las diagonales
es igual a 48.6 cm., si estas diagonales son entre si:

1. como?2a3. 3. comodas.
2. como3a4. 4. como 5a6é.

29. El lado de un rombo mide 36 cm. Calcular su drea si sus diagonales

son entre si, como 2 a 4.

30. La diagonal menor de un rombo mide 30 dm. y es igual al lado. 6Cuél
es su drea?

31. El 4rea de un rombo mide 120 dm2. ;Cuél es su perimetro si la

diagonal menor es igual al lado?

32. Calcular el drea de los trapecios que tienen por altura y bases respes i-

vamente:

1. altural2cm. bases48cm. y 24cm.
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2 0.48 m. 2.4 dm. 125
3 320 mm. 1m. 5 0.6c(]1?:.1.
33. El érea de un trapecio es de 360 cm?

; . ;Cudl es su altura si sus bases
miden 50 y 70 cm. respectivamente?

34. Las bases de un trapecio miden respectivamente 40 y 60 cm.; si la
altura del tridngulo comprendido entre la base menor y la prolongacion de los
lados no paralelos mide 15 cm. ;Cudl es el drea del trapecio?

35. El drea de un trapecio es de 8.40 m? , si la base menor tiene 2m.y
la altura 1.80 m. ;Cuil es la base mayor?

AREA DEL CIRCULO.

TEOREMA. - El 4rea del circulo es igual al semiproducto de la circunfe-
rencia por el radio.

Como el circulo se puede considerar
como un poligono regular de infinito ni-
mero de lados. En el limite, el perimetro
del poligono se confunde con la circunfe-
rencia y la apotema con el radio.

Por lo tanto, llamando C a la circun-
ferencia y R al radio, tenemos:

C ]

Area circulo =

Corolarios.— 1. El drea del circulo es igual al producto de el
cuadrado del radio. ’ POT

Sustituyendo en (1), la circunferencia C por su valor 2 .7 R resulta:

Area = 27R x %

Luego: Area circulo= 7 R2. (2)

2. El drea de! circulo es igual a la cuarta parte del producto de m por el

cuadrado del didgmetro.

Sustituyendo en (2), el radio por su valor —12)—, resulta:

258 o 1)
A“f? = TT(T )2
Luego: Area circulo = M 3)




3. El 4rea del circulo es igual al producto de ,}T_por el cuadrado de la
semicircunferencia.

Sustituyendo en (3), el didmetro por su valor %—,resulta:

C
Area=—g- X f = ¥,
s Cc2
Area = 2— X s ]

A C.L2
Luego: Area circulo =—— (-2"‘)

Area del sector circular.— El drea de un sector circular resulta de dividir
el 4rea del circulo entre 360 y multiplicande el cociente por el nimero de
grados del sector.

e SR A ) / IIRZ 1
El drea de un sector circular de un grado es igual a —5 75—

‘El drea de un sector circular de n grados es jguala TR0

Area de un segmento circular.— El drea-de un segmento circular, es
al area del sector correspondiente menos el drea del tridngulo sobrante.

En la fig. 62, el 4rea del segmento ABM es igual al 4rea del sector AOBA
menos el 4rea del tridngulo AOB.

Area de la corona circular. — El érea de una corona circular, s igual @
diferencia entre las dreas de los citculos que la limitan,

192 P
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Si en la fig. 63, restamos del cfrculo exterior el circulo interior, nos

queda la corona circular. Por lo tanto, designando por R y r los radios respec-
tivos, tenemos:

Area=7 R2 — 7 2
Luego: Area corona =7 (R2 — r2).

AREAS

Circulo. Sector. Segmento. Corona.
PROBLEMAS

1. Calcular el 4rea de los citculos que tienen por radios:

1. 45cm. 351 10.25m:
2. 225dm. 4. 35.5 mm.

2. Calcular el 4rea de los circulos que tienen por didmetro:

1. 45cm. 3. 315 mm.
2. 1.36m. 4 Tde "
-3 !

3. Calcular el drea de los circulos que tienen por circunferencia:

1. 50cm. 3. L75m.
2. 12:53dm, 4. gdem.

4. Calcular el radio de los circulos que tienen por area:

é




1. 706.86 cm2 3. 3.0686 m?2
2. 32.16dm2 4. 7.658 mm?

5. La circunferencia de la base de una colunrma es de 3.25 m. Calcular el
drea de la base.

6. La circunferencia de un circulo mide 40 cm., si se aumenta el drea en
180 cm2, ;Cudl seré la circunferencia mayor?

7. La circunferencia de un cfrculo mide 80 cm., si se disminuye el 4rea
en 260 cm2 ;Cudl serd la circunferencia menor"

8. Si se prolonga el radio de un cuculo en 5 cm., el drea queda aumenta-
da en 180 cm?2. Hallar el radio menor.

9. Calcular el 4rea de un sector circular de 60 grados en un circulo de 24 1
cm. de radio. b

10. Calcular el 4rea de un sector circular de 45 grados en un circulo de /
36 dm. de circunferencia. ]

11. El 4rea de un sector circular de 75 grados, es de 36 cm2. Calcular el 3
radio del circulo. A

12. En un cfrculo de 2.4 m. de radio, se tiene un sector de 1.80 m2 . Cal- %
cular los grados del sector.

13. Un sector Circular tiene 36 cm2.,y el 4ngulo central 45 grados.
Calcular el didmetro del circulo. '

14. Calcular el 4rea de un segmento circular de 120 grados en un c{mula &
de 12 cm. de radio. i

15. Calcular el drea de un segmento circular de 60 grados, en un cir
de 2,4 dm. de radio. i

16. Los radios de dos circulos concéntricos miden respectivamente

% y %’ de m. Caleular el 4rea de la corona circular limitada por dichos efrcu ':

los. Area del tridngulo equildtero en fu ncién

B del lado. .
, ‘\ Area del tridngulo ABC =-£X 1L 8
/ \ B -

138
X T
o)

|~

Area del tridngulo ABC =

Grcunseritg

Area del tridngulo equildtero en funcién |
. de la altura. ‘

Area del trifngulo ABC = -~
[ =2hV3
3
Area del tridgngulo ABC =
3 2 6
2
Luego: A = h ;/3

Area del hexdgono regular en funcién
del lado.

El ’hexzigono regular se-descompone en 6
tridngulos equildteros iguales.

2 Fao
El 4rea del tridngulo AOB = :

Area del hexdgono ABCDEF = letr\/i

312 4/3
2

Luego: Area =

“Area del tridngulo equilitero inscrito, en funcién del radio de la circun-

ferencia circunserita.

A

Area de| cua

drado inscrito, en funcién del radio de la circunferencia

- I. % h
Area tridngulo ABC = = (1)

I Roafi 3 h=_—

Sustituyendo en (1), tenemos:

Area tridngulo ABC= R V3

3 R2 4/3

4

Luego: Area =
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=1lxI1=01 (1) =
Area del cuadrado ABCD = [ X I

— : Areatrifngulo AOB=R Y2-V2_ RV2+ V3 _ g2 2~
A = R 2 & ) 2

4
: Zin
‘ 4 a Sustituy®ndo en (1), tenemos: - Area del oct6gono regular = ‘RTZH— x8
| Area del cuadrado ABCD = (R V2 gy
Il Luego: Area= 2 R2 4/2.
i Luego: Area =2 R2 ] :
[ " A . ARFEAS
' Fig. 68 ! . i la circunferen- S
"l Area del hefé.gom regular inscrito en funcién del radio de la 1. Calcular e] drea de los tridngulos equilteros que tienen por lado:
¢ i = g 3
I CAa s ke El hexdgono regular se descompone en Seis; 1. 27cm. 3.5/8 de m.
tridngulos equildteros iguales. » 2. 250 dm. 4. 036m.

X a
Area tridngulo AOB = 5—2— (1)

2 \/ﬁ_ 2. Calcular el 4rea de los tridngulos equildteros que tienen por altura:

=Rt a'= :
e 2 ; . L. 12cm. 3. 45.5mm.
"Sustituyendo en (1), tenemos: 8 _ 2. 1.8m. 4.3/5 de m.
R x R v 3
Area tridngulo AOB = 2 7 3. El drea de un tridngulo equilitero es de 280 cm?2 . Calcular ¢l lado.

4. El érea de un tridngulo equilitero es de 360 cm2 . Calcular su altura.
5. El perimetro de un tridngulo equildtero es de 7.2 dm. Calcular su 4rea.
6. El radio de un cfrculo mide 24 cm. Calcular:

1. El drea del cuadrado inscrito.

2. El drea del tridngulo equilétero inscrito.

3. El 4rea del hex4gono regular inscrito.

4. El 4rea del octogono regular inscrito.
7. El radio de un circulo mide 36 dm. Calcular:

R2 v/ 3

4 L

Area del hexdgono regular = 2

3R%23
2

Area del octoégono regular inscrite
en funcién del radio de la circun

Luego: Area =

circunscrita. 1. El irea del cuadrado circunscrito.
= 2. El 4rea del tridngulo equildtero circunscrito.
5 se descomponeé Eik s : .
o octtf?’gontai ;:gil:éizel ¢s jgusles 3. Eldrea del hexdgono regular circunserito.
~ 158 B = » 3 .
Sl I x @ 4.  Elérea del octdgono regular circunscrito.
Area tridgngulo AOB = D) - ge'IEI lado de un cuadrado inscrito en un circulo, mide 1.2 m. Calcular el

tridngulo equilstero inscrito en el circulo.
. 9. El lado de yp

I M. Caleular ¢ drea d
s 10. El ]ado de un c

* dreg dg) hexagong regu

tridngulo equildtero inscrito en un circulo mide
el cuadrado inscrito en el circulo.

uadrado inscrito en un circulo mide 0.26 m. Calcular
tlar inscrito exf el circul

= RV2-+v2; a=

Fig. 70

Sustituyendo en (1), tenemos:
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11. El lado de un hexagono regular inscrito en un circulo mide 12 dm.
Calcular el drea dél tridngulo equildtero inscrito en elgirculo.

12. El lado de un tridngulo equildtero inscrito en un circulo mide 3 de
dr. Calcular el drea del octégono regular inscrito en el circulo.

13. La apotema de un cuadrado inscrito en un circulo mide 15 cm.
Calcular ¢l 4rea del tridngulo equildtero inscrito en el circulo.

14. La altura de un tridngulo equilitero inscrito en un circulo mide 24e
m. Calcular el drea del cuadrado inscrito en el eirculo. 3 ;

15. La apotema de un hexagono regular inscrito en un circulo mide 24 ‘

cm. Calcular:

. 1. FEl 4rea del cuadrado inscrito.
2. El area del tridngulo equildtero inscrito.
3. El 4rea del octogono regular inscrito.
16. Fl 4rea de un cuadrado inscrito en un circulo es de 36
el radio del circulo. -
17. El 4rea de un tridngulo equildtero inscrito en un ¢
360 cm?2. Calcular el radio del circulo.
18. El 4rea del hexdgono regular inscrito enun circu
cular el radio del circulo.
19. El 4rea de un octd
36 dm?2.Calcular el radio del circulo.
20. Una cuerda en un circulo, que se une por uno de sus extremas:
digmetro, mide 9 cm. y su proyeccién sobre el dismetro mide 5.4 cm. Calcy
lar el 4rea del tridngulo equilatero inscrito en el circulo. [

21. Una cuerda en un circulo, que se une por uno de sus extremos
didgmetro, mide 24 cm. y la perpendicular bajada del otro extremo @&
cuerda al didmetro mide 14.4 cm. Calcular el drea del hexagono regular inse!
to en el circulo. ™

22. Dos cuerdas en un circulo, que se unen por uno de sus ex
formando 4ngulo recto, miden respectivamente 10 y 7.5 cm. Calcular
del octogono regular inscrito en el cfrenlo.

93. Una cuerda en un cfrculo mide 15 cm. y la proy
didmetro, de otra cuerda que s une a la primera, por uno de sus :
formando 4ngulo recto mide 16 cm. Calcular ¢l 4rea del cuadrado inseE
el circulo. : -

24. La perpendicular trazada desde un punto de la circ
metro mide 2 de m. y uno de los segmentos determinados en el did
de 152—de m. Calcular el 4rey” ‘el tridngulo equilétero inscrito en el € &

-

dm?2. Calculatil

. '
frculo es de

1o es de 7.2 m2. Cal

gono regular inscrito en un cfrculo es 68

eccif)ﬂs sob

unferen
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‘25. Dos cuerdas se cortan en u
seccion al centro del cfreulo es de

cada cuerda es de 969. Calcular el
circulo,

1n circulo, la distancia del punto de-inter-
6, em., y el producto de los segmentos de
area del hexdgono regular inscrito en el

26. Dos cuerda
$ 5¢ cortan en un circulo, el producto de los segmentos de

cada cuerda es de 32 i
€ 160 de m. y la distancia del punto de interseccién al centro

del circulo esde L
10

de m. Calcular el 4
; . el dre; - . :
circulo. drea del octogono regular inscrito en el

21.E i4 il4
1lado de un tridngulo equildtero inscrito en un circulo, mide 36 cm.

28. E i
1 lado de un hex4gono regular inscrito en un circulo mide 18 em

(,:llCLl]al e]. area de] SngnentO ar co re tre e
Cll‘Cll] i
; . c mp Hdldo entr el ladCr d l hexagOIlo

29. CalClll&I el area de la corona Cucula] (,Olllplelkdlda € t[e lOS Cl[CLllOS
. . - 1 1 1 22 1 l
Tl
mscrito Y Cllcu"SCIItO’a un cuadrado de cm € EldO

30 C €l area d.e la corona L]]CUlar compre
mnsc to €ircunscrito a un tri 1, L].]O € llatefo cuyo lado IIl.ldB E de 1L

3] s C l A p
. ]
al-(:ll ar B] areca de la corona Cllculal com l'endlda entle 0s CIIculos

TRANSFORMACION DE FIcH RAS

Toda figura, e
. , €xcepto el cin
equivalente. P culo, puede transformarse en un cuadrado

El lad i s
' emmneos cdt;e dicho cuadrado es, siempre, medio proporcional entre las
yo producto representa el 4rea de la figura dada, por lo tanto:

| ] £ .
‘ ] ; - Cuadfﬂdo, €38 una dla geométﬂca entre la

Parg el

e tparalelogra.mo, es una media geométrica entre la base y la altura
I i i ;
apecio, es una media geométrica entre la altura y la semisuma de

_Pafﬂ un poligono re
SHiperimetro,

: Para un
‘h altura

gular, es media geométrica entre la apotema y el

&0no Cual(] iei i s‘
l o = .
I ol O U.lela es JIlela geométr.lca Bﬂtl‘e lEl baSE Ia I‘l"l.ltdd

B = fOblemg. _ T, i
ansformar un rectingulo en un cuadrado equivalente.

Il




. . -\ | h Problema.— Transformar un tridngu-
i o s, / '\ lo en un paralelogramo equivalente.
/ % ! / \ ; 8
!, \ ‘ . . 7 ¥ Se tiene el tridngulo ABC.
' L y i / e s Por el punto C trazamos CE paralela
E ': ! Ly : . 3 a AB, y por D punto medio de AB traza-
; | ! K ;. / mos la recta DE paralela a AC.
. | I i Loy - -
b | i 1-ia 2 i i \ ; Siendo los tridngulos DBE y FC].S
e — ma ‘ iguales, el paralelogramo ACED serd equi-
; valente al tridngulo ABC.
; ingulo ABCD, cuyas dimensiones son b y a. bl Transf ;
Se tiene el ;ectang toma b = b y a'= a. Tomando la suma de Pro epm]z.— ranstormar un trapecio
iera, se £ ok : : triingulo.
Sobre ne “.:Cta cualqmdié:metro se describe una semicircunferencia. r ¢ un triangulo .
_ estas dos dimensiones como ’ drado equivalente sl rectingi il Se tiene el trapecio
i La perpendicular | serd el lado del cug ra 1 D --—‘a—_-i\ s iy
1 T 12 <hb b frttregt \ Se prolonga la base
j TRt . -8 / . mayor AB; se toma
: ilitero rectingulo / A ;
¥ Problema.— Transformar un paralelogramo en un cuadrild f / \ N [ ﬁg =DCy se traza la recta
equivalente. / i S - »
Se tiene el para_lelogl'amo ABC — == —=3 Hi“""‘ e - El trlangulo ADE ex e
----- X CD vy se trazan las frig. 75 8 & quivalente al trapecio
! | Se prolonga y ABCD, por ser iguales los
1 : perpendiculares AF y BE. b tridngulos DCF y FBE.
; 1 ct
:l : Siendo los.tnanguloili reec Problema. — Transformar un cuadrildtero en un tridngulo,
i | AFD y BEC iguales, ¢l r Se tiene el cuadrilstero
. . 2 ivalente al parale iene el coadr
| ) ABEF serd equiv ( ABCD. ;
D. :
AL i 4 Se traza la diagonal AC. Por
Problema.— Transformar un p: R o il
i tridngulo equivalente. 7T I‘k el punto D se traza ED paralela a
Batg el Oy . L \ la diagonal y se prolonga AB has.
“ : \\ o / 4 L. !H E.
, C‘ ™\ o | Uniendo el punto E con C
\ Se tiene el paralelogramo AB E Et— . __k:__‘ﬂ__*___ ) tenemos el tridngulo ECB equi-
k Prolongamos AD; trazamos DES g 5
b Y

valente al cuadrildtero ABCD
: y unimos E con B. ; ¥ por ser el tridngulo ACD equiva-
) \ { Siendo los tridngulos DEF ¥ lente al tridngulo ACE.
\‘\ iguales, el tridngulo AEB serd equil R ozga';ifﬂf“mﬂr un poligono cualquiera en un triangulo equivalente, el tridn-
X al paralelogramo ABCD. k. Cua

drilatero rectdngulo equivale

do - nte, y el rectingulo en un cuadra-
= SQuivajep
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S gt et s, e e

r—

Se tiene el poligono ABC
DE (fig. 77).

Se trazan las diagonales AD
y BD y luego se trazan EF y CG

aralelas a las diagonales.

longa AB hastaEy G
y s ﬁ;e%rgstog puntos con D.

Fig. 77

El tridngulo FDG es equiva-
- S :
lente al poligono ABCDE por ser los triangulos AED y BCD respectivamente
equivalentes a los tridngulos AFD y BGD.

2 Se tiene el tridngulo FDG de
/ \ la figura anterior (fig. 78).
it ' ! \ Se trazan las rectas FI, GH y
: ane DJ perpendiculares a FG; luego
por L punto medio de DJ, se tra-
7a TH paralela a FG.

El rectangulo FGHI es equi-
valeme. al triangulo I'DG, por ser los triangulos FIM y GHN respectivamente
‘iguales a los triangulos MLD y NLD. .

Se tiene el rectdngulo FGHI de la figura anterior (fig. 79).

A continuacién del lado HI tomamos HB= HG.

Fig. 79

Tomando la suma de estas dos dimensio
una semicircunferencia,
Trazamos DH perpendicular a IB en el punto H.

El cuadrado HACD es e
DH2= FG x GH.

nes como didmetro, se describe

quivalente al rectdngulo FGHI, ya que:

Eiercicios

1. Calcular el lado del cuadrado equivalente:

1. A un rectingulo que tiene 36 cm. de base y 12 ¢m.

de altura.
2. A un tridngulo equilitero que tiene 24 cm. de lado,
3. A un rombo cuyas diagonales miden 32 y 12 cm.
respectivamente.
=3

A un trapecio que tiene por bases 40 y 25 cm, y
por altura 15 cm.

2. Calcular el lado de un hexag

ono regular equivalente a un cuadrado de
2.4 m. de lado.

3. Un tridngulo equilatero que tiene 54 cm. de perimetro es equivalente u
un hexdgono regular. Calcular el lado del hexdgono.

4. Un recténgulo es equivalente a un cuadrado de 36 cm. de lado; Jcudles
son sus dimensiones si estin en la relacion'de 3 a 57

5. Calcular el lado de un cuadrado e
de 25 cms. de lado.

6. Calcular el lado de un cuadrad
diagonal y una de sus dimensiones miden

quivalente a un triangulo equilitero

0 equivalente a un rectingulo cuya

respectivamente 30 y 18 cm.

FORMULAS RELATIVAS A LAS AREAS DE DETER INADOS
TRIANGULOS.

Calcular el drea de un tridngulo, en funcién de sus tres lados. -

/\ . Se tiene el tridngulo ABC.
I \

Vel \ AreaA.ABC=%L (1)
/

h=2 Voo -5 -2 (-0

.~ Sustituyendo en (1), tenemos:
L&

o =

Fig. 80 - Area AABC =Dy % Vp(p-b) (p—2) (p—¢)




a
Area AABC =-b-h_ i
s sustituyendo h, por su valor, tenemos:

)“ Luego: Area =+/p(p—b) (p—a) (p—¢) ‘
i Nota: p, representa el semiperimetro. Area AABC= D x a.c
R o Luego: Area = b‘i?{ .C

Calcular el 4rea de un tridngulo, en funci6n de sus tres lados y el radio de

Cal d i4
cular el 4rea de un tridngulo, en funcién de sus tres lados y del radi
radio

i la circunferencia inscrita.
i | o | . £
Se tiene el tridngulo BAC de la circunferencia exinscrita.

i rit la circunferencia s B i
| circunscrito a Se tiene el tridngulo ABC y el Circulo O, exinscri
Q. » exinscrito en el dngulo A,

A ABC =A OAC + A OAB — A OBC

Se une el centro O con los
vértices del tridngulo y se obtie-
nen los tridngulos BOC, COA y

: AOB.
Ee |
I Area ABOC =-2:B
i 4
-|
b Area A COA = B R
.f 7
&

i Area & AOB =E-8- )

i Fig 83 e

aR . bR 4 cR
0 it 2 2

' Area ABAC = _“i}zﬁi).ll
Tomando a +b + ¢ = 2p, tenemos:

Area A BAC =—2ép— x R. Luego: Area= p.R

Area ABAC =

Area A s hield
EEOO0AC mtsse Area AOAB=C:R

a.R
2

Area AABC=(btc—a
( 3 —=).R  Tomando: b + ¢ + a=2p, tenemos:
b+ec “a=2p—-2a=2(p—a)

Are = AL
rea A OBC 5 AreaAABC:bz-_R+LE
2

Calcular el 4rea de un triangulo en funcion de sus tres lados y del radio de Luego: Area = (p —a ).R

la circunferencia circunscrita.
Se tiene el triangulo inscrito en la circunferenci a

SOLU | DE DIFERENTE
UCION DE DIFERENTES PROBLEMAS RELACIONADOS CON
LAS DISTINTAS UNIDADES. | ‘

1. La diagonal d j
s € un rectangulo mide 40 i ;
€4t en 1z relacién de 3 5.4 cm. Calcular sus dimensiones si

0.

Trazamos la altura BD 6 h, el didmetro AE ¥

cuerda BE.
Los tridngulos rectdngulos ABE y BDC son sei !

jantes por tener un éngulo agudo

Solucféf? 1%

a2 + b2 = 1600

= 3
4

igual, % ¢ =% E. Por lo tanto:
, elevando al cuadrado, resulta:

o |m

2 —h 4qedonde2R.h=a.c

R ¢ |
: - Luego: h = 2.8
\ R




t | Solucion,
‘n ‘ :z_l , sumando los consecuentes a los Pr?}ongamos 2 distancia del eynip del
i antecedentes, tenemos: terseccion al centro de] circulo por los dos ex-
tremos, y obtenemos el digmetro AB.
Representando por x el radio, se tiene:

(x + 12.5)(x — 12.5) = 867.75
x2 —156.25 = 867.75

(&)

& le

il | a2 +b2 _ 9+ 16 getituyendo a2 + b2 por 1600, nos da:
i ' b2 16

1600 _ 25 4e donde 25b2= 1600x 16 '
2 4 :
- 16 b2 = 1600 x 16 x2 = 867.75 + 15625

25

x= /1024 = 32, |

b= /1600x 16 -
" 25 :

* |
‘ '
¥ R..32 g
[ J'. e !
i b=32. i
| - 3. Dos cuerdas paralel i i ;
i 1 paralelas miden respectivamente 12 y 16 cm., la distanci
|4 a2 = 1600 — 1024 . entre las cuerdas es de 2 cm. Calcular el radio del czl‘n:ulo.y o |
i a =1+/576 > 4
& R. 32y 24 cm. Solucion. |
' a=24. . R. radio del circulo. x, distancia OC. ‘

R2=6}§2 + Ef)z (1)

Solucion 2. LY oy
R2=0C2 + CE? ()

Llamando 3 x la altura y 4x la base, tenemos:

1 (3x)2 + (4x)2 = 1600. Reemplazando en (1) y(2), tenemos:

9%x2 + 16x2 = 1600

- T

RZ=(x+2)2 + 62
R2=x2 + 82,
Luego: (x +2)2 + 62=x2 + 82

25x%2 = 1600

x=m=8.

25

x2+4x+4 4 36=x2 + 64
X — x2 =64 — 4 — 36.

a=8x3= 24, .1‘=8x4=32.
R. 32y 24 cm.

"

4x = 24,

2. Dos cuerdas se cortan en un circulo, el producto de los segmen *-"

cada cuerda es de 867.75 y la distancia del punto de interseccion al centr@ : o

P < . 3 3 X = — = 2

circulo es de 12.5 cm. Ca]cr_\lar el radio del circulo INSTITUTO LUCAS p I
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i | Tomando la igualdad: R?= x2 +82y reemplazando x por su valor,
i | tenemos: :

R. 10.

| 4. En el cfrculo O trazamos los didmetros AB'y CD perpendiculares entre
i si y la cuerda CB; unimos el punto A con el punto medio de CB. Calcular AE,

en funcion del radio.

Solucion.

Trazamos la cuerda AC.

El trisngulo rectangulo ACE, nos da:

— —_ —
AE’= AC> + CE ¢y
RV2

2

AC=R+V2 CE=

L Reemplazando en (1), tenemos:
RV 2 2
2

AE2 =(Rv/2 )2 + (

T 2R2
AE® =2R* + ——

g 2 ‘
A

5. Calcular los dos segm .atos de una recta de 2 m. dividida en media ¥
extrema razon.
Designando pora la recta y por X la parte durea, se tiene:

a = x_, reemplazando, nos da:

X A—X
A\

et A s x2 =
- = de donde: x2 = 2(2 - x)
X?= 4 - 2%

x? + 2x-4 =0
x=—1%+1+4
X=-1% 2236

X; = 1.236

R. Los segmentos son: 1.236 y 0.764.

6. El lado y la diag
del cuadrado,

| I, lado del cuadrado,

onal de un cuadrado suman 24.15 cm. Caleular el drea

! +/2 , diagonal.
IR 20 =128 15
I(1 ++/2 ) = 2415
: o 24,15
1++/2
Racionalizando se tiene:
o 24.15 (1-v2)
1-2
= 24.15(— 0.4142)
—1
I = 10.

Area = [?2=10%={100.
R. 100 cm?

7. El lado de un tridngulo equilitero inscrito en un circulo mide -8

-Calm.;lar la longitud del arc
1nserito en el mismo circulo,

: de m.
o subtendido por el lado del octégono regular

{

‘209




— '11 ! ’ | l _

: ( ! ! Solucion. L \/3'_ Solucion. : 1
gt | R /3= o R = 57 . Area del campo: 3.760.050: 210 = 17.905. I
i i Llamando b y a las dimensiones, tenemos: |
[ 4 0
, n= —g— =4 : b2 + a2 = 40,000 (1)
r N +Ran a.b = 17905 ¥

Arco = 180 0

' Si en la igualdad (1),

1§ : 8V'3 ' igualdad (2 ta:
i 3.1416 x —77 X 45 ] 1gu (2), resulta:

afiadimos y quitamos sucesivamente el duplo de la

L e . = 0.39 b2+ a2 + 2ab = 40.000 + 35.810
!, : (b + a)2 =75810
}_.: R.0.39 m. ,
L | . 13 | b+a= -
] ‘ 8. El lado de un hexdgono regular circunscrito a un circulo ‘mlde 16 de % a=+/75810= 27534
| m. Calcular la longitud del arco subtendido por el lado del hexdgono regular 2
i Nt b donult : E | b% + a2 — 2ab = 40.000 — 35.810
Solucion. ]
ﬁ | ) e o (b—-2)2 = 4190
1 W 0 E | v/4.190 .
L4 1 b—a= 1/4.190 = 64.73
R r—3 N 13 § / 3 .I .
Apotema = R 2 ; b+a=27534 b= S 170.03

2
b - a= 6473
2b = 34007 a =27534—-b;a = 27534 — 170,03 = 105.30

R. b = 170.03. a= 105.30

kY ) 10. El 4rea de un trisngulo es de 360 cm {Cudles son sus dimensiones si
Afos = e Arco = 180 estdn en la relacion de 3 a 57 '
f : : Solucion.
g R. 0.73 m. Designando las dimensiones por 3x y 5x

|
\ ,[
9. ;Cudles son las dimensiones de un campo rectangular, sabiendo que i
diagonal mide 200 m. y que vendido a $ 210.00 el m2, ha producndoi
3.760.050.00? % |

(%) (3x) = 360
2

15x2 = 720
210



x=+/48=+16%x3 = 4x 1732 = 6.928

b=6928 x 5 = 34.64

a=6928 x 3

20.78

R. b= 3464 y a= 20,78

T
‘{. : 11. El lado de un cuadrado mide 48 cm. Calcular el lado de un tridngulo
!-' !‘ : equilatero de igual drea.
B Solucién.
! g I, lado del tridngulo equildtero.
. -" 1+/3 , altura del tridngulo equilitero
fn'; \ 2
: —t— X N = 482
| : 3 2

g : R. 7294 cm.

biendo que la diagonal meng s igual al lado.

Solucion.

s Eldrea del rombo dado es equivalente al & =
. de dos tridgngulos equildteros iguales.

-

& "
12. Caleular el perimets® de un rombo cuya drea es de 180 cm?, sa-

36 Cm.2-

Luego:
21 \/3' = 180
4
|

¢ = 1”3 = 180 x 2
360 4/ 3

12 = _3__ = 120\/3‘

D

t%.89 I=+/120 /3 = 1441
Perimetro: 1441 x 4 = 57.64

R. 57.64 cm.

13. Las bases y la altura de un trapecio son entre si como 3, 5 ¥ i
Calcular las bases si el 4rea del trapecio es de 1600 cm?2,

Solucion.

Base menor = 3x; base mayor =5x; altura = 7x.

IX = 3x
(—=—) 7x = 1600

@2—@9— = 1600

= 7.55
basg mayor : 7.55 x 3795
base menor : 7.55 x 22.65

14. La circunferencia de un cfrculo mide 1§ cm. si se aumenta el 4rea en
¢Cudnto mide la circunferencia mayor?




S 2 S - <o

I

Il
-

] 16. El lado de un cuadrado es de 25 cm. Calcular el lado de un cuadrado
Sohucion. de doble 4rea.
1 &1 (87 +% e “
Ao i ™ 2
357 i
! T de donde: I = 252 x 2
Q= 3424 + 36 |
4 I =+/252%x2
C2= 324 + 36 x 4rm
1=25x14142 = 3535
—+/ 324 + 1447 = 2785
C=+ 324 + 1447 R. 35.35 cm.
R. 27.85 cm. i 17. Las dimensiones de un rectidngulo miden 80 y 30 cm. respectivamen-
= . of dren queda aumictll te. Calcular la base y la altura de un rectingulo semejante de 4rea cuatro veces
15. Si se prolonga el radio de un circulo en . ) A i mayor.
tada en 80 cﬂfz, Calcular el lado del cuadrado inscrito en el circulo primitivo. 1
Solucion.
Solucion. : | 802 _ 302 _ | )
R= x+ 4; | e —E. L b2 a2 4
- x2|= : )
m [(x+ 4)2 X] 80 Sb—oj -4L,dedonde: b2 ='802 x 4

m (x2+ 8x + 16 —x2) =80
] b=+802x4 =80 x2 =160

302
} a2

7™ (8% + 16) = 80

=i~,de donde: a2 = 302 x 4

a=1+302x4=30x2=60

R. bjf= 160. a = 60.

g8mx + 167 =280

80 —16m

£, e 80161 - 143
A 8

8mx

=1/ %

18. Caleular el radio de un cireulo cuyal rea es cinco veces mayor a la de
Otro circulo que tiene 16 cm. de radio.

lado ¢ - cuadrado igual a R 3/ 2.
lado = 1.18 x 14142 = 1.67

i
}
AL

B

R.. . h6Tem:




R2= 162x5
R=4+/162x 5 = 16x 2.236
R.=_35_776 cm.

19. El lado de un poligono regular es de 24 cm. Calcular la longitud del
lado homalogo de otro poligono semejante que tiene la mitad del drea.

A.seg, = 4TR2 — 3R2+/3

12

Luego: A. seg, 232"2 (47--3v/3)

21. Cale i61 : 2
ular, en funci6n del radio de la circunferencia circunscrita, el drea

del segmento circular comprendido entre el
arco subtendido por éL.

lado del cuadrado inscrito y el

! Solucion. Solucion,

\ ‘42 T

‘: A _ 2 24 A\ A.sect. = ™R2 x 90
i A I 1? /| ‘\\ 360

| A.sect. = TR2

i [ \
i 2 = 2 l ' ,\

1{ | 2 24 ! \ | R A 4 ‘
|&| lz i ‘-2—42 \ // \‘\ ALk Rv 2 X R2V 2
f 2 *9
i g 2

i 24 24/ 2
ih¢ e o = 12/ 2 , A.A = 2R2

: Nyl 20 e 4

i A seg. = & - :—’E
§ ‘ 4 4
e R. 16.97 cm. w :

. Luego: A, seg. B2 (7.9
20. Calcular, en funcién del radio de la circunferencia circunscrita, el drea BO: A 568 4 (7 '2).- !

del segmento circular comprendido entre el lado del tridngulo equiltero ins-

22. Calcular, en funcién del radi i S :
crito y el arco subtendido por él. radio de la circunferencia circunscrita, el 4rea

del segmento circular comprendido entre el lado del hexdgono regular inscrito

Solucion 3 y el arco subtendido por él.

S

mR2 x 120 ' g Solucion.
/ N A.sect. = T™R2x 60

(! 360

A.sect. =

AA-“H________._ _4,-‘ __
-t . - b

Tt

1l

—

o

v

~]

A.sect. = .TR?
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! L] ‘ . | | 3 Rz
| 23. Calcular, en funcién del radio comin, ¢l area del espacio comprendi- PWRDEA) . L : e
‘ do entre 3 circunferencias iguales y tangentes entre si. (e

Area del tridngulo curvﬂfneo;%tﬁz(gw o T o 3R24/3
' Solucion. ' :
1 /_,,--/—\

! . : irea del tridingulo En
El 4rea pedida es igual al drea = 67mR2 — 9R2+/3 +3R2+/3
it | {/ B \ equildtero ABC menos los 3 sectores. 4 ke 4 TN
\ /,‘:\\ ;‘J Lado del tnarglo =2R i | Area =_@52;9_&2.,\£3:_
VR N . o
i iy AN 4 4. - R Area =R (7 /3,
4 / / 4 \ 3 i 2
o ’- ! !I ./ * % \“ ST R2 ¢3
{ - _} L SR N ; ( El érea de la parte menos sombreada es igual al drea del circulo menos el
\\\ \ 37R2.x 60 drea del tridngulo curvilineo. ’
L S T A. de los 3 sectores = 360 ) Luego:
I 94 _i_R_z_ ;

3R?
Area = 7R?* — % (m—+/3)

2
' —27TR2_ 37R2 + 3R2+/3
d Ll 2 Area S A N NS
Luego: 4 rea = R2 VA= ”2R ' .
_ : R.Area B2 (343 _ )
) By - -
', prea = RV —1R2 g = RE /5T 3
- 2 : 25. Desde los vértices B y D del cuadrado ABCD ¥ con un radio igual al
24. En la figura 95, calcular en funcién del radio. lado se describen dos arcos. Calcular, en funcién del lado del cuadrado, el 4rea
Primero: El 4rea del tridangulo curvilineo ABC. b de la parte sombreada.
- breada. ! 1
Segundo: El 4rea de la parte menos som _ , { g Sokicion
‘. Iy, ity
;; Solucion. " . . “\\ El 4rea es igual a los dos sectores ABC
i El édrea del trigngulo curvilineo es igual al drea del tridngulo recti . \\ “\\ ‘ X BA(IZ)[S menos el drea del cuadrado
mas el drea de los tres segmentos iguales. | \ \ 5 d' 1 : 2n*x90 g2
Radio de los segmentos = R \/5 . '- \\\ \ I 360 ey
— 2 0 x__.‘_\‘l .
A. sector ABCD = ﬂ(R\/§6)0 X : i 9¢ Areq |'el cuadrado = J2
= I3 1
= 2 Area = I? (5= ~10)
6 %
~ 26. En el cuadrado ABCD se inscrib lo y desde los vérti
_ mRVY3)2  3R2 ‘ drado S¢ Inscribe un q reulo y desde los vértices del
A.seg. ACD = ——(—?——L T T ;ﬁiﬂrado se¢ describen arcos con el mismo rddiqd. Calcular el 4rea de Ia figura
— S¢ forma, en funcién del lado del cuadrado,
_ R2(@2n-3 v3) |

3 JTO LUCAS PACIOL™

'BLIOTECA
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Solucion,

El 4rea de la figura es igual al drea del cir-
culo mis el 4rea de los cuatro sectores, me-
nos el drea del cuadrado.

I wl?

_delcirculo: 7 (= )? = —
Aec1rc01r(2) . r

i 7 l
I Fig. 97 2% 90
[ 41T ( 2 ) X - I 2
] A. de los cuatro sectores: s = .
|1 A. del cuadrado: I? :
§ . Luego: x1? N
! ; | Area = T 7 — Iz
h 2n1? 4l
Area = - —
4 4
R. Area e (r—2)
27 Desde los vértices del cuadrado ABCD y con un radio igual al lado se.
1 describen arcos. Calcular el 4rea de la figura sombreada, en funcién del lado
del cuadrado. '
.' Solucion.

E] 4rea de la figura BCE es igual al ared
del cuadrado menos el drea de los sectt
res BAE y EDC vy el tridngulo equilatel
AED. 1,
Area del cuadrado: 1°

' 271%x30 wlt
360 6
123

e &

aa de los dos sectores:

13a del tridangulo equildtero:

12 ]2 /
' ::eaBCE = 1% — (L + 2 )8
6 4 -
{ IZ 12 /
-\reaBCE=!2—ﬂ—— v
6 4

1212 — 2712 — 3123
12 :

" \rea BCE =

Luego: Area = 12 _4 ( 120 -271*-312\/3 )
12

Luego: Area = 31 — 121+ 2912 ¢ 31%+/3
‘______i__\/
e 3
Area = 2%_3&3-—-22

3
2

!
R. Area — o
rea 3 (21 + 3\/3.__9)

%, 28 Se divide una circunferencia en 6 partes
1;1.51011 (fon el radio del erfrculo se describen ar
radio, el 4rea de la figura que resulta :

iguales. Desde los puntos de
os. Calcular, en funcién del

Solucion,

La figura se compone de [2
les al segmento ABG.
A. segmento ARG = M R2 V3

segmentos igua-

360 4
A. segmento ABG = R?
1z (27 S
Area de la figura ABCDEF:
a 2
T 12x 1}2 (27-34/3)

Luego: Avea =R2 (27 - B
29. Calcular en funcién o hihe =5

d = TR r S
figura que resulta o describir ©l lado del tridngulo equilitero, el drea de Ia

arcos que pasan por el centro y por los vértices
Solucion. |
El drea de 1la figura es igual a la de los tres
segmentos ¢ue tienen por cuerdas los lados

del tridn : i
\ )° | ABC. guilh, menos el drea del tridngulo

o v

Area de los t

1v/3 )
)'1

3m(

3

——

3604

221




|
1 3(—1\;‘3‘ ¥V e

Losd id l L
0s tridngulos forman un cuadrado que tiene por lado: 7/ e |

t id : =
Area de los tres tridngulos sobrantes ; | Eoeis:
/ : 4 i 2 |
! nl? 123 4ml®=31* V3 Area de los dos tridngulos: (7 — V2 2
il ! Area de los tres segmentos = — — = ———s i o =) =f"+__1:\/? |
] 3 4 12 ‘ 2 ?
Area de los g wl? 2
123 : sectores y de los t st I
‘ { Area del tridngulo equilitero ABC: - : R 4 il 2—-—! LSV
I L 1
. { hea = T AV 2P -4
L Luego: 4nl? - 31°/3 123 4
i <l 12 T Ta
|. . 2
I J| : : ‘ Area = mlT+ 617 -4124/2
412~ 3123 — 31* /3 | Luego: 4
it | | Area = 7 , ' ;
' J | ‘ Area = 2| 1?2 ml*+ 612 _412\/7
4m1?—612~/3 P )]
Area = . ) 4 '
12 ;
Area = " . —_— ¥
A 12 : ' 4
' 1P@r-3+3). ,
T T e PR, S Lnter i

30. Desde los vértices del cuadrado ABCD con un radio igual al de la
circunferencia circunscrita se describen arcos que se unen por sus extremos.
Calcular, en funcién del lado del cuadrado el drea de la ¢ruz que resulta. :
Solucion. \ FO Bl 2o
Restando del area del cuadrado, el drea de ORMULAS
sectores EDH y FBG ms el drea de los triamt
gulos FAE y GCH, se obtiene la mitad del 4¢

IN2
RVZ = @ R=22/:

" Area del cuadrado = I?

En g tridngulo rectingulo.

Si . i
: (::ndo. a la hipotenusa b y ¢
" Catetos, h la altura, m yn
gmentos determinados en
hipotenysa.

’l Area de los dos sectores:
) 21r(i—2~“—2—)2x90 Reet
dividida en media y extrema razén.

\, T 360



Longitud de la circunferencia.

Longitud de un arco de n grados.

Poligonos regulares:
Angulo interior.

Angulo central.

Angulo exterior.

Numero de diagonales.

Poligonos inscritos:

Lado del triangulo equildtero inscrito.
-

Altura del trigngulo equildtero inscrito.

Lado del cuadrado inscrito.

Apotema del cuadrado inscrito.

Lado del pentdgono regular ins{wito.

Apotema del tridngulo equiltero inscrito.

27R 6 TD.

TR.n
180

n n
4r o 160
n n

4r . 360
n n
n(n—3) .

2
RV3
3R
2
R

Lado del octégono regular inscrito.

Apotema del octogono regular inscrito.

Lado del decdgono regular inscrito.

Apotema del decdgono regular inscrito.

Lado del dodecdgono regular.

Apotema del dodecdgono regular,

Poligono de 2n lados.

Para R= 1

AREAS.
Recté.ngulo,
Cuadrado.

Paralelogramo.

Rombo,
Trapecio,

Tﬁ"mglllo.

3
B T5 v
b “Hngulo equilitere en funcién del lado.

Trign :
—4gulo equilitero ep funcién de la alturs.

e

A

I'= /2R* —R+/4R?_Pp

I'=a2-/4_72

RV2+/3
2

225




Trisngulo, conociendo sus tres lados. Vi p(p—a)(p—b)(p—¢) | Val

alores mds comunes,
Tridngulo conociendo sus tres lados y el a.b.c \/5 = 14142
radio de la circunferencia circunscrita. 4R ; ;

: . T
o R | V3 = 1732

Tridngulo, conociendo sus tres lados y el

radio de la circunferencia inscrita. o
V5 = 22361
Poligono regular. p.a
I _

b C.R .pp2.7D2.1C V6 = 24494
Circulo. i R%; 4 T ( 3
Sector circular. * ' ArcoxR. Va- V2 = 0.765

; D

V2+y2= 1847

Sector circular de n grados. TR2. 1
360

Sector correspondiente menok
el tridngulo sobrante. 4

Segmento circular.

m(R2 —r2) |

Corona circular.

Area de los poligonos inscritos.
3R24/3
4

Area del tridngulo equiltero.

i
i

2R2

sR2/10 + 2 /22
8 '.

Area del cuadrado.

Area del pentdgono.

3R24/3
2

2R2+/2

5R2

Area del hexdgono.

Area del octogono.

Area del decdgono.

Area del dodecdgono.

226

m=3.1416
1-03183
§”= 1.04?2
%35 =0.0174
f&o = 0.0087
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‘ | | UNIDAD 1

GEOMETRIA DEL ESPACIO

RECTAS ¥ PLANOS
Generalidades.

La geometria del espacio, o de tres dimensiones, estudia las propiedades
le las figuras cuyos elementos no estdn situados en un mismo plano.

Las figuras geométricas se consideran constitufdas por puntos.

El punto no tiene dimensiones y, por lo tanto, no tiene realidad fisica: es
abstracto.

El conjuntb de todos los puntos constituye el espacio.
Espacio es el lugar donde estin contenidas todas las figuras geométricas.

Plano es toda superficie indefinida que contiene enteramente cualquier
recta que pasa por dos de sus puntos.

El plano es ilimitado, pero para facilitar las demostraciones, lo limitamos
y lo representamos generalmente por un paralelogramo (fig. 1).

Determinacion del plano. Un plano estd deferminado:

L. Por una recta y un punto exterior a ella }fig. 2).



2. Por tres puntos no situados en una misma recta (fig. 3).

J

it s GENERACION DEL PLANO
Ii i i g , Un plano puede ser generado:
[ TH

— v_—A—-—

B4 1. Por una recta que se mueve sobre dos rectas concurrentes o paralelas.
]

{
| . . 2. Por una recta que gira alrededor de una recta fija y perpendicularmen-
%} te a la misma.

3. Por dos rectas que se cortan (fig. 4).
4. Por dos rectas paralelas (fig. 5).

3. Por una recta que resbala sobre otra recta fija permaneciendo paralela
a si misma.

Propiedades del plano. 1. El plano tiene la propiedad de dividir el espacio
en dos regiones situadas a una y otra parte del plano, llamadas semi-espacios.

{ 2. En un plano se pueden trazar infinidad de rectas ¥ por una recta
i} : pueden pasar infinidad de planos.
|

Posiciones relativas de dos rectas. Dos rectas en el espacio pueden ocupar
estas posiciones relativas (fig. 6). -

|
:l 1. Concurrentes cuando se cortan
y estdn en el mismo plano; AB y BC.

: 2. Paralelas cuando no se cortan y

e ‘L/ estdn en el mismo plano; AB y DE,
/
v d

1

/!

3| Cruzadas cuando no tienen
omiin ni estdn en el mismo pla-
» DE.

Angulo de dos rectas que se cruzan: V. dngulo de dos rectas que se ‘
Cruzan, es el que resulta formado por dos Y*ctas paralelas a las primeras
trazadas desde un punto cualquiera del espacio) .

\ Posiciones relativas de una recta y un p, Una recta y un plano pueden

ocupar las siguientes posiciones relativas:

233




-y b | UNIDAD' 3

1. Estar contenida en el plano. En este caso el plano pasa por la recta. RECTAS Y PLANOS PERPENDICULARES

(fig. 7). :
| 4 TEOREMA. Si ;

¥ 2. Atravesar el plano al cual le es secante. La recta puede ser perpendicu- * et L I‘:ﬁ Si g rectaves PBI'PEHdlc":lf’r a otras dos que pasan por su
1 lar u oblicua al plano (fig. 8). - ‘ BRde, perpffnd.lcu]ar a cualquier otra recta que pase por su pie
i ! I . ] | y por consiguiente perpendicular al plano.
A La interseccidn de una secante con un plano se llama pie de la secante.
3. No tener ninglin punto comiin con el plano. En este caso larectay el =

plano son paralelos (fig. 9). DF

Posiciones relativas de dos planos. Dos planos en el espacio pueden ser:
1. Secantes cuando tienen una recta comun (fig. 10).

2. Paralelos cuando no tienen ningiin punto comin (fig. 11).

-1

Fig. 10
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Si AC es perpendicular a CD y CF, dem:

\Tecta CF. ,l-'ramos que lo es también a la

2 Se prolonga AC y se toma CA’= CA. Se ti‘lza DF que corte a CD, CE
Y 8¢ unen los puntos Ay A" conD,EyF. \ :

Las rectas AD y A°D, son iguales por ser CI{ mediatriz de AA".
Lasrectas AF y A °F, son iguales por ser CF ) nediatriz de AA”.




Luego, los tridngulos ADF y A°DF son iguales por tener sus lados respec-
tivamente iguales, y por lo tanto: KBF - A/'JSF.

Los tridngulos ADE y A “DE son iguales por tener un 4ngulo igual com-
prendido entre lados respectivamente iguales. Por consiguiente: AE=A'E.
| Si el punto E equidista de A y A", la recta CE serd perpendicular a AA”.

[ Luego: AC L CE y por consiguiente al plano P.

| Corolarios. 1. Por un punto de una recta se puede trazar un plano perpen-
dicular a la recta y solo uno.

l 2. Una recta perpendicular a un plano es perpendicular a toda recta de
i' 1 dicho plano.

{CIONES
2 2

;Cuil es el lugar geométrico de todos los puntos del espacio que equidiss

tan de los extremos de un segmento dado AB?

El lugar geométrico de todos los pi
tos del espacio que equidistan de
extremos del segmento AB, es el plano
P perpendicular al segmento AB en &
punto medio O (fig. 13). "

=== i e | ——————

TEOREMA. Si desde un punto exterior a un plano se trazan a este plai
una perpendicular y varias oblicuas:

1. La perpendicular es menor que cualquier oblicua.

iguales. :
3. De dos oblicuas desiguales, la mayor es la que se aparta més del pi
la.perpendicular (Ver fig. 14)

2. Dos oblicuas cuyos pies equidistan del pie de la perpendi ar

Hipét.: OB L P; 0A, OC, OD, oblicuas |
BA =BC; BA <BD.
Tesis: OB<0A; 04 =0C: 04<0D.

1. 8i OB es perpendicular al plan <
oP,1] .
lo tanto, el tridgngulo OBA es rect 'p o 0 sera también a la recta BA ¥V, por

Luego: OB < 0A.
2. Siendo BA =BC, los tri4n
por tener los dos catetos iguales.
Luego: 04 =0C
3. Se tienen las oblicuas OD ¥ OA en las cuales BD > BA. Tomamos:

BE =BC =BA y trazamos OE=0A. E
que OE.

gulos rectingulos OBA y OBC son iguales

n la figura plana OBD, OD es mayor

Luego: OD > 0A.
TEQREM. Si desde el pie de una
perpendicular a una recta situada en

esta fsegunda perpendicular con un
Pendicular a la recta de] plano.

'perpendicular a un plano, se traza una
dicho plano, la recta que une el pie de
punto cualquiera de la primera, sers per-
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Tomamos: BC =BD, y trazamos PC, PD, AC y AD. Las rectas PD y PC

son iguales por ser PB mediatriz de CD. . 5. Por el centro de un cfrculo de 10.5 cm. de radio, se traza una perpen-
Los tridngulos rectdngulos APC y APD son iguales por tener un 4ngulo = dicular de 14_ cm. al plano de dicho circulo. Calcular la distancia del extremo
igual entre lados respectivamente iguales y por consiguiente: AC =AD. de la perpendicular a la circunferencia.

El tridngulo CAD es isdsceles y, por lo tanto, AB es perpendicular a la
recta CD en el punto B.

Nota: Este teorema se conoce con el nombre de teorema de las tres
perpendiculares.

e ————— e —

——

APLICACIONES

1. ;Cudl es el lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de tres §
puntos fijos dados A, B, C?

14
'I“ : .‘f‘ | |
'f I § / : Los tres puntos A, B, C determi- ;
|1 H (A nan un plano. En ese plano y por esos ?
! h - - |
R : X |\\._______tres puntos pasa una circunferencia y ;
[1E / it F/ ,una sola. i -‘
i / ( | |

La perpendicular levantada al pla->
/ no por el centro de esa circunferencia
{ es el lugar geométrico de todos los
i / puntos que equidistan de los tres puns
tos dados 4, B, C. ‘

P,
—a

——
[
\

- -~ di

2. ;Cudl es el lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de d;_
semirrectas que tienen en comin, y como origen, el punto O? '

El lugar geométrico es el plano P’
perpendicular al plano P, determinado
por las semirrectas OA y OB; siendo la
interseccion de 'P y P’ la bisecfriz OS

del dngulo AOB.

3. Si por el centro de § circulo, se traza una perpendicular de 6 cn
plano de dicho circulo, y laf istancia de su extremo a la circunferencia 8!
7.5 em.; ;cudl es el drea del d rculo?

4. Por el centro de un

tculo de 7.5 cm. de radio se traza una perp

¥

cia de su extremo a la circug >rencia es de 12.5 cm.?



| | | UNIDAD 4

7 : RECTA Y PLANOS PARALELOS
)
18 |

: : TEOREMA. Toda recta

paralela a una recta de un plano es paralela a
dicho plano.

Hipét.: AB || CD dei plano M.

Tesis: AB | M.

; Las paralelas AB y CD determinan el pla-
[ }j o [ no N.

Por estar AB ¥ CD en un mismo plano,

la recta AB para encontrar al plano M tendria que encontrar a su paralela CD,

* 1o que es imposible,

Luego: AB || M.

. Corolarios. 1. Por un punto situado fuera de up
MBfinidad de rectas paralelas al plano.

& 2. Todo plano paralelo a otro
(S00, ¥ viceversa,

plano se puede trazar una

plano es paralelo a todas las rectas de este

TEOREMA. Las intersecciones de dos pla-
nos paralelos, cortados por un tercer pla-
no, son paralelas,

Hipét.: M || N; AB ¥ CD sus interseccio-
- nes con P,

Tesis: AB || CD.

Las intersecciones AB y CD estin en ¢l  °
plano P, y tam)'aién pertenecen a los pla-
M/iN.

nos paralelos

241




| - .g y paI 3.1310 a ( ]: )
- (Il(:‘llales aun plﬂ.ﬂ() son Pa]a.lelas. un pal T
.

Los tridngulos BCA y EDF son iguales, por tener éus

por ser ambos iguales y paralelos a BE; por

’ 5 tres lados respect.
) vamente iguales.
, 'l Hipét.: AB L M; CD 1L M. | ' Luego: % ABC = % DEF
A . il
{ ' |\ Xl Tesis: AB || CD. o Los dngulos CBG y FEH son iguales, por ser suplementos de dngulos
‘ elaa: .
i ‘ i por.el punto E trazamos U'}a pat i iguales, .
R0, , ilap dicha paralela es perpendlc“tl“fszllg | Luego: % 4BC + % FEH = 1800
e i ) n punto ' 3
/ ‘I / no M. Pero como dESd:nl:licilar 2 un ol . El plano M est4 determinado por las rectas BA ¥ BC que son respectiva-
| / - puede tr&zarlulzasep c?nfun de con CDI ' mente paralelas a las rectas ED Y EF y por consiguiente al plano M.,

, . - , no, esta parale |
18 | A 8 S : ! Luego: M || N.

T = ‘ Luego: AB Yicp. (

vame . e APLICACIONES
i ituados en un mismo p 0o

. Si dos 4ngulos, no sit ‘ i
d TEO%?A nte paralelos y dirigidos en el mismo sentido ;

S 1€ L

lsipcl)emeilptarios, y sus planos‘son paralelos.

1. ;Cudl es el lugar geométrico de todos los puntos que equidistan de dos
J rectas paralelas AB y CD ? -

El lugar geométrico es el plano
P’ perpendicular a] plano P deter-
minado por las paralelas AB y CD;
siendo la interseccitn de P y P'EF
paralelaa AB y CD.

EF es el lugar geométrico de
todos los puntos que equidistan de
AByCDen el plano P,

. 2. ;Cudl es el lugar geométrico de todos los puntos del espacio que estin
41gual distancia de up plano P?

Hipét.: BC || EF;BA || ED. 1
Tesis: % ABC = %DEF; MIN

CE.

s AC, DF, BE,AD y CF

s BC =EF, BA =ED y trazamo ; i

N \ ;‘:I;;,nfs un paralelogramo por tener los lados BA 'y ED 1guslﬁfl |
¥ - los. Por lo tanto AD es igual y paralela a BE. W
. BCFE es un paraleloframo por tener los lados ‘

los. Por lo tanto CF es ig{*1 y paralelo a BE.

eEl lugar geométrico son los planos

p cimap-y 0 por debajo P,
I

P’ y P” paralelos a Py situados, uno
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PROYECCIONES

Tom =AB"
amos AC =AB"y trazamos BC,

Los tridngulos ARB
los terceros desiguales

El dngulo o
] uest
ndo gy puesto al lado menor serd menor que el dngyl
O opuesto al

=TS
Luego: BAER < g;&

de una recta y un
Ccion en el plano,

————— — —— —.

3 Corolario. Angulo
dicha recta con gy proye

plano, es e} dngulo agudo que formga

Proyeccién ortogenal de un punto sobre un plano, es el pie de la perpens:
dicular trazada desde dicho punto al plano. A “%royeccion de A en el plano M
(fig. 24). 3

La proyeccion de una recta sobre un plano es otra recta cuando esta ess
oblicua o paralela o un punto si la recta es perpendicular al plano. ]

B’C’proyeccién de BC; D"E " proyeccion DE; F’G “proyeccion FG.

La proyeccion de una figura cualquiera sobre un plano, es otra
formada por las proyecciones de los diferentes puntos en €l plano.

A “B’C’proyeccién de ABC.

TEOREMA. El dngulo que forma una recta oblicua, a un plano con 8t
proyeccién en el plano, es menor que el que forma con cualquier otra rect
que pase por su pie en el plano. i

FPROBLEMAS

= i s

1. Dadas dos re
ctas AB y CD, trazar Por CD un plano paralel
ralelo a AB,

—

o —

P p—

Se toma un punto O sobre CD.

AB y el punto exteri Tmin

) terior O determi
eIuplano P en el cual se toma Ia recta Ean
que pase por O y paralela a AB. ’

EF y CD son d
‘ 0s rectas que se
¥ determinan el plano Pq’rl.1 P

=

-

. en 0

B

2 cm. de larga, forma

S . ¢on su proyeccion
{Cudnto mide gy Proyeccién?

. g 3 fOI‘l’na COj 10
g I : ; n su pl’O eccion

E ?
gul Una Oblicua , un p

lano
Brados. Calcyjay la, [f;.o-rm 4 con su proyeccién en el plano
oblicua sabiendo que su proyeccién mid, ;lg
e

Hipét.: AB"proyeccion de AB.
AC recta cualquiera i

o~ SN
o .:'BAB’ < BAC
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ANGULOS DIEDROS.
Definiciones y Propiedades,

Toda recta trazada ep un plano lo divide
Angulo diedro. Se llama éngulo die
1ada por dos semiplanos que tienen
las caras del diedro ¥ la recta de in tersec

en dos semiplanos.

dro, o simplemente diedro, a Ia figura
una recta comiin. Log semiplanos son
cibn se llama arista.

forn

El dngulo diedro se nombra con
las letras de sy arista o con lag letras de,
Sus caras y aristas, colocando las letras
de los extremos de la arista entre Jag Je-

tras que designan sys caras. Diedro AB
o MABN (fig. 27).

La magnitud de un diedro no

depende de 1a extensio
la Mmayor o menor Séparacion ent

n de sus caras, sino
re ellas,

Angulo plane correspondiente a un diedyo, Angulo plano correspondien-
2 un dieg 5 i
tadas ¢py Stay situadas una en cada cara, Angulo
®ctilineo CpE (fig. 28).

Punto cualquiera de Ia arist

La igualdad o desigualdad de dos diedros,
depende de sus dngulos rectilineos,

Si dos dngulos rectilineos son iguales, los

diedros son iguales Yy si son desiguales, los die-
dros son desiguales.
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4 todo
Dos diedros son proporcionales a sus dngulos planos, por lo tanto,
sngulo diedro tiene por medida la de su dngulo plano.

i 4 recto,
' Un diedro es recto, obtuso o agudo segun que su dngulo plano sea
obtuso o agudo. - . 3
Diedros adyacentes. Diedros adyacentes son dos diedros que tienen

misma arista y una cara comin comprendid
MABQ v QABN(fig. 29).

a entre las otras dos. Los diedros

g i

T - A o e

A L} o ey S o

Diedro recto. Diedro recto es cada uno de los diedros adyacs;:r)l;ei fllgu _7
Il formados por dos planos que se cortan. Los diedros MCDQ y QC g.

Diedro agudo. Diedro agudo es el que es menor que un diedro recto. ;__
- diedro MABN (fig. 31). ‘ 1
: Diedro obtuso. Diedro obtuso es el que es mayor que un diedro recto.
diedro MABQ (fig. 31).

Diedros complementarios. Diedros complementarios son dofs: m;g;'os_;: .
ya suma es igual a un diedro recto. Los diedros PABN v NABM (fig-32)- |

g ——

Fig. 32 A Fig. 33 i =
Diedros suplementarios. Diedros suplementarios son dlc:rzf-dueg:l;“;I
suma es igual a dos diedres rectos. Los diedros PABN y NABQ (fig. !
\ e

1
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Planos perpendiculares. Planos perpendiculares son los que al cortarse
forman 4ngulos diedros rectos.

Planos oblicuos. Planos oblicuos son los que al cortarse forman 4ngulos '
diedros agudos u obtusos,

Diedros opuestos por la arista. Diedros opuestos por la arista son los
diedros que tienen la arista comfin ¥y las caras del uno son la prolongacién de
las caras del otro. Los diedros NABM y PABQ; MABQ y NABP (fig. 34).

i CEBTH UL LS
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Plano bisector de un diedro. Plano bisector de un diedro es el plano que
lo divide en dos diedros iguales. El plano bisector P (fig. 35).

PROPIEDADES:

1. Los diedros adyacentes formados por dos planos son suplementarios,
2. Los diedros opuestos por 1a arista son iguales.

3. Los planos bisectores de dos diedros

adyacerites suplementarios son
perpendiculares.

4. Los planos bisectores de dos diedros opuestos por la arista coinciden,

5. Los puntos del plano bisector equidistan de las caras del diedro,

6. Si una recta es perpendicular a un plano, todo plano que pase por ella
€3 perpendicular al primero. :

7. Si dos planos son perpendiculares entre si, cualquier recta trazada en

uno de ellos y perpendicularmente a la interseccion de los dos planos, es
Perpendicular al otro.

8. La interseccién de dos planos perpendiculares a un tercero, es también
Perpendicular al plano. ‘




Definiciones.— Se llama 4ngulo poliedro la figura formada por varios
dngulos planos que concurren 2 un mismo punto (fig. 36).

El punto comiin se llama vértice.

Los 4ngulos planos que forman el poliedro, se llaman caras del poliedro y
las intersecciones de las caras se denominan aristas.

Diedros de un dngulo poliedro, son los formados por los planos de dos
caras consecutivas. .

La magnitud de un dngulo poliedro no depende de la extension de los
planos que forman sus caras, sino de la mayor o menor abertura comprendida
entre ellos.

Un angulo poliedro se nombra con la letra del: vértice, seguida de una
letra por cada arista. Angulo poliedro SABCD (fig. 36).

Un dngulo poliedro se Ilama corvexo o céncavo, seglin que la seccidn
determinada por un plano que corta todas las aristas sea un poligono convexo

0 concavo.

Angulo triedro.— Angulo triedro, es el dngulo poliedro formado por tres
dngulos planos. El triedro SABC (fig. 37).

Los dngulos triedros pueden ser rectingulos, birrectingulos o trirrectdn
gulos, segiin que tengan uno, dos o tres diedros rectos.

TEOREMA.— En todo triedro una cara cualquiera es menor que la suma
de las otras dos y mayor que su diferencia.
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A BSA> % BSC - % ASC

A\
LN
AETN,
_ // l \
Hip6t.: Triedro SBAC; % BSC cara mayor y. ! \\
,"/ -\
Tesis: % BSC< % ASC+ %BSA & |
X ASC> % BSC - %BSA & { \
|

Siendo ";‘T('JdEI'([E la primera parte de este teorema con respecto a las caras
nenor y mediana, basta demostrar que la cara mayor es menor que la suma de
1as otras dos.

Trazamos una recta CB que corte a SC y SB, y SD que forme un 4neulo
RS i al £ N i X \ i
BSD igual al dngulo BSA. Tomamos SA = SD y trazamos el plano ABC
Los tridngulos BSA y BSD son iguales por tener un dngulo igual compren-
dido entre lados respectivamente iguales, luego BD = BA

En el tridngulo ABC, tenemos:

BC < BA +AC
BD + DC<BA + AC

!3(‘. < AC, porserBD=BA,y por consiguiente; % [75?3 < A/gﬁ
Afadiendo a ambos miembros de esta ultima desigualdad los dngulos
iguales BSD y BSA respectivamente, .tendremos:
DSC + BSD < ASC + BSA

Luego: BSC < ASC + BSA

La Gltima desigualdad puede escribirse: ASC +BSA > BSC de donde re-

S.Lih‘;jr

ASC> BSC—BSA y BSA>BSC - ASC
Para la cara mayor esta propiedad es evidente.

TEORFEN E ~da 3 . i
{ZOREMA.— En todo dngulo poliedro convexo, la suma de sus caras es
que cuatro 4ngulos rectos.




Hip6t.: S, dnguio poliedro copvexo

Tesis: £ ASB~+ AZBSC +XCSD + . . . . <4 rectos

Q

Se traza el plano ABCDE que corte todas las aris%zzs del poliedro, y s8
unen los vértices de este poligono con un punto cualquiera O. . .

Estas dos series de tridngulos cuyo vértice comtin es O para la rmm\fra yS
para la segunda, constan del mismo mimero de tridngulos, y en ambas la suma
de todos los dngulos es igual.

Segiin el teorema anterior, tenemos: :
BAE < BAS +EAS; CBA < CBS +ABS, . . .etc.

Por lo tanto, la suma de los 4ngulos en la base es menor en Ia primera
serie que en la seguada,

i A a € a 08 €5 T
Por consiguiente, la suma de los 4rigulos en O, que vale 4 rectos es mayon
que la de los dngulos en S.

Luego: 2 ASB + X BSC + X CSD <4 rectos..

APLICACIONES
io f i iedro regular de seis
1. La flecha de un campanario forma un dngulo pghcdro regular ol
caras cuya suma es de 75 grados. ; Cudntos grados tiene cada uno de .‘.
dngulos de la base de las caras laterales?

2. El 4ngulo de la base de un poliedro regular de ocho caras mide b
i ¥ . ’ n'-‘ 1 r)
grados. ;Cudntos grados tiene el dngulo poliedro?

¥

UNIDAD 6

POLIEDROS EN GENERAL

Definiciones.— Se

llama poliedro un cuerpo o solido geométrico, limitado
por superficies planas.

Las superficies que limitan el s6lido se llaman caras de] poliedro.

Los lados de las caras se llaman aristas

y las intersecciones de Jas aristas se
an vértices.

Angulo diedro de un solido es el diedro fo

rmado por dos caras concurren-
€1 una arista.

tes

Angulo poliedro de un sélido es el fo
@ un mismo vértice.,

Diagonal de un
distinta cara,

mmado por las caras que concurren

poliedro es toda recta que une dos vértices situados en

Un poliedro es convexo cua
Caras deja todo el poliedro a un mi

smo lado de ella.
Poliedros regulares. — Un poliedro es regular si
regul

‘ares y sus dngulos poliedros son iguales,

Existen, tinicamente, cinco poliedros regulares que estdn limitados por
tridgngulos equildteros o cuadrados o pentigonos regulares.

ndo la prolongacién de cualquiera de sus

Sus caras son poligonos

Con el tridngulo equilitero se pueden obtener los siguientes poliedros
Fegulares:

£l tetraedro regular, que estd limitado

. por cuatro tridngulos equiliteros,
u"fldOS de tres en tres. En este s6lido cada uno de los cuatro dngulos poliedros
fiden 180 grados.

El octaedro

regular, que est4 limitado por ocho tridngulos equildteros,

O en cuatro. En este sélido cada uno de los seis dngulos

‘_dUS de cuatr
Poliedrog miden 240 grados,

E} icosaedro regular, que est4 limitado Por veinte tridngulos equiliteros,

W
g »
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unidos de cinco en cinco. En este solido cada uno de los doce dngulos po-
liedros miden 300 grados.

Con esta figura no se puede obtener mis poliedros puesto que la union de
seis tridngulos equiliteros, forma un plano.

Con el cuadrado se puede obtener solamente un poliedro regular.

El hexaedro, que estd limitado por seis cuadrados unidos de tres en tres. §
En este s6lido cada uno de los ocho éngulg)s poliedros mide 270 grados.

Con esta figura no se puede obtener mds poliedros, puesto que la unién
de cuatro cuadrados forma un plano. ¥

Con el pentdgono regular se puede obtener solamente un poliedro regu-
lar. :

El dodecaedro regular, que estd limitado por doce pentigonos unidos de.
tres en tres. En este solido cada uno de los veinte dngulos poliedros mide 324
grados. -

Con poligonos regulares de mayor niimero de lados, no se puede formag |
ninguin dngulo poliedro. §
Teniendo en cuenta lo anterior, los poliedros regulares son:
El tetraedro, que tiene 4 caras, 6 aristas y 4 vértices (fig. 40).

Cm.

Cm,

EJERCICIOS

1. Calcular el drea de una cara de un tetraedro regular si su arista mide 6

2. Calcular el 4rea de las caras de un tetraedro regular si su arista mide 8
INSTITUTO LUCAS PACIOL

) et 4




’ R A octacdro regtliar ol suanila wids 12 10.La aIf‘ura de un tetraedro regular m.Jde 24 cm. Caleular la arista,
3. Calcular el drea de una 11. La arista de un tetraedro regular mide 15 ecm. Calcular Ia altura,
cm. i ista mide 16 12. La altura de un tetraedro regular mide 12 cm. Calcular el 4rea de una
edro regular si su arista mi g
4. Calcular el drea de las caras de un octaed de las caras laterales.
cm. i su arista mide 24 13. La apotema de 1a base de un tetraedro regular mide 6 cm. Calcular Ia
- icosaedro regular si su arista mi g
5. Calcular el drea de una cara de un lw-\fb IO I€ altura del tetraedro,
cm. ailarie ista mide 32
Py sgular si su arista mi
6. Calcular el 4rea de las caras de un icosaedro regula PRISMA
cm. S0 3. em2. Calcular s ] ! ; J :
7. Una de las caras de un tetraedro regular mide 8 v/ 3 cm2. Calcular Definiciones.— Se llama prisma el poliedro que tiene dog caras iguales y
=y g b paralelas y las otras caras son paralelogramos (fig. 46). ‘
arista. . taedro regular midén 32 +/ 3 cm?2 Calcular su _ :
8. Todas las caras de un octa
arista.

i6n de ista.
9. Calcular la altura del tetraedro regular, en funci6n de su ari _ D

Se tiene el tetraedro SBAC.

£\ :
0N El triangulo rectdngulo SOA, nos da:
H O\ 052 = AS2— OA2 (1)
= OS = h, altura del tetraedro.
s \ AS = a, arista del tetraedro. s
AD= Q—\QE’ altura del tridngulo de 1a ba- ] 7, 7 / .
se en funcién de la arista. . ra
2 2 a A / 3 - a \/ 3
0A S AD= 3 X 2 = 3
Las caras iguales ¥ paralelas son las bases del prisma y las otras son las
Sustituyendo en (1) por los nuevos valores, tenemos: caras laterales.
i S 3 <2 Las aristas laterales de un risma son iguales y paralelas,
M g2 (TN P
It e =7 3 ' 5 _ ‘ Altura de un prisma es Ia distancia entre las dos bases,
=gl ‘ Prisma recto.— Prisma recto es aquel cuyas aristas laterales son perpendi-
| Culares a las bases (fig. 46).
922 — 3a2 Prisma oblicuo.— Prisma oblicuo es aquel cuyas aristas laterales son
h2= g Oblicuas 2 Jas bases (fig. 47). —
a2 - . :
h2= 6;7 1 En un prisma recto las aristas laterales son iguales a Ia altura, y en un
Prisma oblicuo las aristas laterales son mayores a la altura.
h =,/ 6a° Los prismas se llaman triangulares, cuadrangulares, pentagonales, etc.,
9 %gln que gyg bases sean tridngulos, cuadrildteros, pentigonos, et
6— . Prismg regular.— Prisma regular, es el prism;';%_gecto cuyas bases son po-
Luego: h = 3—3— ' 89n0s regulares, i
|
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g - ,~ { » 257
i 256 ( i \




Seccion recta de un prisma.— La seccion recta de un prisma estd deter-
minada por un plano perpendicular a las aristas laterales. La seccion recta
FGEH (fig. 47)-

Tronco de prisma.— Tronco de prisma es la parte de prisma comprendido
entre una base y un plano oblicuo queycorte todas las aristas laterales. El
tronco de prisma ABCDEFGH (fig. 48).

I

‘ ‘ PARALELEPIPEDOS

i Definiciones,— Paralelepipedo es todo‘prisma cuyas caras son paralelo- .
gramos. El paralelepipedo ABCDEFGH (figa49).

i3
B } c H G
: 2 > =

Y

A

Paralelepipedo recto.— Paralelepipedo recto es aquel cuyas aristas lateras

les son perpendiculares a las bases'y, por lo tanto, sus caras laterales son
- recténgulos. El paralelepipedo recto ABCDEFGH (fig. 50)- :
Paralelepipedo rectingulo— Paralelepipedo rectdngulo es el paralelep{pe:

do recto cuyas bases san rectdngulos, por lo tanto, sus seis caras son re :;
gulos. El paralelepipedo recténgulo ABCDEFGH (fig. 51). _
Propiedades de los paralelepipedos.— 1. Las caras opuestas de un par@
lelepfoedo son iguales y paralelas.
2. En todo paralelepipedo se pueden tomar por bases dos caras
cualesquiera. ]
3. Las diagonales de un paralelepipedo se cortan en su punto medio.

4. El punto comfin a las cuatro diagonales de un paralelepipedo €8
centro del poliedro.

APLICACIONES i
1. Calcular 1a diagonal del paralelepipedo rectdngulo, en funcién ,;;"
ires dimensiones. 4 g .
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Se tiene el paralelepipedo AG.
d, diagonal del paralelepipedo.
X, diagonal de la base ABCD
El tridngulo rectin '
nos da: gt

Sl L

El tridngulo rects
nos da: “agilo S0,

Susti iltima i
ituyendo en esta tiltima igualdad x2 por su valor en (1), tenemo
> S:

d2= a2 + h2 +¢2

Luego:; d=\/ a2 + p2 4.2
Hexaedro regular o cub
; 0.— El hex
pedo rectdngule limitado por seis cuadr;:!i;o o oo S i
2. Calcular 1a diagonal del cubo, en funcién de su arista
/;j_ """" A Se tiene el cubo AG,
AN d, diagonal del cubo,
X, diagonal de la cara ABCD.
El tridngulo rectingulo DAB, nos da:

xz == 32 + a2 (I)
El tridngulo rectangulo HDB, nos da:

8] d? = x2 + a2
Sustituyendo en esta tiltima igualdad x2 por su valor en (1), tene |
3 mos:

d2=a2+a2 +a2 = 352

Luego: d= av/3




i i 4,16y 8
3. Las dimensiones de un paralelepipedo rectingulo miden 2 y
; iagonal.
ctivamente. Calcular su diagon ‘ ' e,
=2 ;5 S(Péealcular la diagonal de un paralelepipedo rectingulo, si sus tres
. i 1 1 1 gemetro.
siones miden respectivamente =5 R S
5. Calcular la diagonal de un cubo que tiene 9 cm. b a:nal.de L N
6. La arista de un cubo mide 24 c¢m. Calcular la diag

I i sus
‘% La diagonal de un cubo mide 12 ¢cm. Calcular la diagonal de una de

i la
I.S La diagonal de una de las caras de un cubo mide 15 cm. Calcular

diagonal del cubo.

UNIDAD 7

AREA DEL PRISMA

El 4rea de un prisma puede ser lateral o total,
El érea lateral comprende el drea de todas las caras laterales.
El érea total comprende e] 4rea lateral mis el 4rea de las dos bases,

Area lateral del prisma.— El 4rea lateral de un prisma es igual al producto
del perfmetro de lIa seccién recta por la arista lateral.

Se tiene el prisma BH.

Las aristas laterales BF » CG;
AE y DH, son perpendiculares a Ia
seccién recta y POr consiguiente a
s las rectas KJ, J,LILy LK.

Las caras laterales son paralelo-
gramos que tienen por bases las aris-

. 3 i tas del prisma, y por alturas los Ia-
Fig: 54 dos de la seccién recta, Luego:

AL=axKJ faxJ + ax IL + ax LK
AL = a(KJ + J1 + IL + LK)
Sustituyendo KJ +JT +IL + LK por P, tenemos:
AL “ B.a
Llamando B el drea de una de las bases, tenemos:
AT=Pa+ 28

El 4rea lateral

de un prisma recto es igual al producto de] perimetro de
base por la altura, '
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PROBLEMAS

1. Calcular el 4rea lateral y el 4rea total de un prisma triangular regular, si

la apotema de la base mide 9 cm. y la arista lateral mide 36 cm.

2. La altura de la base de un prisma triangular regular mide 12 cm.
Calcular su 4rea lateral, sabiendo que su arista es tres veces el lado de la base.

3. El radio de una circunferencia circunscrita a la base de un prisma
triangular regular mide 6 cm. y la arista lateral mide 24 cm. Calcular su drea
total. :

. 4. El radio de una circunferencia inscrita en la base de un prisma trian-
gular regular mide 9 cm. y la arista lateral mide 40 cm. Calcular su drea
lateral.

5. Calcular el 4rea lateral y el drea total de un prisma cuadrangular
regular, si la apotema de la base mide 12 cm. y la arista lateral mide 48 cm.

6. El radio de una circunferencia circunscrita a la base de un prisma
cuadrangular regular mide 15 cm. y la arista del prisma mide 45 cm. Calcular
su édrea lateral.

7. El radio de una circunferencia inscrita en la base de un prisma cuadran-
gular regular mide 9 cm. Calcular su 4rea total si la arista lateral mide 36 cm.

8. Calcular el 4rea lateral y el 4rea total de un prisma hexagonal regular, si
la apotema de la base mide 12 cm. y la arista lateral mide 36 cm.

9. El radio de una circunferencia inscrita en la base de un prisma hexago-
nal regular mide 6 cm. y la arista mide 60 cm. Calcular su area lateral.

~10. Calcular el drea lateral de un prisma octagonal regular si la apotema
de 1a base mide 3 cm. y la arista lateral mide 30 cm. :
11. Caloular Ia arista de un cubo si su 4rea total es de 5 dm?2.
12. Calcular la arista de un prisma triangular regular, si su altura es igual ~

al lado de la base y el 4rea total es de 10 dm?2.

13. El 4rea total de un paralelepipedo rectingulo es de 376 cm 2.

;Cuiles son sus dimensiones si estdn en la relacion de 3,4 y 57

VOLUMEN DEL PRISMA.

Definiciones.— Se llama volumen de un cuerpo a la medida del espacio
que ocupa dicho cuerpo. 3

Unidad de volumen.— Para medir el volumen de un poliedro, se tomay
como unidad de volumen, un cubo de arista igual a la unidad de longitud.

La unidad més usada para medir los volimenes es el metro ctibico, que '=;f
un cubo de 1 m. de arista. 4
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E;u;l m‘edu volu‘menes mas pequefios que el metro ciibico, se emplean:
. ecu?letm ciibico, el centimetro cibico y el milimetro ciibico :
Dos poliedros son iguales cuando pueden coincidir,
0s poliedros que tienen igual vol i i
; o0 igual volumen, sin tenef la misma forma, se

Volumen de un paralelepi; i
. pipedo rectingulo.— El volumen de
pipedo re-cténgu]o es igual al producto de sus tres dimensiones i

L7 T

//////.
Ll |
b

Fig. §§

Se tiene el paralelepf, S
. pedo P, i
miden respectivamente 5,4 y 3 cm, cuyas dimensiones son conmensurables y

Por medio de planos .
que pasen por los puntos de divisién, el
5:3('1; émede descomponerse en tres capas que contiene cada un’a SP:!' :I :111?{-
nidad. Por lo tanto, el paralelepipedo contendré en total: i

S5x4x3=60 cm3  que es el volumen del cuerpo,
Llamando a, b, ¢ las dimensiones del paralelepipedo, se 'tiene:
Volumen =a.b.c.

El volumen de un f P :
base Gorsy e paralelepfpedo rectangulo es igual al producto de su

El p.roducto de a.b nos expresa el 4rea de la base y ¢ la altura.
Designando por B la base y por ala altura, se tiene:

 Volumen= B.a.
Volumen del cubo.— El volumen de un cubo es igual al cubo de su arista
En efecto, el cubo es un paralelepipedo cuyas tres dimensiones son rgua-

les, luego:

Volumen = a.a.a =

263




. & A1 v en de un paralelepipedo
Volumen de un paralelepipedo récto. — El volumen de un p "

ig i 11 base por su altura. ’ :
recto es igual al producto de s p o

o ———————f—3 AG, cuya base es el paralelogramo
vd " /|  ABCD.
! i/t ‘ Trazamos los planos AM y BP per-
o L é—r ! pendicularmente a las caras paralelas
1 | AF y DG.
g &) t““? Lo tridngulos ADN y BCQ son

L/ ignales por tener un dngulo igual com-
| prendido entre lados respectivamente
iguales.

Por lo tanto, los prismas ADNEHM y ]'SCQFGP‘::OH:]g;ﬂEPS y ¢l paralele-
pipedo recto AG es equivalente al paralelepipedo rectangulo AP.
* Luego: Volumen = B.a.

El volumen de un paralelepipedo cualquiera es igual al producto de su
i igjusf;ejn;;a;m prisma cualquiera.— El volumen de? ltm p;is:;a;ezua!qmera
es igual al producto de la seccién recta por una de su.s aris ascto > t.iene A

Todo prisma oblicuo es equi\{alente a 0;;0 Pl';sma‘;t‘(; !atecrlal. :
base la secci6n recta del prisma oblicuo y por altura la an

¢ 7N
En el prisma oblicuo DABC HEFG ;

(fig. 57), se traza la seccién recta LIJK ) 0 /]
y se prolongan las atistas laterales. y e 4

Se toma LM =HD y por el Pumlo 2 :"‘!' . /
M se traza la seccién recta MNOP para- ‘ ; =
lela a LIJK.

Los troncos de Pfiﬁma _ -_-____:;‘_,,’
MNOPDABC y LIJKHEFG son igua- 5/
les, por tener sus bases y Sus aristas :
respectivamente iguales.

Por lo tanto, el prisma oblicuo DG
es equivalente al prisma recto MK.

Luego: El producto de la seccion recta por la arista lateral, es igual 8§
i Bl |
producto de la base por s’ 'tura.
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Corolarios.— Dos prismas de bases equivale

ntes y de igual altura son
equivalentes.

Dos prismas de bases equivalentes son proporcionales a sus alturas y dos
prismas de igual altura son proporcionales a sus bases.
El volumen de un prisma ¢

ualquiera es igual al producto de su base por su
altura.

1. El lado de la base de un prisma triangular regular mide 18 cm. yla
altura mide 24 cm. Calcular su volumen.

2. La altura de un prisma triangular regular mide 36 dm. y la apotema de
la base mide 6 dm. Calcular su volumen,

3. Calcular el volumen de un prisma triangular regular si la altura de la
base es de 6 cm. y la altura del prisma es tres veces el lado de Ja base.

4. El volumen de un prisma triangular regular es de 1.575 V3 em3.
Calcular su altura sila apotema de la base mide 6 cm.

5. ;Qué capacidad en litros tiene un t
cuadrangular regular, si la a
mide 3.5 m?

6. La diagonal de 1a base de un
y la arista lateral mide 40 dm.

anque que tiene forma de prisma
potema de la base mide 1.5 m. vy la arista lateral

prisma cuadrangular regular mide 12 dm.
¢Cuél es su volumen en centfmetros cubicos?

7. El volumen de un paralelepipedo rectingulo es de 810 cm 3. Calcular
sus tres dimensiones si estdn en la relacién de 2,3 y 5.

8. Calcular el volumen, el irea lateral, el 4rea total y la diagonal de un
cubo cuya arista mide 24 cm.

9. ¢Cuénto pesa dentro del agua un cuerpo de 300 kg. de forma ciibica si
su arista mide 60 cm?

10. La diagonal de un cubo mide 15 em. Calcular su volumen.

11. La diagonal de una de las caras de un cubo mide 8 cm. Calcular el
volumen del cubo.

12. El drea total de un cubo mide 270 dm?2. Calcular su volumen,
13. El volumen de un cubo es 125 m3. Calcular:
a) El 4rea total.
b) La diagonal del cubo.
¢) La diagonal de una de sus caras,
14. Calcular el volumen de un prisma hexagonal regular si Ia apotema de
Oase mide 9 cm. y la altura del prisma es de 48 cm.

15. Calcular el 4rea total de un cubo que contiene 512 litros de capaci-

Ly -

lat

dad.
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UNIDAD 8

PIRAMIDE

Definiciones. Pirdmide es el

cualquiera y por caras laterales tri
b (fig.58).

poliedro que tiene por base un poligono
angulos que concurren a un mismo punto

/
Dpes polme b e C
’ A,

El punto donde concurren todos los tridngulos se llama vértice o clispide
de la pirdmide.

Altura de una pirdmide es la perpendicular trazada del vértice a la base,
Aristas laterales de una pirdmide son los lados que limitan las caras latera-
Ue concurren a un mismo punto.

} Una pirdmide puede ser triangular, cuadrangular, pentagonal, hexagonal,

i3 | ®tc., segiin que su base sea un tridngulo, un cuadrildtero, un pentigono, un

heXégono, ete.
y

les q
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Una pirdmide se nombraspor medio de la letra del vértice seguida de una
letra por cada arista.

Pirdmide regular. Pirdmide regular es la que tiene por base un poligono
regular y el pie de la altura coincide con el centro de la base (fig. 59).

‘ En una pirdmide regular las aristas laterales son iguales y, por consi-
|48 guiente, las caras laterales son tridngulos isosceles iguales.

Apotema de una pirdmide regular es cada una de las alturas de las caras
laterales.
TEOREMA: Si se corta una pirdmide por un plano paralelo a la base:

1. Las aristas laterales, la altura y toda recta trazada del vértice a la base,
{ quedan divididas en partes proporcionales.

2. La seccién es un poligono semejante a la base.

3. Las dreas de ambos poligonos son proporcionales a los cuadrados de
it | sus distancias al vértice. ‘

[ ———

S A AR -

1. Siendo EF || AB; FG || BC; GH || CD; HE || DA; EO || AP; los pare$
de tridgngulos SEF y SAB; SFG y SBC .. .etc., que tienen estas paralelas po

bases, son semejantes y como estos tridngulos tienen lados comunes de dos @
dos se deduce:

1
SE _SF_ SG _ SH _ SO 4
SA SC ~ SD  SP |

A

b

SB

2. Siendo semejantes los tridngulos anteriores, tenemos:

=

EF _ FG _ GH _ HE
BC CD DA

pir
les iguales.
bases. La altura PP (fig. 62).

O trapecios de las caras laterales. La apotema K1/#8¢ 62).
iy

En los poligonos EG ¥ AC la raz6n de los Ia

' dos es Iz misma y los 4n
son respectivamente iguales, por tener sus lados > .

paralelos.
Luego: EG ~ AC

Dela semejanza de los tridngulos, resulta:

EF _ SE _ so EF2 _ SE2 _ 502
AB ~ SA " SP AB2 ~ SA2 T gp2 .
Siendo las 4reas de dos poligonos semejantes, pr i
, Propo -
drados de la razén de semejanza, tenemos: : e
Area EG _ 502
Area AC  SP2

Tronco de pirimide.
prendida entre la base y u
61).

Tronco de pirimide es la parte de pirdmide com-
Na seccion que corte todas las aristas Jaterales (fig.

La parte de pirdmide que sobra se llama pirdmide deficiente.

) T.?onco de pirdmide regular. Tronco de pirdmide regular es la parte de
dmide comprendida entre la base Y una seccion paralela a ella (fig. 62).
Las caras laterales de un tronco de pirdmide regular son trapecios isésce-

Altura de un tronco de pirdmide regular es la distancia entre las dos

Apotema de un tronco de pirdmide regular es cada una de las alturas de
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AREA DE LA PIRAMIDE,

El 4rea de una pirdmide puede ser lateral o total.

El 4rea lateral comprende el drea de todos los tridngulos que son las caras |

laterales. i
El 4rea total comprende el drea lateral mas el drea de la base.

Area lateral de una pirimide regular. El drea lateral de una pirai‘nic}z .
regular es igual al semiproducto del perimetro de la base por la apotema de

¢ - S
pirdmide. .

\ r 4 Il

I d. o

#\ P - ,»\/

| \/
| WG - A

e

T =
1 A "

Tp——— -

Fig. 62

En la pirdmide SABCD de la fig. 63, se tiene: 1
1 1 A
AL=%a xAB+%axBC+EaxCD+2axD__‘

AL = 2a(AB + BC + CD + DA)

Reemplazando por P el perimetro de ]a base se tiene:

Area total de una pirdmide regular. El 4rea total es igual al irea latef
mds el 4rea de la base.
Llamando B el 4rea de la base, se fiene:

sl

El 4rea de un poligono regular es igual al semiproducto del perime *
la apotema. Llamando a” 1a apotema de la base, tenemos: }

P.a eoa: AT.= £l 4“3"-.’5;-(!* a’) -

En una pirdmide regular se pueden formar los siguientes tridngulos rec-
tédngulos:

1. La altura de la pirdmide, las aristas laterales y las rectas que unen los
vértices de la base con el pie de la altura, forman tridgngulos rectdngulos, El
tridngulo rectingulo SOB (fig. 63).

2. La altura de 1a pirdmide, las apotemas de la base y las apotemas de la
pirdmide, forman tridngulos rectdngulos. El tridngulo rectingulo SOE (fig.
63).

3. Las apotemas de la pirdmide, las aristas laterales y las mitades de los

lados de la base, forman tridngulos rectdngulos. El tridfngulo rectingulo SEB
(fig. 63).

PROBLEMAS

1. La apotema de la base de una pirdmide regular mide 18 cm. y la altura
de la pirimide mide 24 cm, Calcular la apotema de la pirdmide.

2. La altura de una pirdmide mide 28 cm. ¥ la recta que une el pie de la
altura con el extremo de la arista mide 21 cm. Calcular la arista lateral,

3. La arista lateral de una pirdmide mide 45 cm. y la apotema de la
pirdmide mide 36 cm. Calcular el lado de la base.

4. La apotema de una pirdmide mide 60 cm. y la apotema de la base mide
36 cm. Calcular la altura de 1a pirdmide.

5. El 4rea total de una pirdmide triangular regular es de 6 dm2 y el lado
de 1a base mide 12 cm. Calcular la altura de la pirdmide.

6. La apotema de la base de una pirdmide triangular regular mide 6 cm. y
la altura de la pirimide mide 24 cm, Calcular el drea lateral de la pirdmide.

7. La altura de la base de una pirdmide triangular regular mide 9 cm. yla
apotema de la pirdmide mide 18 cm. Calcular el drea total de la pirdmide.

8. La apotema de la base de una pirdmide cuadrangular regular mide 12

“m. y la altura de la pirimide mide 16 cm. Calcular el drea total de Ia
pirdmide.

9. Expresar en funcién de la arista el 4rea lateral del tetraedro regular,
10. Expresar en funcién de la arista el 4rea total del tetraedro regular.

11. La gran pirdmide de Egipto tiene por base un cuadrado de 232 m. de
lado, y sus caras laterales son tridngulos equildteros, Calcular:
3) La altura de la pirdmide,
®) La apotema de la pitémide.
¢) La apotema de la base.
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: 15. La diagonal de un octaedro regular mide 24 cm. Calcular su 4rea.
d) El 4rea lateral
e irea total. el
e) Ell;r Una pirdmide cuadrangular regular de 8 dm. de lado y 12 dm | i i i
' i al.
. Calcular la arista later e e e
alturascs- una pirdmide tiene por base un tridngulo de 1 ;’2 cm. (:Ferlggi) fn i
l t.ie 124 cm. ;Cudl es la longitud de lps segmentos uetfzrtmm?a o ‘é‘, 2
?lanF:::s laterales por una seccién paralela a la base y a una distanc

rtice? _ 2 T
o v(154 1Calcular la diagonal del octaedro regular, en funcién de la arista

cm?2

El 4rea de un tronco de pirdmide, puede ser lateral o total,
El 4rea lateral comprende el drea de todas las caras laterales.
El 4rea total comprende el 4rea lateral més el 4rea de las dos bases.

; de pirdmide regular es igual a Ia semisu
r
AN, apotema del tronco,

: \ ' / By A
> ..._\ y \ — il ‘ : \
V> . i B f \ f Lo \ A\
N A ot T | / \ ] 3\
& 7~ e -' ; Z / \ / '.‘ .ll '
<z ok i ’f /
K% > \ f

: in
El octaedro consta de dos pirdmides regulares que tlenepro 22; i
el cuadr(z)ldo ABCD y por altura las semidiagonales EO y OF (fig. 64).

El tridngulo EOA es un tridngulo rectdngulo isésceles, por lo tanto, s En el tronco ABCDEFGH de 1a fig. 65, se tiene:
Tian

AE = a, arista del octaedro.

AL={£T+f}a

Sustituyendo en (1), por los nuevos valores, tenemos:

Area total de un tronco de pirdmide regular. El rea total de un tronco de
Pirdmide es jgual al 4rea lateral més el 4rea de las dos bases.

Llamando B el 4rea de la base mayor y B el 4rea de la base menor, se
tiene:

2x2 = a? 1

5 2a2 _ a /2
x2=§3 x:f%g:\/;_a‘_%:

I qo: EF=av2.

272 : '<

ar=(£2F, a+B+g
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16. Calcular la diagonal de un octaedro regular que tiene por 4rea 31.176

Area lateral del tronco de pirdmide regular. El 4rea lateral de un tronco

ma de los perimetros de las bases por la

i | AL:%H(AB+EF)+§1“(E"C+F‘”*%*’i(cn-wtGH)+%a(DAHiE)
tiene: EOQ2 + QA2 = EA2 (1) | 2 :
. " ‘ AL:—&(ABJFEF+BC+FG+CD+GH+DA+HE)
EQ = X, mitad de la diagonal EF. . - ’ .
» M d de la diagonal AC ' Reemplazando por P y P*Jos perimetros de las bases, se tiene:
QA = x, mitad de la dia .
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En un tronco de pirdimide regular se pueden formar los siguientes trape-
cios rectingulos:

1. La altura del tronco, las aristas laterales y las rectas que unen los
vértices de las bases cofPlos pies de la altura, forman trapecios rectangulos. El
trapecio rectangulo KBFJ (fig. 65).

2. La altura del tronco, las apotemas de las bases y las apotemas del
tronco, forman trapecios rectingulos. El trapecio rectdngulo KLIJ (fig. 65).

3. Las apotemas del tronco, las aristas laterales y las mitades de los lados
de las bases, forman trapecios rectdngulos. El trapecio rectdngulo BLIF (fig.
65).

[ LBV

1. Las apotemas de las bases de un tronco de pirdmide regular miden 6 y
3 cm. respectivamente y la altura del tronco mide 4 cm. Calcular la apotema '

del tronco.
2. La altura de un tronco de pirdmide regular mide 32 cm. y las rectas

que unen los pies de la altura con los extremos de las aristas miden 48 y 2438
cm. respectivamente. Calcular la arista lateral. .
3. La apotema de un tronco de pirdmide regular ‘mide 35 cm. y las
apotemas de las bases miden 42 y 21 cm. respectivamente. Calcular la altura
del tronco. |
4, Las apotemas de las bases de un tronco de piramide triangular regulag
miden respectivamente 24 y 12 cm. y la altura del tronco mide 16 cm.
Calcular el drea lateral del tronco. b
5. Las apotemas de las bases de un tronco de pirdmide cuadrangulas
regular miden 36 y 18 cm. respectivamente y la altura del tronco mide 24 cms
Calcular el drea total del tronco.
6. La altura de una pirdmide hexagonal regular mide 12 cm. y el lado déi§
la base mide 6 cm. Si se cortan todas las aristas por un plano paralelo a la bases
a 4 cm. del vértice, ;jcudl es el drea lateral del tronco que. resulta?

VOLUMEN DE LA PIRAMIDE

Descomposicién de un -prisma triangular en tres pirdmides o tetraedroi
equivalentes (fig. 66).

Se tiene el prisma triangular ABCDEF,

Si trazamos los planos AEC y AEF, el prisma queda descompuesto en 108
tetraedros EABC; ADEF y EACF.

Los tetraedros EABC vy ADEF, son equivalentes por tener bases y &t
ras iguales.
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1 U-Lue.go‘: If)s tres tetraedros son equivalente
Na piramide triangular es el tercio del volu

Volumen de la Pirgm

; . ide. El volumen AL =
al tercio del producto del dtea de la bage po?esﬁ?tﬁ::aMde Saliisa gt ual

$ ¥ por consiguiente el volumen
men del prisma,




Luego'volumen =1/3h x ABC+ 1/3h x ACD+ 1/3h x ADE.

Volumen = 1/3 h(ABC + ACD + ADE)
Como ABC + ACD + ADE esigqalaB,tenemos:

Dos pirdmides de Basés eqmvai;ﬁtes y de igual altura, son equivalentes.
Dos pirdmides de bases equivalentes son proporcionales a sus alturas y
dos pirdmides de igual altura son propgrcionales a sus bases.

Volumen del tronco de pirdmide. Todo tronco Qe pirémid.e triarlzg‘ulzir de
bases paralelas es equivalente a la suma de tres pirdmides que tienen la rmsm1:
altura del tronco y cuyas bases respectivas son las dos bases del tronco y
media geométrica entre ellas.

Fig. 68 B

Se tiene el tronco de pirdmide triangular ABCDEF, cuyas bases paralelas
son By B’ y su altura h (fig. 68).

Si trazamos los planos ACE y CDE el tronco queda descompuesto en tres ,

pirdmides triangulares: EABC, CEDF y AECD. Luego:
Volumen = 1/3h x B+ ]/3.h X B+ _1[3 h \/_ BB’
v=l(B+ 5+ VEF)

PROBLEMAS.

1. La apotema de una pirimide triangular regular mide 45 cm. y la
apotema de la base mide 27 cm. Calcular su volumen.

2. Calcular el volumen de una pirdmide triangular regular si el lado de la
base mide 12 cm y la arista lateral mide 24 cm.

3. La Gran Pirimide de<7gipto tiene por base un cuadrado de 232 m. de
276 o {

lado y sus aristas laterales son

iguales a los lados de las bases. Calcular su
volumen.

4. Una pirdmide regular tiene por caras laterales tres tridngulos rectingu-

los isbsceles; la hipotenusa de cada tridngulo mide 18 cm. Calcular su volu-
men.

5. El volumen de una pirdmide triangular regular es de 55.424 cm3
Calcular el lado de la base si la altura de la pirimide es de 8 cm.

6. El lado de la base de una pirdmide cuadrangular regular es de 6 dm,
Calcular su volumen si la apotema de la pirimide es tres veces el lado de Ja
base,

7. La apotema de 1a base de una pirdmide hexagonal regular mide 15 cm.
Calcular su volumen si la altura de Ja pirdmide es de 45 cm.

8. Calcular el volumen de un tetraedro cuya arista mide 12 c¢m.

9. Expresar en m3 | dm 3
que tiene 48 mm. de arista.

10. La altura de la base de una pirdmide triangular regular mide 12 cm. y
otema de la pirdmide mide 24 cm. Expresar el volumen de la pirdmide en

y em3 , el volumen de un octaedro regular

la ap
dm3

11. Expresar en funcién de Ia arista, el volumen del tetraedro regular.
B o) Expresar en funcién de la arista, el volumen del octaedro regular.

13. Las apotemas de las bases de un tronco de pirdmide triangular regular

miden 8 y 4 cm. respectivamente. Calcular su

volumen si la altura del tron.
co es de 12 cm.

14. Calcular el volumen de un tronco de pirdmide cuadrangular regular si

los lados de las bases miden respectivamente 16 y 8 em. y la apotema del
tronco 24 cm. y

15. Un tronco de pirdmide tiene 1 dm3 de volumen. Calcular su altura si
sus bases son cuadrados que tienen 18 y 12 cm. de lado.




SUPERFICIE CILINDRICA CIRCULAR.

Definiciones.— Se llama superficie cilindrica Ia engendrada por una recta
que se desplaza en el espacio, permaneciendo siempre paralela a una recta fija,
Y apoyédndose en una curva también fija.

La recta que gira se llama generatriz y la curva fija se llama directriz.

Cilindro circular.— Cilindro circular es el sélido geométrico limitado por
una superficie cilindrica ¥ dos planos paralelos que cortan todas las generatri-
ces. Estos dos planos paralelos se llaman bases,

E] cilindro circular puede ser recto u oblicuo segin que la linea generatriz
sea perpendicular u oblicua a las bases. E] cilindro ABCD y el cilindro EFGH
(figs. 69 y 70).

Cilindro de revolucion.— Cilindro de revolucién o cilindro circular recto
®s €l que estd engendrado por la revolucién completa de un rectingulo alrede-
dor de uno de sus lados (fig. 71).

El lado sobre ¢l cual gira el rectdngulo se llama eje o altura del cilindro, el

do opuesto que engendra la superficie cilindriga, se llama generatriz y los
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dos lados son los que describen los circulos que son las bases del
oiros dos
cilindro. :
En la figura 71, se tiene: Y
Lado BC, eje o altura del cilindro.
Lado AD, generatriz del cilindro.
i del cilindro.
AB y DC, radios de las bases ’ , g
El cilindro puede considerarse como el lfmite de un prisma regular inscri
c 7 o 3 =
to, cuyo niimero de caras laterales aumenta md.ﬁmdamen.te s
: Tronco de cilindro, es la parte de cilindro comprendida entre un
I ')
una secci6n oblicua a ella.

c [INA SUPERFICIE CILINDRICA.
LU TANCENTES 4 [IN 4 [ NI} i . A
reey O VTES Y T'A 7l i) £ o
PLANOS SECANTES Y 1
LAINUS

tie-
Planos secantes.— Cuando un cilindro es cortado por un plano, se obti
nen unas secciones denominadas secciones cilindricas.
rincipales son: i o -
];azpmdcf) el plano secante es perpendicular al eje del cilindro la seccidn
. Cu
es un circulo. El circulo AB (fig. 72).

.
e

- PSS, |

2. Cuando el plano secante es paralelo al eje del cilindro, la seccién es uik
U
: ; fig. 73).
ingulo. El rectdangulo ABCD ( : v 4 y
reCtaiJ:bCuando el plano secante es oblicuo al eje del cilindro, la seccion es |
ipse. La elipse CD (fig. 74). = o
ehpspzano rfngenre.— Se llama plano tangente a un cilindro, todo hi( g
exterior que solo contiene una de las generatrices de cilindro. El plano :
75).

ili i eratri
Todas las tangentes que puedan trazarse al cilindro por dicha gen |
estan contenidas en el plano tangente.
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El édrea de un cilindro puede ser lateral o total.
El drea lateral comprende el drea de la superficie cilindrica que lo limita,
El édrea total comprende el drea lateral m

El drea lateral de un cilindro de
rencia de la base por Ia generatriz,

as el drea de las dos bases.
revolucién (fig. 71) es igual a la eircunfe-

Designando por 47 el drea lateral y por g la generatriz, se tiene:
AL=27nRg

Designando el 4rea total por AT, tenemos:

AT 27Rg+2B

B= 7 R2
AT = 2qRg + 2 #R2
Luego:
AT=27R (g+R),

Volumen del cifindro, — El volumen de un cilindro circ
fécto, es igual a la base por Ia altura (figs. 70y 71).

Llamando ¥ el volumen ¥ h ala altura, tenemos:

ular, sea oblicuo o

V =aR2p

PROBLEMAS

1. Calcular el 4rea lateral de un cilindro sabiendo que el radio de la base y
4 generatriz miden respectivamente 12 y 36 cm,

2. El radio de 1a base de un cilindro mide 8

cm. Calcular el 4rea total si sy
alturg eg tres veces la circunferencia de Ia base,

2

$' 281




3. Expresar en m2 el 4rea total de un cilindro cuyo radio y altura miden
respectivamente 6 y 18 cm,

4. La apotema de un tridngulo equilterd inscrito en la base de un cilin-
dro mide 6 cm. Calcular el 4rea lateral del cilindro si la altura mide 30 cm.

5. El lado de un tridngulo equildtero inscrito en la base de un cilindro
mide 9 cm. Calcular el volumen del cilindro sabiendo que la altura es 36 cm.

6. Calcular el drea total de un cilindro de 40 cm. de altura si la apotema
del cuadrado inscrito en la base del cilindro mide 8 cm.

7. Calcular el volumen de un cilindro de 30 cm. de altura si el lado del 8
cuadrado inscrito en la base del cilindro mide 4 cm.

8. La apotema de un hexdgono regular inscrito en la base de un cilindro
mide 6 cm. y la altura del cilindro mide 24 cm. Calcular:

a) El édrea lateral.
b) El 4rea total.
¢) Elvolumen. 4

9. Calcular el 4rea total de un cilindro inscrito en un cubo de 12 cm. de &
arista. ;
10. Calcular el 4rea lateral de un cilindro inscrito en un prisma triangular 3
regular si el lado de la base y la altura del prisma miden 9 y 24 cm. respecti=
vamente.
11. El lado de la base de un prisma cuadrangular regular es de 8 cm. ¥ 12
altura mide 32 cm. Calcular €l drea total de los cilindros inscrito y cucunl*-]
crito al prisma. ;
12. Cuantos metros ciibicos de agua contiene un pozo cil{ndrico de'@
m. de profundidad y 2.5 m. de didmetro, si su contenido solo llega a 1088
2/5.

13. ;Cusl es el espesor de un disco de plata de 4 cm. de didmetro si &
peso es de 40 gramos? (densidad de la plata 10.5).
14. Calcular el peso de 250 m. de alambre de hierro de 3 mm. de diames
tro (densidad del hierro 7.8). {
15. Un recipiente cilindrico de 1.8 m. de altura tiene una capacldsd‘
180 litros. Calcular el radio de la base. 3
16. Calcular el 4rea total de un cilindro cuya generatriz es igual al ~
del cuadrado inscrito en la base del cilindro y mide 25 cm.
17. Un recipiente circular lleno de aceite (densidad del aceite 0: 9) o
50 cm. de altura y 10 cm. de radio. Calcular su peso total si el recipiente '
un espesor de 5 mm. y la dengidad del material del recipiente es de 4.5: 3
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: 18. El 4rea later
si el radio de Ia base

19.  El 4req late
30 cm. Calcular e} radio

20. El 4rea latera de u

veces el radio. Calcular el ra

dio.

al de un cilindro esd
e 37
mide 10 cm. it

ral de un cilindro es de 1884 ¢m2

n cilindro es de 370 dm.2

Calcular 1a generatriz
¥ la generatriz mide

¥ la generatriz es tres
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UNIDAD 10

Definiciones.— Se llama superficie conica, la engendrada por una recta

que se desplaza en e] espacio pasando siempre POr un punto fijo, llamado
vértice y apoydndose en una curva también fija.

La recta que se mueve se llama generatriz ¥ la curva fija se llama directriz,
La superficie cénica se ¢

ompone de dos partes, hojas 0 mantos, opuestos
por el vértice (fig. 76).

Cono circular. — Cono circular es e] s

10s mantos de una superficie cénic
'generatn'ces, llamado base.

El cono circular puede ser recto u oblicuo

AT U oblicuo a Ia base. E] c

Cono e revolucicn. —

6lido geométrico limitado por uno-
4 y por un plano que corta todas las

, Seglin que su eje sea perpendi-
ono SAB y el cono SCD (figs. 77y 78).

Cono de revolucién es el que estd engendrado por
p/
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la revolucién completa de un tridngulo rectdngulo
alrededor de uno de sus catetos (fig. 79).
El cateto sobre el cual gira el tridngulo se Ila-
ma eje o altura del cono, la hipotenusa que es }a
: \ que engendra la superficie cém’ca} se llama genera-
l / triz y el otro cateto describe el circulo que le sirve .
‘ = \ de base al cono.
1 \ En la figura 79, se tiene: '
| ; Lado BC, eje o altura del cono.
Y ‘ Lado AC, generatriz del cono.
STl Lado AB, radio de la base del cono.
N7 o El cono puede considerarse como el lfmite de
una pirdmide regular inscrita, cuyo nimero de ca-
ras latérales aumenta indefinidamente.

L ; " 1
S FOCTONES ONICAS
{

e )
Elipse — Pardbola — Hipérbola. .
| -
Definiciones.— Cuando un cono de revolucién es cortado por un plano se
obtiene una seccién denominada secci6n cénica o simplemente cbnica.
Ocurren tres casos; 1
1. Cuando un plano corta todas las generatrices de un cono de revolucién
y ademis es oblicuo al eje, la seccion que se obtiene es una elipse (fig. 80).

2. Cuando un plaro corta todas las generatrices de un cono de revolucién
menos una, la seccién que se obtiene es una panibola (fig. 81).

3. Cuando un plano corta los dos mantos de una superficie cOnica, 1a
seccion que resulta es una hipérbola (fig. 82).

Definiciones, — Tronco de cono de rev
parte de cono comprendida entre la base y u
El tronco de cono de

completa de un trapecio r
a las bases (fig. 83).

olucibén, de bases paralelas, es la
na seccion paralela a ella.

revolucién se considera engendrado por la rotacién
ectdngulo que gira alrededor del lado perpendicular

El lado sobre el cual gira el trapecio se
llama eje o altura del tronco, el lado opuesto
que engendra la superficie conica del tronco,
es la generatriz y los lados p
las bases del trapecio, engen
que son las bases del tronco.
=gl En la figura 83, se tiene:
LS ' Lado BC, eje o altura de] tronco.
i Lado AD, generatriz del tronco,

Lados AB ¥ .DC, radios de las bases del
tronco.

aralelos que son
dran los circulos

4 DEL CONO

El drea del cono puede ser lateral o total.

E] 4rea lateral comprende el drea de Ia superficie cénica que lo limita.
El 4rea total comprende el drea lateral més el 4rea de ]a base.
El drea lateral de un cono

de revolucién (fig, 79) es igual al semiproducto
de la circunferencia de la base

por la generatriz,
Designando por AL el drea lateral Y porg la generatriz, se tiene:

AL = 2”1{2'3' -=nRg

Designando por 47 el 4rea total, tenemos;

AT = rR.g +B

B =nR2

AT = mR.g + 7R2

Lisiin
i, P R)




) : 10,
Volumen del cono.— El volumen de un cono circular, sea oblicuo o rec
es igual al tercio de la base por la altura. -
Llamando ¥ al volumen y £ a la altura, tenemos:
mR2 h

oLt

AREA DEL TRONCO DE CONO.

El 4rea del tronco de cono puede ser lateral o tf)tal‘. :

El 4rea lateral comprende el 4rea de la superfitfle conica. L

El 4rea total comprende el drea laferal més el 4rea de las doas3 a; ! i. e

El 4rea lateral de un tronco de cono de bases paralelats .ﬁg. , €8 igu
semisuma de las circunferencias de las bases por la generatriz. i

Designando por R y r, los radios de las baseg yporglag i
tiene:

T R+27nr i
AL =( 2 7 ) &
27 (R +1)
AL = - (2

Luego: AL= (R +1)g. i
El drea total es igual al drea lateral més el 4rea de las dos bases, o sea: 3
AT= 7R+ g +B ¥B
B= 7R2 y B'=nr2 |
Luego: AT= w(R+7r)g + ﬂ'R?ﬁ-!’-#fz : v

Representando por R’el radio de la circunferencia media, se tiem:'
AL =2 TR g
AT =27R"g + "™R2 + g2
AT =' #fR2 +r2 + 2R g

Volumen de un tronco de cono de revolucion d_e baseslpc;;a;fﬁ;- )
volumen de un tronco de cono, de bases paralelas, es 1gflal as oan e
conos de igual altura que el tronco y cuyas bases respectivas, .
tronco y la media geométrica entre ellas. Luego:

ra
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V=1/3h( 7R2 + 12 + vV 7RZ nri)
V=1/3h( 7R2 +m2 +7R.r)

Luego: V = 1r3h

(R+ r2 + Ry)

PROBLEMAS
1. El radio de la base de
28 cm. Calcular el 4rea lateral.,

2. Calcular el 4rea total
altura 48 cm.

3. Calcular el volumen de un co
generatriz 75 cm,

un cono mide 21 ¢m. y la altura del cono mide
de un cono si el radio de Ia base mide 36 cm, yla

10 si el radio de la base mide 45cm.yla

4. El lado del tridngulo equilatero inscrit
cm. y la generatriz del cono mide 36 cm. Calcular el 4rea lateral del cono.
5. La apotema del tridngulo equildtero

inscrito en la base de un cono
mide 3 cm. y la altura es tres veces el radio de la base. Calcular el volumen del
cono.

0 en la base de un cono mide 12

6. El lado de un trign

gulo equilitero mide 8 cm, Calcular el 4rea total yel
volumen del cono genera

do por dicho tridngulo, si gira alrededor de 1a altura.

7. La apotema de un cuadrado inscrito en la base de un cono mide 6 cm.
Calcular el volumen del cono si la generatriz mide 18 c¢m,

8. Un cono tiene 30 cm3 de volumen, Calcular el 4rea de la base, sabien-
do que la altura del cono es dos veces el radio de 1a base.

9. La hipotenusa de un trij gulo rectdngulo isésceles mide 3 dm. Calcular
el drea total y el volumen del cono generado por dicho tridngulo, si gira
alrededor de uno de sus catetos,

10. Calcular el 4rea de Ia superficie de una tienda de forma cilindrica
f®matada por un cono, sabiendo Que tanto la generatriz del cilindro como la
&eneratriz del cono y el didmetro comitin miden 2.5 m. ¢/u.

11. Calcular el drea lateral del ¢
T®gular, si el lado de Ia base
9y 18 ¢m.

12. Se quiere construir un embudo de 12 cm. de didmetro y 18 cm. de
geﬂgratriz. ¢Cudnto costari el material para construirlo si se pagaa $ 0.80 el

ms ?

ono inscrito en una pirdmide triangular
y la altura de la pirdmide miden respectivamente
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i i erencis a base mide
lar el 4 total de un cono si la circunferenciade la b
= q = -1 £ e ¥
13. Calcular el drea n
3.8 : 3 mide 50 cm. »
8.8 cm. y la altura del cono gEe s ol L
pev budo que tiene 3 litros de capacidad tiene un dia
14. Un embudo qu 3 :
’ ; . Irami Aavaoan s
el s ono inscrito en una pirimide hexagonal
en de *ono Insc ] e .
5. Calcular el volumen de un cc Rl o dinineht
i CL;]LUM temnas de la base v de la pirdmide miden respec
- ; =1 b # en] o 3 I
regular, si las apo |
v | -ono miden respectivamente 32 y 40
generatriz de un cono
16. La altura y la gene | e p
| ERFICIE ESFERICA. ESFERA.
c¢m. Calcular: ] (g e ) -
a) El drea lateral del co
b) El 4rea total del cono.

Definiciones. Se llama super
, an del cono.
¢) El volumen

drada por la revoluci
Lc 2] delasb d tronco de cono miden TESPCCHV’JIHEHTE idmetro (ﬁ_ 8 ).
¢ las bases de un e ( i dig
17. Los radios de | 3 - ‘aleular el 4rea lateral. g. 84
24y i.: cm. vy la altura del tronco mide 16 cm. Caleul 1o ‘cono miden 601 E
: I a. .{ ferencias de las bases de un tronco de cor L[- d\.1)l 62 8ly
s circunferencias a ; ' -
IR 2 1“’1' ente C’ll(‘ll]{]l’ t‘] volumen (_ll.l tronco sa d ug la ‘
31 cm. respecuvam . L8 1 |
314 q ' ‘
| turgs Ang as bases de un tronco de cono miden 36 Y 18 cm. {
3 i E SLS ( 3 k .
19, Los radios de 1

\
lumen sabiendo que la generatriz mide 30 cm¥ .'k L] *IJ
e ente. Calcular el volumen sz i g
Lyt i iene exteriormente forma de tronco de LO-FIU. i ;
o i Chu”“fl?ﬂd“”_‘;q zrli‘mra es de 30 m., el didmetro 1mcnor1r§ur e;"' A
. Par[cd'h'uecta1'(:me\t‘:i;1:uiﬂt;r;la base mide 2.5 m. y en la parte superior; €& - |
[c;}i;iﬂn:gtrola;zfcrior mide 2m. Calcular el volumen.

=8 & [ e 2 cono qu ‘
cartor €84 l\L. ( ual sera t‘i p(. SC d( un con q [ tleIlB
p. l ;l l m+ d\, C )

ficie esférica a Ia superficie que est4 engen-
6n completa de una semicircunferencia alrededor de sy

adio v 32 ¢ e altura. S y \ tei :
24 cm. de radio y 32 cm. de de un cono si la generatriz mide 18 c:yeS Todos los puntos de 1a semicircunferencia que
i adi s |a base de 1 Ll 2 Th p R
22. Caleular el radio dlg I:u ?‘m-ma £ IR NPV e rica equidistan del centro, por consiguiente se pued
la superficie lateral desarroliad La superficie esférica es el u

acio que equidistan de un punto

Esfera. Esfera es el solido
gira alrededor de su didme
Cie esférica,

El centro y el radio de Ia semicircunferencia o del semicirculo generador
%0n el centro y el radio de la superficie esférica o de la esfera.
Radio. Radio de una superficie esférica o de una esfera, es toda recta que
) tentro con un punto cualquiera de la superficie esférica,
] Didmetro. Dismetro de una superficie esférica o de una esfera, es toda
\ fecty que pasa por el centro Yy une dos puntos de Ia superficie esférica.
L, :

o i 3\' 5

, esfé
o

engendra la superficie
e definir que:

gar geométrico de todos los puntos del
fijo llamado centro,

€sp

geométrico en

gendrado por un semicfreulo que
tro (fig. 84)

- La esfera estd limitada Por una superfj-




Plano diametral. Plano diametral de una esfera es todo plano que pasa
por el centro de la esfera y la divide en dos partes iguales llamadas hemisfe-
rios.

Seccion plana de una superficie esférica. La seccién de una superficie
esférica por un plano es una circunferencia.

I " Se tiene el plano P que corta la super-
fi%ie esférica E de centro O y determina
la curva ABC (fig. 85).

Si unimos el centro O de la esfera
con los puntos ABC y trazamos la recta
OD perpendicular al plano P, tenemos: 8

OA =0B= 0C, por ser radios de una
misma esfera, por lo tanto, son oblicuas
St ST T e D que se apartan igualmente del pie de Iz

i B e perpendicular OD.
]| ' Luego: La curva ABC es una circuns
4 ferencia y la seccién es un circulo.

geométrico de Ia
Cién dada?

e Circulo méaximo y Circulo menor. En una esfera se consideran dos
Ll de circulos: circulo méximo y circulo menor.

Circulo méaximo es la seccién que produce un plano diametral, o sea i
plano que pasa por el centro de la esfera.

Circulo menor es la seccién que produce un plano que no pasa por
centro de la esfera. 2

Todos los circulos maximos de una esfera son iguales.

Por dos puntos de una esfera se puede trazar un circulo maximo |
tuando cuando esos puntos son los extremos del didmetro, que en €se
pueden trazar una infinidad de circulos méximos.

Por tres puntos de una esfera se puede trazar un circulo menor. '

Para describir circunferencias en una superficie esférica se e
compés llamado compis esférico (fig. 86). '

.‘L;na esfera tiene 24
O por un planop que

Pasa a 8 cm. de] GGntrcmar el drea del circulo

/ I
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7. Una esfera tiene 12 cm. de radio. ;A qué distancia del centro ha de
pasar un plano para que la seccién tenga 6 cm. de radio?

8. Se tiene una esfera de 16 cm. de radio; a dos, cuatro y seis centimetros
del centro se describen circulos. Calcular sus dreas.

9. Una esfera tiene un radio de 18 cm..si desde un punto cualquiera de la
esfera trazamos un circulo con un radio de 6 cm.; jcudl es el drea de dicho
cfrculo?

FIGURAS EN LA SUPERFICIE ESFERICA Y EN LA ESFERA,

Definiciones. Se llama zona esférica la parte de la superficie esférica
comprendida entre dos planos paralelos. La zona ABCD (fig. 90).

Bases de una zona son las circunferencias que la limitan.

Altura de una zona es la distancia entre las dos bases.

Casquete esférico, es la parte de la superficie esférica comprendida entre
un plano que corta la esfera y un plano tangente y paralelo al primero. El
casquete esférico también se llama zona esférica de una base. El casquete EFG
(fig. 90).

La zona esférica estd engendrada por la rotacién completa de un arco de
circulo méximo que gira alrededor de uno de sus didmetros.

La porcién de esfera limitada por el casquete esférico y el plano ques
corta la esfera, se llama segmento esférico de una base.

La porcién de esfera limitada por la zona esférica y los dos planos qués
cortan la esfera, se llama segmento esférico de dos bases. '

Huso esférico. Huso esférico es la parte de la superficie esférica limitacl«il'I
por dos semicircunferencias de circulo méximo. El huso ABCD (fig.91).

El huso esférico estd engendrado por la rotacién de una semicircunferensy
cia de circulo méximo alrededor de su didmetro. 5

.
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Angulo de un huso, es el dneul éri
. ; gulo esférico formado por las d icire
ferencias que lo limitan. E1 angulo BAD (fig.91). g AR

La pOlCl()n de estera I“H“add P“ € us LS]EI S€micirc IIHS
r 0
1CO IOS dOS 3
S€ “3”[3 cuna [:Sfe ca. y

Sector esférico. Se llama sector esférico el

T

T. -‘fq‘ 3 - .

,ﬂﬁﬁ[“ ‘ "'.‘Hr‘ B cuerpo engendrado por un sector circular que

¢ sl 1 ; gira alrededor de un didmetro situado en su pla-
?;F‘:E:Er . no.

I El sector OABC (fig. 92).

/ Revolucion de un segmento. El drea engen-
drada por la revolucién de un segmento alrede-

g Sk .dor de un eje situado en el mismo plano, es

igual al producto de su proyeccion sobre el eje

por la c_ucunferencia que tiene por radio la perpendicular trazada a la recta
generatriz desde su punto medio hasta el eje.

Se consideran tres casos:

1. La recta es paralela al die.

2. La recta no encuentra el eje ni le es paralela.
3. La recta encuentra el eje.




; - b= Sustituyendo en (1 T —
1. La superficie engendrada es la superficie lateral de un cilindro de | (1)

AL=12% x EG % AD
revolucion, o sea:

AL= 2m x BD x AB (M Revolucion de una linea

poligonal regular. E] drea engendrada por la revo.-
lucién de una Iinea poligon

al regular alrededor de uno de sus didmetros, que
no la atraviese, es igual al producto de Ia
proyeccién de la linea sobre ¢ didmetro

por la circunferencia que tiene por radio
la apotema.

Sustituyendo en (1), tenemos:

b S L L By g

2. La superficie engendrada es la superficie lateral de un tronco de cono

| B Se tiene la linea poligonal regular
de revolucion, o sea:

ACDEB (fig. 94).

Si designamos por z 1a apotema, el
1 ) ;
AL = 27 xEF x AB (1) : area engendrada por dicha linea, es:
. Fig. 94 .
’ Los tridngulos rectingulos EFG y AHB, son semejantes por tener sus Area= 2ma x AC' +27axC’ D'+27axD' E' +27axE'B.
| lados respectivamente perpendiculares, luego: |
i Ep EG , cambiando los medios, se tiene: - Area=2m (AC’ + C'D" + DE"+E'B)
| AH AB AC'+CD’' +D'E' +E'B; esigual a AB que esla proyeccién de Ia Ii-
: | nea poligonal. Luego:
B EF _ AH ,oseaque: EF x AB= EG x AH TR '
{ " AB Areg=AB:g.21ra
' AH: CD.

Sustituyendo en (1), se tiene: Ak

: El drea de la esfera es igual al producto de una circunferencia maxima por
1ok el didmetro.
3. La superficie engendrada es la superficie lateral de un cono de revolt

i AL=#% BD ‘%' AB

Siendo engendrada la su

perficie esférica por una semicircunferencia que
gira alrededor del didmetro

Y suponiendo que el niimero de lados de la Ifnea
BD es igual a 2EF, se tiene:
= - Al = Zan x EE x AB (1)

: ca. Luego:
. Los tridngulos rectingulos EFG y ADB, son semejantes por teﬂ"." , T - e
lados respectivamente perpendiculares, luego: .
‘ ! Corolarios. 1.El 4rea de una esfera es’igual a cuatro circulos maximos.
E = _FfE , cambiando los medios, se tiene: )

Reemplazando en (1), d por 2R, tenemos:
AD AB '

Area =27R. 2R

EF _ AD ', ceaque: EF x AB=EG x AD. | Luego

EG AB

: Area=4 1 R2 (2)
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- 1 drado
2. El 4rea de una esfera es igual al producto del niimero m por el cuadr
del didmetro.

D¢ :
Reemplazando en (2), R2 por (5_) , tenemos
: pe
Area=4 ﬂGI%) = 4
Luego:
Area=1 D2

: ili i ito por
3. El 4rea de una esfera es igual al 4rea lateral del cilindro circunscrito por
. El 4r ‘ 12
ser la altura del cilindro igual al didmetro de la esfe;a;. s e i e
na esferica. El dre ! _
de un casquete o de una zo - ———
ggﬁi esférica, es igual al producto de una cxrcunlferen:;a m i
::f:ra a que pertenecen, por la altura del casquete o d'e a zona. o dﬁ{
Tanto el casquete como la zona esférica, se cons@eran cc)lrncr)co sonerdl
area eigendrada por una linea poligonal regular inscrita en el a 3
i i de lados. ;
ecer indefinidamente el mimero »
y ch' designamos por R el radio de la esferay por h la altura del casq 4
1
a zona, tenemos:
i Area casquete = 2T R.h

Area zona = 2 T R-h

Area de un huso esférico. El 4rea de un huso esféricq se ob:;zn:l u ;
do él grea de la esfera a que pertenece entre 360 y multiplican
por el nimero de grados del huso. Luego:

Area de un huso de un grado = ]

4 i
AmdeunhmadenMas=W xn

PROBLEMAS

1. Calcular el drea de una esferd si su radio mide 12 cm. LU |
2. La circunferencia de un circulo méximo de una estera

Calcular el drea de la esfera. sianetil
3. Calcular el 4rea de la seccion que produce un plano

esfera de 8 cm. de radio.

A

tm2 y ¢] radio de la esfera mide 20 cm.

21,
ahcia de]

4. El drea de una esfera es de 1256 em?  Calcular su radio,
5. El didmetro de una esfera mide 12 ¢m.
plano que corta Ia esfera, Calcular:
a) El drea de Ia seccion.
b) La longitud de la circunferencia,
6. Calcular 1a superficie inte
espesores de 3 cm, y el didmetro e

7. Calcular la abertura de compés que se necesita
Maximo en una esfera qQue tiene 12 cm. de didmetro,
8. Caleular la arista de un ¢ i

»a 3 cm. del centro se traza un

rior y exterior de una esfera

hueca, s el
Xterior mide 36 cm.

para trazar un cfreulo

9. Dos esferas se cortan. C
la distancia de los centros y 1
mente 15,12 y 9 em,

10. La distancia de los
el radio de Ia esfera menor

11. Calcular el 4rea
esfera de 36 cm. de radio.

12. Calcular 1a altura de un casquete esférico sj
cm? y el radio de la esfera mide 20 ¢cm,

13. Calcular el drea
24 cm. de radio.

14. Calcular Ia altura de una zona esférica si su 4rea es de 502.4 cm? yel
radio de la esfera mide 10 cm. i

I5. El didmetro de una esfera mide 18 cm. a 3 Y 6 cm. se trazan planos
Paralelos. Calcular el drea de las secciones.

16. Calcular el §rea de
tm. de didmetro.

17. El 4rea de un huso esférico de 45 grados es de 1
drea de la esfera correspondiente.

_18. Caleular el costo de la pintada de un globo esférico de 1.5 m. de
Tadio, si el metro cuadrado de pintura vale $10.50.

19. Calcular el dngulo de un huso esfs

alcular el drea del circulo de Ia interseccién si
0s radios de las dog esferas miden respectiva-

centros de dos esferas que se cortan mide 40 cm, ¥
mide 24 cm. Calcular ¢] drea de la esfera mayor.

de un casquete esférico de 12 cm. de altura en una
su drea es de 753.6

de una zona esférica de 8 cm. de altura en una esfera

un huso esférico de 36 grados en una esfera de 24

57 cm?2 . Calcular e]

rico que tiene por superficie 628

20. EI radio terrestre aproximadamente mide 6366 km. Calcular el drea
4 Zona térrida si su altura esde 5100 km,

Dos cuerdas se cortan e
punto de interseccién
entos de cada cuerda es de 19

n un circulo méximo de una esfera, la dis-
al centro es de 8 cm. y el producto de los
2. Calcular el 4rea de la esfera,
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i extre-
22. Una cuerda en un circulo maximo ’que Se une por utno :;diu; Fiped
{ mos al ;liémetro mide 12 em. y su proyeccion sgbre el didmetro :
| ‘ Calcular el radio de la esfera.

o ] lar.— El volumen que engendra un
i Revolucion de un sector poligonal regu I it
il i i de un didmetro, exterior ¢
: sector poligonal regular que gira alrede:: rigmfal al tercio del producto de la [ J N I D A D 12
superficie que engendra la linea
‘ X la apotema. e |
il . poligonal regular por ——
! : : Se tiene el sector poligonal regulfr W ) LA ESFERA
| OCDEFG, que gira alrededor del did- =
metro AB (fig. 95).

B El volumen total es igual a la suma

El volumen de una esfera es
un tercio del radio.

Siendo engendrado el vol
dedor del didmetro Y Suponie

igual al producto de la superficie esférica por

umen esférico por un semicireulo que gira alre-

de los volimenes engendrados por los ndo que el nimero de lados del sector poligona!

tridngulos COD, DOL, EOF y FOG. _ regular, del probIFrfla anterior, aumente indefinidamente, en el Iimite, este
Designando por « la apotema del, sector se confun lird con i

sector y pors, si, sz, , las éreas. de S con la superficie esférica y el v

las superficies que engendran los ménﬁ

gulos COD, DOE, EOF y FOG el volu-

men engendrado por dicho sector, es:.

Volumen=4 7 R2 x 1/3R

L 43‘33: ‘ !
| ,: 1/3 a: s + 1,’3 a X §3 3 ( ! A
i Volumen =1/3 a x s + 1[3 i el B i . it 5
i + 5 + 8) Corolario.— E1 volumen de una esfera es igual a L ¢ producto del niime-
i ' Brlbuibd 211500 <& 9 10 T por el didgmetro al cubo. 6
[H

s + s +s2 + 33 = S.Luego:

Reemplazando en (1),R3 por ( —22)3, tenemos:
D 3 4 D3
Volumen =1/3 § x a. Volumen=;43ﬂ— (=) = —;— X —o—
Luego |
Volumen = 1/6 m p3

Volumen de un sector esférico.— Fl volumen de un sector esférico es
igual al producto del 4rea del casquete o de la zona correspondiente, por un
tercio del radio.

Como el sector circular se considera como el Ifmite del sector poligonal
Tegular inscrito cuyo nimero de lados se aumenta indefinidamente, el volu-

Men engendrado por el sector circular serd el limite del volumen engendrado
Por el sector poligonal.

7 2
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Designando por h la altura del casquete o de la zona correspondiente, se
tiene:
Volumen = 27 RIP x 1/3R

Luego:

Volumen = 2nR%

3

Volumen de una cufta esférica.— El volumen de una cufia esférica es igual
al producto del drea del huso correspondiente por un tercio del radio. Porlo
tanto:

Volumen =.1r§02n x If3R

Luego:

_ mR3n i
Volumen = 270 e

PROBLEMAS

.
el

1. Calcular el volumen de una esfera cuyo radio mide 8 cm.
2. El didmetro de una esfera mide 24 c¢cm. Calcular su volumen.

i

3. Calcular el volumen de una esfera inscrita er un cubo de 6 cm.
arista. 1
4. Calcular el radio de la base de un cono de 12 cm. de altura §i'§

volumen es igual al de una esfera de 8 cm. de radio. \

5. Calcular la capacidad de una caldera cilindrica rematada por '
misferios, sabiendo que el didmetro comiin y la generatriz del cilindro
cada uno 2.5 m.

6. Calcular el radio de una esfera de hierro que pesa 30 kg. (den ~-5"J ¢
hierro 7.8).

7. Calcular el volumen de una esfera circunserita a un octaedro de . tl
de arista. S

8. Calcular el volumen de una esfera circunscrita a un cubo de 12 €I
arista.

9. El drea de una esfera es de 352.16 cm2. Calcular el vol ':,!
esfera. - S

10. Calcular el radio de una esfera cuyo volumen es el do‘hl’ei‘ -
esfera de 8 cm. de didmetro. i

11. Calcular el volumen de una boya formada por un hemi

cono, sabiendo que el didmetro comiin y la generatriz del cono M
cm.

302

12. La circunferencia exterior
Su espesor es de 2 cm, Calcular su ¢

13. Expresar Ia a
radio de la esfera,

14. El didmetro de una esfera mide 30 em, Calcul
de un cono de volumen equivalente de 10 cm, de altu

15, Caleular el voly
de 12 cm. de radio.

maxima de una esfera hue
apacidad y el volumen del
rista de un cubo inscrito en una esfera

ca tiene 36 cm. y
espesor,

» en funcion del

ar el didmetro de Iz base
ra.

men de una cufia esférica de 60 grados en una esfera

_ 16. En dos esferas secantes la distancia de log
radio de la esfera mayor es

didmetro. Calcular sy
de 3 cm. (densidad de] cobre 8.9). g

SOLUCION DE FPROBLEMAS RELA CIONADOS CON

LAS DISTI.
UNIDADES, s

Problema 3. Piging 238
Solucion,

rpendicular, la distancia de] extremo a la circunferencia yel
» 8¢ forma un tridngulo rectdngulo. .
Representando por R el radio se tiene:

R2=1752_¢2

R2=20.25
A.circulo = 7R2

Entre la pe
radio del circulo

A.cirenlo = 3.14 x 20.25

Respuesta: 63,5850 cm?
Froblema 7. FPigina 256

Solucion
Las caras de] tetrae

dro re id ild i
e gular son tridngulos equildteros y las aristas son

El drea del tridngulo equildtero, e

n funcién d L
Wi n del lado es: 72 \/3

s o
11\/__3=g\/§_

1243 = 32./3

2-32V3
V3
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I =4/32 =+16x2 = 4x 14142 = 5.6568

Respuesta: 5.6568 cm.

Problema 8. Pagina 260
Solucion. o
La arista de un cubo en funcién de la diagonal de una de sus caras es:

dv2
2

La diagonal de] cubo, en funcién de la aristaes: d = a NE)
Luego:

a =

a=15v2 V3
2

1=15v6 _ 15 x 245

144 x3V3 4 p=1575\3

108 \/3 x h=1575 /3

h =1575v/3
108+/3

Respuesta: 14.58 em.
Problema 8. Pagina 271

Solucion.

| Entre la altura de Ia pirdmide, la apotema de Ia base vy la apotema de 1a
pirdmide se forma un tridngulo rectangulo. Luego:

az= 162 + 122 = 400

2 2
Respuesta: 18.375 cm.

a = /400 = 20,
AT =%)(a+a')

Problema 2. Pigina 262

!
it
!
|

— '—v;:—-—q‘ﬂ‘-—- i et By

Sobacksh El lado del cuadrado en funecion de la apotemaes: [= 23 ]
] 0luciol 2 ] ‘ |
¥ . 7 2B o
El lado del tridngulo equilatero, en funcion de la altura es? = G =24 r]
Luego: ‘ Perimetro = 24 x 4 = 96 '
: 243 -
_2x V3 | o

Perfmetro = 8 /3 x 3
Arista =8 /3 x 3.
AL = (24+/3 )2 = 24x24 x 3

Respuesta: 1728 cm?.

Probiema 4. Pigina 265
Solucion.
El lado de un tridngulo equilétero, en funcién de la apotema es:

[ = 2a+/3. b
B.h = 1575 v/3

(12\/5)2 NN 3 .

304

Respuesta: 1536 cm,

Problema 1. Pigina 274
Solucién.
Entre la altura del tronco, las apotemas de las bases y la apotema del
tronco, se forma un trapecio rectangulo.

Si trazamos del extremo de la apotema de la base menor una perpendicu-
lar a la apotema de la base mayor se forma el tridngulo rectangulo que tiene
por catetos la altura del tronco y la diferencia de las apotemas.de las bases ¥y
por hipotenusa la apotema del tronco.

Luego:
a2= 42 + 32 = 25
a=+/25=5 :‘,4 :seuesra.- Sem.
i 305

R\




-
|
[

- ‘I
il
'l

80

Problerna 5. Pdgina 277

Solucion.

V. pirdmide = B.h

.
%ﬁ = 55424 B h = 166,272
i x 8 = 166272

4
12 ='1§f/'é72 e

l=+/48 =+/16x3 = 4x 1732
Respuesta: 6.928 cm.

Problema 5. Pigina 282
Solucion.

El radio de un circulo, en funcion del lado del tridngulo equildtero inscri-

to es:

R=L;/3T R:-—m9\3/ =33

V. cilindro = "R2h
Volumen = 3.14¢3+4/3 12 x 36

Respuesta: 5052.08 cm3

Problema 14. Pigina 290
Solucion.
Los 3 liiros de capacidad corresponden a 3 dm3 de volumen. Luego:

_ mR2h
e —

3.14x18%h _ 4 ]
3 .
=2 _ = 038
e 1y 1 A |

< Respuesta: 0.88 dm.
306

Problema 4. Pdging 293

Solucion.
El radio del cfreulo de

termina en el didmetro de Ia esfera d
de 10y 2 cm. ¥ es medio p

08 segmentos
roporcional entre ellos, Luego:

R2=10x2=20

R=v20=y3x5 = 2 x 2.236

Respuesta: 4.472 em.
Problema 6. Pidgina 299

Solucion.

‘ Los radios de las dos superficies son 18 y 15 cm. respectivamente.

A. superficie esférica = 4 7R2

Luego:  A. superficie exterior = 4 x 3.14x 182

A. superficie interior = 4x 3.14 x 152

| " 4069.44 cm?
Respuesta:
2826.00 em?
; Problema 14. Pigina 303 .
Solucion,

V. de la esfera =ig_3

\ Volumen = ﬁisxi)i

| Volumen = _?hli}%ﬁggo* = 14130 cm?®
Volumen del cono = _’T_R;_h

3.14xR? x 10 _ 14130
S14x R x 10

2 1413x 3
R B ¢ 1 e 1350

R=+/1350 =-36.75

didmetro = 36,75 x 2 Respuesta: ,'
f 307
1




FORMULAS

g 1 Area lateral de] ojj;
Altura del tetraedro regular en funcién de su arista % ¢ilindro
I Paralelepipedos. ; Area total de] cilindro
| 1 P 3
} ' V o T
_ l Diagonal del paralelepipedo rectdngulo vV a2y b2 4 2 b olumen def cilingro
Area |
1 4 late
| Diagonal del cubo a3 . ral del cono
i Area totg] del cong
Area lateral del prisma Poa iy |
: Volumen def copg

Area total del prisma P.a + 128 e

Area latera] de] ¢
Volumen de un paralelepipedo rectingulo #iRea de vong

Volumen del cubo Area total de up tronco de ¢cq
no

Volumen de un paralelepipedo recto

Volum
g 3 e
Volumen de un prisma cualquiera 1 de un tropeo de cono

Area de una pirdmide regular (lateral) Area de Ia esforg

Area total de una pirdmide regular

A
I€a de yp Casquete esféricq

Diagonal del octaedro regular en funcion de

Al‘ea e €
]a al’lsta.

A
€a de yp huso esférico
Area lateral del tronco de pirdmide regular

Vol
1 me
Volumen de la pirdmide " dela esfera

Volumen del tronco de pirdmide

308

27R.g
27R (g + R)
mR2 p
TR.g
R(g + R)

7R2, h

—_—

3
(R + T)g

27R’ g
W(R+r)g+,,R2+ﬂ_r2

W(R*"r-i—zR'g)
—’T313(R2 +r2 4R r)
27 R.d

4 7 R2
s p2

27R.h

27 R.h

"mR2
90

43R
3

w D3

@ > 309




Volumen de un sector esférico

Volumen de una cufia esférica

27R? h

1TR3 n
270

RESPUESTAS A LOS PROBLEMAS

PAGINA 15

2 18 cm.

3. 8 cm.

4. 150 mm.

3 60 mm.

6 12,25 mm.
PAGINA 16

11. lo. 45,55 dm.
20. 8.8375dm.
12, lo. 0225 m.

20. 59125 m.

193 lo. 2,950 cm.
20. 8,776 cm.

PAGINA 30

| 5 360 15" 54~

2 {7

3 6% A7 33%

4. 67° 307

5. 1350

PAGINA 31

10. 150 y 30°

bl le. 14° 357
20. 74° 32°

30. 87° 34" 45~

40. 24° 57°

37

14.
13,
16.
17.

©® e

12.

& R00 )

8; 10; 11 y 12 cm.
3; 266 y 2,5 cm.
6;9; 7.5 y 10,8 cm.
lo. 0,655 m.

20. 1,175 m.

38,54 m.
17 em.
281,25 em.

©0.779 m.

112° 30" y 67° 30°

300 y 500

359 457, 1449 157; 144° 15°
60° y 30°

lo. 45¢°

20. 849 35°

30. 59° 29" 30~
40. 67° 24" 35"
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16. 1300 ; 1309 y 1000
iy 2 1100 ; 1200 y 1300

19, 1359 ; 1122 30° y 112°

20. 559 3 H10P oy R §55¢
PAGINA 107
6. 18 cm. -
T 36 v 24 cm.

8. 100 y 60 cm.

PAGINA 108

10. lo. 70°; 700 ; 110°y 1109
Zo.' 709709 1109y 110°

)1 1 lo. 30 cm.
20. 40 cm.
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2 68,75 y 41,25 cm. 55
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4. -Ei y — dem.
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o 17,50 ; 23,34 y 29,16 cm.
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= —yee den,
%3 %

PAGINA 133

22, 2388 y 2640cm. 5.
12.57 em
6 cm.

B

6.

14. 123° 457; 123° 45" y 112° 30° Tl
15. 97° 46" 407; 131° 6° 40~y 1319 6" 40

18. 115° 30°; 119° y 125° 30°

30°

lo.
2o0.
3o.
4o.

12.
i
14.

130 cm.
80 em.
100 cm.
95 cm.

20 y 10 cm.
70°;70°;110° y 110°
80°;40°; 80° y 160°

56,64 y 63,61 cm.

P e

i

468,75 y 281,25 cm.
25 cm.

103,50 cm.

54.07 cm.

=2 de .
56

75 cm.

PAGINA 134

L

2, 19,29 v 25,71 cm.

3 I5 3 d : 3 5 d

= 'ég Yy ﬁ- € m.; 2—5 Y — dem
PAGINA 137

2. 56,64y 88cm 3

PAGINA 148

En el cuadro que sé €xpone en esta pagina figuran los elementos

gunos tridngulos rectdngulos. Tomando dos
se pueden calcular los cuatro restantes,

En dicho cuadro a representa 1a hipotenusa;
las proyecciones de los catetos sobre 1a hipotenusa

En cada fila horizontai hay 9
puestas.

Por ejemiplo: Sicn la primera fila se toma:

9,10 y 10,90 cm.; 7,71 y1029em ;7,11 y 7.89 em.

15 g
==Y —— dem:
32 v 32

18 ; 375 v 48 cm.

de al

cualquiera de estos elementos,

¢y b, los catetos; m yn
y h la altura.

.

problemas con sus correspondientes res-

a 50y ¢ = 3. Las respuestas son: ‘4; 1,8; 32 y 24.
a =35y m= 18 Las respuestas son: 3; 4; 3,2; y 24,
gi=S 'y h= 2,4.Lasres_puestas,son: 3;4; 1,8 iy 32
s 3 v b = 4 Las respuestas son: 5: 18; 3.2 y 24
=3 y m = 18.Las respuestasson: 5; 4; 32 y 24.
€= 3y n = 32Las respuestasson: 5; 4; 18 y 24.
¢c= 3y h = 2,4. Las respuestas son: 5,4; 1,8 y 3.2.
m= 18 yn = 3,2. Las respuestas son: 5;3;4 v 24.
n= 32 yh = 24.Las respuestas son: 5; 3; 4 y 1,8,
Nota: Este cuadro contiene un total de 72 problemas.
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1 lo. 5§ cm. 3o0. 60cm.

20. 7,5 cm.

2 m.




PAGINA 150
2: 32 cm.
3. 3 m.
4. 31,81 y 31,81 mm.
) 70,71 Km.; 225 Km,;
6. 18 y 24 cm.
7. 50,59 y 61,96 cm.
8. 2,165 y 3,062 m.
2l 22,360 y 33,166 m.
10. e i b
11, lo. 42,426 cm.
. 20. 63,639 cm.
12. lo. 3393 em.
20. 18,10 m,
PAGINA 151
e lo. 30,31 mm.
20, 2,165 m.
14. lo. 6,928 m.
2o0. 4,04 cm.
30. 28,86 mm.
15. lo. 6,928 cm.
20. 17,32 mm.
16. lo. 8 dm.
20. 14 cm.
i lo. 4,24 m.
2o0. 3,67 dm.
18. lo. 2545 cm.
20. 0,7071 m.
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19, lo. 12,50 'm.

20. 25,61 cm. 4

316

12374 Km. a

&
]
|
3o. 21,213 cm. 4
40. 0,883 m. : !
30. 0,589 m.
s
30. 13,85 dm.
4o0. 0,673 m.
d0. 3464 m. 3
50; 0,866 m. .
30. 0,173 m. *-.
30. 20 mm. .'
40, — de m.
S ‘
3o. 82,02 mm. i
4o. 1,06 m. i
M
3o. 0,1414 m. #
30. 30 mm. )
4o. 2 m. 1

20.

lo. 18,02 cm.
20. 0,83 m.
7»45 cm.

12,97 cm.
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b 30 cm.

2 28,8 cm.

3. 40 cm.
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7. 22 y 16,5 cm.
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2

13 em.

PAGINA 160

1,
3.

13,07 cm.
2y 8 cm.

PAGINA 161

4.

PAGINA

2y

6 cm.

164

lo. 7.416 cm,
20. 2,831 m.
30. 22,248 dm.

3o.
22.

w

4o.
So.

26J40 min.
115,88 ¢m.

0,488 ; 0,569 y 0,61 de m.

13,75 cm.
24 y 18 cm.
1 m.

20 cm.

60 cm.

837 m.

503
—— de m,

576

40,788 mm.
5,191_ cm,

317




40,45 cm. 6.

3.
4, 558,22 mm.
5

>

0,97 m. 8.

1 31,176 ; 27 y 5 cm.
2 049 y 042 m.

3. 1,38 m.

4 0,25 m.

PAGINA
! (8 5,091 y 2,54 cm.

o 0425 m.
3. 6,768 cm.

11,475 cm.
041 m.
31,37 cm.
0,72 m.

PR e

980 v 490 cm.
19,60 ; 16,97 y* 5,65 cm.
1590 y 19,19 cm.
6,99 y 10,74 cm.

P W =

9. 14,66 cm.
10. 7:25 ‘em.
19 10,39 y 9 cm.

o

© N oW

-] O\ W

co

14,83 cm.
222 m.

0,20 m.

9,33 cm. {
20,78 y 6,928 cm.
0433 y 0,125 m.

0416 m.
142 m.

0,51 m.

14,56 dm.
0,206 m.
12,63 cm.
0,63 dm.

39,20 cm.
2741 cm.
62,35 cm.
16,40 cm.

6,88 cm.
18.37 cm.

(S ]

lo. 85,75 cm?
20. 42,50 dm?

lo. 22,50 cm.
20. 4520 dm,

lo. 1536 ecm?

20. 1564,9968 cm? 4o.

lo. 15,625 cm?

20. 162,5625 dm? 4o.

lo. 125 cm.
20. 12,75 dm.

PAGINA

10.
11.
12,
13

lo. 0,875 Dm?
20. 81,90 m2

25T.14 +

1275 b.

714,96 m?

225 m.

6,32 y +,75 dm.

$ 5281

55,6875 hects,

21. lo.

20.
3o.

lo. 26 cm.
20. 3,40 m.

15 dm.
35y 14 m.

lo. 20250 cm?
20. 1,0080 m?

0,0565 m?

36,70 m.

1577,0880 c¢m?
1585,5860 c¢m?

10,5625 m?
0,570025 Km?

3o. 3,25 m.
4o. 0,755 Km.
3o. 148.3625 dm? «
14, 96 m.
15. 15 m,
16. 4242 y 35,35 m.
17. 745 cm. y 55,5025 cm?
18. 76,47 y 2347 m,
19. 225 m?
20, 3,07 cm.

327,60 ¢m?

3540 dm?

0,0857 m?

30. 14,51 dm.
25. 30 y 12 m.
26 16 m.
30. 0,1339 m?




oy lo 2834352 cm?® 30.
20. 2889816 cm? 40.
29. 1036,84 cm®
30. 779,40 dm? 31.
32. lo. 432 cm?
20. 0,3576 m?®

30. 0,1696 m?
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33. 6 cm.
34. 375 cm?

PAGINA 193

1. lo. 6358,50 cm?
2o0. 15,90 dm?
2. lo. = 1589,62 cm?
20. 1,4519 m?
3. lo. 198,9375 cm’
20. 12,4336 dm>
4, lo. 15 cm.
20. 3,20 dm.
PAGINA 194
5. 0,8353 m?
6. 62 cm.
7. 5598 cm.
8. 3,23 cm.
9. 301,44 cm?
10. 12,89 dm?
PAGINA 197
L lo. 315,65 cm?
20. 2,7062 dm?
320

35.

j B8
j
13
14.
E5.
16.

291,60 cm®
291,715 cm?
47,04 dm.
7,32 m.
3o. 0,1962 m?
40. 3957,1850 mm?
3o. 77891,62 mm?
40 0,1103 m?
30. 0,2437 m?
4o. 0,0157 m?
30. 0,98 m.
4o. 1,56 mm.
741 cm.
36°
19,14 cm.
88,36 cm?
0,52 dm?
0,9753 m?
3o. 0,1691 m?

4o. 0,0561 m?

2. lo. 83,1360 cm?
2o0. 1,8705 m?
3. 2542 cm.
4. 24397 cm.,
6. lo. 1152 ¢m?
2o. 748,2240 cm?
7. lo. 5184 dm?
20. 6734,0160 dm?
8. 0,9352 m?
9. 0,1224 m?
PAGINA 198
L. 187,0560 dm?
2. 029 dm?
15. lo. 1536 em?
2. 99763 cm?
16. 4:24 dm. ;
17. 16,64 cm.
18. 1,66 m.
19, 3,50 dm.
20. 73,06 cm?

PAGINA 199

35. ' 318255 cm?

26. 1,0182 m?

. 265,10 cm?

28. 2927 cm?

PAGINA 203

L lo. 20,78 cm.
20,0 11579 cav

2. 1,48 m.

3 7,35 cm

4. 4645 y 2787 cm.

10,

13.
14,

21.
22,
23
24,

2oL
" 30.
31,

6.

3o. 1195,22 mm,
4o. 0,2078 m?
24940 dm?

30. 1496,4480 cm?
4o. 1629,1584 c¢m?
30. 44893440 dm?
d0.  4301:9964 dm?
0,0878 m?

584,55 cm?

0,3950 m?

30. 217521 cm?

584,55 ¢m?
110,48 cm?
312,50 cm?

4,56 m?

37994 cm?
0,24 m?
452,16 cm*

- 3o. 13,85 cm.

40. 22,07 cm.

16,45 cm.
20,78 cm.

¥
o
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PAGINA 238 ‘ PAGINA 265

3. 63,58 cm? 4, 10 cm.

1. 3367,008 cm®
) E 2. 6734,016 dm® 5 31.500 /
PAGINA 239 - 3. 432 cm?® 6. 2880.000 cm?®
5 17.50 em 4, 14,58 cm. 7 6;9y 15 cm.
§ 8. 13824 cm®; 2304 cm?; 3456 cm? ; 41,56 om,
gl 9. 84 Kg. 11. 181,017 cm®
1. 15,5880 cm? 2. 1108480 cm? 10. 649,500 cm? 12 301,860 cm?
13. lo. 150 cm?
20. 8,66 cm.
PAGINA 256 ‘ 30. 7,07 cm.
y 14, 13.468,32 em® . 15. :
3, 62,3520 cm? 6. 886784 cm? P it 384 dm
4. 8867840 cm? g 5,65 cm. AGINA 271 '
5.  249,4080 cm® 8: 4 cm.
: i 1. 30 cm. 6. 770,98 cm?
PAGINA 257 2. 35 cm. 7. 327,3480 cm?
3. 54 cm, 8. 1536 cm?
< 48 cm.
10. 2940 cm. 12. 93,5280 cm? 3423
11. 1225 cm. 13. 1697 em. : 5. 29,79 cm. R e
E : 100 . ‘s i
PAGINA 260 4 11. 164,05 m.; 20093 m.; 116 m.; 93.231,52 m?; 147.055,52 m?
3. 2993cm. 6. 3394 cm. ‘
« i PAGINA 272
4, ——de m. 718 9,80 cm. i
i : | 12. 1326 dm 1. 625y 1875 cm.
5. 15,58 cm. 8. 1837 cm.
PAGINA 273
PAGINA 262 7. 3240 cm? 15. .« 997,6320 cm? 16. 134,09 em.
1. 3367 y 420875 cm®* - 8.  2992.89 y 3990,52 cm? : ;
2. 1728 cm?® 9. 2494,08 cm? ‘ PAGINA 274
3. 841,75 em® - 10. 59642 cm?
4, 374112 cm? . 11. 0,91 dm. , 1. 5 cm. 4. ‘ 3741’12 em?
s 4608 y 5760 cm 12 1,60 dm. 3 2. 40 cm. 5. 12960 cm?
6. 3818,34 cm? 13 6; 8y 10 cm; ' 2 28 em. 6. :f’m e




PAGINA 289

PAGINA 276
1. 45.454,608 cm® ’ 1. 2307,9 cm? 7. 1195963 cm?
2. 478,032 cm® 3. 2943275733 m® 2. 10851,84 cm? 8. 18,54 cm?

; ] i 127.170 cm? 9 34,08 dm? y 9,945 dm?
- 4. 78314 em? o0 2017 04k A
PAGINA 277 5 678,240 c¢m® 17 ,830 cm?
4. 343715 cm® ) 6. 15072y 116020em® 12.  $4%
5 6,92 cm. 7. 11.691 cm?® &
6. 212,880 dm® 8. 203,644 cm? ] PAGINA 290
9. 0,000052°133068 m*; 0,052°133068 dm?; 52,133068 cm? ]
13 2136,21 ¢m? o7 2260.80 cm?

10. 0,655665 dm® 14, 8,84 cm. 18, 3663,333 cm®

a* /2 13 2327,808 om’ i IS, 1017,360 cm? 19.°  56972,160 cm?

il 5 14. 3533,226 cm’® : 16. a) 3.014,40 cm?® 20. 96,084 cm?3

15. 0,43 dm. b) 4823,04 cm? 21, 1,206 Kg.
= a% /7 . ¢) 19.292,16 cm? 22. 2,25 cm.
B B PAGINA 293
PAGINA 281 A . 3‘ 447 em.
4 . 6. 251,20 cm?
1L 271296 cm? 2. 7974,09 cm? PAGINA 294
' PAGINA 282 7. 10,39 cm.
. : 8. 791,28 em?® ; 753,60 ecm® y 69080 cm?
9. 109,90 cm? ’
3. 0,090432 m? 9. 67824 cm? ' :
4. 2260,80 cm? 10. 391,57 cm? _ PAGINA 298
5. 3052,080 cm® 11. 904,32 y 133732 cm?
2 3 | .
6. 364557 om? 12 11,775 m 1 1808,64 om?
14 753,600 cm 13, 0,30 cm. 9 41273 em? g
8. a) 1044,18 cm? 14. 13,776 Kg. 1 Jit 3. 20096 cm
b) 134562 cm? 15, 1,78 dm. :
¢) 3617280 cm®* 16. 473722 cm? PAGINA 299
: 23 4. 10 em. 7 8
PAGINA 283 - 48 cm.
R 5. &) 8478 om? 3
17.  20660,867 g. 19. 10 cm. 3 b) 32,62 cm. 9. 162,77 cm?
18. 6 cm. 20. 4,43 dm. 6. 2826,00 cm® y 406944 cm?

10, 12.861,44 cm?

s

324 3 - ' « 325




11. 2712,96 cm?® 17.+
12. 6 cm. 18.
13. 1205,76 cm? 19,
14, 8 cm. 20.
15. 226,08 cm? y 141,30 cm?

16. 180,86 cm? 21,
PAGINA 300

22. 10 cm.

PAGINA 302

N R

2143,573 cm?®

7234,560 cm?® 7.
113,040 cm?® 8.
13,06 cm. 9.
20,442 m? 10.
0,972cm. 11.

PAGINA 303

12,

217,204 cm® y 567,903 cm®

1256,00 cm?

$ 296,73

45°

203.890.248,000 Km?

321536 cm?

2.557,778 em®
4.698,846 cm3
620,975 cm?®
5,05 cm.
843.730,560 cm?®

15. 1205,760 cm?®
16. 195.333,120 cm?
T 115025,736 g.
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