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SISTEMAS HOMOGENEOS
PERTURBADOS MULTIPARAMETRICOS

CON CICLOS LÍMITES
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Resumen

En este trabajo de investigación prestamos una contribución a algunos de los temas es-
tudiados anteriormente, iniciado con la ecuación de Van Der Pol y la idea de ciclo ĺımite de
Poincaré, siempre con el uso de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias en el plano.
Inicialmente demostramos basándonos en el trabajo de Su Guang-jan [27]. (ver también el libro
de [Zhang, pag 284] ) que un sistema diferencial polinomial cuadrático perturbado{

ẋ = a+ a20x
2 + a11xy + a02y

2

ẏ = b+ b20x
2 + b11xy + b02y

2

tiene como máximo dos ciclos ĺımites. Es un hecho clave en la prueba que los sistemas cuadráti-
cos con una recta invariante tienen como máximo un ciclo ĺımite.[7]
Demostrando primero que dicho sistema es equivalentemente af́ın a cuatro familias. También
demostramos que las familias IV(III en el caso s = 0) es equivalentemente af́ın a{

ẋ = ε2 − x2 + xy
ẏ = β(ε2 − x2 + xy) +mxy + sy2

y por último probamos que es una familia rotatoria de campos vectoriales.
Luego, estudiamos el comportamiento de las singularidades de las familias I, II y III tanto en el
plano finito como en el infinito, utilizando los teoremas 1.0.2, 1.0.3, 1.0.4, 1.0.5 y la técnica del
Blow-up. En la familia III además de lo anterior dividimos el plano en tres regiones R1, R2, R3

para saber el comportamiento de las singularidades en el infinito.
Además, realizamos el estudio de las diferentes bifurcaciones que aparecen en cada una de las
familias I, II y III. En base a los resultados del estudio del comportamiento de las singularidades
y la primera parte de este, obtenemos el retrato de fase de cada una de estas familias.
También, probamos que dado ε = 1 para s = 1

2
, ó, s = m

m−2
para m < 0, los puntos (1, 0) y

(−1, 0) son centros.
Finalmente, probamos que las únicas rectas invariantes del sistema{

ẋ = −x2 + xy
ẏ = β(−x2 + xy) +mxy + sy2 (1)

son de la forma y = Ax, ó, x = 0 y en base a esto hallamos el retrato de fase del sistema en la
esfera de Poincaré.
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También realizamos el estudio del comportamiento de las singularidades en el infinito del sistema{
ẋ = ε2 − x2 + xy
ẏ = β(ε2 − x2 + xy) +mxy + sy2

para s 6= 0. Seguidamente su retrato de fase en la región R1.
Luego, observamos la bifurcación X0 + X2 ↔ X2, (s 6= 0 ) que se comporta de la siguiente
manera para ε > 0, tenemos que alrededor de cada uno de los puntos singulares (ε, 0) y (−ε, 0)
se tiene un ciclo ĺımite y para ε = 0 estos puntos se colapsan en el punto singular (0, 0) el cual
tiene dos sectores eĺıpticos. El caso ε < 0 tiene el mismo comportamiento de ε > 0.
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Introducción y Estado del Arte

La historia de la ciencia y la tecnoloǵıa se nutre por la necesidad del hombre de explicar los
hechos naturales, prediciendo el futuro y por último, controlándolo activamente. Sin duda, la
matemática como lenguaje de ciencia desempeña un papel clave para lograr estas necesidades.
Desde que Isaac Newton y Gottfried Leibnitz introdujeron el cálculo diferencial en 1682, las
ecuaciones diferenciales han sido probablemente una de las herramientas más eficientes para
modelar la realidad en un lenguaje abstracto. Hoy en d́ıa, éstas se convirtieron en uno de los
pilares de la filosof́ıa matemática.
A pesar que Newton dijo hace tres siglos que es muy útil resolver las ecuaciones diferenciales,
el auge del estudio de las ecuaciones diferenciales no llegó sino hasta hace cien años aproxima-
damente, gracias a H. Poincaré. Cabe decir, que entre la época de Newton y Poncairé muchos
matemáticos se interesaban en esta materia, sin embargo en una dirección muy distinta a la
del matemático francés. Su interés, por lo general, se centraba en la integración y cuadratura
de las ecuaciones diferenciales. En la época de Poincaré, este enfoque parećıa ser una manera
bastatante dif́ıcil en comparación con los resultados que proporcionaba.
La originalidad de la contribućıon de Poincaré, explicada en un trabajo compuesto por cua-
tro partes entre 1881 y 1886, consiste en una concepción más bien diferente de las ecuaciones
diferenciales. Para él, éstas no sólo constituyen objetos puramente formales sujetos a algunas
reglas de cálculo, sino también objetos con el significado geométrico, lo que dio inicio a la Teoŕıa
Cualitativa de Ecuaciones Diferenciales. Aunque él sólo considera ecuaciones en dos variables,
muchas de sus ideas se han aplicado a las dimensiones mayores. Poincaré propuso la descripción
del retrato de fase de las ecuación diferencial, es decir, la colección de la información mı́nima
sobre las órbitas requeridas para determinar su estructura topológica. Acuña la expresión de
ciclo ĺımite desarrolla los conceptos teóricos tan importantes como el mapeo de retorno o el
Teorema de la Región Anular, lo cual con la contribución del matemático sueco I. Bendixson en
1901 se transformó en el famoso Teorema de Poincaré-Bendixson. El resultado anterior confir-
ma que las soluciones, en las cuales realmente estamos interesados, son aquellas que llamamos
singulares(puntos cŕıticos, órbitas periódicas y separetrices), debido a que bajo condiciones de
compactibilidad, cualquier otra curva solución tiende hacia un conjunto de curvas singulares,
llamadas conjunto ĺımite. Por lo tanto, el retrato fase se determina por el carácter y la configu-
ración de las soluciones singulares.
Usando el mismo término, podŕıamos decir que la Teoŕıa Cualitativa repesenta un retrato de
las ecuaciones diferenciales prestando atención sólo a las partes más importantes: las soluciones
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singulares.
Aunque, hoy en d́ıa apreciamos de manera significativa la contribución de Poincaré, la intro-
ducción de la teoŕıa nueva se desarrollaba lentamente hasta la segunda mitad de este siglo. Sin
embargo, al mismo tiempo, el eco era considerable: en Rusia, el grupo de A. Liapunov también
se ha interesado en los métodos nuevos, mientras que el matemático alemán D. Hilbert, en 1900,
propuso entre sus ”problemas”más conocidos lo que sigue a continuación ( la segunda parte del
problema 16 ):
¿Cuál es el número máximo H(n) de los ciclos ĺımites de un campo vectorial polinomial del
grado n, {

ẋ = P (x, y)
ẏ = Q(x, y)

¿Cuál es su configuración ?
Como se puede ver el problema es bastante complejo para ser resuelto como un todo.
De aquella época consideramos importante mostrar algunas otras contribuciones:
En 1923, H. Dulac prueba (de forma errónea, como se descubrió más tarde) el número de ciclos
ĺımites de un campo vectorial polinomial concreto en el plano finito. A pesar del vaćıo que deja
en la prueba, las ideas que usa son beneficiosas. Es el primer paso en la dirección que Hilbert
señaló en 1900.
En el año 30, A. Andronov y L. Portraying se ocupan de uno de los temas fundamentales en la
Teoŕıa Cualitativa: la estabilidad estructural. Ésta consiste en saber cuál de los retratos de fase
mantiene su topoloǵıa bajo variaciones pequeñas de los coeficientes en la ecuación diferencial.
Cuando ésta no se da, se debe entrar en el estudio de bifurcaciones.
En 1926, B. Van Der Pol obtiene una ecuación diferencial para describir las oscilaciones de
amplitud constante en un triodo al vaćıo y usa los métodos gráficos para probar la existencia
de una órbita periódica. Un tiempo después, en 1929, A. Andronov establece la relación entre
el experimento de Van Der Pol y la idea de ciclo ĺımite de Poincaré. Es la primera confirmación
práctica de la existencia de ciclos ĺımite.
En 1928, el ingeniero francés A. Liénard publica un trabajo en la revista Révue générale d’élec-
tricité, la formulación matemática del cual se relaciona estrictamente con la del oscilador de
Van Der Pol.
Hasta 1981 se creyó que el problema de la finitud trabajado por Dulac entre los años 1889 y
1923 era verdadero. Finalmente, se demostró que la prueba era falsa. en 1985, siguiendo caminos
distintos, Y. II’yashenko y J. écalle solucionarón esta congetura. Hoy en d́ıa existe un grupo
numeroso de matemáticos estudiando problemas de la finitud.
Respecto a otros tres problemas, ádemas de su valor intŕınseco, éstos representaron un impor-
tante paso hacia delante en la aplicación de las ecuaciones diferenciales. Muchos trabajos en la
tecnoloǵıa electrónica, especialmente en la ex-unión soviética, marcaron el camino iniciado por
la ecuación de Van Der Pol.
Por otro lado, con los trabajos de A. Kolmogorov(1934) y G. Gause(1936), la teoŕıa de los
modelos presa-depredador tomó un impulso fuerte, tratando de generalizar y refinar la idea
inicial de A. Lotka y V. Volterra. Sin duda alguna, el interés proveniente de otros campos de
la ciencia para el uso de las ecuaciones diferenciales a motivado su estudio. Ahora los modelos
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con ecuaciones diferenciales se han propagado en las soluciones de los problemas de la bioloǵıa,
f́ısica, qúımica, economı́a, teoŕıa de control, epidemioloǵıa entre otras de tal forma que han
llegado a ser una herramienta indispensable para las aplicaciones.



Caṕıtulo 1

Marco teórico

En esta sección enunciaremos teoremas que utilizaremos para el estudio del comportamiento
local cerca una singularidad.

Lema 1.0.1. Las soluciones del sistema{
ẋ = a+

∑
aijx

iyj

ẏ = b+
∑
bijx

iyj

con n ∈ N , son simétricas respecto al origen.

Teorema 1.0.2. Sea (0, 0) una singularidad aislada del campo vectorial X(x, y) = (ax+ by +
F (x, y), cx + dy + G(x, y)), donde F , y, G son anaĺıticas en una vecindad del origen y tiene
expansiones en series que comienzan con términos de grado dos en x e y. Decimos que (0, 0) es
una singularidad no degenerada si ad − bc 6= 0. Sean λ1 y λ2 los valores propios de DX(0,0).
Entonces:

1) Si λ1, λ2 son reales y λ1λ2 < 0, entonces (0, 0) es punto silla, cuyas separatrices tienden
a (0, 0) en las direcciones dadas por los vectores propios asociados con λ1 y λ2.

2) Si λ1, λ2 son reales y λ1λ2 > 0, entonces (0, 0) es un nodo. Si λ1 > 0(λ1 < 0) entonces
es un fuente (sumidero).

3) Si λ1 = α + βi y λ2 = α − βi con α, β 6= 0 entonces (0, 0) es un foco. Si α > 0(α < 0)
entonces es repulsor (atractor).

4) Si λ1 = βi y λ2 = −βi, entonces (0, 0) es un centro lineal, topológicamente un foco o un
centro.

Ver [3].

Teorema 1.0.3. Sea (0, 0) una singularidad aislada del sistema:{
ẋ = X(x, y)
ẏ = y + Y (x, y)

1



CAPÍTULO 1. MARCO TEÓRICO 2

donde X e Y son anaĺıticas en una vecindad del origen y tienen expansiones que comienzan con
términos de segundo grado en x e y. Sea y = f(x) la solución de la ecuación y+Y (x, y) = 0 en
una vecindad de (0, 0), y supongamos que la expansión en serie de la función g(x) = X(x, f(x))
tiene la forma g(x) = amx

m + ... donde m ≥ 2, am 6= 0. Entonces

1) Si m es impar y am > 0, entonces (0, 0) es topológicamente un nodo.

2) Si m es impar y am < 0,entonces (0, 0) es topológicamente una silla, donde dos de sus

separatrices tienden a (0, 0) en las direcciones 0 y π, y las otras dos en direcciones
π

2
y

3π

2
.

3) Si m es par, entonces (0, 0) es un silla-nodo es decir una singularidad cuya vecindad es la
unión de un sector parabólico y dos sectores hiperbólicos, dos de sus separatrices tienden

a (0, 0) en las direcciones de
π

2
y

3π

2
, y las otras dos en las direcciones 0 o π de acuerdo

con am < 0 o am > 0.

Ver [3].

Teorema 1.0.4. Sea (0, 0) una singularidad aislada del sistema:{
ẋ = y +X(x, y)
ẏ = Y (x, y)

donde X e Y son anaĺıticas en una vecindad del origen y tienen expansiones que comienzan con
términos de segundo grado en x e y. Sea y = F (x) = a2x

2+a3x
3+... una solución de la ecuación

y + X(x, y) = 0 en una vecindad de (0, 0), y supongamos que tienen la siguiente expansión en

serie de la función f(x) = Y (x, F (x)) = axα(1 + ...) y Φ(x) =
(∂X
∂x

+
∂Y

∂y

)
(x, F (x)) =

bxβ(1 + ...) donde a 6= 0, α ≥ 2, y β ≥ 1. Entonces

1) Si α es par y

1.a) α > 2β + 1, entonces el origen es un silla-nodo(Índice 0), (Figura 2.4 a).

1.b) Si α < 2β+ 1, ó, Φ(x) ≡ 0, entonces el origen es una singularidad cuya vecindad es
la unión de dos sectores hiperbólicos (Índice 0), (Figura 2.4 b).

2) Si α es impar y a > 0, entonces el origen es un silla (Índice -1), (Figura 2.4 c).

3) Si α es impar, a < 0, y

3.a) Si (α > 2β+1, y, β par, ó, α = 2β+1, y, β es par) y b2 +4a(β+1) ≥ 0, entonces el
origen es un nodo (Índice +1), (Figura 2.5 d). El nodo es estable si b < 0, o inestable
si b > 0.



CAPÍTULO 1. MARCO TEÓRICO 3

3.b) Si (α > 2β + 1, y, β impar, ó, α = 2β + 1, y, β impar) y b2 + 4a(β + 1) ≥ 0,
entonces el origen es la unión de un sector hiperbólico y un sector eĺıptico (Índice
+1), (Figura 2.5 e).

3.c) Si α = 2β+ 1 y b2 + 4a(β+ 1) < 0, ó, (α < 2β+ 1 , ó, Φ(x) ≡ 0), entonces el origen
es un foco, o, un centro (Índice +1)

Ver [1].

Figura 2.4 Comportamiento local cerca una singularidad

Figura 2.5 Comportamiento local cerca una singularidad

ẋ = −y + a20x
2 + a11xy + a02y

2

ẏ = x+ b20x
2 + b11xy + b02y

2 (1.1)

Teorema 1.0.5. Para el sistema (1.1), consideremos

W1 = Aα−Bβ
W2 = [β(5A− β) + α(5B − α)γ]
W3 = (Aβ +Bα)γδ
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donde,
A = a20 + a02

B = b20 + b02

α = a11 + 2b02

β = b11 + 2a20

γ = b20A
3 − (a20 − b11)A2B + (b02 − a11)AB2 − a02B

3

δ = a2
02 + b2

20 + a02A+ b20B

Entonces:

1) (0, 0) es un foco débil de k-orden (k = 1, 2, 3) si solo si se cumple una de las siguientes
condiciones:

a) W1 6= 0

b) W1 = 0, y,W2 6= 0

c) W1 = W2 = 0, y, W3 6= 0

2) La estabilidad del foco débil es decidida por el signo de Wk. Es estable si Wk < 0 e inestable
si Wk > 0.

3) (0, 0) es un centro si solo si W1 = W2 = W3 = 0

Ver [39]

Singularidades en el infinito: Usaremos la compactificación de Poincarè, ver [34], para
representar las soluciones de las 4 familias estudiadas.

Compactificación de Poincarè
Consideremos en R3 la esfera S2 = {(x1, x2, x3) ∈ R3;x2

1 + x2
2 + x2

3 = 1} y el plano π =
{(x1, x2, x3) ∈ R3;x3 = 1}, que es tangente a S2 en el punto (0, 0, 1). Sea r una recta que
pasa por el origen (0, 0, 0) y un punto P de π, entonces r intercepta S2 en dos puntos P+ y
P−,donde el primero esta en el hemisferio abierto superior H+ = {(x1, x2, x3) ∈ S2;x3 > 0} y el
segundo está en el hemisferio abierto inferior H− = {(x1, x2, x3) ∈ S2;x3 < 0}. Esto nos da dos
difeomorfismo sobreyectivos f+ : π → H+ y f− : π → H− cuyas expresiones para (x1, x2), son

f+(x1, x2) =
(x1, x2, 1)

∆(x)
y f+(x1, x2) =

(x1, x2, 1)

∆(x)
,

donde ∆(x) = (x2
1 + x2

2 + 1)
1
2 . Sea X un campo vectorial polinomial de grado n sobre el plano

y sea f : S2 → R definida por f(x1, x2, x3) = xn−1
3 . Entonces el campo vectorial f.(f+)∗X =

f.Df+(X ◦ (f+)−1) y f.(f−)∗X, extienden X en un campo vectorial anaĺıtico p(X), sobre S2.
El ecuador es invariante bajo el flujo de p(X) y una vecindad del ecuador corresponde a una
vecindad en el infinito en R2.
Para el estudio de p(X) usamos las siguientes coordenadas en S2. Sea Ui = {y ∈ S2; yi > 0} y
Vi = {y ∈ S2; yi < 0}. Sea Fi : Ui → R2 dado por Fi(y) = (yjy

−1
i , yky

−1
i ) para j < k y j, k 6= i.
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Definamos Gi : Vi → R2 por la misma expresión. Consideremos el campo vectorial p(X), donde
X(x, y) = (P (x, y), Q(x, y)) es tal que P y Q son polinomios de grado a lo más n y al menos
uno de ellos es de grado n. Entonces (F1)∗(p(X)) es dado por{

ż1 = ∆(z)1−nzn2 [−z1P (z−1
2 , z1z

−1
2 ) +Q(z−1

2 , z1z
−1
2 )],

ż2 = −∆(z)1−nzn+1
2 P (z−1

2 , z1z
−1
2 )

(1.2)

Donde ∆(z) = (1+z2
1 +z2

2)
1
2 , z1 = x2x1 = yx−1, z2 = x3x

−1
1 = x−1. Aqúı los puntos del ecuador

son representados por z2 = 0, los puntos de la semiesfera nordeste por z2 > 0 y el punto (0, 0)
corresponde al punto (1, 0, 0) ∈ S2. (F2)∗(p(X)) es dado por{

ż1 = ∆(z)1−nzn2 [P (z1z
−1
2 , z−1

2 )− z1Q(z1z
−1
2 , z−1

2 )],
ż2 = −∆(z)1−nzn+1

2 Q(z1z
−1
2 , z−1

2 )
(1.3)

Como el nordeste de la semiesfera corresponde a z2 > 0 y (0, 0) = F2(0, 1, 0). El campo vectorial
(Gi)∗(p(X)) tiene las mismas expresiones de (Fi)∗(p(X)), multiplicadas por (−1)n−1, pero en
este caso el nordeste de la semiesfera corresponde a z2 < 0.

En lo que sigue iniciaremos el estudio de las singularidades en el infinito de las diferentes
familias a las que el sistema cuadrático es equivalentemente af́ın.

Centros y focos débiles: Consideremos la siguiente ecuación

dy

dx
=

Σ2
i+j=0aijx

iyj

Σ2
i+j=0bijx

iyj
(1.4)

Supongamos que (1.4) tiene una singularidad de tipo centro y además que está situada en
el origen. Se ha probado que un centro de la ecuación (1.4) solo puede darse en el caso de
ráıces imaginarias puras de la ecuación caracteŕıstica. Por medio de transformaciones lineales
no degeneradas, la ecuación (1.4) siempre puede reducirse a la forma

dy

dx
= −x+ ax2 + (2b+ α)xy + cy2

y + bx2 + (2c+ β)xy + dy2
(1.5)

Teorema 1.0.6. La ecuación (1.5) tiene un centro en el origen si y solo si cumple una de las
siguientes condiciones:

1 ) α = β = 0.

2) a+ c = b+ d = 0.

3) a = c = β = 0(, o, b = d = α = 0).

4) a+c = β = α+5(b+d) = bd+2d2 +a2 = 0, pero b+d 6= 0(, o, b+d = α = β+5(a+c) =
ac+ 2a2 + d2 = 0, pero a+ c 6= 0).

5)
α

β
=
b+ d

a+ c
= k, ak3 − (3b+ α)k2 + (3c+ β)k − d = 0.
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Ver [22]
Primeras cantidades de Lyapunov: Consideremos la ecuación diferencial

(ẋ, ẏ) = (f(x, y), g(x, y)) (x, y) ∈ R2

en el plano f , y, g son funciones anaĺıticas que satisfacen f(0, 0) = g(0, 0) = 0. Es bien conocido
que cuando el origen es un punto cŕıtico no hiperbólico de tipo foco el estudio de su estabilidad
se reduce a la computación de las cantidades de Lyapunov V2k+1, k = 1, 2, .... Por medio de
un cambio lineal de coordenadas y reescalando el tiempo si es necesario, la ecuación diferencial
planar puede ser escrita como

ż = F (z, z) = iz +
∞∑
k=2

Fk(z, z) (1.6)

donde z = x+ iy, y, Fk es un polinomio homogéneo complejo de grado k.

Teorema 1.0.7. Consideremos la ecuación diferencial (1.6). Sean

F2(z, z) = Az2 +Bzz + Cz2

F3(z, z) = Dz3 + Ez2z + Fzz2 +Gz3

F4(z, z) = Hz4 + Iz3z + Jz2z2 +Kzz3 + Lz4

F5(z, z) = Mz5 +Nz4z +Oz3z2 + Pz2z+Qzz4 +Rz5

Entonces las primeras cantidades de Lyapunov de (1.6) son:
(i) V3 = 2π

(
<(E)−=(AB)

)
(ii) V5 = π

3

(
6<(O) + =(3E2 − 6DF + 6AI − 12BI − 6BJ − 8CH − 2CK) + <(−8CCE +

4ACF +6ABF +6BCF −12B2D−4ACD−6AbD+10BCD+4ACG+2BCG)+=(6AB
2
C+

3A2B2 − 4A2BC + 4B
3
C)
)

Para más detalle ver [17] En términos de los coeficientes.

Notación 1.0.8. Si P y Q comienzan con términos de grado 1, es decir, si

P1(x, y) = ax+ by

Q1(x, y) = cx+ dy

con a, b, c, y, d no todos son ceros, entonces las direcciones en la cual la trayectoria puede
aproximarse al origen por las direcciones θ, la cual satisface

bsen2θ + (a− d)senθcosθ − ccos2θ = 0

Para cosθ 6= 0 en esta ecuación, es decir, si b 6= 0, esta ecuación es equivalente a

btan2θ + (a− d)tanθ − c = 0

Ver [24]
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Notación 1.0.9. ẋ|y=0 = −x2 < 0 y ẏ|y=0 = −βx2 < 0

Ciclos ĺımites para un sistema cuadrático con una recta invariante: Enunciaremos
tres teoremas, el primero se refiere a las condiciones de Cherkas-Zhilevich’s, el segundo al
exponente caracteŕıstico y el tercero a la función Lyapunov.

dx
dt

= −ϕ(y)− F (x)
dy
dt

= g(x)
(1.7)

Teorema 1.0.10. Supongamos que para el sistema (1.7) las siguientes condiciones se cumplen:

1) xg(x) > 0 cuando x 6= 0, y, yϕ(y) > 0 cuando y 6= 0.

2) ϕ(y) es monótona creciente y f(0) < 0(f(0) > 0).

3) Existen números reales α y β tales que la función

f1(x) = f(x) + g(x)[α + βF (x)]

tiene ceros simples x1 < 0 < x2, y, f1(x) ≤ 0 en [x1, x2].

4) Fuera de [x1, x2] la función
f1(x)

g(x)
no es decreciente (no es creciente).

5) Todos los ciclos contienen al intervalo [x1, x2] sobre el eje x.

Entonces el sistema (1.7) tiene a lo más un ciclo limite, si existe es estable (inestable).

Ver [11]

Teorema 1.0.11. Sean ∆ ⊂ R2 un abierto y X = (X1, X2) : ∆ → R2 un campo vectorial de
clase C1. Sea γ una órbita periódica de X de peŕıodo T e π :

∑
0 →

∑
una transformación de

Poincarè en una sección transversal de
∑

en γ. Entonces

Π′(p) = exp
(∫ T

0

divX
(
γ(t)

)
dt
)

donde divX(x) = D1X1(x) + D2X2(x). En particular,
∫ T

0
divX

(
γ(t)

)
dt < 0, entonces γ es

estable, y si > 0 es inestable.

Ver [34], pag 29-30.

Teorema 1.0.12. Sea x = 0 un punto de equilibrio de ẋ = f(x) y V una función definida
positivamente en una vecindad U de 0, con V (0) = 0.
i) Si V̇ (x) ≤ 0 ∀x ∈ U − {0}, entonces 0 es estable.
ii) Si V̇ (x) < 0 ∀x ∈ U − {0}, entonces 0 es asintóticamente estable.
iii) Si V̇ (x) > 0 ∀x ∈ U − 0, entonces 0 es repulsor.

Ver [19]



Caṕıtulo 2

Reducción a 4 familias

En este caṕıtulo hallaremos las familias de sistemas que son equivalentes a el sistema
cuadrático perturbado

ẋ = a+ a20x
2 + a11xy + a02y

2

ẏ = b+ b20x
2 + b11xy + b02y

2 (2.1)

para realizar el estudio de las singularidades en cada una de las familias.

Teorema 2.0.1. El sistema cuadrático homogéneo perturbado{
ẋ = a+

∑
aijx

iyj

ẏ = b+
∑
bijx

iyj
(2.2)

con a2 + b2 6= 0 es equivalentemente af́ın, escalando la variable t si es necesario, a una de las
siguientes familias:

FAMILIA I

{
ẋ = 1− x2

ẏ = β(1− x2) +mxy

FAMILIA II

{
ẋ = 1− x2

ẏ = β(1− x2) +mxy + y2

FAMILIA III

{
ẋ = 1− x2 + xy
ẏ = β(1− x2 + xy) +mxy

FAMILIA IV

{
ẋ = 1− x2 + xy
ẏ = β(1− x2 + xy) +mxy + sy2

Demostración.
Inicialmente probaremos que el sistema (2.1) es equivalente a:

ẋ = a+ a20x
2 + a11xy

ẏ = b+ b20x
2 + b11xy + b02y

2 (2.3)

En efecto si a02 6= 0, y, b20 = 0, entonces intercambiando x, e, y, el sistema (2.1) es transformado
en el sistema {

ẋ = ε2 − x2 + xy
ẏ = β(ε2 − x2 + xy) +mxy + sy2 (2.4)

Ahora si b20 6= 0, sea x = x̄+ λȳ, e, y = ȳ. Reemplazando en el sistema (2.1) se tiene que:

8
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˙̄x+ λ ˙̄y = a+ a20x̄
2 + (2a20λ+ a11)x̄y + (a20λ

2 + a11λ+ a02)ȳ2

˙̄y = b+ b20x̄
2 + (2b20λ+ b11)x̄y + (b20λ

2 + b11λ+ b02)ȳ2

Luego

˙̄x = (a− λb) + (a20 − λb20)x̄2 + (2a20λ+ a11 − 2b20λ
2 − b11λ)x̄y + (a20λ

2 + a11λ+ a02 − b11λ
2 − b02λ)ȳ2

˙̄y = b+ b20x̄
2 + (2b20λ+ b11)x̄y + (b20λ

2 + b11λ+ b02)ȳ2

Sea λ la ráız real del polinomio

b20s
3 + (b11 − a20)s2 + (b02 − a11)s− a02 = 0

En este caso nos queda:

˙̄x = (a− λb) + (a20 − λb20)x̄2 + (2a20λ+ a11 − 2b20λ
2 − b11λ)x̄y

˙̄y = b+ b20x̄
2 + (2b20λ+ b11)x̄y + (b20λ

2 + b11λ+ b02)ȳ2

Por lo tanto solo consideraremos el sistema (2.4). Como a2 + b2 6= 0, en este caso el origen no es
un punto singular. Sea a 6= 0, y sea (x1, y1) punto singular, luego (−x1,−y1) también es punto
singular.

Como a 6= 0, sabemos que x 6= 0. Cuando y1 = 0, usaremos la transformación x = x1x̄,
e,y = ȳ, y en el caso que y1 6= 0, usaremos la transformación x = x1x̄, e, y = y1x̄+ ȳ.
Luego:

ẋ = x1 ˙̄x⇒ ˙̄x = a
x1

+ (a20x1 + a11y1)x̄2 + a11x̄y

ẏ = y1 ˙̄x+ ˙̄y ⇒ (b− ay1
x1

) + (b20x1
2 + b02y1

2 + b11x1y1 − a20x1y1 − a11y1
2)x̄y + b02ȳ

2

Entonces:

˙̄x = ā+ (a20x1 + a11y1)x̄2 + a11x̄y

˙̄y = b̄+ (b20x1
2 + b02y1

2 + (b11 − a20)x1y1 − a11y1
2)x̄2 + (b11x1 + 2b02y1 − a11)x̄y + b02ȳ

2

Como (x1, y1) es un punto singular se tiene

a+ a20x1
2 + a11x1y1 = 0

b+ b20x1
2 + b11x1y1 + b02y1

2 = 0

Se tiene

− a

x1

= a20x1 + a11x1y1

b = −b20x1
2 − b11x1y1 − b02y1

2
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Por lo tanto:

˙̄x = ā− a

x1

x̄2 + a11x̄y

˙̄y = b̄− (b+
a

x1

y1)x̄2 + (b11x1 + 2b02y1 − a11)x̄y + b02ȳ
2

Intercambiando x, y por x̄, ȳ se tiene:

ẋ = a− ax2 + a′11xy

ẏ = b− bx2 + b′11xy + b′02y
2

Sea

τ = at→ dx
dτ

= dx
dt

dt
dτ

= 1
a
dx
dt

Luego:

a
dx

dτ
= a− ax2 + a′11xy

a
dy

dτ
= b− bx2 + b′1xy + b′02y

2

O sea que

dx

dτ
= 1− x2 + αxy

dy

dτ
= β(1− x2) +m1xy + ny2

1) Para α = 0

• Si n = 0, el sistema nos queda

I =

{
ẋ = 1− x2

ẏ = β(1− x2) +m1xy

• Si n 6= 0, sea ȳ = ny, luego

˙̄y
n

= l − lx2 +m1x
ȳ
n

+ n ȳ
2

n2 ⇒ ˙̄y = nl − nlx2 +m1xȳ + ȳ2

Luego al cambiar ȳ, por y se tiene

II =

{
ẋ = 1− x2

ẏ = β − βx2 +m1xy + y2
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2) Para α 6= 0, realizaremos la siguiente sustitución y = 1
α
ȳ en el sistema (2.2 ). Luego:

ẋ = 1− x2 + xȳ

ẏ = αl − αlx2 + αm1xy − αny2

= αl − αlx2 +m1xȳ +
n

α
ȳ2

• Luego si n = 0 se tiene:

III =

{
ẋ = 1− x2 + xy
ẏ = β − βx2 +m1xy

• Para n 6= 0 se tiene:

IV =

{
ẋ = 1− x2 + xy
ẏ = β − βx2 +m1xy + sy2

Sea m1 = β +m, luego las familias III y IV nos quedan:

III =

{
ẋ = 1− x2 + xy
ẏ = β(1− x2 + xy) +mxy

IV =

{
ẋ = 1− x2 + xy
ẏ = β(1− x2 + xy) +mxy + sy2

2.1. Existencia de ciclos ĺımites

Lema 2.1.1. Las familias I, y, II no tienen ciclos ĺımites.

Demostración.
Como x = 1, y, x = −1 son rectas invariantes para I, y, II, y estas contienen todos los puntos
singulares, entonces no existen ciclos ĺımites.

Notación 2.1.2. La recta x = 0 es una recta sin contactos, ya que ẋ|x=0 = 1

Lema 2.1.3. Los ciclos ĺımites no pueden intersectar a la recta x = 0.

Demostración.
Como x = 0 es un recta sin contactos los ciclos ĺımites no pueden intersectarla.

Lema 2.1.4. Los sistemas III, y, IV tienen a lo más dos ciclos ĺımites.
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Demostración.
Probaremos que para x > 0 estos sistemas tienen a lo más un ciclo ĺımite. Sea η = 1− x2 + xy,
x = x, y, dt = xdτ , aśı que

dx

dτ
=
dx

dt

dt

dτ
= xη

dy

dτ
=
dy

dt

dt

dτ
= x(β(1− x2 + xy) +mxy + sy2)

Luego

dη

dτ
= −2x

dx

dτ
+ y

dx

dτ
+ x

dy

dτ
= −2x2η + xyη + x2(β(1− x2 + xy) +mxy + sy2)

= −2x2η + η(η−1 + x2) + βx2 − βx4 + (β +m)x2(η−1 + x2) + s(η−1 + x2)2

= (−η + (β +m)η −m+ 2sη − 2s)x2 + (m+ s)x4 + ((1 + s)η2 − (2s+ 1)η + s2)

Sea u = x2, y, η = η, aśı que

du

dτ
= 2uτ

dη

dτ
= ((−1 + β +m+ 2s)η −m− 2s)u+ (m+ s)u2 + ((1 + s)n2 − (2s+ 1)η + s2)

Como en este último sistema u = 0 es un recta invariante, se tiene que este sistema tiene a lo
más un ciclo ĺımite ; Aśı que los sistemas III, y, IV en el plano x > 0, tienen a lo más un ciclo
ĺımite, por lo tanto usando el Lema1.0.1, tenemos que a lo más tienen dos ciclos ĺımites.



Caṕıtulo 3

Singularidades en el plano finito

3.1. Singularidades de la familia I

Proposición 3.1.1.

a) (1,0) es un punto silla si m > 0.

b) (1,0) es atractor si m < 0.

c) Si m = 0 el sistema tiene infinitos puntos cŕıticos.

Demostración.
Hallaremos los puntos cŕıticos del sistema

1− x2 = 0
β(1− x2) +mxy = 0

Luego para m 6= 0 los puntos cŕıticos son (1, 0) y (−1, 0) y para m = 0 existen∞ puntos cŕıticos
la matriz Jacobiana del sistema en el punto (1, 0) es

M(1,0) =

[
−2 0
−2β m

]
a) Los valores propios son λ1 = −2 y λ2 = m por lo tanto si m > 0 , se tiene que (1, 0) es

un punto silla

b) Si m < 0 se tiene que los dos valores propios son negativos y por lo tanto (1, 0) es un
nodo atractor

c) En el caso m = 0 el sistema nos queda de la siguiente forma:

ẋ = 1− x2

ẏ = β(1− x2)

Por lo tanto si m = 0 se tiene infinitos puntos cŕıticos.

13
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3.2. Singularidades de la familia II

Proposición 3.2.1.

a) (1, 0) es un silla-nodo si m = 0.

b) (1, 0) es un punto silla y (1,−m) es un nodo atractor si m > 0.

c) (1, 0) es un nodo atractor y (1,−m) es punto silla si m < 0.

Demostración.
Primero hallaremos los puntos cŕıticos para m 6= 0 del siguiente sistema de ecuaciones:{

1− x2 = 0
β(1− x2) +mxy + y2 = 0

(3.1)

x = 1 y my + y2 = 0, luego y = 0 y y = −m, por lo tanto los puntos cŕıticos son (1, 0), y,
(1,−m).
La matriz jacobiana del sistema en (1, 0) es

M(1,0) =

[
−2 0
−2β m

]
y en (1,−m) es

M(1,−m) =

[
−2 0

(−2−m)β −m2 −m

]

Los valores propios de la matriz M(1, 0) son λ1(1,0) = −2 y λ2(1,0) = m y los valores pro-
pios de la matriz M(1,−m) son λ1(1,−m) = −2 y λ2(1,−m) = −m

a) Si m = 0 , el sistema nos queda de la siguiente forma:{
ẋ = 1− x2

ẏ = β(1− x2) + y2 (3.2)

Sea u = x− 1, entonces el sistema nos queda de la siguiente forma:{
u̇ = −u2 − 2u
ẏ = β(−u2 − 2u) + y2 (3.3)

Sea v = −βu+ y ⇒ v̇ = −βu̇+ ẏ = y2, entonces el sistema nos queda de la siguiente forma:{
u̇ = −u2 − 2u
v̇ = β(βu2 + 2uv) + v2 (3.4)
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Multiplicando por −1

2
se tiene :{

ẋ = u+ 1
2
u2

v̇ = −β(1
2
βu2 + uv)− 1

2
v2 (3.5)

Aplicando el Teorema 2.2 :
u+ 1

2
u2 = 0⇒ g(v) = V (u(v), v) = −1

2
v2

de esta forma se tiene n = 2, y, an = −1
2

por lo tanto (1, 0) es un silla-nodo.

Figura 2.9, β > 0

b) Si m > 0, se tiene que λ1(1,0) < 0 y λ2(1,0) > 0, por otra parte λ1(1,−m) < 0 y λ1(1,−m) < 0
y aśı podemos afirmar que el punto (1, 0) es un punto silla y el punto (1,−m) es un nodo
atractor.

c) Si m < 0, se tiene que los dos valores propios de M(1, 0) son negativos y de aqúı el punto
(1, 0) es un nodo atractor , y que λ1(1,−m)λ2(1,−m) < 0 y aśı se tiene que el punto (1,−m)
es un punto silla.

3.3. Singularidades de la familia III

ẋ = 1− x2 + xy
ẏ = β(1− x2 + xy) +mxy

(3.6)
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Proposición 3.3.1.

1) Si m = 0, se tiene que 1− x2 + xy = 0 es una curva de puntos cŕıticos.

2) Si m 6= 0, los únicos puntos cŕıticos son (1, 0), y, (−1, 0).

2.1) Si (β +m− 2)2 + 8m > 0:

2.1.1) (1, 0) es un punto silla si m > 0.

2.1.2) (1, 0) es nodo repulsor si β +m− 2 > 0 y m < 0.

2.1.3) (1, 0) es un nodo atractor si β +m− 2 < 0 y m < 0.

2.1.4) (1, 0) es punto silla si β +m− 2 = 0.

2.2) Si (β +m− 2)2 + 8m = 0

2.2.1) (1, 0) es un nodo repulsor si β +m− 2 > 0.

2.2.2) (1, 0) es un nodo atractor si β +m− 2 < 0.

2.3) Si (β +m− 2)2 + 8m < 0.

2.3.1) (1, 0) es un foco repulsor si β +m− 2 > 0.

2.3.2) (1, 0) es un foco atractor si β +m− 2 < 0.

2.3.3) (1, 0) es un foco débil estable si β +m− 2 = 0.

Demostración.
La matriz Jacobiana en el punto (1, 0) es :

Df(1,0) =

[
−2 1
−2β β +m

]
De aqúı podemos hallar sus valores propios :∣∣∣∣ λ+ 2 −1

2β λ− β −m

∣∣∣∣ = 0⇔ λ2 + (2− β −m)λ− 2m = 0⇔

λ =
β +m− 2

2
±
√

(β +m− 2)2 + 8m

2

2.1) Si (β+m−2)2 +8m > 0; En el caso de que m > 0 se tienen dos ráıces de signos contrariós
por lo tanto es (1, 0) un puntos silla. Si por el contrario m < 0, y, β +m− 2 > 0 tenemos
dos ráıces positivas, aśı que es (1, 0) un nodo repulsor.

Si β+m−2 = 0, tenemos que λ1λ2 < 0, entonces (1, 0) es un punto silla. Si β+m−2 < 0
y m < 0 los valores propios son negativos, de ello (1, 0) es un nodo atractor.

2.2) Si (β +m− 2)2 + 8m = 0. En el caso de que β +m− 2 > 0, tenemos dos valores propios
positivos, aśı que (1, 0) es un nodo repulsor. En el otro caso se tiene dos valores propios
negativos, entonces (1, 0) es un nodo atractor.
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2.3) Si (β+m−2)2+8m < 0; En este caso tenemos que λ1 =
β +m− 2

2
+i

√
−(β +m− 2)2 − 8m

2
,

y, λ2 =
β +m− 2

2
− i

√
−(β +m− 2)2 − 8m

2
, luego si β +m− 2 > 0, se tiene que (1, 0)

es un foco repulsor y en caso de que β+m−2 < 0, tenemos que (1, 0) es un foco atractor.
Ahora probaremos que en el caso β +m− 2 = 0, el punto (1, 0) es un foco débil estable.

Sea u = x− 1 y v = y, entonces tenemos que:

u̇ = −2u+ v + uv − u2

v̇ = −2βu+ 2v + 2uv − βu2

Ahora hallaremos los vectores propios de la matriz Jacobiana,[
−2 1
−2β 2

] [
v1

v2

]
= λ

[
v1

v2

]
⇔ v2 = (λ+ 2)v1

Como λ = ±i
√
−2m, tenemos que

P =

[
1 0
2
√
−2m

]
, y, P−1 =

 1 0

− 2√
−2m

1√
−2m


Sea [

u
v

]
= P

[
w1

w2

]
⇒
[
w1

w2

]
= P−1

[
u
v

]
Aśı que:

u = w1

v = 2w1 +
√
−2m

, y ,
w1 = u

w2 = − 2√
−2m

u+
1√
−2m

v

Entonces,

[
ẇ1

ẇ2

]
= P−1

[
u̇
v̇

]
=

[
0

√
−2m

−
√
−2m 0

] [
w1

w2

]
+

 uv − u2

− β + 2√
−2m

u2


de aqúı tenemos que:

ẇ1 =
√
−2mw2 + w2

1 +
√
−2mw1w2

ẇ2 = −
√
−2mw1 −

β − 2√
−2m

w2
1
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Dividiendo entre −
√
−2m

ẇ1 = −w2 −
1√
−2m

w2
1 − w1w2

ẇ2 = w1 + 1
2
w2

1

La divergencia de este sistema en (0, 0) es div
(
P,Q

)
= − 2w1√

−2m
− w2

∣∣∣
(0,0)

= 0,

también vemos que a20 = − 1√
−2m

, a11 = −1, a02 = 0, b20 = 1
2
, b11 = 0, y, b02 = 0,

luego A = − 1√
−2m

, B =
1

2
, α = −1− (−1) = 0, y, β = − 2√

−2m
y como

W1 = Aα−Bβ = 0− 1

2

−2√
−2m

=
1√
−2m

, por lo tanto (0, 0) es un foco débil inestable

(Por teorema 1.0.5), luego (1, 0) es un foco débil estable (ya que dividimos el sistema entre
−
√
−2m).

3.4. Singularidades en el plano finito Familia IV

Lema 3.4.1.

1) Si 1 + m
s
≤ 0, los únicos puntos cŕıticos del sistema son (ε, 0), y (−ε, 0).

2) Si 1 +
m

s
> 0, entonces el sistema tiene cuatro puntos singulares (±ε, 0), y,

(± ε√
1 + m

s

,∓m
s

ε√
1 + m

s

)

3.4.1. Estudio del punto singular (ε, 0)

En la siguiente proposición solo probaremos todo acerca de los puntos singulares (ε, 0), y,

(−ε, 0), ya que ellos son singulares en cualquier región del plano 1 +
m

s
> 0, o, 1 +

m

s
≤ 0.

Proposición 3.4.2.

1) Si (β +m− 2)2 + 8m > 0

1.1) Si m > 0, el punto (ε, 0) es un punto silla.

1.2) Si m < 0,

1.2.1) Si β +m− 2 > 0, el punto (ε, 0) es un nodo repulsor

1.2.2) Si β +m− 2 < 0, el punto (ε, 0) es un nodo atractor.

1.3) Si m = 0, y s 6= 0, y, β 6= 2, el punto (ε, 0) es un silla nodo.
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2) Si (β +m− 2)2 + 8m = 0,

2.1) Si β +m− 2 > 0, el punto (ε, 0) es un nodo repulsor.

2.2) Si β +m− 2 < 0, el punto (ε, 0) es un nodo atractor.

2.3) Si β +m− 2 = 0, el punto (ε, 0) tiene dos sectores hiperbólicos

3) Si (β +m− 2)2 + 8m < 0,

3.1) Si β +m− 2 > 0, el punto (ε, 0) es un foco repulsor.

3.2) Si β +m− 2 < 0, el punto (ε, 0) es un foco atractor.

3.3) Si β +m− 2 = 0,

3.3.1) Si s ∈ (
1

2
,

m

m− 2
), entonces el punto (ε, 0) es un foco débil estable.

3.3.2) Si s /∈ [−1

2
,

m

m− 2
],entonces el punto (ε, 0) es un foco débil inestable.

3.3.3) Si s ∈ {−1

2
,

m

m− 2
}, entonces el punto (ε, 0) es un centro.

Demostración.
La matriz asociada al sistema en el punto (ε, 0) es:

Df(ε,0) = ε

[
−2 1
−2β β +m

]

Sus valores propios son:∣∣∣∣ λ+ 2ε −ε
2εβ λ− (β +m)ε

∣∣∣∣ = 0⇔ λ2 + (2− β −m)ελ− 2mε2 = 0⇔

λ = ε
(β +m− 2

2
±
√

(β +m− 2)2 + 8m

2

)
1) Si (β +m− 2)2 + 8m > 0.

En el caso de que m > 0 se tienen dos ráıces de signos opuestos por lo tanto es (ε, 0) un
punto silla.

1.1) Si por el contrario m < 0, tenemos dos ráıces positivas en el caso de que β+m−2 > 0
, aśı que es (ε, 0) un nodo repulsor. En caso contrario se tienen dos ráıces negativas,
de aqúı (ε, 0) es un nodo atractor.

2) Si (β +m− 2)2 + 8m = 0.
En el caso de que β + m− 2 > 0, tenemos dos valores propios positivos, aśı que (ε, 0) es
un nodo repulsor. En el otro caso se tiene dos valores propios negativos, entonces (ε, 0) es
un nodo atractor.
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2.1) Si β +m− 2 = 0⇒ β = 2, y, m = 0, en este caso la matriz asociada al sistema es:

Df(ε,0) = ε

[
−2 1
4 2

]
Aśı que sus valores propios son λ1 = λ2 = 0. Sea u = x− ε, e, y = v, luego

u̇ = εv − 2εu− u2 + uv
v̇ = 2εv − 4εu− 2u2 + 2uv + sv2

Sea w = v − 2u⇒ ẇ = v̇ − 2u̇, aśı que:

ẇ = sv2

v̇ = 2εw + (s+ 1
2
)v2 − 1

2
w2

Aplicando el Teorema 1.4, tenemos que W (w, v) =
s

2ε
v2, y, V (w, v) = (

s

2ε
+

1

4ε
)v2−

1

4ε
w2, aśı que w = −(

s

2ε
+

1

4ε
)v2 + . . ., y, f(v) =

s

2ε
v2 de aqúı a =

s

2ε
6= 0, y, α = 2;

además Φ(v) =
∂V

∂v
+
∂W

∂w
= (

s

ε
+

1

2ε
)v, b = (

s

ε
+

1

2ε
) 6= 0, y, β = 1. Por lo tanto

tenemos que α es par, y, α < 2β+1, entonces el punto tiene dos sectores hiperbólicos.

Dos sectores hiperbólicos

3) Si (β +m− 2)2 + 8m < 0

En este caso tenemos que λ1 = ε
(β +m− 2

2
+i

√
−(β +m− 2)2 − 8m

2

)
, y, λ2 = ε

(β +m− 2

2
−

i

√
−(β +m− 2)2 − 8m

2

)
, luego si β +m− 2 > 0, se tiene que (ε, 0) es un foco inestable

y en caso de que β +m− 2 < 0, tenemos que (ε, 0) es un foco atractor.
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3.1) Ahora probaremos que en el caso β + m− 2 = 0, el punto (ε, 0) es un foco débil, si

s 6= −1

2
, y, s 6= m

m− 2
.

Sea u = x− ε y v = y, entonces tenemos que:

u̇ = −2εu+ εv + uv − u2

v̇ = −2εβu+ 2εv + 2uv − βu2 + sv2

Ahora hallaremos los vectores propios de la matriz Jacobiana,[
−2ε ε
−2εβ 2ε

] [
v1

v2

]
= λ

[
v1

v2

]
⇔ v2 = (λ+ 2)v1

Como λ = ±iε
√
−2m, tenemos que

P =

[
1 0
2
√
−2m

]
, y , P−1 =

[
1 0
− 2√

−2m
1√
−2m

]
Sea [

u
v

]
= P

[
w1

w2

]
⇒
[
w1

w2

]
= P−1

[
u
v

]
Aśı que:

u = w1

v = 2w1 +
√
−2mw2

, y ,
w1 = u

w2 = − 2√
−2m

u+
1√
−2m

v

Entonces, [
ẇ1

ẇ2

]
= P−1

[
u̇
v̇

]
=

[
0 ε

√
−2m

−ε
√
−2m 0

] [
w1

w2

]
+

 w2
1 +
√
−2mw1w2

4s+m√
−2m

w2
1 + 4sw1w2 + s

√
−2mw2

2


de aqúı tenemos que:

ẇ1 = ε
√
−2mw2 + w2

1 +
√
−2mw1w2

ẇ2 = −ε
√
−2mw1 −

4s+m√
−2m

w2
1 + 4sw1w2 + s

√
−2mw2

2
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Dividiendo entre −ε
√
−2m

ẇ1 = −w2 −
1

ε
√
−2m

w2
1 −

1

ε
w1w2

ẇ2 = w1 +
4s+m

2εm
w2

1 −
4s

ε
√
−2m

w1w2 −
s

ε
w2

2

La divergencia de este sistema en (0, 0) es

div
(
P,Q

)
(0,0)

= − 2w1

ε
√
−2m

− 1

ε
w2 −

4s

ε
√
−2m

w1w2 −
s

ε
w2

2

∣∣∣
(0,0)

= 0

Además sabemos que a20 = − 1
ε
√
−2m

, a11 = −1

ε
, a02 = 0, b20 =

4s+m

2εm
, b11 =

− 4s
ε
√
−2m

, y, b02 = −s
ε
, luego A = − 1

ε
√
−2m

, B =
4s+m

2εm
− s

ε
, α = −1

ε
− 2s

ε
, y,

β = − 4s+ 2

ε
√
−2m

, aśı que

W1 = Aα−Bβ = −
2(2s+ 1)

(
(m− 2)s−m

)
ε2m
√
−2m

por lo tanto (0, 0) es un foco débil, luego (ε, 0) es un foco débil en el caso de que

s 6= −1

2
, y, s 6= m

m− 2
.

Si s ∈ (−1

2
,

m

m− 2
) se tiene que (ε, 0) es un foco débil estable y en el caso que

s /∈ [−1

2
,

m

m− 2
] se tiene que (ε, 0) es un foco débil inestable.

3.4.2. Singularidades en el caso 1 +
m

s
> 0

Proposición 3.4.3. Si m > 0, el retrato de fase del punto P1 es equivalente al retrato de fase
del punto (ε, 0) en m < 0.

Demostración.
Sea v = mx+ sy, reemplazando en el sistema{

ẋ = ε2 − x2 + xy
ẏ = β(ε2 − x2 + xy) +mxy + sy2 (3.7)

se tiene que:
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ẋ = ε2 − (1 +
m

s
)x2 +

1

s
xv

v̇ = (m+ sβ)

(
ε2 −

(
1 +

m

s

)
x2 +

1

s
xv

)
−mxv + v2

Sea z = αx, w = γv, y, t =
1

α
t1 donde γ =

1

sα
y α =

√
1 +

m

s
, entonces

ż = ε2 −
1 + m

s

α2
z2 +

1

sαγ
zw

ẇ =
m+ sβ

m+ s

(
ε2 − z2 + zw)− m

(1 + m
s

)zw + sw2

Sea δ =
m+ sβ

m+ s
, y, µ = − m

(1 + m
s

)
aśı que µ < 0 ⇔ m > 0 y de aqúı el sistema nos queda de

la siguiente forma:

ż = ε2 −
1 + m

s

α2
z2 +

1

sαγ
zw

ẇ = δ
(
ε2 − z2 + zw

)
+ µzw + sw2

Por lo tanto el sistema nos queda de la siguiente forma

ż = ε2 − z2 + zw

ẇ = δ
(
ε2 − z2 + zw

)
+ µzw + sw2

El punto cŕıtico (ε, 0) en este sistema, es el punto P1 en el sistema (3.7).

En la siguiente Proposición solo demostraremos las propiedades del punto P1 = (α,−m
s
α),

donde α =
ε√

1 + m
s

, ya que para el punto (ε, 0) se probaron en la Proposición 3.4.2.

Sea b1 = α(2 +
m

s
− β +m)

Proposición 3.4.4.

1) Si b1
2 − 8m > 0, y,

1.1) Si b1 > 0, y, m > 0, entonces P1 es un nodo atractor.

1.2) Si b1 < 0, y, m > 0, se tiene que P1 es un nodo repulsor.
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1.3) Si m < 0, tenemos que P1 es un punto silla.

2) Si b1
2 − 8m = 0, y,

2.1) Si b1 > 0 entonces P1 es un nodo atractor.

2.2) Si b1 < 0 se tiene que P1 es un nodo repulsor.

3) Si b1
2 − 8m < 0, y,

3.1) Si b1 > 0, entonces P1 es un foco atractor.

3.2) Si b1 < 0, se tiene P1 es un foco repulsor.

3.3) Si b1 = 0, y, m > 0, entonces P1 es un foco débil.

Demostración.
Por la Proposición 3.4.3 todos los incisos con m > 0 son ciertos, aśı que solo nos falta demostrar
los incisos donde m < 0.
La matriz asociada al sistema en el punto P1 es:

Df(α,
m

s
α) =

[
α(2 +

m

s
) −α

b1 −α(β −m)

]

Su ecuación caracteŕıstica es λ2 + b1λ + 2m = 0, luego si b1
2 − 8m > 0, y, m < 0, sus valores

propios tienen signos opuestos, aśı que P1 es un punto silla.
Si b1

2 − 8m = 0, sus valores propios serán ambos negativos (o positivos) en el caso de que
b1 > 0 (o b1 < 0), aśı que P1 es un nodo atractor (repulsor).
Si b1

2−8m < 0, la ecuación caracteŕıstica tiene ráıces imaginarias, luego P1 es un foco atractor
(repulsor) si b1 > 0 (b1 < 0).

En particular para ε = 1 se cumplen todas las Proposiciones



Caṕıtulo 4

Singularidades en el infinito

4.1. Singularidades familia I

En la carta U1

Para β 6= 0 el sistema nos queda de la siguiente forma:

ẏ = −z2y + y + β(z2 − 1) +my
ż = −z(z2 − 1)

(4.1)

la matriz Jacobiana del sistema es :

M(y, z) =

[
−z2 + 1 +m −2zy + 2βz

0 −3z2 + 1

]

Para β = 0 el sistema nos queda de la siguiente forma:

ẏ = −z2y + y +my
ż = −z(z2 − 1)

(4.2)

la matriz Jacobiana del sistema es :

M(y, z) =

[
−z2 + 1 +m −2zy

0 −3z2 + 1

]
Primero hallaremos los puntos cŕıticos en el infinito para el caso β 6= 0, en efecto para z = 0 se
tiene que y = β

m+1
para m 6= −1

Por lo tanto en ( β
m+1

, 0) la matriz nos queda :
la matriz Jacobiana del sistema es :

M(
β

m + 1
,0) =

[
m+ 1 0

0 1

]
25
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Ahora hallaremos los puntos cŕıticos en el caso β = 0, en efecto para z = 0 se tiene que y = 0
si m 6= −1
Por lo tanto la matriz jacobiana en el punto (0, 0) es :

M(0,0) =

[
1 +m 0

0 1

]

Notación 4.1.1. En el caso de que m = −1, para β 6= 0 el sistema no tiene puntos cŕıticos, y
para β = 0 el sistema tiene infinitos puntos cŕıticos.

Proposición 4.1.2. En la carta U1 se tiene :

a) (
β

m+ 1
, 0) es un nodo repulsor si m > −1 y β 6= 0.

b) (
β

m+ 1
, 0) es un punto silla si m < −1 y β 6= 0.

c) No existen puntos cŕıticos si m = −1 y β 6= 0

d) En el caso de que m = −1 y β = 0 hay infinitos puntos cŕıticos

e) (0, 0) es un punto silla si m < −1 y β = 0

f) (0, 0) es un nodo repulsor si m > −1, y, β = 0

Demostración.

a) Los valores propios de la matriz M( β
m+1

, 0) son λ1 = m + 1 y λ2 = 1, por lo tanto si
m+ 1 > 0 es un nodo repulsor.

b) Los valores propios de la matriz M(
β

m+ 1
, 0) son λ1 = m + 1 y λ2 = 1, por lo tanto si

m+ 1 < 0 es un punto silla.

c) Si m = −1, y, β 6= 0, para z = 0 se tiene que ẏ = −1 luego el sistema no tiene puntos
cŕıticos.

d) Para β = 0 y m = −1 el sistema nos queda de la siguiente forma :

ẏ = −z2y
ż = −z(z2 − 1)

luego para z = 0 se tiene que ẏ = 0, aśı que el sistema tiene infinitos puntos cŕıticos.
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e) Los valores propios de la matriz M(
β

m+ 1
, 0) son λ1 = m + 1 y λ2 = 1, por lo tanto si

m+ 1 < 0 es un punto silla.

f) Los valores propios de la matriz M(0, 0) son λ1 = m+1 y λ2 = 1, por lo tanto si m+1 > 0
es un nodo repulsor.

En la carta U2

Para β 6= 0 el sistema nos queda de la forma:

ẋ = z2 − βxz2 + βx3 − (m+ 1)x2

ż = −z(βz2 − βx2 +mx)
(4.3)

M(0,0) =

[
0 0
0 0

]

y, para β = 0 el sistema nos queda de la siguiente forma:

ẋ = z2 − (m+ 1)x2

ż = −mxz (4.4)

M(0,0) =

[
0 0
0 0

]
Proposición 4.1.3.

a) Para β 6= 0, y m > 0 se tiene que (0, 0) es un punto cŕıtico con dos sectores eĺıptico.

b) Para m > 0, y, β = 0, se tiene que (0, 0) tiene dos sectores eĺıptico.

c) Para −1 < m < 0 el punto (0, 0) punto silla degenerado de ı́ndice -2.

d) Para m < −1, el punto (0, 0) es un silla nodo alternada.

e) Para m = −1 se tiene que (0, 0) silla con 1 sector nodal de ı́ndice -1

Demostración.

a) xż− zẋ = −z(z2− x2) = 0⇒ z = 0 z = −x z = x. Usaremos la técnica del Blow-up:
Sea x = x, y, z = ηx, entonces η̇ = −ηx(η2 − 1). Luego

ẋ = x2(η2 − 1−m− βη2x+ βx)
η̇ = −ηx(η2 − 1)

(4.5)
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Dividiendo entre x se tiene :

ẋ = x(η2 − 1−m− βη2x+ βx)
η̇ = −η(η2 − 1)

(4.6)

Los puntos cŕıticos de este sistema son (0, 0), (0, 1),y , (0,−1) y las matrices jacobianas
correspondientes son :

M(0,0) =

[
−m− 1 0

0 1

]
Luego (0, 0) es un punto silla

M(0,±1) =

[
−m 0

0 −2

]
Luego (0,±1) es un nodo atractor.
Usando el Blow-up II tenemos que x = ηz, y, z = z, entonces η̇ = z(1− η2)

η̇ = z(1− η2)
ż = −z(βz2 − βη2z2 +mηz)

(4.7)

Dividiendo entre z se tiene :

η̇ = 1− η2

ż = −z(βz − βη2z +mη)
(4.8)

Los puntos cŕıticos (1, 0) es atractor y (−1, 0) es repulsor

Figura 2.16



CAPÍTULO 4. SINGULARIDADES EN EL INFINITO 29

Aśı que el retrato de fase global es

Figura 2.17, β > 0

b) Para β = 0 se tiene que las entradas en el infinito son:

xż − zẋ = z(z2 − x2) = 0⇒ z = 0 z = x z = −x

Aplicando la técnica del Blow-up

Blow-up I
x = x, y z = ηx, entonces η̇ = ηx(1− η2) se tiene el siguiente sistema

ẋ = x2(η2 − (m+ 1))
η̇ = ηx(1− η2)

(4.9)

Dividiendo entre x
ẋ = x(η2 − (m+ 1))
η̇ = η(1− η2)

(4.10)

Los puntos cŕıticos son (0, 0), (0, 1), y (0,−1) y sus jacobianos son :

M(0,0) =

[
−(m+ 1) 0

0 1

]

M(0,±1) =

[
−m 0

0 −2

]

Luego (0, 0) es un punto silla y (0,±1) es un nodo atractor.
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Usando Blow-up II tenemos que x = ηz, y z = z, entonces η̇ = −z(η2 − 1) y aśı tenemos
el siguiente sistema:

η̇ = −z(η2 − 1)
ż = −mηz2 (4.11)

Dividiendo entre z se tiene :
η̇ = −(η2 − 1)
ż = −mηz (4.12)

Tenemos que (1, 0) es un nodo atractor y (−1, 0) es un nodo repulsor

Figura 2.24

Aśı que el retrato de fase global es:
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Figura 2.25

c) xż − zẋ = −z(z2 − x2) = 0⇒ z = 0 z = −x z = x.
Usaremos la técnica del Blow-up :
Sea x = x, y, z = ηx, entonces η̇ = −ηx(η2 − 1). Luego

ẋ = x2(η2 − 1−m− βη2x+ βx)
η̇ = −ηx(η2 − 1)

(4.13)

Dividiendo entre x se tiene :

ẋ = x(η2 − 1−m− βη2x+ βx)
η̇ = −η(η2 − 1)

(4.14)

Los puntos cŕıticos de este sistema son (0, 0), (0, 1),y , (0,−1) y las matrices jacobianas
correspondientes son :

M(0,0) =

[
−m− 1 0

0 1

]

Luego (0, 0) es un punto silla, si −1 < m < 0

M(0,±1) =

[
−m 0

0 −2

]

Luego (0,±1) es un punto silla
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Usando el Blow-up II tenemos que x = ηz, y, z = z, entonces η̇ = z(1− η2)

η̇ = z(1− η2)
ż = −z(βz2 − βη2z2 +mηz)

(4.15)

Dividiendo entre z se tiene:

η̇ = 1− η2

ż = −z(βz − βη2z +mη)
(4.16)

Los puntos cŕıticos (1, 0), y (−1, 0) son sillas para m < 0 y (β 6= 0, en el caso m = −1).

Figura 2.32

Aśı que el retrato de fase global es:



CAPÍTULO 4. SINGULARIDADES EN EL INFINITO 33

Figura 2.33

d) Aplicando la técnica del Blow-up:
Blow-up I
Sea x = x, y, z = ηx, entonces η̇ = ηx(−η2 + 1)
Luego

ẋ = x2(η2 − 1− βη2x+ βx−m)
η̇ = −ηx(η2 − 1)

(4.17)

Dividiendo entre x el sistema nos queda:

ẋ = x(η2 − 1− βη2x−m+ βx)
η̇ = −η(η2 − 1)

(4.18)

Luego (0, 0) es un nodo repulsor y (0,±1) son sillas

Blow-up II:
x = ηz, y, z = z

η̇ = z(1− η2)
ż = −z2(βz − βη2z +mη)

(4.19)

Dividiendo entre z se tiene que:

η̇ = 1− η2

ż = −z(βz − βη2z +mη)
(4.20)

Luego (±1, 0) son sillas
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Figura 2.40

Aśı que su retrato de fase global es

Figura 2.41

e) m = −1 y β 6= 0 el sistema nos queda de la siguiente forma:

ẋ = z2 − βxz2 + βx3

ż = −z(z2 − x2 − x)
(4.21)

Luego la matriz jacobiana del punto cŕıtico (0, 0) es :

M(0,0) =

[
0 0
0 0

]
xż − ẋz = z(x2 − z2) = 0⇒ z = 0 z = x z = −x

Aplicando la técnica del Blow-up :
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Bow-up I Sea x = x, y, z = ηx, entonces η̇ = ηx(−η2 + 1)
Luego

ẋ = x2(η2 − βη2x+ βx)
η̇ = −ηx(η2 − 1)

(4.22)

Dividiendo entre x se tiene :

ẋ = x(η2 − βη2x+ βx)
η̇ = −η(η2 − 1)

(4.23)

Luego (0,±1) son puntos sillas. Para el punto (0, 0) aplicaremos el Teorema 1.3

ẋ = x(η2 − βη2x+ βx)
η̇ = η − η3 (4.24)

η = 0⇒ g(x) = βx2 ⇒ m = 2 am = β > 0⇒ (0, 0) es un silla nodo.

Luego su retrato de fase es:

Figura 2.44, β > 0

Aśı que:
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Figura 2.45, β > 0

4.2. Singularidades familia II

En la carta U1

El sistema nos queda de la siguiente forma:

ẏ = −z2y + (m+ 1)y + βz2 − β + y2

ż = −z(z2 − 1)
(4.25)

Proposición 4.2.1.

a) (r1, 0) es un nodo repulsor y (r2, 0) es un punto silla si (m+ 1)2 + 4β > 0

b) (−m+ 1

2
, 0) es un silla nodo si (m+ 1)2 + 4β = 0

c) Si (m+ 1)2 + 4β < 0, no existen puntos cŕıticos.

donde r1 = −m+ 1

2
+

√
(m+ 1)2 + 4β

2
, y, r2 = −m+ 1

2
−
√

(m+ 1)2 + 4β

2

Demostración.
De la ecuación , si z = 0 se tiene que y2 + (m+ 1)y − β = 0

y = −m+ 1

2
±
√

(m+ 1)2 + 4β

2

Para (m+ 1)2 + 4β < 0 no existen puntos cŕıticos
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a) Si (m+ 1)2 + 4β > 0, la matriz jacobiana de r1

M(r1,0) =


√

(m+ 1)2 + 4β

2
0

0 1


y la matriz jacobiana de r2

M(r2,0) =

 −
√

(m+ 1)2 + 4β

2
0

0 1


De aqúı se tiene que los valores propios para (r1, 0) son positivos y los de (r2, 0) uno es
negativo y otro positivo, luego (r1, 0) es un nodo repulsor y (r2, 0) es un punto silla.

b) Ahora si (m+ 1)2 + 4β = 0

M(−m + 1

2
,0) =

[
0 0
0 1

]

En este caso el sistema nos queda de la siguiente forma:{
ẏ = −m+ 1

2
z2 − z2y + (y +

m+ 1

2
)2

ż = −z(z2 − 1)
(4.26)

Sea u = y +
m+ 1

2
entonces,


u̇ = −(m+ 1)2

4
z2 − z2u+ u2 +

m+ 1

2
z2

ż = −z(z2 − 1)

(4.27)

z − z3 = 0⇒ z = f(u) = 0⇒ g(u) = u2, am = 1, y, m = 2

Luego
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Figura 2.47

En la Carta U2

El sistema nos queda de la forma:{
ẋ = (1− β)z2 − x2 + βx3 −mx2 − x
ż = −z(βz2 − x2 +mx+ 1)

(4.28)

Proposición 4.2.2. El punto (0, 0) es un nodo atractor para β,m ∈ R.

Demostración.
La matriz jacobiana del punto (0, 0) es :

M(0,0) =

[
−1 0

0 −1

]
Luego (0, 0) es un nodo atractor.

Aśı que el retrato de fase para:

1.- (m+ 1)2 + 4β > 0 es:
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Figura 2.48

2.-(m+ 1)2 + 4β = 0 es:

Figura 2.49

3.- (m+ 1)2 + 4β < 0 es:
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Figura 2.50

4.3. Singularidades familia III

Proposición 4.3.1. Sea ∆2 = (β +m+ 1)2 − 4β

y1 =
β +m+ 1

2
+

√
∆2

2

y2 =
β +m+ 1

2
−
√

∆2

2
,

entonces

a) y1 > 1, y, y2 > 1 en la región R1.

b) y1 < 1, y, y2 < 1 en la región R2.

c) y1 > 1, y, y2 < 1 en la región R3.
Donde

R1 = {(m,β)|β +m− 1 > 0, m < 0, y, ∆2 > 0}
R2 = {(m,β)|β +m− 1 < 0, m < 0, y, ∆2 > 0}
R3 = {(m,β)|m > 0, y, ∆2 > 0}

Demostración.

a) y1 > 1, e, y2 > 1⇔ β+m−1 >
√

∆2 ⇔ (β+m−1)2 > ∆2 ⇔ (β+m−1)2−(β+m+1)2 >
−4β ⇔ −4(β +m) > −4β ⇔ m < 0.
Por lo tanto β +m− 1 > 0, m < 0, ∆2 > 0, o sea que (m,β) ∈ R1
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b) y1 < 1, e, y2 < 1⇔ β+m−1 < −
√

∆2 ⇔ (β+m−1)2 > ∆2 ⇔ (β+m−1)2−(β+m+1)2 >
−4β ⇔ −4(β +m) > −4β ⇔ m < 0.
Por lo tanto β +m− 1 < 0, m < 0, y ∆2 > 0, aśı que (m,β) ∈ R2.

c) y1 > 1, e, y2 < 1⇔ β+m+
√

∆2 > 1, y, β+m−
√

∆2 < 1⇔ β+m− 1 > −
√

∆2,y, β+
m − 1 <

√
∆2 ⇔ −

√
∆2 < β + m − 1 <

√
∆2 ⇔ (β + m − 1)2 < ∆2 ⇔ −4(β + m) <

−4β ⇔ m > 0.
Por lo tanto (m,β) ∈ R3

Figura 2.51, Regiones

En la carta U1

El sistema nos queda de la siguiente forma:

ẏ = z2(β − y)− y2 + (β +m+ 1)
ż = −z3 + z(1− y)

(4.29)

Proposición 4.3.2.

a) (y1, 0) es un nodo atractor e (y2, 0) es un punto silla, en la región R1.

b) (y1, 0) es un punto silla e (y2, 0) es un nodo repulsor en la región R2.

c) (y1, 0) es un nodo atractor, e, (y2, 0) es un nodo repulsor, en la región R3.
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d) (y3, 0) es un silla nodo en el caso de que ∆2 = 0.
donde

y1 =
β +m+ 1

2
+

√
∆2

2

y2 =
β +m+ 1

2
−
√

∆2

2

y3 =
β +m+ 1

2

Demostración.

Para z = 0 se tiene que y2 − (β + m + 1)y − β = 0, luego y1 =
β +m+ 1

2
+

√
∆2

2
, e,

y2 =
β +m+ 1

2
−
√

∆2

2
, de aqúı (y1, 0) e (y2, 0) son los únicos puntos cŕıticos en el caso de que

∆2 > 0.

Sean

Df(y1,0) =

[
−
√

∆2 0
0 1− y1

]
,y , Df(y2,0) =

[
−
√

∆2 0
0 1− y2

]
Luego en la región R1 se tiene que (y1, 0) es un nodo atractor, ya que los valores propios son
negativos y (y2, 0) es un punto silla, ya que sus valores propios tienen signos opuestos. En R2

se tiene que (y1, 0) es punto silla y (y2, 0) es un nodo repulsor, ya que sus valores propios son
negativos. En R3 se tiene que (y1, 0) es nodo atractor y (y2, 0) es nodo repulsor.
En el caso de que ∆2 = 0, el sistema queda de la siguiente forma:

ẏ = z2(β − y)− (y − β +m+ 1

2
)2

ż = −z3 + z(1− y)

(4.30)

y la matriz jacobiana del sistema es:

Df(y,0) =

 0 0

0
1− β −m

2


Sea u = y − β +m+ 1

2
, entonces u̇ = ẏ aśı que el sistema nos queda de la siguiente forma:

u̇ = z2(β − u− β +m+ 1

2
)− u2

ż = −z3 + z(
1− β −m

2
− u)

(4.31)
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Dividiendo entre −β +m− 1

2
se tiene que:

u̇ =
2

β +m− 1
u2 − β −m− 1

β +m− 1
z2 +

2

β +m− 1
uz2

ż = z +
2

β +m− 1
uz +

2

β +m− 1
z3

(4.32)

Aśı que del Teorema 1.3 se tiene z = f(u) = 0 entonces g(u) =
2

β +m− 1
u2

Figura 2.52, β +m− 1 > 0

Figura 2.53, β +m− 1 < 0

Si ∆2 < 0, no hay solución.

En la carta U2

ẋ = z2(1− βx) + βx3 − (β + 1)x2 −mx2 + x
ż = −z(βz2 − βx2 + βx+mx)

(4.33)

Proposición 4.3.3. El punto (0, 0) es un nodo repulsor si m > 0 y un punto silla en el caso
que m < 0.
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Demostración.
La matriz jacobiana

Df(0,0) =

[
1 0
0 0

]
Aplicando el Teorema 1.0.3 se tiene que x(z) = f(z) = −z2+. . . y de aqúı g(z) = mz3+βz5+. . .,
aśı que para m > 0 es un nodo repulsor y para m < 0 es un punto silla.

Figura 2.54

Proposición 4.3.4. La recta que conecta los dos puntos sillas nodos o los sillas en el infinito
del sistema es una recta sin contactos.

Demostración.
Como

ẋ = 1− x2 + xy
ẏ = β(1− x2 + xy) +mxy

Sea L = y − αx = 0, donde α =
β +m+ 1

2
−
√

∆

2
, y, ∆ = (β +m+ 1)2 − 4β, entonces

dL

dt
= ẏ − αẋ = (β − α) + x2(−α2 + (β +m+ 1)α− β) = (β − α) =

β −m− 1

2
+

√
∆

2
> 0

ya que β +m− 1 > 0, y, m < 0.
Entonces y − αx = 0, es una recta sin contacto, además ẋ|(0,0) = 1 > 0
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Figura 2.55

4.4. Rectas invariantes

En esta sección hallaremos las rectas invariantes para las diferentes familias.

Lema 4.4.1. En el sistema I se tiene:

a) Si β = 0, y, m 6= 0, entonces y = 0 es una recta invariante.

b) Si β = m = 0, luego y = C es una recta invariante para C ∈ R

c) Si β = −m, y, m 6= 0, entonces la recta y = βx+ C es una recta invariante.

d) x = ±1 es un recta invariante, para (m,β) ∈ R2.

Demostración.
Sea y = Ax+C, entonces ẏ−Aẋ = 0, luego β(1−x2 +Ax2 +Cx)+mx(Ax+C)−A(1−x2) = 0
, por lo tanto

β − A = 0
βC +mC = 0

−β + Aβ +mA+ A = 0

aśı que
β = A

(β +m)C = 0
(β +m)A = 0
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De aqúı tenemos que si:
β = 0, y m 6= 0, se tiene A = 0, y, C = 0, aśı que y = 0, es un recta invariante.
Si β = m = 0, se tiene que A = 0 y C es cualquier real.
Si β = −m, y m 6= 0 se tiene que A = β, y, C es cualquier real.
Por último x = ±1 es un recta invariante , ya que ẋ|x=±1 = 0.

Lema 4.4.2. En el sistema II se tiene:

a) y = ±
√
−βx±

√
±
√
−β − β, es una recta invariante , si β ∈ (−∞,−1].

b) y = 0 es una recta invariante, si β = 0.

c) y = βx es un recta invariante, si β =
1−m

2
.

Demostración.
Sea y = Ax+ C recta invariante de II, entonces ẏ − Aẋ = 0, luego

β
(

1− x2 + x(Ax+ C)
)

+mx(Ax+ C)− A
(

1− x2 + x(Ax+ C)
)
− A(1− x2)2 = 0

aśı que:
β − A+ C2 = 0

(β +m+ 2A)C = 0
−β + (β +m)A+ A2 = 0

Śı β + m + 2A = 0, se tiene que A = ±
√
−β y de aqúı C =

√√
−β − β, siempre que

β ∈ (−∞,−1]. Por lo tanto y = ±
√
−βx±

√√
−β − β es un recta invariante si β ∈ (−∞,−1]

Si C = 0, se tiene que A = β donde β = 0, ó, β =
1−m

2
. Por lo tanto y = 0 es una

recta invariante si β = 0 y y = βx es una recta invariante si β =
1−m

2
.



Caṕıtulo 5

Bifurcaciones

5.1. Familia I

1. Conexión de sillas. De la proposición 3.1.1 en m > 0 se tiene que (1, 0), y, (−1, 0)
son puntos sillas. Ahora en la familia I, sea u = x− 1 entonces el sistema nos queda:

u̇ = −2u− u2

ẏ = −2βu+my − βu2 +muy

Luego de la nota 1.0.8 y el sistema anterior se tiene que las direcciones θ de las trayectorias
satisfacen la siguiente ecuación:
(−2−m) sin θ cos θ+ 2β cos2 θ = cos θ[−(2 +m) sin θ+ 2β cos θ] = 0 De aqúı se tiene que
:

cos θ = 0 tan θ =
2β

2 +m

Aśı que θ = π
2
, 3π

2
, y, tan θ es mayor o menor o igual 0 de acuerdo con el valor de β. Por

lo tanto en β = 0 existe una conexión de silla.

Diagrama de bifurcación

2. Infinita degenerada

47
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De la Proposición 4.2.1, observamos la siguiente bifurcación en m = −1, se tiene que
para β = 0 existen infinitos puntos cŕıticos y que para β 6= 0 no existen puntos cŕıticos
en el infinito.

Diagrama de bifurcación β = 0

Diagrama de bifurcación β > 0

5.2. Familia II

1. Conexión de sillas

Por la Proposición 3.2.1 tenemos que en 4β + (m + 1)2 = 0 existe una conexión de
silla.
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2. Bifurcación Silla-Nodo

Por la Proposición 4.2.2 tenemos que en (m + 1)2 + 4β = 0 existe una bifurcación si-
lla nodo.

3. Silla nodo alternada

Esta bifurcación se comporta de la siguiente manera, para el valor del parámetro po-
sitivo se tienen un nodo repulsor (atractor) y un silla , cuando el parámetro se anula se
colapsan estos puntos en un silla-nodo y para valores negativos del parámetro se vuelve
a la posición del valor positivo.

En m = 0 por la Proposición 3.2.1 se tiene esta clase de bifurcación.

5.3. Familia III

1. Conexión de sillas.
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De la Proposición 3.3.1, en m > 0 se tiene que (1, 0), y, (−1, 0) son sillas.Ahora en
la familia III sea u = x− 1 entonces el sistema nos queda de la siguiente forma:

u̇ = −2u+ y − u2 + uy
ẏ = −2βu+ (β +m)y − βu2 + (β +m)uy

Del sistema anterior y la nota 1.0.8, las direcciones θ de sus trayectorias satisfacen la
siguiente ecuación:

sin2 θ + (−2− β −m) sin θ cos θ + 2β cos2 θ = 0

que es equivalente a
tan2 θ + (2 + β +m) tan θ + 2β = 0

Luego

tan θ =
2 + β +m

2
±
√

(2 + β +m)2 − 8β

2

Aśı que para:
β > 0 tan θ1 > 0 y tan θ2 > 0

β = 0 tan θ1 > 0 y tan θ2 = 0

β < 0 tan θ1 > 0 y tan θ2 < 0

Por lo tanto en β = 0 existe una conexión de sillas.

Diagrama de bifurcación

2. Bifurcación de Hopf

De la Proposición 3.3.1, se tiene que para m < 0, β + m − 2 = 0 es una bifurcación
de Hopf.
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Diagrama de bifurcación y una familia biparamétrica Γ(m,β) de ciclos ĺımites

3. Bifurcación Homocĺınica

De la Proposición 3.3.1 en m < 0, y, β + m − 2 = 0 se tiene que (1, 0) es un foco
débil estable y que en (β +m− 2)2 + 8m < 0, y, β +m− 2 > 0 el punto (1, 0) es un foco
repulsor, luego en esta región existen ciclos ĺımites, aśı que por la teoŕıa de los campos
rotatorios en la región

(β +m− 2)2 + 8m < 0 β +m− 2 > 0 (β +m+ 1)2 − 4β > 0

existe una curva β = H(m) donde los ciclos ĺımites son destruidos, aśı que en β = H(m)
hay una bifurcación homocĺınica.

4. Bifurcación Silla-Nodo

De la Proposición 4.3.4 se tiene que param < 0, y, (β+m+1)2−4β = 0 hay una bifurcación
silla-nodo, donde R1, y, R2 como en la Proposición 4.3.3, R4 = {(m,β)|(β+m−1)2−4β =
0}, y, R5 = {(m,β)|(β +m− 1)2 − 4β < 0}.
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Caṕıtulo 6

Retrato de Fase

6.1. Familia I

Retrato de fase global de la familia I

Los retratos de fase global en cada posición son:
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6.2. Familia II

Retrato de fase global de la familia II es
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(m+ 1)2 + 4β = 0

Los retratos de fase global en cada posición son:
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6.3. Familia III

El retrato de fase global de la familia III es:

Los retratos de fase global de cada posición son:
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Caṕıtulo 7

Centros de la Familia IV

Es fácil ver usando el Teorema 1.0.5 que los únicos centros para ε = 1 vienen dados por

s = −1

2
y s =

m

m− 2
, con m < 0.

7.1. Centro en el caso s = −1
2

Ahora probaremos que en el siguiente sistema los puntos cŕıticos (1, 0), y, (−1, 0) son centros.

ẋ = 1− x2 + xy
ẏ = (2−m)(1− x2 + xy) +mxy − 1

2
y2 (7.1)

Proposición 7.1.1. Los puntos (1, 0), y, (−1, 0) son centros del sistema (7.1).

Demostración.

Df(1,0) =

[
−2 1
−2(2−m) 2

]
Los valores propios son ±i

√
−2m, por el teorema de Dulac el punto (1, 0) es un centro, centro-

foco o un foco.
Sea u = x− 1, y, v = y, entonces
u̇ = −2u+ v − u2 + uv
v̇ = −2(2−m)u+ (2−m)v − (2−m)u2 + (2−m)uv − 1

2
v2[

u
v

]
=

[
1 0
2
√
−2m

] [
w1

w2

]
De aqúı se tiene:

[
ẇ1

ẇ2

]
=

[
0

√
−2m

−
√
−2m 0

] [
w1

w2

]
+

 w2
1 +
√
−2mw1w2

−2 +m
√
−2mw2

1 − 2w1w2 −
1

2

√
−2mw2

2


Por lo tanto
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ẇ1 =
√
−2mw2 + w2

1 +
√
−2mw1w2

ẇ2 = −
√
−2mw1 +

−2 +m√
−2m

w2
1 − 2w1w2 −

1

2
w2

2

Luego

dw2

dw1

= −
w1 + −2+m

2m
w2

1 + 2√
−2m

w1w2 + 1
2
w2

2

w2 + 1√
−2m

w2
1 + w1w2

Aśı tenemos que:

a =
−2 +m

2m
, 2b+ α =

2√
−2m

, c =
1

2
, b =

1√
−2m

, 2c+ β = 1, y d = 0;

de aqúı se tiene que α = β = 0, y aśı podemos concluir que el punto (1, 0) es un centro.

7.2. Centro en el caso s =
m

m− 2

Ahora para el siguiente sistema probaremos lo mismo

ẋ = 1− x2 + xy

ẏ = (2−m)(1− x2 + xy) +mxy +
m

m− 2
y2 (7.2)

Proposición 7.2.1. Los puntos singulares (1, 0), y (−1, 0) son centros del sistema (7.2).

Demostración.

Df(1,0) =

[
−2 1
−2(2−m) 2

]
Los valores propios son ±i

√
−2m, por el teorema de Dulac el punto (1, 0) es un centro, centro-

foco .
Sea u = x− 1, y, v = y, entonces

u̇ = −2u+ v − u2 + uv
v̇ = −2(2−m)u+ (2−m)v − (2−m)u2 + (2−m)uv + m

m−2
v2[

u
v

]
=

[
1 0
2
√
−2m

] [
w1

w2

]
De aqúı se tiene: [

ẇ1

ẇ2

]
=

[
0

√
−2m

−
√
−2m 0

] [
w1

w2

]
+[

w2
1 +
√
−2mw1w2

m2+2m
(m−2)

√
−2m

w2
1 + 4m

m−2
w1w2 + m

m−2

√
−2mw2

2

]
Por lo tanto
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ẇ1

ẇ2

]
=
√
−2m

[
w2

−w1

]
+


w2

1 +
√
−2mw1w2

m2 + 2m

(m− 2)
√
−2m

w2
1 +

4m

m− 2
w1w2 +

m

m− 2

√
−2mw2

2


Luego

dw2

dw1

= −
w1 + m+2

2(m−2)
w2

1 − 4m
(m−2)

√
−2m

w1w2 − m
m−2

w2
2

w2 + 1√
−2m

w2
1 + w1w2

Aśı tenemos que: a =
m+ 2

2(m− 2)
, b =

1√
−2m

, c = − m

m− 2
,

α = − 2(3m−2)

(m−2)
√
−2m

, β =
3m− 2

m− 2
, y d = 0; Sea k =

α

β
= − 2√

−2m
,

y también tenemos que
b+ d

a+ c
= k, además

ak3 − (3b+ α)k2 + (3c+ β)k − d =
2m+ 4

m(m− 2)
√
−2m

+ 2
3m− 6− 6m+ 4

m(m− 2)
√
−2m

+

4

(m− 2)
√
−2m

=
8m+ 4− 12m− 4

m(m− 2)
√
−2m

+
4

(m− 2)
√
−2m

= 0

Aśı el punto (1, 0) es un centro.



Caṕıtulo 8

Bifurcación X0 + X2↔ X2

8.1. Rectas invariantes en m < 0

Proposición 8.1.1. Las rectas invariantes del sistema{
ẋ = −x2 + xy
ẏ = β(−x2 + xy) +mxy + sy2 (8.1)

son de la forma y = Ax, y, x = 0.

Demostración.
Sea y = Ax + B recta invariante del sistema (8.1), entonces ẏ − Aẋ = 0, además ẏ − Aẋ =
[−β + (β +m+ 1)A+ (s− 1)A2]x2 +B[(β +m− A) + 2sA]x+ sB2

Por lo tanto:
1) (1− s)A2 − (β + +m+ 1)A+ β = 0
2) B[(β +m− A) + 2sA] = 0
3) sB2 = 0

(8.2)

Ahora si s 6= 0, de la ecuación (3) del sistema (8.2) se tiene que B = 0.
Si s = 0, se tiene el siguiente sistema

1) A2 − (β +m+ 1)A+ β = 0
2) B(β +m− A) = 0

(8.3)

De la ecuación (2) del sistema (8.3) se tiene que, o B = 0, o, A = β +m.
Si A = β + m, reemplazando en la ecuación 1 del sistema (8.3) se tiene que m = 0 y m < 0
(absurdo), entonces B = 0.
Por lo tanto las rectas invariantes del sistema (8.1) son de la forma y = Ax.

Notación 8.1.2. De la ecuación (8.1) en los sistemas (8.2) y (8.3) se tiene que si y = Ax es
una recta invariante, entonces

(1− s)A2 − (β +m+ 1)A+ β = 0

para cualquier valor de s.
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Lema 8.1.3. Sean
∆(s) = (β +m+ 1)2 − 4β(1− s)

A1(s) =
β +m+ 1

2(1− s)
+

√
∆(s)

2(1− s)

A2(s) =
β +m+ 1

2(1− s)
−
√

∆(s)

2(1− s)

A3(s) =
β +m+ 1

2(1− s)
entonces

a) Si ∆(s) = 0 , entonces y = A3(s)x es la única recta invariante.

b) Si ∆(s) > 0, entonces y = A1(s)x, y, y = A2(s)x son las únicas rectas invariantes.

c) Si ∆(s) < 0, entonces el sistema no tiene rectas invariantes.

Es inmediato de la Nota (1.0.9) y la Proposición (8.1.1)

8.2. Retrato de fase en la región R

Sea R = {(β,m, s)
∣∣ β +m− 2 > 0, β −H(m) < 0, y, − 1

2
< s <

m

m− 2
m < 0}

Proposición 8.2.1. Sea L la recta y = Cx, luego:

a) Si ∆(s) < 0, entonces
dL

dt
< 0.

b) Si ∆(s) = 0, y, C 6= A3(s) entonces
dL

dt
< 0.

c) Si ∆(s) > 0, y, C /∈ [A2(s), A1(s)], entonces
dL

dt
< 0.

d) Si ∆(s) > 0, y, C ∈ (A2(s), A1(s)), entonces
dL

dt
> 0.

Demostración.

a)
dL

dt
=
dy

dt
− Adx

dt
= −[(1− s)A2 + (β +m+ 1)A+ β]x2 < 0.

b)
dL

dt
= −(1− s)[C − A3(s)]2x2 < 0

c)
dL

dt
= −(1− s)[C − A1(s)][C − A2(s)]x2 < 0
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d
dL

dt
= −(1− s)[C − A1(s)][C − A2(s)]x2 > 0

Lema 8.2.2. Si ∆(s) ≥ 0, y supongamos que (β,m, s) ∈ R, entonces

a) −1 + A1(s) > 0.

b) −1 + A2(s) > 0

Demostración.

a) Como β + m > 2 ⇒ β + m − 1 + 2s > 1 + 2s > 0, luego −1 +
β +m+ 1

2(1− s)
=

β +m− 1 + 2s

2(1− s)
> 0, aśı que −1 + A1(s) > 0.

b) Como s <
m

m− 2
⇒ m + s <

m(m− 1)

m− 2
< 0, aśı que −4(1 − s)(m + s) > 0, luego

(β+m−1+2s)2 > (β+m+1)2−4β(1−s), y de aqúı tenemos que β+m+1−2(1−s) >√
(β +m+ 1)2 − 4β(1− s)⇒ β +m+ 1

2(1− s)
−1 >

√
(β +m+ 1)2 − 4β(1− s)

2(1− s)
, por lo tanto

−1 + A2(s) > 0.

Lema 8.2.3. ẋ
∣∣∣
y=Ak(s)x

> 0 y ẏ
∣∣∣
y=Ak(s)

> 0, k = 1, 2, 3

Como ẋ
∣∣∣
y=Ak(s)x

= x2(−1 + Ak(s)) > 0 por Lema anterior.

8.2.1. Retrato de fase en el caso s = 0

1) ∆(0) < 0

Fig 5.1 retrato de fase ∆(0) < 0
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2) ∆(0) = 0

Fig 5.2 retrato de fase ∆(0) = 0

3) ∆(0) > 0

Fig 5.3 retrato de fase ∆(0) > 0
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8.2.2. Retrato de fase en el caso s 6= 0

1) ∆(s) < 0

Fig 5.4 retrato de fase ∆(s) < 0

2) ∆(s) = 0

Fig 5.5 retrato de fase ∆(s) = 0
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3) ∆(s) > 0

Fig 5.6 retrato de fase ∆(s) > 0

8.2.3. Retrato de fase en el esfera de Poincaré

1) Caso en donde ∆(0) < 0

Fig 5.7 ∆(0) < 0
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2) Caso en donde ∆(0) = 0

Fig 5.8 ∆(0) = 0

3) Caso en donde ∆(0) > 0

Fig 5.9 ∆(0) > 0
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4) Caso en donde ∆(s) < 0

Fig 5.10 ∆(s) < 0

5) Caso en donde ∆(s) = 0

Fig 5.11 ∆(s) = 0
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6) Caso en donde ∆(s) > 0

Fig 5.12 ∆(s) > 0

8.3. Singularidades en el infinito del sistema 8.1

En la carta U1 se tiene el sistema siguiente:

ẏ = −yz2ε2 − (1− s)y2 + (β +m+ 1)y − β
ż = −z(ε2z2 + y − 1)

(8.4)

Proposición 8.3.1.

a) Si ∆(s) > 0, entonces

a1) (A1(s), 0) es un nodo atractor.

a2) (A2(s), 0) es un punto silla.

b) Si ∆(s) = 0, entonces (A3(s), 0) es un silla nodo.

c) Si ∆(s) < 0 no existen puntos cŕıticos.

Demostración.

a) Para z = 0, se tiene que y1 = A(s), e, y2 = A2(s) y las matrices jacobianas de (A1(s), 0),
y, (A2(s), 0) son :

Df(A1(s),0) =

[
−
√

∆(s) 0
0 1− A1(s)

]
Df(A2(s),0) =

[ √
∆(s) 0

0 1− A2(s)

]
Por lo tanto (A1(s), 0) es nodo atractor y (A2(s), 0) es un silla.
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b) En el caso ∆(s) = 0 se tiene (A3(s), 0) es punto cŕıtico; Sea u = y − A3(s) entonces

u̇ = −(1− s)u2 − β +m+ 1

2(1− s)
ε2z2 − ε2uz2

ż = z(1− β +m+ 1

2(1− s)
)− ε2z3 − uz

Dividiendo entre 1− β +m+ 1

2(1− s)
= 1− A3(s) < 0 se tiene

u̇ = − (1− s)
1− A3(s)

u2 − A3(s)

1− A3(s))
ε2z2 − 1

1− A3(s)
ε2uz2

ż = z − 1

1− A3(s)
ε2z3 − 1

1− A3(s)
uz

Luego para z = 0, se tiene g(u) = − (1− s)
1− A3(s)

u2, de aqúı podemos afirmar que (A3(s), 0)

es un silla nodo.

En la carta U2 se tiene el sistema:

ẋ = ε2z2 + (1− s)x− x2(β +m+ 1) + βx3 − βε2xz2

ż = −z[βε2z2 + (β +m)x− βx2 + s]
(8.5)

La matriz jacobiana asociada al sistema es :

[
1− s 0
0 −s

]
Lema 8.3.2. En la carta U2 se tiene:

a) Si s > 0, entonces (0, 0) es un punto silla.

b) Si s < 0, entonces (0, 0) es un nodo repulsor.

Es inmediato de la matriz jacobiana.
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8.3.1. Retrato de fase sistema 8.1 en R1

R1 = {(β,m, s)
∣∣∣ 1 +

m

s
< 0 β +m− 2 > 0 β −H(m) < 0}

1) Caso ∆(s) < 0

Fig 5.13 ∆(s) < 0

2) Caso ∆(s) = 0

Fig 5.14 ∆(s) = 0
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3) Caso ∆(s) > 0

Fig 5.15 ∆(s) > 0

8.4. Bifurcaciones

Estas bifurcaciones las encontramos en la región R
⋂

R1 con la condición que se le impone a
∆ en cada caso.

1) s = 0

1.1) ∆(0) < 0

Fig 5.16 ∆(0) < 0
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1.2) ∆(0) = 0

Fig 5.17 ∆(0) = 0

1.3) ∆(0) > 0

Fig 5.18 ∆(0) > 0
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2) s 6= 0

2.1) ∆(s) < 0

Fig 5.19 ∆(s) < 0

2.2) ∆(s) = 0

Fig 5.20 ∆(s) = 0
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2.3) ∆(s) > 0

Fig 5.21 ∆(s) > 0



Conclusiones

El sistema

ẋ = a+ a20x
2 + a11xy + a02y

2

ẏ = b+ b20x
2 + b11xy + b02y

2

tiene como máximo dos ciclos ĺımites. Más concretamente, o no tiene ciclos ĺımites o tiene
dos.

Las únicas rectas invariantes del sistema{
ẋ = −x2 + xy
ẏ = β(−x2 + xy) +mxy + sy2

son de la forma y = Ax, ó, x = 0.
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