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Resumen

En este trabajo de investigacién prestamos una contribucién a algunos de los temas es-
tudiados anteriormente, iniciado con la ecuacién de Van Der Pol y la idea de ciclo limite de
Poincaré, siempre con el uso de los sistemas de ecuaciones diferenciales ordinarias en el plano.
Inicialmente demostramos basdndonos en el trabajo de Su Guang-jan [27]. (ver también el libro
de [Zhang, pag 284] ) que un sistema diferencial polinomial cuadrético perturbado

T = a+anr®+ anry + apy’
g) = b + b20232 + bllzxy + b02y2

tiene como maximo dos ciclos limites. Es un hecho clave en la prueba que los sistemas cuadrati-
cos con una recta invariante tienen como maximo un ciclo limite.[7]

Demostrando primero que dicho sistema es equivalentemente afin a cuatro familias. También
demostramos que las familias IV(III en el caso s = 0) es equivalentemente afin a

b= -2t +ay
y = B(e? — 2% + xy) + may + sy?

y por ultimo probamos que es una familia rotatoria de campos vectoriales.

Luego, estudiamos el comportamiento de las singularidades de las familias I, IT y III tanto en el
plano finito como en el infinito, utilizando los teoremas 1.0.2, 1.0.3, 1.0.4, 1.0.5 y la técnica del
Blow-up. En la familia III ademads de lo anterior dividimos el plano en tres regiones Ry, Rs, R3
para saber el comportamiento de las singularidades en el infinito.

Ademas, realizamos el estudio de las diferentes bifurcaciones que aparecen en cada una de las
familias I, IT y III. En base a los resultados del estudio del comportamiento de las singularidades
y la primera parte de este, obtenemos el retrato de fase de cada una de estas familias.
También, probamos que dado ¢ = 1 para s = %, 6, s = —5 para m < 0, los puntos (1,0) y
(—1,0) son centros.

Finalmente, probamos que las tinicas rectas invariantes del sistema

T =—2*+uxy (1)
v = B(—2* + zy) + mazy + sy?

son de la forma y = Az, 6, x = 0 y en base a esto hallamos el retrato de fase del sistema en la
esfera de Poincaré.

I1I
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También realizamos el estudio del comportamiento de las singularidades en el infinito del sistema

T=e -2 +ay
y = B(e? — 2% + zy) + mzy + sy?

para s # 0. Seguidamente su retrato de fase en la regién R;.

Luego, observamos la bifurcacion Xy + X <> Xo, (s # 0 ) que se comporta de la siguiente
manera para € > 0, tenemos que alrededor de cada uno de los puntos singulares (¢,0) y (—¢, 0)
se tiene un ciclo limite y para e = 0 estos puntos se colapsan en el punto singular (0,0) el cual
tiene dos sectores elipticos. El caso € < 0 tiene el mismo comportamiento de ¢ > 0.
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Introducciéon y Estado del Arte

La historia de la ciencia y la tecnologia se nutre por la necesidad del hombre de explicar los
hechos naturales, prediciendo el futuro y por ultimo, controlandolo activamente. Sin duda, la
matematica como lenguaje de ciencia desempena un papel clave para lograr estas necesidades.
Desde que Isaac Newton y Gottfried Leibnitz introdujeron el cdlculo diferencial en 1682, las
ecuaciones diferenciales han sido probablemente una de las herramientas mas eficientes para
modelar la realidad en un lenguaje abstracto. Hoy en dia, éstas se convirtieron en uno de los
pilares de la filosofia matematica.

A pesar que Newton dijo hace tres siglos que es muy 1til resolver las ecuaciones diferenciales,
el auge del estudio de las ecuaciones diferenciales no llegd sino hasta hace cien anos aproxima-
damente, gracias a H. Poincaré. Cabe decir, que entre la época de Newton y Poncairé muchos
matematicos se interesaban en esta materia, sin embargo en una direccion muy distinta a la
del matematico francés. Su interés, por lo general, se centraba en la integracién y cuadratura
de las ecuaciones diferenciales. En la época de Poincaré, este enfoque parecia ser una manera
bastatante dificil en comparacién con los resultados que proporcionaba.

La originalidad de la contribucion de Poincaré, explicada en un trabajo compuesto por cua-
tro partes entre 1881 y 1886, consiste en una concepcion mas bien diferente de las ecuaciones
diferenciales. Para él, éstas no sélo constituyen objetos puramente formales sujetos a algunas
reglas de célculo, sino también objetos con el significado geométrico, lo que dio inicio a la Teoria
Clualitativa de Ecuaciones Diferenciales. Aunque él s6lo considera ecuaciones en dos variables,
muchas de sus ideas se han aplicado a las dimensiones mayores. Poincaré propuso la descripcion
del retrato de fase de las ecuacién diferencial, es decir, la coleccién de la informacion minima
sobre las drbitas requeridas para determinar su estructura topoldgica. Acuna la expresion de
ciclo limite desarrolla los conceptos tedricos tan importantes como el mapeo de retorno o el
Teorema de la Region Anular, lo cual con la contribucién del matematico sueco I. Bendixson en
1901 se transformo en el famoso Teorema de Poincaré-Bendixson. El resultado anterior confir-
ma que las soluciones, en las cuales realmente estamos interesados, son aquellas que llamamos
singulares(puntos criticos, érbitas periddicas y separetrices), debido a que bajo condiciones de
compactibilidad, cualquier otra curva solucion tiende hacia un conjunto de curvas singulares,
llamadas conjunto limite. Por lo tanto, el retrato fase se determina por el caracter y la configu-
racién de las soluciones singulares.

Usando el mismo término, podriamos decir que la Teoria Cualitativa repesenta un retrato de
las ecuaciones diferenciales prestando atencién sélo a las partes mas importantes: las soluciones

VI
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singulares.

Aunque, hoy en dia apreciamos de manera significativa la contribucion de Poincaré, la intro-
duccion de la teoria nueva se desarrollaba lentamente hasta la segunda mitad de este siglo. Sin
embargo, al mismo tiempo, el eco era considerable: en Rusia, el grupo de A. Liapunov también
se ha interesado en los métodos nuevos, mientras que el matematico aleman D. Hilbert, en 1900,
propuso entre sus " problemas” més conocidos lo que sigue a continuacién ( la segunda parte del
problema 16 ):

4 Cudl es el nimero mdzimo H(n) de los ciclos limites de un campo wvectorial polinomial del

grado n,
{ & = P(z,y)

¢Cudl es su configuracion ?

Como se puede ver el problema es bastante complejo para ser resuelto como un todo.

De aquella época consideramos importante mostrar algunas otras contribuciones:

En 1923, H. Dulac prueba (de forma errénea, como se descubrié més tarde) el niimero de ciclos
limites de un campo vectorial polinomial concreto en el plano finito. A pesar del vacio que deja
en la prueba, las ideas que usa son beneficiosas. Es el primer paso en la direccion que Hilbert
senald en 1900.

En el ano 30, A. Andronov y L. Portraying se ocupan de uno de los temas fundamentales en la
Teorfa Cualitativa: la estabilidad estructural. Esta consiste en saber cual de los retratos de fase
mantiene su topologia bajo variaciones pequenas de los coeficientes en la ecuacién diferencial.
Cuando ésta no se da, se debe entrar en el estudio de bifurcaciones.

En 1926, B. Van Der Pol obtiene una ecuacion diferencial para describir las oscilaciones de
amplitud constante en un triodo al vacio y usa los métodos graficos para probar la existencia
de una érbita periddica. Un tiempo después, en 1929, A. Andronov establece la relacién entre
el experimento de Van Der Pol y la idea de ciclo limite de Poincaré. Es la primera confirmacion
practica de la existencia de ciclos limite.

En 1928, el ingeniero francés A. Liénard publica un trabajo en la revista Révue générale d’élec-
tricité, la formulacién matematica del cual se relaciona estrictamente con la del oscilador de
Van Der Pol.

Hasta 1981 se creyd que el problema de la finitud trabajado por Dulac entre los anos 1889 y
1923 era verdadero. Finalmente, se demostré que la prueba era falsa. en 1985, siguiendo caminos
distintos, Y. II'yashenko y J. écalle solucionarén esta congetura. Hoy en dia existe un grupo
numeroso de matematicos estudiando problemas de la finitud.

Respecto a otros tres problemas, ademas de su valor intrinseco, éstos representaron un impor-
tante paso hacia delante en la aplicacion de las ecuaciones diferenciales. Muchos trabajos en la
tecnologia electrénica, especialmente en la ex-unién soviética, marcaron el camino iniciado por
la ecuacién de Van Der Pol.

Por otro lado, con los trabajos de A. Kolmogorov(1934) y G. Gause(1936), la teorfa de los
modelos presa-depredador tomé un impulso fuerte, tratando de generalizar y refinar la idea
inicial de A. Lotka y V. Volterra. Sin duda alguna, el interés proveniente de otros campos de
la ciencia para el uso de las ecuaciones diferenciales a motivado su estudio. Ahora los modelos
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con ecuaciones diferenciales se han propagado en las soluciones de los problemas de la biologia,
fisica, quimica, economia, teoria de control, epidemiologia entre otras de tal forma que han

llegado a ser una herramienta indispensable para las aplicaciones.



Capitulo 1

Marco teorico

En esta seccién enunciaremos teoremas que utilizaremos para el estudio del comportamiento
local cerca una singularidad.

Lema 1.0.1. Las soluciones del sistema
T =a —+ Z (lijiﬁiyj
y = b + Z bijl'zy]
conn € N, son simétricas respecto al origen.

Teorema 1.0.2. Sea (0,0) una singularidad aislada del campo vectorial X (z,y) = (ax + by +
F(z,y),cx + dy + G(z,y)), donde F, y, G son analiticas en una vecindad del origen y tiene
expansiones en series que comienzan con términos de grado dos en x e y. Decimos que (0,0) es
una singularidad no degenerada si ad — be # 0. Sean Ay y A2 los valores propios de DX(0,0).
Entonces:

1) Si A, Ay son reales y My < 0, entonces (0,0) es punto silla, cuyas separatrices tienden
a (0,0) en las direcciones dadas por los vectores propios asociados con Ay y Aa.

2) Si A, Ay son reales y MMy > 0, entonces (0,0) es un nodo. Si Ay > 0(\; < 0) entonces
es un fuente (sumidero).

3) Sih =a+piydl=a—pFicona,f #0 entonces (0,0) es un foco. Si o > 0(a < 0)
entonces es repulsor (atractor).

4) Si A\ = Piy Ny = —pi, entonces (0,0) es un centro lineal, topoldgicamente un foco o un
centro.

Ver [3].
Teorema 1.0.3. Sea (0,0) una singularidad aislada del sistema:

{fﬂ X(z,y)



CAPITULO 1. MARCO TEORICO 2

donde X eY son analiticas en una vecindad del origen y tienen erpansiones que comienzan con
términos de sequndo grado en x ey. Seay = f(z) la solucién de la ecuacion y+Y (z,y) =0 en
una vecindad de (0,0), y supongamos que la expansion en serie de la funcion g(x) = X (z, f(zx))
tiene la forma g(x) = apa™ + ... donde m > 2, a,, # 0. Entonces

1) Sim es impar y a,, > 0, entonces (0,0) es topoldgicamente un nodo.

2) Sim es impar y a, < 0,entonces (0,0) es topoldgicamente una silla, donde dos de sus
separatrices tienden a (0,0) en las direcciones 0 y 7w, y las otras dos en direcciones g Yy
3T
-

3) Sim es par, entonces (0,0) es un silla-nodo es decir una singularidad cuya vecindad es la

union de un sector parabolico y dos sectores hiperbolicos, dos de sus separatrices tienden

T s
a (0,0) en las direcciones de 5 Y 5 y las otras dos en las direcciones 0 o w de acuerdo

con a,, <0 o a,, >0.
Ver [3].
Teorema 1.0.4. Sea (0,0) una singularidad aislada del sistema:

{fb = y+ X(z,y)
y = Y(z,y)

donde X eY son analiticas en una vecindad del origen y tienen erpansiones que comienzan con
términos de sequndo grado enx ey. Seay = F(x) = asx*+azx®+... una solucién de la ecuacion
y+ X(z,y) =0 en una vecindad de (0,0), y supongamos que tienen la siguiente expansion en

serie de la funcion f(z) = Y(x,F(x)) = ax*(1 + ...) y ®(z) = (8—X + 8—Y>(x,F(ac)) =

ox oy
ba®(1+..) donde a #0, a > 2, y § > 1. Entonces
1) Si« es pary

1.a) a > 28+ 1, entonces el origen es un silla-nodo(Indice 0), (Figura 2.4 a).

1.b) St <2841, d, ®(x) =0, entonces el origen es una singularidad cuya vecindad es
la union de dos sectores hiperbdlicos (Indice 0), (Figura 2.4 b).

2) Si o es impar y a > 0, entonces el origen es un silla (Indice -1), (Figura 2.4 ¢),
3) Sia es impar, a <0, y

3.a) Si (a>20+1,y, B par, 6, a =2+1,y, B es par) y b +4a(B+1) > 0, entonces el
origen es un nodo (Indice +1), (Figura 2.5 d). El nodo es estable sib < 0, o inestable
st b > 0.
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8.b) Si (a« > 2B+ 1, y, B impar, 6, « = 28+ 1, y, B impar) y b* + 4a(B + 1)/2 0,
entonces el origen es la unidn de un sector hiperbolico y un sector eliptico (Indice
+1), (Figura 2.5 e).

3.c) Sia=28+1yb*+4a(B+1) <0, d, (a <26+1, 6, ®(x) =0), entonces el origen
es un foco, o, un centro (Indice +1)

Ver [1].

e
=
e

YR 7N

Figura 2.4 Comportamiento local cerca una singularidad

b
i

d

Figura 2.5 Comportamiento local cerca una singularidad

r = —y+ ag0x? + a1 ry + a023/2 (1.1)
U = -+ byr? + byzy + byay? |

Teorema 1.0.5. Para el sistema (1.1), consideremos
W1 = AOé—Bﬁ

Wy = [B(5A— ) +a(5B - a)y]
W3 = (A + Ba)yd
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donde,

A = Q9o + ap2
B = byy + bz

a = ay; + 2bpy
B = by + 2aq0

Y= b20A3 — (a20 — bll)A2B + (bog — a11>A32 — a0233
0= (132 + b%O + CL(]QA + bzoB

Entonces:

1) (0,0) es un foco débil de k-orden (k = 1,2,3) si solo si se cumple una de las siguientes
condiciones:

a) Wl;éO
b) W1:0, y,WQ%O
C) W1:W2:O, Y, Wg?éo

2) La estabilidad del foco débil es decidida por el signo de Wy,. Es estable si Wy, < 0 e inestable
st Wy, > 0.

3) (0,0) es un centro si solo si Wy =Wy =W3=0
Ver [39]

Singularidades en el infinito: Usaremos la compactificacion de Poincare, ver [34], para
representar las soluciones de las 4 familias estudiadas.
Compactificacion de Poincare

Consideremos en R? la esfera S? = {(z1,79,73) € R* 2?2 + 23 + 23 = 1} y el plano 7 =
{(x1,29,73) € R3 23 = 1}, que es tangente a S? en el punto (0,0,1). Sea r una recta que
pasa por el origen (0,0,0) y un punto P de , entonces r intercepta S? en dos puntos P, y
P_.donde el primero esta en el hemisferio abierto superior H; = {(zy, %9, 23) € S*; 23 > 0} y el
segundo esté en el hemisferio abierto inferior H_ = {(x1, 22, x3) € S% 23 < 0}. Esto nos da dos
difeomorfismo sobreyectivos f, : 7 — H, y f_ :7m — H_ cuyas expresiones para (x,z3), son

(.1:1,1'2,1) (93'1,,1’2,1)

fo(wy,m2) = ENEER fe(wy,m2) = TA@)

donde A(z) = (2 + 22 4 1)2. Sea X un campo vectorial polinomial de grado n sobre el plano
y sea f : S — R definida por f(x1,79,23) = 25~ '. Entonces el campo vectorial f.(f;).X =
fDf(Xo(fo)™) y f(f2).X, extienden X en un campo vectorial analitico p(X), sobre S2.
El ecuador es invariante bajo el flujo de p(X) y una vecindad del ecuador corresponde a una
vecindad en el infinito en R2.

Para el estudio de p(X) usamos las siguientes coordenadas en S?. Sea U; = {y € S?%;y; >0} y
Vi ={y € S%y, < 0}. Sea F; : U; — R? dado por Fy(y) = (y;u; ', ury; ') para j < k'y j,k # i.
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Definamos G; : V; — R? por la misma expresiéon. Consideremos el campo vectorial p(X ), donde
X(z,y) = (P(x,y),Q(x,y)) es tal que P y @ son polinomios de grado a lo mas n y al menos
uno de ellos es de grado n. Entonces (F}).(p(X)) es dado por

a = AR) T -aP(h iz ) Q5 iz,
- l—n ntlp(,~1 . 1 (1.2)
Zo = —A(2)'7"2 TPz, 2129 )

Donde A(z2) = (14224 22)2, 2 = 20wy = yz !, 20 = 2327 = 2~ 1. Aqui los puntos del ecuador

son representados por z; = 0, los puntos de la semiesfera nordeste por z; > 0 y el punto (0,0)

corresponde al punto (1,0,0) € S%. (F).(p(X)) es dado por

{,z'l = APz 2 ) — 21Q(2125 1, 2], (1.3)

Z = —AR)'TAETQ(z )

Como el nordeste de la semiesfera corresponde a 2z > 0y (0,0) = F5(0,1,0). El campo vectorial
n—1

(Gi)«(p(X)) tiene las mismas expresiones de (F;).(p(X)), multiplicadas por (—1)""', pero en
este caso el nordeste de la semiesfera corresponde a zy < 0.

En lo que sigue iniciaremos el estudio de las singularidades en el infinito de las diferentes
familias a las que el sistema cuadrético es equivalentemente afin.

Centros y focos débiles: Consideremos la siguiente ecuacion

dy E?ﬂ':oaz‘jxiyj

dx i —obigrty?

Supongamos que (1.4) tiene una singularidad de tipo centro y ademds que estd situada en

el origen. Se ha probado que un centro de la ecuacién (1.4) solo puede darse en el caso de

raices imaginarias puras de la ecuacién caracteristica. Por medio de transformaciones lineales

no degeneradas, la ecuacién (1.4) siempre puede reducirse a la forma
dy  x+ax®+ (2b+ a)zy + cy?

dr — y+bx?+ (2c+ By + dy?

(1.5)
Teorema 1.0.6. La ecuacion (1.5) tiene un centro en el origen si y solo si cumple una de las
siquientes condiciones:

1 )a=p=0.

2) a+c=b+d=0.

3) a=c=0=0(0,b=d=a=0).

4) at+c=p=a+50b+d) =bd+2d*+a*> =0, pero b+d # 0(, 0, b+d=a = +5(a+c) =
ac+2a*+d* =0, pero a+c #0).

bt d
5) L= 27

5 (H_c:k:, ak® — (3b+ a)k* + 3¢+ B)k —d = 0.
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Ver [22]
Primeras cantidades de Lyapunov: Consideremos la ecuacién diferencial

(&,9) = (f(z,y), g(z,y)) (z,y) € R?

en el plano f, y, g son funciones analiticas que satisfacen f(0,0) = g(0,0) = 0. Es bien conocido
que cuando el origen es un punto critico no hiperbdlico de tipo foco el estudio de su estabilidad
se reduce a la computacién de las cantidades de Lyapunov Vo1, £ = 1,2,.... Por medio de
un cambio lineal de coordenadas y reescalando el tiempo si es necesario, la ecuacién diferencial
planar puede ser escrita como

¢=F(2,2) =iz + > Fi(z,%) (1.6)

donde z = x + iy, y, F} es un polinomio homogéneo complejo de grado k.

Teorema 1.0.7. Consideremos la ecuacion diferencial (1.6). Sean

Fy(2,2) = A2+ Bzz+(C7?

F3(2,Z) = D2*+ Ez*z+ Fz2z2+ Gz

Fy(2,2) = Hz'"+ 1237+ J2%2° + K2z + Lz*
Fy(2,2) = M2°+ N2'zZ+ 0232 + P2*z7Qzz' + RZ°

Entonces las primeras cantidades de Lyapunov de (1.6) son:
(i) Vs =27 (R(E) — S(AB))

(ii) Vs = g((m(()) + S(3E2 — 6DF + 6AT — 12BI — 6B7 — 8CH — 2CK) + R(—8CCE +
4ACTF +6ABF +6BCF —12B2D — 4ACD — 6AbD + 10BCD +4ACG + 2BCG) + S(6AB°C +
3A%B? — 4A’BC + 4330))

Para mas detalle ver [17] En términos de los coeficientes.

Notacién 1.0.8. Si P y ) comienzan con términos de grado 1, es decir, si

Pi(z,y) = ax + by
Qi(r,y) = cr +dy

con a, b, ¢, y, d no todos son ceros, entonces las direcciones en la cual la trayectoria puede
aproximarse al origen por las direcciones 0, la cual satisface

bsen?6 + (a — d)senfcosd — ccos* = 0
Para cosf # 0 en esta ecuacion, es decir, si b # 0, esta ecuacion es equivalente a
btan*0 + (a — d)tan — c =0
Ver [24]
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Notacién 1.0.9. &|,—g = —2* <0 y Jly=0 = —B2* <0
Ciclos limites para un sistema cuadratico con una recta invariante: Enunciaremos

tres teoremas, el primero se refiere a las condiciones de Cherkas-Zhilevich’s, el segundo al
exponente caracteristico y el tercero a la funciéon Lyapunov.

& = —p(y)— F(x)
& = g() (17)

Teorema 1.0.10. Supongamos que para el sistema (1.7) las siguientes condiciones se cumplen:
1) zg(x) >0 cuando x # 0, y, ye(y) > 0 cuando y # 0.
2) o(y) es mondtona creciente y f(0) < 0(f(0) > 0).
3) Ezisten nimeros reales o y 3 tales que la funcion
file) = fx) + g(x)lo + BF (x)]
tiene ceros simples x1 < 0 < xa, y, fi(x) <0 en [z, 2.

fi(x)

g9(z)

4) Fuera de [x1,xs) la funcion no es decreciente (no es creciente).

5) Todos los ciclos contienen al intervalo [x1,xs] sobre el eje x.
Entonces el sistema (1.7) tiene a lo mds un ciclo limite, si existe es estable (inestable).
Ver [11]

Teorema 1.0.11. Sean A C R? un abierto y X = (X1, X2) : A — R? un campo vectorial de
clase C*. Sea v una drbita periddica de X de periodo T e :y , — > una transformacién de
Poincaré en una seccion transversal de Y en 7. Entonces

IT'(p) = exp (/OT divX (’y(t))dt)

donde divX(z) = D1X1(z) + Do Xo(x). En particular, fOT divX (y(t))dt < 0, entonces 7 es
estable, y si > 0 es inestable.

Ver [34], pag 29-30.

Teorema 1.0.12. Sea X = 0 un punto de equilibrio de X = f(x) y V una funcion definida
positivamente en una vecindad U de 0, con V(0) = 0.

i) SiV(x) <0 VxeU-—{0}, entonces 0 es estable.

i) SiV(x) <0 Vx €U — {0}, entonces 0 es asintéticamente estable.

ii) SiV(x) >0 Vx €U —0, entonces 0 es repulsor.

Ver [19]



Capitulo 2

Reduccion a 4 familias

En este capitulo hallaremos las familias de sistemas que son equivalentes a el sistema
cuadratico perturbado
T=a-+ &201’2 +anxy + a02y2
g = b+ boox? + byizy + booy?

para realizar el estudio de las singularidades en cada una de las familias.

(2.1)

Teorema 2.0.1. FEl sistema cuadrdtico homogéneo perturbado

= a+t Y aya'y (2.2)

y =) + Z bijl'zy] ’
con a? +b* # 0 es equivalentemente afin, escalando la variable t si es necesario, a una de las
siguientes familias:

FAMILIA T t=1-g°
y = B(1—2%) +may

FAMILIA IT { t=1-q’
y = B(1 —a?) +may +y?
T=1—-22+2y
y = B(1 —a® +ay) +may
T=1—-22+ay
{y=5(1—$2+wy)+mwy+sy2

FAMILIA 111 {

FAMILIA 1V

Demostracion.
Inicialmente probaremos que el sistema (2.1) es equivalente a:

T = a+ ayr® + anzy
. 9 9 (2.3)
Y = b + bgol’ + bllxy + bogy
En efecto si agy # 0, y, byg = 0, entonces intercambiando x, e, y, el sistema (2.1) es transformado
en el sistema

L2 2
{x—e 7+ 2y (2.4)

y = B(e? — 2% + xy) + may + sy?

Ahora si byy # 0, sea x = T + Ay, e, y = y. Reemplazando en el sistema (2.1) se tiene que:

8
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ii‘ + )\g =aqa -+ a20f2 + (2&20)\ + all)xfy + (CLQO)\Q -+ all)\ + (102):&2
g =b + b20.§i’2 + (21)20)\ -+ bn)x—y + (bzo)\Q + bll/\ + bOQ)QQ

Luego

T = (a — Ab) + (a20 — Ab20)Z” + (2a20A + a11 — 2bo0A” — by A)ay + (azA® + an A + agz — birA* — boa Ay
y=>b+ baoZ* + (2020 + by11) 7Yy + (b20)‘2 + 011 A + bOQ)g2

Sea A la raiz real del polinomio
b2083 + (bn — (120)82 -+ (bog — CLH)S — Qg2 = 0

En este caso nos queda:

T = (CL — )\b) + (CLQO - )\bgg)ff'2 + (2@20/\ + a1 — 2()20)\2 - bu/\)l’_y
:lj =b =+ b20f2 + (2[)20)\ + bn)x_y —+ (bgo)\z + bll)\ —+ bog)gz

Por lo tanto solo consideraremos el sistema (2.4). Como a*+ b? # 0, en este caso el origen no es
un punto singular. Sea a # 0, y sea (x1,y;) punto singular, luego (—x1, —y;) también es punto
singular.

Como a # 0, sabemos que z # 0. Cuando y; = 0, usaremos la transformacion z = x17,
e,y =7, y en el caso que y; # 0, usaremos la transformacion x = x1Z, e, y = 1T + ¢.
Luego:

T = l‘llf' =7 = :)311 + (CLQ()ZEl + (lllyl).fz + a1 Ty

U=y +y= (b— )+ (baox1? + boatr® + briz1yn — a1y — ar1y1?) Ty + booy?

1

Entonces:

T =a+ (axri + anyr)T + andy

y = b+ (baow1® + boayn® + (b11 — ago)x1y1 — a1y ®) T + (bruxs + 2boayy — an) Ty + boaf?
Como (z1,y1) es un punto singular se tiene

a+ asri”® + anriy; =0
b+ b1 + b1y + booys® = 0

Se tiene

a
—— = Q20T1 + A11T11
X1

b= —520%2 - b11=’Elyl - 5023/12
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Por lo tanto:

10

a/ 72 _
— —I" +anry
I

_ a _ —
b— (b + x_yl)ﬂ_?2 —+ (bn.ﬁl}l + 2b02y1 — a11>xy + bOQyZ
1

&I
Il
Ql

y

Intercambiando x,y por Z,y se tiene:

i =a—ar’+a vy

y=0b— bx® + b,nxy + 662?/2

Sea
— de __ dxdt __ 1ldx
T=Ea = = e T e
Luego:
da 2 /
CLE =a—ar” +a Yy
d
a% = b — bx® + Vjzy + byyy®
O sea que
d
O 142 + axy
dr
d
d_z = B(1 — 2?) + myxy + ny?
1) Paraa=0

e Sin =0, el sistema nos queda

j T=1-—a°
| g =801 —a?) +may

e Sin # 0, sea y = ny, luego

g:l—lx2+m1x%+nf;—z:>gj:nl—nlx2+m1:cgj+372

Luego al cambiar y, por y se tiene

17— T=1-— 2>
| y=08— B2 +mzy +y?
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2) Para «a # 0, realizaremos la siguiente sustitucién y = égj en el sistema (2.2 ). Luego:

t=1—a+27y

y = al — alz® + amizy — any?

n
=al — alz® + myay + — 7
«
e Luego si n = 0 se tiene:

P=1-2>+uxy
111 = .
{ y=p— Bx*+mzy

e Para n # 0 se tiene:

P=1-2*+uxy
1V = .
{ y =B —pa* +mzy + sy’

Sea my = [ + m, luego las familias IIT y IV nos quedan:

T=1—2%+xy
117 = .
{ y=B(1—2*+zy) + mry

V= P=1-2*+uxy
T ¥ =801 =2+ xy) + may + sy?

2.1. Existencia de ciclos limites

Lema 2.1.1. Las familias I, y, II no tienen ciclos limites.

Demostracion.
Como x = 1, y, x = —1 son rectas invariantes para I, y, II, y estas contienen todos los puntos
singulares, entonces no existen ciclos limites. O]

Notacién 2.1.2. La recta x = 0 es una recta sin contactos, ya que &|,—o = 1
Lema 2.1.3. Los ciclos limites no pueden intersectar a la recta x = 0.

Demostracion.
Como x = 0 es un recta sin contactos los ciclos limites no pueden intersectarla. O

Lema 2.1.4. Los sistemas I, y, IV tienen a lo mads dos ciclos limites.
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Demostracion.
Probaremos que para x > 0 estos sistemas tienen a lo mds un ciclo limite. Sea n = 1 — 22 + 2y,
xr=ux,y, dt = xdr, asi que

dv _dedt
dr  dtdr "
dy dydt 9 9
29 _ 9 1 —
il v z(5( x° + xy) + may + sy°)
Luego
dn dx dx dy
2 9. il il
dr $d7+yd7+xd7

= =220 + xyn + 22 (B(1 — 2% + zy) + may + sy?)
= —20%n +n(n—1+ %) + fa* — a’ + (B +m)a® (-1 +2) + s(n—1 + 2°)*
= (=0 + (B +m)n —m+ 2sn —2s)2” + (m + s)z" + ((1+s)* — (25 + 1) + 5?)

Sea u = 22, y, n = 1, asf que

d

%IQUT

d
£:((—1+ﬁ+m+25)n—m—2$)u—|—(m+s)u2+((1+s)n2—(25—1—1)7)—1—52)

Como en este ultimo sistema u = 0 es un recta invariante, se tiene que este sistema tiene a lo
mas un ciclo limite ; Asi que los sistemas III, y, IV en el plano = > 0, tienen a lo mas un ciclo
limite, por lo tanto usando el Lemal.0.1, tenemos que a lo méas tienen dos ciclos limites. O



Capitulo 3

Singularidades en el plano finito

3.1. Singularidades de la familia I

Proposicion 3.1.1.

a) (1,0) es un punto silla si m > 0.
b) (1,0) es atractor si m < 0.

c) Sim =0 el sistema tiene infinitos puntos criticos.

Demostracion.
Hallaremos los puntos criticos del sistema

1—22 = 0
B(l—z*)+mzy = 0

Luego para m # 0 los puntos criticos son (1,0) y (—1,0) y para m = 0 existen oo puntos criticos
la matriz Jacobiana del sistema en el punto (1,0) es

M(1,0) = { __225 7%}

a) Los valores propios son \; = —2 y Ay = m por lo tanto si m > 0 , se tiene que (1,0) es
un punto silla

b) Si m < 0 se tiene que los dos valores propios son negativos y por lo tanto (1,0) es un
nodo atractor

c) En el caso m = 0 el sistema nos queda de la siguiente forma:

i = 1—2a2

g = B(l-2a?

Por lo tanto si m = 0 se tiene infinitos puntos criticos.

13
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3.2. Singularidades de la familia 11

Proposicion 3.2.1.
a) (1,0) es un silla-nodo si m = 0.
b) (1,0) es un punto silla y (1, —m) es un nodo atractor si m > 0.
c) (1,0) es un nodo atractor y (1, —m) es punto silla si m < 0.

Demostracion.
Primero hallaremos los puntos criticos para m # 0 del siguiente sistema de ecuaciones:

1—22 = 0
{5(1—x2)+mxy+y2 = 0 (3.1)

r=1ymy+y?=0,luegoy =0y y = —m, por lo tanto los puntos criticos son (1,0), v,

(17 _m>'
La matriz jacobiana del sistema en (1,0) es

M(1,0) = [ __225 ?H

y en (1, —m) es
M(1, —m) = { (—2— n_z)QB —m? —?” }

Los valores propios de la matriz M(1,0) son A0 = —2 ¥ Ag10) = m y los valores pro-
pios de la matriz M (1, —m) son A\j(1,—m) = =2 Aoqt,—m) = —M

a) Sim =0, el sistema nos queda de la siguiente forma:

o= 1—2a?
Ui 2 bl 52

Sea u = x — 1, entonces el sistema nos queda de la siguiente forma:

v o= —u®—2u
{ y = B(—u®—2u)+y? (3:3)

Sea v = —fBu+y = v = —pBu+ 1 = y?, entonces el sistema nos queda de la siguiente forma:

0 = —u?—2u
{ v = B(Bu?+ 2uv) + v? (3-4)
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1
Multiplicando por —5 se tiene :

{a’: = u+ su?

v = —pB(36u* +w) — 30 (3.5)

Aplicando el Teorema 2.2 :
u+3u? =0= g(v) =V(u(v),v) = —v?
de esta forma se tiene n =2, y, a, = —

por lo tanto (1,0) es un silla-nodo.

g y=B(x-1)

y

Figura 2.9, >0

b) Sim >0, se tiene que Ai(1,0y < 0y Ag1,0) > 0, por otra parte Ayq,—m) <0y Ayg,—m) <0
y asi podemos afirmar que el punto (1,0) es un punto silla y el punto (1, —m) es un nodo
atractor.

c) Sim < 0, se tiene que los dos valores propios de M (1,0) son negativos y de aqui el punto
(1,0) es un nodo atractor , y que Ai(1,—m)A21,—m) < 0y asi se tiene que el punto (1, —m)
es un punto silla.

]

3.3. Singularidades de la familia III

T = 1—a2?+ay

y = B(l—a2*+zy) +may (36)
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Proposicién 3.3.1.
1) Sim =0, se tiene que 1 — x> + 2y = 0 es una curva de puntos criticos.
2) Sim # 0, los unicos puntos criticos son (1,0), y, (—1,0).

2.1) Si (B+m —2)?+8m > 0:
2.1.1) (1,0) es un punto silla si m > 0.
2.1.2) (1,0) es nodo repulsor si B+m —2>0ym <0.
2.1.3) (1,0) es un nodo atractor si f+m —2 <0 ym <0.
2.1.4) (1,0) es punto silla si +m —2 = 0.

2.2) Si(B+m—2)+8m=0
2.2.1) (1,0) es un nodo repulsor si B +m — 2 > 0.
2.2.2) (1,0) es un nodo atractor si f+m —2 < 0.

2.8) Si (B+m—2)?+8m < 0.

2.3.1) (1,0) es un foco repulsor si f+m —2 > 0.
2.3.2) (1,0) es un foco atractor si B +m —2 < 0.
2.3.8) (1,0) es un foco débil estable si B +m — 2 = 0.

Demostracion.
La matriz Jacobiana en el punto (1,0) es :

Df(1,0) = { :35 ;%—m}

De aqui podemos hallar sus valores propios :

A2 -1 B ) B
28 A—B—m ‘—0@/\ +2-B-mA-2m=0s
)\_5+m—2i\/(5+m—2)2+8m
N 2 2

2.1) Si (B+m—2)?+8m > 0; En el caso de que m > 0 se tienen dos raices de signos contrariés
por lo tanto es (1,0) un puntos silla. Si por el contrario m < 0, y, f+m — 2 > 0 tenemos
dos raices positivas, asi que es (1,0) un nodo repulsor.

Si B+m—2 =0, tenemos que A\ Ay < 0, entonces (1,0) es un punto silla. Si f+m—2 <0
y m < 0 los valores propios son negativos, de ello (1,0) es un nodo atractor.

2.2) Si (B+m—2)>+8m =0. En el caso de que 3+ m — 2 > 0, tenemos dos valores propios
positivos, asi que (1,0) es un nodo repulsor. En el otro caso se tiene dos valores propios
negativos, entonces (1,0) es un nodo atractor.
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B+m—2 /—(B+m—2)2—8m
5 +1 5 )

2.3) Si (B+m—2)2+8m < 0; En este caso tenemos que \; =
p+m—2 _i\/—(6+m—2)2—8m

Y, Ao = , luego si f+m — 2 > 0, se tiene que (1,0)

es un foco repulsor y en caso de que f+m —2 < 0, tenemos que (1,0) es un foco atractor.
Ahora probaremos que en el caso 5+ m — 2 = 0, el punto (1,0) es un foco débil estable.

Seau =z — 1y v =y, entonces tenemos que:

U = —2u-+v+uv—u?
v = —2Bu+ 2+ 2uv — Bu?

Ahora hallaremos los vectores propios de la matriz Jacobiana,

[:gﬁ ;HZ;}:A[Z}@UF(AH)UI

Como A = +iv/—2m, tenemos que

10 1 0
P = { } y, P71 = 2 1
2 /_2 ) ) _
mn vV=2m /—2m
Sea
BRI MR
v Wo w9 v
Asi que:
w = u
u = uw 9 1
v = 2U)1 + vV —2m "’ Yo Wy = —\/_2mu+ \/—va
Entonces,

U2

Wy 0 —/=2m 0 e

2

. ) uv — U
R FI R R R A [ i
de aqui tenemos que:

w; = V—2mwsy + w% + vV —2mwiws
-2
wz = —4/ —2mw1 - \fﬁw%



CAPITULO 3. SINGULARIDADES EN EL PLANO FINITO

Dividiendo entre —+v/—2m
1

’d)l = —W2 — —w% — W1W3
—2m
wy = wi+ %w%
. . . . 2’11]1
La divergencia de este sistema en (0,0) es div (P, Q) = — — Wy =0,
—2m (0,0)
1
también vemos que asg = —————, a11 = —1, a2 =0, byg = 2, b11 =0, y, b = 0,
q 20 J—2m 11 02 20 = 3, 011 Y, Oo2
1 1 2
luegp A=————+, B=—,a=-1—(-1)=0,y, 5 =— como
1 =2 1

Wi=Aa—BB=0— - -
! “ p 2/=-2m /—2m

18

, por lo tanto (0,0) es un foco débil inestable

(Por teorema 1.0.5), luego (1, 0) es un foco débil estable (ya que dividimos el sistema entre

—v=2m).

3.4. Singularidades en el plano finito Familia IV
Lema 3.4.1.

1) Si 1+ <0, los tnicos puntos criticos del sistema son (€,0), y (—¢,0).

m
2) Sil+ — >0, entonces el sistema tiene cuatro puntos singulares (Le,0), v,
e m € )

t—F——=
( 1+%:FS L+

3.4.1. Estudio del punto singular (¢,0)

]

En la siguiente proposicién solo probaremos todo acerca de los puntos singulares (e, 0), v,

(—¢,0), ya que ellos son singulares en cualquier regiéon del plano 1 + . 0,0, 1+ m <0.
5

Proposiciéon 3.4.2.
1) Si(B+m—2)2+8m>0
1.1) Sim >0, el punto (¢,0) es un punto silla.

1.2) Sim <0,

1.2.1) Si B+m —2> 0, el punto (¢,0) es un nodo repulsor
1.2.2) SiB+m —2<0, el punto (¢,0) es un nodo atractor.

1.3) Sim=0,ys#0,y, 8#2, el punto (¢,0) es un silla nodo.
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2) Si (B+m—2)+8m =0,
2.1) Si B+m —2>0, el punto (¢,0) es un nodo repulsor.
2.2) Si B+m—2<0, el punto (¢,0) es un nodo atractor.
2.3) Si B+m —2=0, el punto (¢,0) tiene dos sectores hiperbdlicos

3) Si(B+m—2)%+8m <0,

3.1) Si B+m —2>0, el punto (¢,0) es un foco repulsor.
3.2) Si B+m—2<0, el punto (¢,0) es un foco atractor.
3.3) Sif+m—2=0,

1
3.3.1) Si s e (5, %), entonces el punto (€,0) es un foco débil estable.
m J—

3.3.2) Sisd [—%,ml_

2},ent0nces el punto (€,0) es un foco débil inestable.

1
3.3.3) Sise {—5, LQ}, entonces el punto (¢,0) es un centro.
m —

Demostracion.
La matriz asociada al sistema en el punto (e, 0) es:

Df(e,O):e[:gﬁ E—i—m]

Sus valores propios son:

’AHE = 0e N+ (2-B-med—2me =0

2¢f3 A— (B4 m)e

_ (BAm =2 /(B+m—2)*+8m
A*( y 2 >

1) Si (B+m—2)2+8m > 0.
En el caso de que m > 0 se tienen dos raices de signos opuestos por lo tanto es (¢,0) un
punto silla.

1.1) Si por el contrario m < 0, tenemos dos raices positivas en el caso de que f+m—2 > 0
, asi que es (¢,0) un nodo repulsor. En caso contrario se tienen dos raices negativas,
de aqui (€,0) es un nodo atractor.

2) Si(B+m—2)*+8m=0.
En el caso de que f+m — 2 > 0, tenemos dos valores propios positivos, asi que (€,0) es
un nodo repulsor. En el otro caso se tiene dos valores propios negativos, entonces (¢, 0) es
un nodo atractor.
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21) Sif+m—2=0= =2y, m=0, en este caso la matriz asociada al sistema es:

-2 1
Df(e,O)—6[4 2}
Asi que sus valores propios son Ay = Ay = 0. Seau=1x — ¢, e, y = v, luego

U = ev—2eu—u?+uv
0 = 2ev — deu — 2u® + 2uv + sv?

Sea w = v — 2u = w = ¥ — 2u, asi que:

2

w = Sv
b o= 2ew+ (s+ 3)v? — tw?
1
Aplicando el Teorema 1.4, tenemos que W (w, v) = 2ivz, y, V(w,v) = (2i + 4—)112 —
€ € €
1 1
EwQ, asi que w ;‘/—(%;—/E)vz +. .1., y, f(v) = %Uf de aqui a = i £0,y, a=2;
s s
s )= —+—=(-+—)v,b=(—-4+—) #0 = 1. Por lo tant
ademds ®(v) 50 T B (e + 26)1), (e + 26) #0,y, 8 or lo tanto

tenemos que « es par, y, « < 2341, entonces el punto tiene dos sectores hiperbdlicos.

Dos sectores hiperbdlicos

3) Si(B+m—22+8m<0

6+m—2+i\/—(ﬁ+m—2)2—8m>7y7/\2:€(5+m—2_

En est t A = (
11 eSte CasO tenemaos que 1 € 2 2 2

A —(B+m—2)2—8m
i

2
y en caso de que §+m — 2 < 0, tenemos que (¢€,0) es un foco atractor.

), luego si B+ m — 2 > 0, se tiene que (¢, 0) es un foco inestable
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3.1) Ahora probaremos que en el caso f +m — 2 = 0, el punto (¢,0) es un foco débil, si
£osy s F —
SE*E—=y, §F* ——.
27 y7 m — 2
Sea u=x — €y v =y, entonces tenemos que:

U = —2eu+ev—+uv —u?

v = —2efu+ 2ev + 2uv — Bu® + sv?

Ahora hallaremos los vectores propios de la matriz Jacobiana,

{:ggﬂ 2} {g;}zx{g;]%:mm

Como A\ = +iey/—2m, tenemos que

R LI 0
P_{Q V_2m]7y’P _|:_22m 12m1

Sea
el )= ln] e
v Wa Wy v
Asi que:
w = u
u = w 9 1
v = 2wy ++v—2mws ’y’w2 = —\/mu—i—\/mv
Entonces,

w% + v —2mw;iws
4s+m 2 2
Vo Wi+ 4swiwse + sv/ —2mwj

de aqui tenemos que:

Wy = €V —2muws + w% + v/ —2mwws
4
Wy = —ev/—2mw;, — Mw% + 4swiwsy + sv/—2mws

V—2m
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Dividiendo entre —ev/—2m

. 1 5 1
w = —W2 — U)l — —Wi1Ws3
ev—2m €
. n 4s+m 4s 5
wy = w — Wiwy — —W
2 1 2%em 1 P _2m 1W2 2
La divergencia de este sistema en (0,0) es
2wy 1 4s S
div(P, = — —Wy — Wiwy — —W3 =0
(P, Q) g o/—2m € > e/—2m '’ ?l(0,0)
4
Ademas sabemos que agy = — 12 , 11 = ——, Qo2 = 0, bgo = S2+m, b11 =
€/ —2Mn em
s s 1 ds+m s 1 2s
- bpo = ——, luego A = — B = - - = —— - —
ev/—2m”’ Y; Oo2 E’ ueg c —2']77/’ 2em, 67 04 B c y Y
4s+ 2 ,
b = ————, asi que

ev/—2m
2(2s +1)((m — 2)s —m)

e2mn/ —2m

W, = Aa — Bf = —

por lo tanto (0,0) es un foco débil, luego (¢,0) es un foco débil en el caso de que
fsy s F —
SH#—=,y, §F —.
27 YJ m _ 2

1
Sis e (—5, o 2) se tiene que (€,0) es un foco débil estable y en el caso que
m p—
1
s ¢ [—5, 2] se tiene que (€,0) es un foco débil inestable.
m JR—

3.4.2. Singularidades en el caso 1+ n > (
S

Proposicién 3.4.3. Sim > 0, el retrato de fase del punto Py es equivalente al retrato de fase
del punto (e,0) en m < 0.

Demostracion.
Sea v = mx + sy, reemplazando en el sistema

L2 2
{:L’—G 7+ 2y (3.7)

y = B(e? — 2% + xy) + mwy + sy?

se tiene que:



CAPITULO 3. SINGULARIDADES EN EL PLANO FINITO 23

1
T = 62—(1+@)x2+—xv
s s

1
v = (m+sp) (62 — (1+@>x2+—xv> — mzv + v°
s

s
1 1 m
Sea z = axr, w=yv,y,t = —t; donde y = — y a = /1 + —, entonces
a sa s
1+ = 1
o= €——522+ —zw
! sary
W o= m+86<52—z2+zw)— mm)zw+sw2
m+ s (14 =
m+ sf m

Sea § =

— Y, = — — asf que 4 < 0 & m > 0y de aqui el sistema nos queda de
m+s (1+=2)

la siguiente forma:

W o= 6(62—22+zw> + pzw + sw?

Por lo tanto el sistema nos queda de la siguiente forma
3 = -2+ 2w

W o= (5(62—22+zw) + pzw + sw?

El punto critico (e,0) en este sistema, es el punto P; en el sistema (3.7).

En la siguiente Proposicién solo demostraremos las propiedades del punto P; = (a, —Ta),
s
donde o = \/%, ya que para el punto (e, 0) se probaron en la Proposicién 3.4.2.
m S
Seab; =a(2+ — —fF+m) O
s

Proposicién 3.4.4.
1) Sibi> —8m >0, y,

1.1) Siby >0, y, m > 0, entonces Py es un nodo atractor.

1.2) Siby <0, y, m > 0, se tiene que Py es un nodo repulsor.
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1.3) Sim <0, tenemos que Py es un punto silla.
2) Sib®—8m=0, y,

2.1) Si by > 0 entonces Py es un nodo atractor.

2.2) Si by <0 se tiene que Py es un nodo repulsor.
8) Sib* —8m <0, y,

3.1) Siby >0, entonces Py es un foco atractor.
3.2) Siby <0, se tiene Py es un foco repulsor.
3.8) Siby =0, y, m >0, entonces Py es un foco débil.

Demostracion.

Por la Proposicion 3.4.3 todos los incisos con m > 0 son ciertos, asi que solo nos falta demostrar
los incisos donde m < 0.

La matriz asociada al sistema en el punto P; es:

Df(« Eoz)— 04(2—1—%) -
s by —a(B —m)

Su ecuacién caracteristica es A2 4+ by A + 2m = 0, luego si b1? — 8m > 0, y, m < 0, sus valores
propios tienen signos opuestos, asi que P; es un punto silla.
Si bi? — 8m = 0, sus valores propios seran ambos negativos (o positivos) en el caso de que
by > 0 (o by < 0), asi que P; es un nodo atractor (repulsor).
Si by? —8m < 0, la ecuacién caracteristica tiene raices imaginarias, luego Py es un foco atractor
(repulsor) si by > 0 (b < 0). O

En particular para e = 1 se cumplen todas las Proposiciones



Capitulo 4

Singularidades en el infinito

4.1. Singularidades familia I

En la carta U;

Para 3 # 0 el sistema nos queda de la siguiente forma:

y = —2y+y+pEE-1)+my (4.1)
z = —2(22-1) '
la matriz Jacobiana del sistema es :
—224+14+m —2z2y+2Bz
M(y,z) = 0 —322 41
Para 8 = 0 el sistema nos queda de la siguiente forma:
: 2
g o= —Zy+y+my
2 = —z2(22-1) (4.2)
la matriz Jacobiana del sistema es :
—224+14+m  —2zy
My, z) = [ 0 ~32% 41

Primero hallaremos los puntos criticos en el infinito para el caso 8 # 0, en efecto para z = 0 se
tiene que y = miﬂ para m # —1

Por lo tanto en (miﬂ, 0) la matriz nos queda :

la matriz Jacobiana del sistema es :
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Ahora hallaremos los puntos criticos en el caso = 0, en efecto para z = 0 se tiene que y = 0
sim # —1
Por lo tanto la matriz jacobiana en el punto (0,0) es :

1+m O
o= 15m 0]
Notacion 4.1.1. En el caso de que m = —1, para 3 # 0 el sistema no tiene puntos criticos, y

para = 0 el sistema tiene infinitos puntos criticos.

Proposicion 4.1.2. En la carta Uy se tiene :

a) (L 0) es un nodo repulsor sim > —1 y  # 0.

m+1’

b) (%,O) es un punto silla sim < —1 y 8 # 0.

m

c) No existen puntos criticos sim = —1y 5 #0

d) En el caso de que m = —1 y 5 =0 hay infinitos puntos criticos
e) (0,0) es un punto silla sim < -1y =0

f) (0,0) es un nodo repulsor sim > —1, y, =0

Demostracion.

a) Los valores propios de la matriz M(miﬂ,()) son Ay = m+ 1y Ay = 1, por lo tanto si
m + 1 > 0 es un nodo repulsor.

b) Los valores propios de la matriz M(%7 0) son Ay =m+ 1y A =1, por lo tanto si
m

m + 1 < 0 es un punto silla.

c) Sim = —1,y, 8§ #0, para z = 0 se tiene que y = —1 luego el sistema no tiene puntos
criticos.
d) Para =0y m = —1 el sistema nos queda de la siguiente forma :
yo= —2%
2 = —z(z2-1)

luego para z = 0 se tiene que y = 0, asi que el sistema tiene infinitos puntos criticos.
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e) Los valores propios de la matriz M(%, 0) son Ay =m+ 1y Ay = 1, por lo tanto si
m

m + 1 < 0 es un punto silla.

f) Los valores propios de la matriz M (0,0) son A\ = m+1y Ay = 1, por lo tanto sim+1 > 0
es un nodo repulsor.

O

En la carta U,

Para 8 # 0 el sistema nos queda de la forma:

i o= 22— Bx2?+ a3 — (m+1)z?
z = —2z(B82%— Ba* + mx)

M(0,0)_[g 8}

(4.3)

y, para 0 = 0 el sistema nos queda de la siguiente forma:

= 22— (m+1)z?
z = —mxz

M(0,0) — [ - ]
Proposicion 4.1.3.
a) Para B # 0, y m >0 se tiene que (0,0) es un punto critico con dos sectores eliptico.
b) Param >0, y, 5 =0, se tiene que (0,0) tiene dos sectores eliptico.
¢) Para —1 <m <0 el punto (0,0) punto silla degenerado de indice -2.
d) Para m < —1, el punto (0,0) es un silla nodo alternada.
e) Para m = —1 se tiene que (0,0) silla con 1 sector nodal de indice -1

Demostracion.

a) w2 —zi=—2(2—2*)=0=2=0 z= -2 2=z Usaremos la técnica del Blow-up:
Sea x = x, y, 2 = nz, entonces 1 = —nz(n* — 1). Luego

i = 2’ —1—m— B’z + Ba)

no= —nz(n’ 1) 45)
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Dividiendo entre x se tiene :

i = x(n*—1—m— B’z + Br)

o= —n’-1) (46)

Los puntos criticos de este sistema son (0,0), (0,1),y , (0,—1) y las matrices jacobianas
correspondientes son :

M(0,0) = { _mo_ L H

Luego (0,0) es un punto silla

M(0, £1) = { _8" _02 }

Luego (0,41) es un nodo atractor.
Usando el Blow-up II tenemos que x = 1z, y, 2 = 2, entonces 1 = z(1 — n?)

n o= 2(1-7%
z = —2(B82% — Bn?22 + mngz) (4.7)
Dividiendo entre z se tiene :
o= 1=
. 4.
z = —z(Bz — Bn*z+mn) (4.8)

Los puntos criticos (1,0) es atractor y (—1,0) es repulsor

z

Figura 2.16
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Asi que el retrato de fase global es

Figura 2.17, >0

b) Para 5 = 0 se tiene que las entradas en el infinito son:

iz =22 -2*)=0=2=0 z=1 z=-x

Aplicando la técnica del Blow-up

Blow-up 1
r =,y z=nz, entonces 1 = nz(1l —n?) se tiene el siguiente sistema

T = 2’ —(m+1
o= n:c((q—ng) ! &9)

Dividiendo entre x
& = x(n®—(m+1))

n o= n(l—n?)

Los puntos criticos son (0,0), (0,1), y (0, —1) y sus jacobianos son :

(4.10)

M(0,0) = { ~m+ D H

M(0,£1) = [ _”8 _g ]

Luego (0,0) es un punto silla y (0,£1) es un nodo atractor.
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Usando Blow-up II tenemos que x = nz, y z = 2, entonces 11 = —z(n*> — 1) y asi tenemos
el siguiente sistema:

no= =20 =1)
5= —mps? (4.11)
Dividiendo entre z se tiene : ' )
Z=—mnz '

Tenemos que (1,0) es un nodo atractor y (—1,0) es un nodo repulsor

Figura 2.24

Asi que el retrato de fase global es:
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Figura 2.25
) zz—zi=—2(:"—1)=0=>2=0 z=-1 z=u

Usaremos la técnica del Blow-up :

Sea r =, y, 2 = nz, entonces 1 = —nz(n* — 1). Luego
¢ = @y 2 1=m=fite+ Br) (4.13)
no= —nz(n®—1)

Dividiendo entre x se tiene :
&= aly' 21 m=fire+ fo) (4.14)

no= —nn*-1)

Los puntos criticos de este sistema son (0,0), (0,1),y , (0, —1) y las matrices jacobianas
correspondientes son :

-m—1 0
M(0,0) = { . }
Luego (0,0) es un punto silla, si —1 <m <0
-m 0
M(0, £1) = [ X _2}

Luego (0,41) es un punto silla
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Usando el Blow-up II tenemos que = = nz, y, 2 = 2, entonces 1 = z(1 — n?)

n o= z(1-n%
o= —z(B2 - BnP2? + mng) (4.15)
Dividiendo entre z se tiene:
o= 1-1
. 4.16
= —2(Bz - Bz +mn) (4.16)

Los puntos criticos (1,0), y (—1,0) son sillas para m < 0y (5 # 0, en el caso m = —1).

>\/
7

Figura 2.32

Asi que el retrato de fase global es:
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Ay

&

Figura 2.33
d) Aplicando la técnica del Blow-up:
Blow-up 1
Sea x =z, y, 2 = nx, entonces 1 = 7735(—772 +1)
Luego

i = 0P -1 BrPa+ Bo—

n = —nx(n®—1)

Dividiendo entre x el sistema nos queda:

m)

it = x(n*—1-PBn’x —m + Br)

o= —nn*-1)

Luego (0,0) es un nodo repulsor y (0, £1) son sillas
Blow-up II:
rT=T1z,Y, 2=z

o= z2(1—7n?)

z

= —2%(Bz — B’z +mn)

Dividiendo entre z se tiene que:

no= 11—

¢ = =Bz — Btz +mn)

Luego (£1,0) son sillas

33

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)
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Figura 2.40

Asi que su retrato de fase global es

B<0 B=0

Figura 2.41
e) m=—1y [ #0 el sistema nos queda de la siguiente forma:
©t = 22— Bx?+ B2’
2 = —z(z2—2%—1) (4.21)

Luego la matriz jacobiana del punto critico (0,0) es :

M(O,o):[g 81

vi—dz=z(2?-2*)=0=2=0 z=1 z=-x

Aplicando la técnica del Blow-up :
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Bow-up I Sea = = z, y, 2 = nx, entonces 1) = nx(—n* + 1)

Luego
i = 2*(n* — pntx + B)
) 4.22
n o= —nz(n®—1) (4.22)
Dividiendo entre x se tiene :
& = ax(n® = B’z + Px)
) 4.23
no= —nn*—1) (4.23)

Luego (0, £1) son puntos sillas. Para el punto (0,0) aplicaremos el Teorema 1.3

L 2 _ 32
I. = xz(n ; Bnr + Br) (4.24)
no=n—-n
n=0=g(x)=pr2=>m=2 Ay = > 0= (0,0) es un silla nodo.
Luego su retrato de fase es:
7

\\ A~
7 "\

Figura 2.44, 3 >0

Asi que:
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Figura 2.45, 3 >0

]
4.2. Singularidades familia II
En la carta U;
El sistema nos queda de la siguiente forma:
) = —2Zy+(m+1ly+p82-B+y°
LD (429

Proposicién 4.2.1.
a) (r1,0) es un nodo repulsor y (rq,0) es un punto silla si (m + 1)> + 48 > 0

1
b) (—%,0) es un silla nodo si (m+1)>+48=0

c) Si(m+1)2+48 <0, no existen puntos criticos.

1 1)2+4 1 1)2+4
donderlz—er +\/(m—|— i 6,y,r2:—mJr _\/(m+ ) +46
2 2 2 2
Demostracion.
De la ecuacién , si z = 0 se tiene que y* + (m + 1)y — 3 =0
1 1)2+4

Para (m + 1)* + 48 < 0 no existen puntos criticos
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a) Si (m+1)? + 48 > 0, la matriz jacobiana de ry

V(m+1)2+48 0
M(rlao) = 2
0 1
y la matriz jacobiana de 79
V(m+1)2+48
M(r270> = 2
01

De aqui se tiene que los valores propios para (ry,0) son positivos y los de (rg,0) uno es
negativo y otro positivo, luego (r1,0) es un nodo repulsor y (r,0) es un punto silla.

b) Ahorasi (m+1)2+48=0

En este caso el sistema nos queda de la siguiente forma:

. o om+1 ., m+1.,
y = - 5 < _Zy+(y+T) (4.26)
2 = —z2(22-1)
1
Sea u =y + % entonces,
1) 1
U = —MzQ Cutaty 2
4 2 (4.27)
2 = —z2(22-1)

=2 =0=z2=f(u)=0=g(u) =v’, an =1y, m=2

Luego
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z

Figura 2.47

En la Carta U,
El sistema nos queda de la forma:

i = (1-08)22—2*+pB2> —ma? -z
o= —2(B22 =2 +mx+1)

Proposicién 4.2.2. El punto (0,0) es un nodo atractor para B, m € R.

Demostracion.
La matriz jacobiana del punto (0,0) es :

-1 0
M(0,0) = { 0 1 ]
Luego (0,0) es un nodo atractor.

Asi que el retrato de fase para:

- (m+1)*+48 > 0 es:

38

(4.28)
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Figura 2.48
2-(m+1)2+48 =0 es:

Figura 2.49
3-(m+1)2+48 < 0es:

39
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Figura 2.50

4.3. Singularidades familia III

Proposicién 4.3.1. Sea Ay = (B+m +1)? — 473
N ﬂ +m + 1 i vV AQ

n

2 2
6 +m+1 vV AQ
Y2 = - s
2 2
entonces

a) y1 > 1, y, yo > 1 en la region R;.
b) y1 <1, y, y2 <1 en la region R;.

c) y1 >1, 9, y2 <1 enla region Rs.

Donde
Ri={(m,B)|f+m—-1>0,m<0,y, Ay >0}
Ry={(m,p)|f+m—-1<0,m<0,y, Ay >0}
RS = {(maﬁ”m > O; Y, AQ > 0}
Demostracion.

a) y1 > 1, e,y > 15 f+m—1> Ay & (B+m—1)2> Ay & (B+m—1)>—(B+m+1)? >
—4p < —4(f+m) > —4f < m < 0.
Por lo tanto f+m —1 >0, m <0, Ay >0, o0 sea que (m,5) € Ry
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b) 11 <1l,e yo <1 B+m—1< —/Ay & (B+m—1)>> Ay & (B+m—1)*—(B+m+1)? >
—45 < —4(f+m) > —4p < m < 0.
Por lo tanto 4+ m —1 <0, m <0,y Ay > 0, asi que (m, 5) € Rs.

C) yl>1aevy2<1<:>ﬁ+m+\/A_2>17Y76+m_\/A_2<1<:>6+m_1>_\/A_27Y75+
m—1<+vVA & VA <B+m—1< VA& (B+m—12< Ay & —4(B+m) <
—48 < m > 0.

Por lo tanto (m, ) € R3

O
R1
R3
R2
Figura 2.51, Regiones
En la carta U,
El sistema nos queda de la siguiente forma:
: 2 2
y = 2Z2B-y) -y +(B+m+1)
2 = =2 4+z2(1-vy) (4.29)

Proposicion 4.3.2.
a) (y1,0) es un nodo atractor e (y2,0) es un punto silla, en la region R;.
b) (y1,0) es un punto silla e (y2,0) es un nodo repulsor en la region Rs.

c¢) (y1,0) es un nodo atractor, e, (y2,0) es un nodo repulsor, en la region Rs.
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d) (ys,0) es un silla nodo en el caso de que Ay = 0.

donde
_ ptm+1 N VA,
h = 5 5
_ Bem+1l VA
Yo = 5 5
_ B+m+1
Ys 5
Demostracion. x
1 v/
Para z = 0 se tiene que > — (B +m + 1)y — 8 = 0, luego y; = B+7:+ + 22’ e,
1 VA
Y2 = s ;n T B 2» de aqui (y1,0) e (y2,0) son los unicos puntos criticos en el caso de que
AQ > 0.
Sean

Df(y1,0) = { _\éA_z 1—0y1 ] ¥ Dy, 0) = { _\éA_Q 1—Oy2}

Luego en la regién R; se tiene que (y1,0) es un nodo atractor, ya que los valores propios son
negativos y (y2,0) es un punto silla, ya que sus valores propios tienen signos opuestos. En Ry
se tiene que (yi,0) es punto silla y (y2,0) es un nodo repulsor, ya que sus valores propios son
negativos. En Rj se tiene que (y1,0) es nodo atractor y (ys,0) es nodo repulsor.

En el caso de que Ay = 0, el sistema queda de la siguiente forma:

. B+m+1
y = 22(5—9)—(?/—7)2
(4.30)
2= =24z2(1-y)
y la matriz jacobiana del sistema es:
0 0
Df(y,0) = , 1=f-m
2
1
Sea u =y — B_I—#, entonces 1 = y asi que el sistema nos queda de la siguiente forma:
1
(4.31)
1- 48—
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-1
Dividiendo entre —6++ se tiene que:
2 —m-—1 2

u = 1u2—ﬁ m 122+—1uz2

- z+6+m—1u +@+m—1
Asf que del T 1.3 se ti f(u) =0 ent (u) 2 2
si que del Teorema 1.3 se tiene z = f(u) = 0 entonces g(u) = —u

a g B+m—1

i

Figura 2.52, +m —1>0

i Fi

Figura 2.53, +m —1<0
Si Ay < 0, no hay solucion. m

En la carta U,

T = 22(1—Bz)+p2— (B+1)x*> —ma*+x

z = —2(B82% - Bx* + Bx + mx) (4.33)

Proposicién 4.3.3. El punto (0,0) es un nodo repulsor si m > 0 y un punto silla en el caso
que m < 0.
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Demostracion.
La matriz jacobiana

DF(0,0) H 81

Aplicando el Teorema 1.0.3 se tiene que z(2) = f(2) = —2*+...yde aqui g(z) = mz>+82°+. . .,

asi que para m > 0 es un nodo repulsor y para m < 0 es un punto silla. O]
m=>0 m<0
A
- - -

Wn

Figura 2.54

Proposicion 4.3.4. La recta que conecta los dos puntos sillas nodos o los sillas en el infinito
del sistema es una recta sin contactos.

Demostracion.
Como
T = 1—2>+ Ty
gy = B(l—2*+xy)+may

6+m+1_\/z
2 2

Z—f = y—ai:(B—a)+x2(—a2+(6+m+1)a—ﬁ):(5_a):_5_7;_1

.y, A= (8+m+1)%— 40, entonces

Sea L =y —ax =0, donde o =
+

VA

— >0
2

vaque f4+m—1>0,y, m<O0.
Entonces y — ar = 0, es una recta sin contacto, ademas |0 = 1 > 0 O
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Figura 2.55

4.4. Rectas invariantes

En esta seccion hallaremos las rectas invariantes para las diferentes familias.
Lema 4.4.1. En el sistema | se tiene:

a) Si =0,y m+#0, entonces y =0 es una recta invariante.

b) Si p=m =0, luego y = C' es una recta invariante para C € R

c) Si B =—m, y, m=#0, entonces la recta y = fx + C' es una recta invariante.

d) x = %1 es un recta invariante, para (m, ) € R?.

Demostracion.
Sea y = Ax+C, entonces y — A = 0, luego B(1 — 22+ Ax? 4+ Cz)+mz(Ar+C)—A(1—2%) =0
, por lo tanto

b—A = 0
BC+mC = 0
—B+AB+mA+A = 0
asi que
g = A
(B+m)C = 0
(B+m)A = 0
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De aqui tenemos que si:

B=0,ym#0,setiene A=0,y, C =0, asi que y = 0, es un recta invariante.

Si 8 =m =0, se tiene que A =0y C es cualquier real.

Sif=—m,ym=#0 se tiene que A = 3, y, C es cualquier real.

Por ultimo = 41 es un recta invariante , ya que &|,—+1 = 0. ]

Lema 4.4.2. En el sistema 11 se tiene:

a) y=t+\/—Px+\/E£V—0 — 5, es una recta invariante , si f € (—oo, —1].
b) y =0 es una recta invariante, si 5 = 0.

1—m
c) y = Px es un recta invariante, si § = —

Demostracion.
Sea y = Ax + C recta invariante de II, entonces y — Az = 0, luego

ﬁ(l —x2+x(AI+C)> + mz(Az + C) —A<1 —x2+:v(Ax+C’)) —A(1-2*)?=0

asi que:
B—-—A+C* = 0
(B+m+2A)C = 0
—B+(B+m)A+A* = 0

Si B+ m + 2A = 0, se tiene que A = £y/—0 y de aqui C = +/+/—0 — 3, siempre que
p € (—o0,—1]. Por lo tanto y = £/—Pz + v/+/—F — [ es un recta invariante si § € (—oo, —1]
. ) , 1—m
Si C' = 0, se tiene que A = [ donde g = 0,6, 8 = —5 Por lo tanto y = 0 es una
1—m

recta invariante si § = 0 y y = Sx es una recta invariante si § = —



Capitulo 5

Bifurcaciones

5.1.

1.

2.

Familia 1

Conexién de sillas. De la proposicién 3.1.1 en m > 0 se tiene que (1,0), y, (—1,0)
son puntos sillas. Ahora en la familia I, sea u = z — 1 entonces el sistema nos queda:

U = —2u— u?

y = —2Bu+my— Bu?+ muy

Luego de la nota 1.0.8 y el sistema anterior se tiene que las direcciones # de las trayectorias
satisfacen la siguiente ecuacion:
(—2—m)sinfcos + 20 cos® @ = cosO[—(2+m) sin 6 + 23 cos ] = 0 De aqui se tiene que

25
24 m

cosf =0 tanf =
Asf que 0 = 7, 37”, y, tan f es mayor o menor o igual 0 de acuerdo con el valor de 3. Por
lo tanto en § = 0 existe una conexion de silla.

AN N
AR W

B>0 B=0 p<0

Diagrama de bifurcacién

Infinita degenerada
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De la Proposicién 4.2.1, observamos la siguiente bifurcacién en m = —1, se tiene que
para 0 = 0 existen infinitos puntos criticos y que para 8 # 0 no existen puntos criticos
en el infinito.

Diagrama de bifurcacion g > 0

5.2. Familia 11

1. Conexion de sillas

Por la Proposicién 3.2.1 tenemos que en 43 + (m + 1)> = 0 existe una conexién de

¥ JUL \ \
s
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2. Bifurcacién Silla-Nodo

Por la Proposicién 4.2.2 tenemos que en (m + 1)? + 43 = 0 existe una bifurcacién si-

lla nodo.
. -
l' I\ \
13 4+(m+ 1) =0 + (2 4
3. Silla nodo alternada

Esta bifurcacion se comporta de la siguiente manera, para el valor del parametro po-
sitivo se tienen un nodo repulsor (atractor) y un silla , cuando el pardmetro se anula se
colapsan estos puntos en un silla-nodo y para valores negativos del pardmetro se vuelve
a la posicién del valor positivo.

En m = 0 por la Proposicién 3.2.1 se tiene esta clase de bifurcacion.

N ,. I
S

5.3. Familia 111

1. Conexion de sillas.
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De la Proposicién 3.3.1, en m > 0 se tiene que (1,0), y, (—1,0) son sillas.Ahora en
la familia ITI sea u = x — 1 entonces el sistema nos queda de la siguiente forma:

v = —2u-+y—u’+uy
g = —2Bu+(B+m)y—fu’ + (B +m)uy

Del sistema anterior y la nota 1.0.8, las direcciones 6 de sus trayectorias satisfacen la
siguiente ecuacion:

sin? + (=2 — B —m)sinfcosf + 26 cos’ =0

que es equivalente a
tan?0 + (2+ 3 +m)tand + 28 =0

Luego
2 2-8
twﬂ:2+6+n%t¢(+ﬁ+nw B
2 2
Asi que para:
5>0 tanf; > 0 y tanfy > 0
5=0 tan6; > 0 y tanfy =0
£8<0 tanf; > 0 y tanfy, < 0

Por lo tanto en 8 = 0 existe una conexién de sillas.

I/ S/ B VY
/a4

B=0 B<0

I

Diagrama de bifurcacién

2. Bifurcacion de Hopf

De la Proposicién 3.3.1, se tiene que para m < 0, § +m — 2 = 0 es una bifurcacion
de Hopf.
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lim.p)
B+m-2<0 B+m-2>0 -

——

B+m-2

Diagrama de bifurcacién y una familia biparamétrica I'(, gy de ciclos limites

3. Bifurcacion Homoclinica

De la Proposicién 3.3.1 en m < 0, y, §+m — 2 = 0 se tiene que (1,0) es un foco
débil estable y que en (8 +m —2)>+8m < 0,y, 8+m —2 > 0 el punto (1,0) es un foco
repulsor, luego en esta region existen ciclos limites, asi que por la teoria de los campos
rotatorios en la region

B+m—22+8m<0 B+m—2>0 (B+m+1)?—48>0

existe una curva f = H(m) donde los ciclos limites son destruidos, asi que en § = H(m)

hay una bifurcacién homoclinica.
j@ *o Fof F ; :
. B<0 B=0 B=0
De la Proposicién 4.3.4 se tiene que param < 0, y, (8+m+1)?—48 = 0 hay una bifurcacién

4. Bifurcaciéon Silla-Nodo
silla-nodo, donde Ry, y, Ry como en la Proposicién 4.3.3, Ry = {(m, B)|(B+m—1)?—483 =
0}, v, Rs = {(m, B)|(B+m — 1) — 453 < 0},
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s

/

52

N

~]

(m, 3) € Ry

(m,3) € Ra

\
e




Capitulo 6

Retrato de Fase

6.1. Familial

Retrato de fase global de la familia I

m

) .
L] 1 = 3
4 5 I _
3
- ¥ L9
s —_— — RPN, |
10 11 12
14 o
e 13 i . 15

Los retratos de fase global en cada posiciéon son:

93
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g<0

4
B<0ym=0

o4
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v 4
\x‘bhvdf:'/‘
8
=0
= o
N e A
9 10
g=>0 m < 0 G<0 m = —1

)
2§

B=0ym=-1 B=0ym=-1

95
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N (A
Ty \VJ

13

B<0ym< -1 ,i_{]}-m{—l

15
B>0ym< -1

6.2. Familia 11

Retrato de fase global de la familia II es

,S

10 1
\11 m
g '2
8 \6
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(m+1)2+45=0

Los retratos de fase global en cada posicién son:

B=>0 m >0 B<0

3<0 m < 0
(m+1)2445 >0 (m+1)2+48 <0
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(m+1)2443=0

3= {]:y m=—
(m+1)? +~1I3'—U

6
B<0ym=10

()

S{U'vm—ﬂ
(m+1)24+48<0

58
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/

G ym=10
(m+1)2+48=0

10
B>0ym=10

(m+1)24+43>0

i1
B=0ym=0
(m+1)2+43>0

59
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6.3. Familia II1

El retrato de fase global de la familia IIT es:

d

11

60
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Capitulo 7

Centros de la Familia 1V

Es facil ver usando el Teorema 1.0.5 que los tinicos centros para € = 1 vienen dados por
1 m

S = —— S =

2 Y m —

2,conm<0.

DO —

7.1. Centro en el caso s = —
Ahora probaremos que en el siguiente sistema los puntos criticos (1,0), y, (—1,0) son centros.

t=1-—a2+uay (71)
§=(2-m)(l—2*+ay) +mzry — 39 '

Proposicién 7.1.1. Los puntos (1,0), y, (—1,0) son centros del sistema (7.1).

Demostracion.
—2 1
Df(1,0) = [ 22— m) 2 }

Los valores propios son +iy/—2m, por el teorema de Dulac el punto (1,0) es un centro, centro-
foco o un foco.
Sea u =z —1,y, v =y, entonces

U= —2u+v—u®+uw

v==22—m)u+ (2—m)v— (2 —m)u®+ (2 — m)uv — 5v°

HEBEEIE

w% + v/ —2mwws

{wl]_[ 0 —2me1}Jr —2+m
' | =2 0 1
b " b V=2mw? — 2wiwy — 5\/ —2maw;

De aqui se tiene:

Por lo tanto

65
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w] = vV —2mws + w% + vV —2mwiwy

-2 1
Wy = —V —2mw; + ﬂwf — 2wiwy — —w3

v —=2m 2

Luego
duws wy + 2w + \/Emeluh + w3
dw1 N Wy + ﬁw% + wiwo
Asi tenemos que:
—2+m 1 1
a= , 24+ = ,c=—b=—=,2c+=1,yd=0;
2m —2m 2 v —=2m P Y
de aqui se tiene que o = = 0, y asi podemos concluir que el punto (1,0) es un centro. O]
m
7.2. Centro en el caso s = 5
m —_

Ahora para el siguiente sistema probaremos lo mismo

T = 1—224+ay

m
= 2-m)1 -2 _m_ e
2-m)(1—x —|—:1:y)—|—mxy—|—m_2y

(7.2)

Proposicién 7.2.1. Los puntos singulares (1,0), y (—1,0) son centros del sistema (7.2).

Demostracion.

Df(1,0) = { :5(2 —m) ; }

Los valores propios son +iy/—2m, por el teorema de Dulac el punto (1,0) es un centro, centro-
foco .
Seau =z —1,y, v =y, entonces

v = —2u+v—utt+uw
0= —22—-m)u+(2—m)v— (2—m)u* + (2 — m)uv + 50

HEBEETM

De aqui se tiene:

'lj]l 1 [ 0 vV —2m w1
. +
Wa | —V—2m 0 Wo

w? + v/ —2mwywsy
m24+2m m m
(m—z;:;%'w% + —,3_2101102 + m\/—2mw§

Por lo tanto
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2]

UJQ — W1

w% + v/ —2mwyws

m? + 2m Am, m
2 + wyWy + m\/ —2mw§

(m—2)v—2m ' m—2

Luego
m+2 4m m

dw, W1 F Sl Wi — Gy Wi — WS
d’LUl Wy + \/+27mw% + wiwo

, m+ 2 1 m
Asi tenemos que: a = ———, b = = ——

2(m — 2) —2m m — 2

_ 2(3m—2) . 3m—2 S _g__ 2

a= (m—z)\/%’ﬂ_m_27yd_07sea’k_/8_ \/m;
b+d

y también tenemos que + = k, ademas

ak? — (3b+ a)k* + 3¢+ Bk —d =

2m +4 3Im—6—6m-+4

4 _Smtd—12m—d 4
(m—2)vV=2m  m(m—2)v/—2m  (m—2)v/—2m

Asi el punto (1,0) es un centro.

=0

m(m — 2)v/—2m +2m(m— 2) —2mJr



Capitulo 8

Bifurcacion X+ X9 <+ Xo

8.1. Rectas invariantes en m < 0

Proposicion 8.1.1. Las rectas invariantes del sistema

i = -2t +ay (8.1)
y = B(—2%+zy) +may + sy? :

son de la forma y = Ax, y, x = 0.

Demostracion.

Sea y = Az + B recta invariante del sistema (8.1), entonces y — At = 0, ademds ¢y — At =
B+ (B4+m+1)A+ (s —1)A2%2? + B[(B +m — A) + 2sA]x + s B

Por lo tanto:

1) 1=5)A2—B++m+1)A+5 = 0
2) B[(B+m — A)+2sA] = 0 (8.2)
3) sB* = 0
Ahora si s # 0, de la ecuacién (3) del sistema (8.2) se tiene que B = 0.
Si s = 0, se tiene el siguiente sistema
2 — g
1) AA—(B+m+1)A+p 0 (8.3)

2) B(+m—-A) = 0

De la ecuacién (2) del sistema (8.3) se tiene que, o B =10, 0, A = + m.

Si A = 8+ m, reemplazando en la ecuacién 1 del sistema (8.3) se tiene que m =0y m < 0
(absurdo), entonces B = 0.

Por lo tanto las rectas invariantes del sistema (8.1) son de la forma y = Ax. O

Notacién 8.1.2. De la ecuacion (8.1) en los sistemas (8.2) y (8.3) se tiene que si y = Ax es
una recta tnvariante, entonces

(1-8)A*—(B+m+1)A+3=0
para cualquier valor de s.
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Lema 8.1.3. Sean

As) = (B+m+1)?—48(1—s)
+m+1 A(s
21—s)  2(1-s)
+m+1 A(s
Ay(s) B _ VAWK
21—s5) 2(1-s)
B+m+1
A S N
3(5) 2(1— s)
entonces
a) Si A(s) =0, entonces y = As(s)z es la inica recta invariante.
b) Si A(s) > 0, entonces y = A1(s)x, y, y = Aa(s)x son las dnicas rectas invariantes.
c) Si A(s) < 0, entonces el sistema no tiene rectas invariantes.

Es inmediato de la Nota (1.0.9) y la Proposicién (8.1.1)

8.2. Retrato de fase en la region R

1
Sea R = {(8,m,s)| 6+m—2>0,,@—H(m)<0,y,—§<s< —

Proposicién 8.2.1. Sea L la recta y = Cx, luego:
L
a) SiA(s) <0, entonces Ccii_t < 0.
: dL
b) SiA(s)=0,y, C# As(s) entonces T < 0.
: dL
c) SiA(s) >0,y C¢[Axs),Ai(s)], entonces = < 0.

dL
d)  SiA(s) >0,y Ce(Asxs),Ai(s)), entonces e 0.

Demostracion.
a) %:%—AZ—?:—[(1—3)A2+(5+m+1)A+5]x2<O.
b) Cfl_f = —(1—9)[C — A3(s)]*2* < 0
c) I _ (1 —38)[C — A1(s)][C — Ay(s)]2* < 0

=
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d % = —(1 —5)[C — A(8)][C — As(5)]z* > 0

Lema 8.2.2. Si A(s) > 0, y supongamos que (B,m,s) € R, entonces
a) —1+A(s)>0.
b)  —1+Ay(s)>0

Demostracion.
1
a) Comoﬁ+m>2:ﬁ+m—1+23>1+23>0,luego—1—l—%:
—s
—1+2
5+271 — S;L ° s 0, asi que —1 + A;(s) > 0.
m(m — 1) )
b) Como s < = m+s < ——— < 0, asi que —4(1 — s)(m + s) > 0, luego
m — 2 m — 2

(B+m—1+25)*>> (B+m+1)*—45(1—s), y de aqui tenemos que S+m+1—2(1—s) >

B+m+1 VB+m T 12 —4B(1 - s)

1)2—4p(1—s) = —-1> lo tant
\/(B‘i‘m‘i_ ) 6( S) 2(1—S> 2(1—8) , pOT 10 tanto
-1+ AQ(S) > 0.

[
Lema 8.2.3. » >0 vy v >0,k=1,2,3
y=Ag(s)z y=Ag(s)
Como & e ?(—1+ Ax(s)) > 0 por Lema anterior.
y=Ag(s)x

8.2.1. Retrato de fase en el caso s =0

Fig 5.1 retrato de fase A(0) <0
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2) A(0)=0

Fig 5.2 retrato de fase A(0) =0

Fig 5.3 retrato de fase A(0) >0
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8.2.2. Retrato de fase en el caso s # 0

1) A(s) <0
/A
||'If Ilf/ll/’" .
|'-. \5\ _
Fig 5.4 retrato de fase A(s) <0
2) A(s)=0

Fig 5.5 retrato de fase A(s) =0
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3) A(s) >0

Fig 5.6 retrato de fase A(s) >0

8.2.3. Retrato de fase en el esfera de Poincaré

1) Caso en donde A(0) <0

Fig 5.7 A(0) < 0

73



CAPITULO 8. BIFURCACION X, + X5 <> X
2) Caso en donde A(0) =0

3) Caso en donde A(0) >0
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4) Caso en donde A(s) <0

5) Caso en donde A(s) =0

Fig 5.11 A(s) = 0
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76
6) Caso en donde A(s) > 0
Fig 5.12 A(s) > 0
8.3. Singularidades en el infinito del sistema 8.1
En la carta U; se tiene el sistema siguiente:
g o= —y2e = (=8l +(B+m+1)y—p (8.4)
2 = =222 4+y—1) ’

Proposicién 8.3.1.
a) SiA(s) >0, entonces

a;) (Ai(s),0) es un nodo atractor.

az) (Aa(s),0) es un punto silla.
b) SiA(s) =0, entonces (As(s),0) es un silla nodo.
c) Si A(s) <0 no existen puntos criticos.

Demostracion.

a) Para z = 0, se tiene que y; = A(s), e, y» = As(s) y las matrices jacobianas de (A;(s),0),
¥, (A2(3>70) son :

DI(A(5),0) = | VA |y | DR(A(s).0) = yar - )

Por lo tanto (A;(s),0) es nodo atractor y (As(s),0) es un silla.
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b) En el caso A(s) = 0 se tiene (As(s),0) es punto critico; Sea u =y — Asz(s) entonces

CBtm+1l 5, 5

v = —(1—s)u? m& 2% — €“uz
1
z = z(1- prm+ ) — €22 —uz
2(1—s)
1
Dividiendo entre 1 — prm+l =1— A3(s) < 0 se tiene
2(1—s)
0 = — (1-3s) ul — As(s) 2,2 _ 1 222
1-— A3(S) 1-— Ag(S)) 1-— A3<S)
. 1 9 3 1
S T W) R B W P
1—
Luego para z = 0, se tiene g(u) = —1(—141?)UQ, de aqui podemos afirmar que (As(s),0)
es un silla nodo.
[
En la carta U; se tiene el sistema:
T = 22+ (1—s)z—2*)(B+m+ 1)+ Ba’® — Belxz? (8.5)

z = —z[Be2 + (B + m)x — Ba* + s

La matriz jacobiana asociada al sistema es :

b ]

a) Sis>0, entonces (0,0) es un punto silla.

Lema 8.3.2. En la carta Uy se tiene:

b) Sis <0, entonces (0,0) es un nodo repulsor.

Es inmediato de la matriz jacobiana.
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Retrato de fase sistema 8.1 en R,

8.3.1.
Ry = {(3,m, s) 1+§<0 Brm—2>0 8- H(m) <0}
1) Caso A(s) <0
—

2) Caso A(s) =0

Fig 5.14 A(s) =0
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3) Caso A(s) >0
/N
o L)

O\

]/

Fig 5.15 A(s) >0

|

1

8.4. Bifurcaciones

Estas bifurcaciones las encontramos en la regiéon R [ Ry con la condicién que se le impone a
A en cada caso.

Fig 5.16 A(0) < 0
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12) A0)=0

Fig 5.17 A(0) = 0
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2) s#0

2.1)

Fig 5.19 A(s) < 0

Fig 5.20 A(s) =0
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2.3)
f:
/ f

e

e=0

Fig 5.21 A(s)

>0
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Conclusiones

s Fl sistema

r=a+ a20x2 +anxy + a02y2
y =b + bgol’Q + bnxy + b02y2

tiene como maximo dos ciclos limites. Mas concretamente, o no tiene ciclos limites o tiene
dos.

» [as Unicas rectas invariantes del sistema

&= —a% +ay
v = B(—2* + zy) + mzy + sy?

son de la forma y = Az, 6, x = 0.
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