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Resumen

El objetivo principal de este trabajo de grado, es proponer el estudio de las bifurcaciones
transcriticas de una familia cuadratica multiparametrica asociada al siguiente sistema:

X (1)
y = ox™kl 4 gxmk1 y — pxem2k-1

Cona=a(2m+k),8=b(2m — k) y y = a®?mx* + cx* + b’m .

Este sistema es el ejercicio 11 de la seccion 1.3.3 del libro [12], la motivacion para reali-
zar este trabajo fue la lectura de los art’iculos [1], [2] y [3]; los cuales fueron de mucha ayuda
para desarrollar este trabajo de grado.

Inicialmente se trata de hacer una investigacién sobre las familias cuadraticas multipara-
metrica asociadas al sistema diferencial polinomial, considerando casos especificos y asi ob-
tener con facilidad las familias. Luego, se hace un estudio a cada familia en el plano finito,
aplicando topicos de la teoria cualitativa de ecuaciones diferenciales, hallando sus puntos
cr'iticos, analizando su estabilidad y luego observamos las bifurcaciones presentes en una fa-
milia cuadratica multiparametrica.

Después, se hace un estudio en el plano infinito utilizando la compactificacion de Poin-
caré a cada familia dada por medio de cartas, el cual se basa en la proyeccion estereografica
de la esfera en el plano. Donde, veremos un mejor enfoque al estudiar el comportamiendo de
las trayectorias cercanas al infinito usando la Ilamada esfera de Poincaré.

Por ultimo, en este trabajo, se usan programas como P4 ([13]), donde llevamos a cabo para
ilustrar el comportamiento de cada familia en el plano infinito por medio del disco de Poin-
caré, ademas utilizamos el software de GeoGebra ([14]) para analizar de manera detallada
las bifurcaciones presente en una familia cuadratica multiparametrica.



Introduccion

El conocimiento y crecimiento de las ecuaciones diferenciales en el mundo surgieron de
la misma forma que se plantearon otras ramas de la matematica, a través de la necesidad
que tenia el ser humano en cémo resolver problemas fisicos y matematicos de acuerdo con
sus investigaciones ya obtenidas, de aqui nace una nueva rama de la matematica que hoy en
d1a es muy importante como son las ecuaciones diferenciales.

A finales del siglo XVII Newton, Leibniz y Los Hermanos Bernoulli dieron paso a las ecua-
ciones diferenciales, estas se utilizaron en la solucién de problemas tanto geométricos como
fisicos. Posteriormente a esto, Newton vio muy Gtil el uso de las ecuaciones diferenciales para
la soluciones de varios problemas que anteriormente no se podian solucionar, de igual forma
el éxito de las ecuaciones diferenciales va en primer lugar a H. Poincaré quien introduce un
enfoque cualitativo la cual desarrolla una serie de nuevas técnicas, expuestas en el “Analysis
Situs”, un apéndice de “Les methodes nouvelles de la mecanique celeste”, de donde se origi-
nan lo que son la geometria y la topologia modernas.

Los sistemas dindmicos es un area “joven”de las matematicas, aunque se remontan a Newton
con sus estudios sobre mecanica celeste, y a H. Poincaré, quien inici6 el estudio cualitativo
de las ecuaciones diferenciales.

En este contexto, Poincaré concebia un sistema dindmico, como un campo de vectores en el
espacio fase y una solucién como una curva tangente en cada punto a los vectores de dicho
campo. Su mayor interés, que por aquel entonces eran los problemas de la mecanica celeste,
fue la descripcion del retrato fase, es decir, de todo el conjunto de soluciones, asi como de la
estabilidad de las soluciones, que para él consistian en el analisis cualitativo de los resultados.

Hoy, mas de cien afios después de la muerte de Poincarég, los sistemas dinamicos son una de
las ramas de mayor actividad en el mundo de las matematicas. Por sus diferentes caminos,
han desfilado nombres como S. Smale, Sinai, A. Douady, M. Herman, D. Sullivan, Andronov,
Birkhoff, Kolmogorov, Liapunov, Lorenz, Moser, V. |. Arnold y muchos mas; por mencio-
nar solo algunos de los ilustres matematicos que han nutrido con inmortales resultados a
los sistemas dindmicos. Los cuales, hoy en dia, explican un sin niamero de fenbmenos en
diversas areas del conocimiento, y desde luego, un gran nimero de problemas matematicos.
Para darnos una idea, con un sistema dindmico se puede explicar, desde el movimiento de
un péndulo simple, hasta el movimiento planetario.

Actualmente hay una “explosion “de esta area de estudio a nivel mundial, en muchos con-
textos diferentes. Una caracteristica fascinante de los sistemas dinamicos es la profunda
interaccién que tienen con otras areas de las matematicas y del conocimiento, como la fisica,
la gqu’imica, la biolog’ia y la econom’ia.
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Tratando de precisar el concepto de sistemas dindmicos, podemos decir que es el estudio
de fendmenos deterministas, es decir, es estudiar todo lo que se mueve. Todos los fendbmenos
en los que hay alguna magnitud que evoluciona con el tiempo. En términos matematicos
un sistema dinamico es un par (M, F) donde M representa el contexto espacio temporal, es
decir, el ambiente del sistema. Este es conocido como espacio de estados o espacio de fases.
Ademas F es una aplicacion del espacio de estados en el mismo, también denominado la
ley de evolucion del sistema o ley de transicion estados. El conjunto M es generalmente un
variedad diferenciable (una superficie suave localmente).

Si queremos ser formales, podemos decir que un sistema dindmico es una familia infinita
de funciones (homeomorfismos locales) de un espacio (métrico) en si mismo, cerrada bajo
composiciones, siempre que éstas tengan sentido.

Como dicho anteriormente, Poincaré dio inicio a la teoria cualitativa de ecuaciones dife-
renciales el cual propone la descripcion del retrato de fase de una ecuacion diferencial la cual
es una herramienta valiosa en el estudio de las ecuaciones.

La configuracion de las curvas en el espacio de fase revela informaciéon sobre la existen-
cia de atractores, repulsores y ciclos limite; este ultimo desollara un concepto teérico muy
importante como el mapeo de retorno o el Teorema de la Region Anular, el cual con la
contribucion del matematico I. Bendixson en 1901 se transformo en el famoso Teorema de
Poincaré-Bendixson. El resultado anterior confirma que las soluciones en las cuales realmen-
te estamos interesados, son aquellas que llamamos singulares (asociadas a puntos cr’iticos,
orbitas periodicas). Esto es debido a que bajo condiciones de compatibilidad, cualquier otra
solucion tiende hacia un conjunto de curvas singulares, llamadas conjunto I'imite. Por lo tan-
to, el retrato fase se determina por el caracter y la configuracion de las soluciones singulares.

Después de haberse establecido una teoria para el andlisis cualitativo de los sistemas li-
neales de ecuaciones diferenciales, se demostré que esta se podia aplicar a los sistemas no
lineales. Los sistemas cuadraticos son uno de los mas simples ejemplos de ecuaciones dife-
renciales no lineales y también presentan la mayoria de las dificultades de los sistemas no
lineales en general. Solo hasta 1987, se logrd demostrar que dado un sistema cuadratico este
tiene un numero finito de ciclos I'imite.

El estudio de la teoria cualitativa es de vital importancia para los sistemas dindmicos, pues-
to que brinda una visualizacion del comportamiento de ciertas curvas al redor de diversos
puntos criticos del sistema, ademas permite modelar fendbmenos de la naturaleza. Es por
esta razdon que a continuacion se estara profundizando algunos temas que posteriormente se
utilizaran en el desarrollo de este trabajo de grado.

VIl



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se describen los preliminares que a consideracién son necesarios para que
cualquier lector pueda entender de mejor manera cada seccién que conforma este trabajo de
investigacion.

Definicion. 1.1. Un sistema polinomial en el plano de grado n esta dado por:

X =P(xy)

) (1.1)
y =Q(xy)

donde P, Q ¢ C[x,y], (conjunto de los polinomios en dos variables) y n es el grado absoluto
de los polinomios P y Q.

Definicién. 1.2. El campo vectorial polinomial asociado a sistema (1.1) , esta dado por
X := (P, Q), el cual también se puede escribir como:

X=PMVﬁ1+m&wE~
ox oy
Definicion. 1.3. Una foliacion de un campo vectorial polinomial de ( esta dada por:
dy _Q(xy)
dy  P(xy)

Ejemplo. 1.4. Dado el sistema polinomial en el plano:

X =
i (1.2)
y'=—x

El campo vectorial polinomial asociado a este sistema esta dado por X = (y, —x), el cual
también se escribe como:
o} 0
X=y ——XxXT.
ydx oy

Una foliacion es:



dy Qlxy) vy

dx Plxy)  x

Definicion. 1.5. Dado el sistema (, el punto (xo, yo) € R? es un punto critico del sistema
si, P(xo, yo) = 0y Q(xo, yo) = 0. Ademas en ellos la solucién del sistema es constante.

Ejemplo. 1.6. Para el sistema:
X=y
y =flxy)

Donde f es una funcion entera digamos polondmica, los puntos criticos del sistema son de
la forma (xo, 0), donde y = 0y f(xo, 0) = 0.

(1.3)

Definicion. 1.7. Un sistema no lineal es de la forma:
x = f(x) (1.4)
Donde f : E —— R"vy E es un subconjunto abierto de R".

Definicion. 1.8. Un punto xo € R"” es un punto critico del sistema no lineal ( si f(xo) =
0. Un punto criticos xo es hiperbodlico si ninguno de los valores propios de la matriz Df(xo)
tiene parte real cero. El sistema no Iineal) con la matriz A = Df(xo) es llamado la
Linealizacion del sistema4) en Xxo.

1.1. Teoremas Para la Singularidad En El Plano Finito

Teorema. 1.9. Teorema de Los Puntos Singulares Hiperbolicos.

Sea (0, 0) una singularidad aislada del campo vectorial,

e
y

ax + by + A(x, y)
cx+dy+ B(x,y)

(1.5)

Donde F y G son anal’iticas en una vecindad del origen y tiene expansiones en series que
comienzan con términos de grado dos en x e y. Decimos que (0, 0) es una singularidad no

degenerada si ad — bc = 0. Sean A1 y A los valores propios de DX(0, 0). Entonces:

(a) Si A1,A2 son reales y A1A; < 0, entonces (0, 0) es punto silla, cuyas separatrices tienden
a (0, 0) en las direcciones dadas por los vectores propios asociados con A1 y Az(ver Fig

2.1) (a)).

(b) Si A1,A2 son reales y A1A2 > 0, entonces (0, 0) es un nodo. Si A1 > 0(Ai< 0) entonces
es un fuente(sumidero) (ver Fig [1.1) (b)).



(c) SiAi=a+8iyA =a —6icon a,B
(a < 0) entonces es repulsor (atractor) (ver Fig (1.1) (c)).

0 entonces (0,0) es un un foco. Sia >0 o

(d) Si A1 = B8; y A, =-8i, entonces (0, 0) es un centro lineal, topbélgicamente un foco o un

centro (ver Fig [1.1) (d)).

/
|

ot

Figura 1.1: Retrato de fase de los puntos singulares Hiperbélicos

Para un estudio mas detallado de la tematica ver [10) pag 71]

Ejemplo. 1.10. Clasifiguemos los puntos cr’iticos del siguiente sistema:

X = x?

y = 2y

2

¥y _

1

(1.6)

Los puntos criticos asociados al sistema ( seran (%=1, 0) ya que, si y = 0 entonces x = *1.

Luego el punto (1, 0) es:

2x

M(x, y) =

M(1, 0) =

0

2
0

2

0
2

As’l,A1 =2y Az =2, luego aplicando el Teorema ), observamos que A1A; >0y A1 >0,
por tanto el punto (1, 0) es un nodo fuente.

Ahora para el punto (—1, 0) es:

M(1,0) =

0



Ahora, A1 = —2y A2 =2, luego aplicando el Teorema (, vemos que A1, <0, por tanto
el punto (—1, 0) es un punto silla.

Figura 1.2: Retrato de fase del sistema [1.§

Teorema. 1.11. Teorema De Los Puntos Singulares Nilpotentes Sea (0, 0) una sin-
gularidad aislada del sistema:
X =y+A(xy)
y =B(xy)

Donde X e Y son anal’iticas en una vecindad del origen y tienen expansiones que comien-
zan con términos de segundo grado en x e y. Sea y = f(x) = a2x> + a3x® + ... una
solucién de la ecuaciéon y + A(x, y) = 0 en una vecindad de (0, 0), y supongamos que
tiene la siguiente expansion de serie de la funcién F(x) = B(x, f(x)) = ax™(1 +...) y
G(x) = ("—f‘jx+ @d)y(x,f(x)) =bx"(1+...)donde a /=0, m =2, yn = 1. Entonces:

(1.7)

(1) Si F(x) = G(x) = 0, entonces el retrato de fase de X esta dado por Fig. (a).

(2) Si F(x) =0y G(x) =bx"+... paran cNconnx> 1yb=0, entonces el retrato de
fase de X esta dado por Fig.1]3 (b o c).
(3) SiG(x) =0y F(x)=ax™... param € Nconm > 1y a /=0, entonces:

(i) Si m es impary a > 0, entonces el origen de X es una silla Fig (d) y si
a <0, entonces es un centro o un foco como en la Fig. (e-g)

(ii) Si m es par, entonces el origen de X es una cuspide como en la Fig (h).



(4) SiFix)=ax"+...yG(x)=bx"+...conmeN m=>=2,neN,n=>1,a+ 0y
b /=0. Entonces nosotros tenemos:
(i) Simes pary
(i.a) m < 2n+ 1, entonces el origen de X es una cuspide como en la Fig. (h).

(i.b) m >2n+ 1, entonces el origen de X es un nodo-silla como en la Fig. (io
i)-

(ii) Si m es impary a > 0, entonces el oriden de X es una silla como en la Fig.
(d).

(iii) Sim es impar,a<0y

(iii,a) m<2n+1,o0m=2n+1y b?>+4a(n+1) <0, entonces el origen de X es
un centro o un foco como en la Fig (e-g).

(iii.b) n es imparym > 2n+ 1, 0m = 2n + 1y b?> + 4a(n + 1)-0. Entonces el
origen de X consiste de un sector hiperbdlico y un sector eliptico como en la Fig/1.3]
(k).

(iii.c) nesparym>2n+1,0m=2n+1yb?>+4a(n+1) > 0.Entonces el origen
de X es un nodo. Es un nodo atractor si b <0y repulsor si b >0 Fig.1.3 (I y m).

N\ % /% '
— T~ ///4/

(a) (b) (c)
~ —
\>\\\:~a— — E= RN A
/ — -

— — \ (/\,—kh!z ¢ . ] [ '
ZaaS NN

it

Figura 1.3: Retrato de frase de puntos singulares nilpotentes

Para un estudio mas detallado de la tematica ver [10) pag 116]



Ejemplo. 1.12. Clasifiguemos el punto cr’iticos del siguiente sistema:

X =x3+y
y = 3 (1.8)

El punto cr’itico asociado al sistema (1.8) es (0, 0).

3x2 1
M(x, y) = 3x2 0

Evaluando el punto critico (0, 0) en nuestra matriz jacobiana:

01

M(1,0) = 00

As’1, A2 = 0 por lo tanto tenemos una singularidad nilpotente. Luego aplicando el Teorema
(L.13), sea y = f(x) la solucién de y +A(x, y) = 0, donde A(x, y) = x* entonces y = _ x*, por
otro lado tenemos que B(x, y) = x3, as’I obtenemos que F (x) =x3 y G(x) = 3x*> entonces
m = 3,a > 0. Por tanto el origen del sistema8) es un punto silla.

S\

X
-

Figura 1.4: Retrato de fase del sistema

1.2. Teorema de la Variedad Estable.

El Teorema de la Variedad Estable es uno de los resultados mas importante en la teor’ia
cualitativa local de las E.D.O. El Teorema muestra que cerca a un punto de equilibrio



hiperbolico xo, el sistema no lineal ( tiene una variedad estable e inestable Sy U tangente
a Xo.

Teorema. 1.13. Teorema de la Variedad Estable.

Sea E un subconjunto de R" conteniendo el origen, sea fe CYE), y sea ¢: el flujo del
sistema no lineal ). Suponga que f(0) = 0 y que Df (0) tiene k valores propios con parte
real negativa y n — k valores propios con parte real positiva. Entonces existe una variedad
k-dimensional S tangente al subespacio estable E° del sistema x° = Ax en O tal que para
todo t > 0, @«(S) C S y para todo xo € S.

I"tim ¢+(x0) = 0;

t—
y existe una variedad u n — k dimensional diferenciable tangente al subespacio inestable E“
de x' = Ax en O tal que para todot < 0, ¢U) C Uy para todo xo € U.

I"im ¢+(x0) = 0.

t—o°
Para un estudio mas detallado de la tematica ver [8) pag 105], observemos que si f ¢ CY(E)
y f(0) = 0, entonces el sistema[(1}4) puede escribirse como

X =Ax+ F(x) (1.9)

donde A = Df(0), F(x) = f(x) — Ax, F € CE), F(0) = 0 y DF(0) = 0. Ademas, hay
una matriz Caxn invertible tal que

“p ot
B =CAC =

0 Q
donde los valores propios Aj, ..., Ak de la matriz P de k X k tiene parte real negativa y los
valores propios A1, ..., An de la matriz Q de (n —k) x (n — k) tiene parte real positiva.
Tomando y = C1x, el sistema (1entonces tiene la forma

y = Bx + G(x) (1.10)

donde G(y) = C1F(Cy).
En [8] nos muestra que la solucién de la ecuacion integral.
e |
u(t, a)=U(t)\a+  U(t — s)G(u(s, a))ds — V(t - s)G(u(s, a))ds
0

t
satisface [1.1p) y

I'im u(t, a) = 0.

t—0

Ademas, le da un esquema iterativo para computacion de la solucién:

u®(t,a)=0
[ [ -

ui(t,a) = U(t)a+  U(t — s)G(W(s, a))ds — V(t - s)G(U/(s, a))ds
0 t



Ejemplo. 1.14. Veamos la estabilidad al siguiente sistema:

Vo= x4y (1.11)
_p_. 10 | Fp)=G(x)= -7
A=B= 0 1 X2
n # " # " #
et 0 00 a1
u(t) = , V(t)= , a= entonces,
0 0 0 et 0
u®(t,a) =0
St a)= €0 f
2) e’ta; f t e (ts) 0 0 0 0
o 0 0 e a2 t e g2
(t,a) = + ds — 0 elt-s ds =
0 0
3
eta
e &21 .
e7la; +21e™ — ef)ag* 1
u®(t,a) = e 2t
— 3

En lo que siguiente oder‘qos mostrar que u*(t, a) — u3(t, a) = O(a*) y por lo tanto podemos
aproximar por ( 015) ——a + as) y la variedad estable puede “aproximarse por

S:y=——x + 0(a?)
3 1 1

como x1 — 0. Del mismo modo obtener

U:x=—Jy+0(a3)

1.3. Bifurcaciones

Anteriormente hemos dado las diferentes definiciones y teoremas para el estudio cualita-
tivo sobre una familia, cerca de sus puntos cr’iticos. En caso contrario es necesario hacer un
analisis propio del sistema.

Definicion. 1.15. Sea el siguiente sistema y consideramos que ahora dependen de un
parametro A, de la forma:

X =f(x A) (1.12)
8



Donde f es una funcion que depende continuamente tanto de x como del parametro A.
Si un cambio suave en A produce un cambio cualitativo o topolégico en el comportamiento
del sistema plano ([L.12), se dice que ha ocurrido una bifurcacion.

Las bifurcaciones pueden clasificarse como locales o globales:

= Una bifurcacion local ocurre cuando el cambio en el parametro causa un cambio en la
estabilidad de un punto de equilibrio.

Es claro, que las bifurcaciones locales se presentan cuando el sistema linealizado en una
vecindad de un punto critico tiene valor propio con parte real que pasa por 0. Esto es,
una bifurcacion local ocurre en (xo, Ao) siempre que Df (xo, Ao) tenga un valor propio
con parte real nula.

Las bifurcaciones locales pueden determinarse a través del estudio de la estabilidad del
sistema.

= En contraste, las bifurcaciones globales no dependen de la estabilidad local pues se re

eren a cambios cualitativos en el comportamiento dentro de conjuntos invariantes mas
grandes como lo son ciclos limite o trayectorias que se extienden una distancia grande.

1.3.1. Tipos de bifurcacion

Existen muchos tipos de bifurcacién, sin embargo, no todos estan clasificados. En general,
las bifurcaciones se clasifican por el cambio de estabilidad en puntos de equilibrio hiperboli-
cos, en los ciclos limite hiperbdlicos o cambios en ambas variantes al tiempo debidos a la
modificacion de un parametro.

Definicion. 1.16. Bifurcaciones de-codimension uno Estas bifurcaciones requieren de
la variaciéon de un solo parametro para darse en el sistema, todas presentan una forma
normal, es decir, un sistema topolégicamente equivalente, ya sea local o global al sistema
inicial. Para obtener la forma normal de cada una en la teor’ia se realizan cambios de variable
topologicamente equivalentes especificos en cada caso. En este trabajo solo se mostrara la
forma normal.

Definicion. 1.17. Bifurcacién Transcritica Una bifurcacién transcritica un punto critico
existe para todo valor del pardmetro A pero intercambian su estabilidad con otro punto critico
luego de la “colisidbn”entre ellos.

Ejemplo. 1.18. )
X = Ax_ x (1.13)
y =-y

Los puntos cr'iticos son P1 = (0,0) y P> = (A, 0). La matriz jacobiana es:



A—2x 0
M X y) =
0 -1
= Si A >0, entonces (0, 0) es un punto silla y (A, 0) es un nodo asintdéticamente estable.

= Cuando A =0, los nodos colisionan en uno solo: (0, 0) que es semiestable.

s Cuando A < 0, la estabilidad se intercambia: (0, 0) es un nodo asintoticamente estable
y (A, 0) un punto de silla.

Figura 1.5: Diagrama de fase del sistema del sistema antes, durante y después de una bi-
furcacién transcritica.

Definicion. 1.19. Bifurcacion Silla-Foco-Silla Llamaremos una Bifurcaciones silla-foco-
silla cuando tengamos un cambio de parametro, el cual implica que dos puntos criticos, una
silla, colapsan en un foco y posteriormente recuperan su estabilidad original.

Para un estudio mas detallado de la tematica ver [4) pag 51] y [11) pag 314]
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1.4. Estudio de singularidades en el Infinito

Para estudiar el comportamiento de las trayectorias de un sistema diferencial cerca del
infinito, es posible utilizar una compactificacién. Una de las posibles construcciones se basa
en la proyeccion estereografica de la esfera en el plano, en cuyo caso un Gnico “punto en el
infinito”esta unido al plano.

Un mejor enfoque para estudiar el comportamiento de trayectorias cercanas al infinito es
usar la llamada esfera de Poincaré, esta esfera tiene la ventaja de que los puntos singulares
en el infinito se extienden a lo largo del ecuador de la esfera y, por lo tanto, son de una natu-
raleza mas simple que los puntos singulares de La esfera de Bendixson. Sin embargo, algunos
de los puntos singulares en el infinito en la esfera de Poincaré pueden ser muy complicados.

Teorema. 1.20. Consideremos en R3 la esfera $2 = {(x1, x2, x3) € R3; X2+ + x5 = 1}yel
plano it = {(x1, x2, x3) R3ix3=1 , pue es tangente a Sz en el punto (0, 0, 1). Sea r una rec-
ta que pasa por el origen (0, 0, 0) y un punto P de mt, entonces r intercepta S en dos puntos P:
y P-, donde el primero esta en el hemisferio abierto superior H+ = {(x1, X2, x3) € 5% x3 > 0}

y el segundo esta en el hemisferio abierto inferior H- = {(x1, X2, x3) € §% x3 < 0}.

AN
SO
DN

AN

Figura 1.6: Las cartas locales (U, @«), para kK = 1, 2y3. en la esfera de Poincaré.

Luego las expresiones para p(X) en la carta local (Ui, 1) esta dada por:

uo= v —uP(L9+Ql, Y,

v = —v@ip(Llyuy

(1.14)
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La expresion para (U, ¢2) es:

- ,d u 1y _ ul
- "_Vﬂ&(_, ;),“Q(V ) . (1.15)
Y para (Us, ¢3) es:
u = P(uv),
Vo= Q) (1.16)

Donde d es el maximo grado del polinomio.
Para un estudio mas detallado de la tematica ver [13) pag 151]
Ejemplo. 1.21. Veamos el retrato de fase en el disco de Poincaré del siguiente sistema.

X = Xx

. (1.17)
y = —y

Este sistema ([L.17) tiene un Gnico punto singular en el plano finito, el origen, el cual es un
punto silla.

Sea X el vector asociado al sistema (. Entonces la expresion para p(X) en la Carta
U usando la transformacion (fL.14).

u = —-2u
v

_ (1.18)

El Gnico punto critico en la Carta Ui, el origen, el cual es un nodo estable en el infinito dado

por el Teorema [1.9).
Ahora, la expresion para la Carta U,, usando la transformacion ({.15).

u = 2u

. (1.19)

De igual razonamiento, el unico punto critico en la Carta U,, el origen, el cual es un nodo
inestable en el infinito dado por el Teorema (.9).
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Figura 1.7: El retrato de fase en el disco de Poincaré del sistema (1.17]
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Capitulo 2

Estudio De La Familia

En este trabajo se propone el estudio de los caso cuadratico asociado al sistema con
a,b,c, m k € R dado por.

X =y
y- — O(Xm+k_1 + 6Xm—k—1 y — VXZm—Zk—l (21)
Cona=a(2m+k),B8=b(12m — k) yy = a’?mx* + cx* + b°>m .
Entonces (2.1) puede escribirse como:
X =y
y = am+k)x™kt+b(2m — k) x" 1y —  a?mx* + ox?k + b2m  x?m2kTl
(2.2)

Inicialmente hallamos los casos cuadraticos de las familias equivalentemente a fin al sistema,
considerando casos especificos. Luego procedemos a estudial la estabilidad de los puntos
criiticos en el plano finito, su variedad estable, la existencia de bifurcaciones y por ultimo el
comportamiento de los puntos criticos en el plano infinito.

2.1. Reduccion a 5 Familias I, 11, 111, 1V, V.

Proposicion. 2.1. Para g, b,c, m,kc Ry s, p,re Z*. Los sistemas cuadraticos asociados
a cada () son equivalentemente af’'in a las siguientes familias:

I. Paraa=0,b=0yc O.

5 (2.3)
y = —cx
Il. Paraag=0,b#0yc=0.
X =Yy
2.4
y = 2byx (2.4)

14



Hi. Paraag 0,b=0yc=0.

V= 2ayx (2.5)

IV. Paraa O0,b=0vyc/=0Q

x =y (2.6)

. 2 _ 342y 2

y o g y a’x — cx
V. Paraa=0,b /=0yc/=0.

X

‘ 2.7

Yy =y y — 3bx — cx? 27)

— b‘S‘Fﬂ‘

2

Demostracion: Analizamos cada subfamilia de [2, pag 12], donde observamos las diferen-

tes posibilidades para las constantes g, b y ¢, sean iguales a 0. A continuacion algunos casos
de la demostracion:

I. Paraag=0,b=0yc /=0.

Observamos 2 casos:
Caso 1. si s = 0 entonces p = 1. Caso 2. si s =1 entonces p =0.
As’1 en este caso nos queda el sistema asociado:

X =y
y = —cx?
IV. Paraa /=0,b=0yc /=0.

Observamos que el grad (Q) = méax{2s + 1, r}. Asi,

Caso 1. Si el grad(Q) = 2s + 1 entonces 2s+1 =2, por lotantos =Y Z Z*.
Caso 2. Si el grad(Q) =r entoncesr=2vy s=0.
As’1 en este caso nos queda el sistema asociado:

X =y

2
= a p+4

% y — 2a’x — cx?

VI. Paraa /=0,b Oyc=0.
Observamos que el grad(Q) = max{2p + 1, 2s + 1}.

Caso 1. Siel grad(Q) = 2p+1entonces 2p+1=2asip= L Z 7"

Caso 2. Siel grad(Q) =2s+1entonces 2s+1=2asis=3¢Z".
Por lo tanto esta familia no tiene caso cuadratico asociado.
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VII. Paraa /=0,b/=0yc# 0.

Observamos que el grad(Q) = max 2p+1,2s+1,s+p+1}

Caso 1. Si el grad(Q) =2p+ 1 entonces 2p+1=2as’1p =51 YAS

Caso 2. Si el grad(Q) =2s+ 1 entonces 2s+1 =2 as’1 s =zl‘/ VAR

Caso 3. Si el grad(Q) = s + p + 1 entonces nos devolvemos al razonamiento en la
familia 1, as’1 haciendo s = 0 entonces p = 1, pero tenemos un terminode 2p+1 =3y
ya este caso seria cubico, de igual razonamos para cuandoseap=0ys=1.

Por lo tanto esta familia no tiene caso cuadratico asociado.
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Capitulo 3

Plano Finito

En este cap’itulo se analiza la estabilidad de los puntos criiticos de las diferentes familias
en el plano finito utilizando los diferentes topicos anteriormente descritos.

3.1. Familial

Proposicion. 3.1. El punto (0, 0) es una clspide.

Demostracion: El puntos criticos asociado al sistema ( es (0, 0). La matriz Jacobiana
del sistema es:

0 1
xy) =M
—2cx O
Luego,
0 1
M(0, 0) =
(0, 0) 00
As’1, vemos que A%2= 0. Luego aplicando el Teorema ), sea y = f(x) la solucion de
y+A(x, y) = 0, donde A(x, y) = 0 entonces y = 0, por otro lado tenemos que B(x, y) = —cx?,
as’1 obtenemos que F(x) = —cx* y G(x) = 0 entonces m=2y a 0. Portanto el origen del
sistema ( es una clspide. O

3.2. Familia ll

Proposicion. 3.2. (x, 0) una recta de puntos criticos

Demostracion: (x, 0) que es una recta de puntos criticos asociadas al sistema (. Asi
vemos una aproximacion del sistema por variable separable.

y = bx?> + k, donde k es una constante.
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3.3. Familia lll

Proposicion. 3.3. (x, 0) una recta de puntos criticos

Demostracion: (x, 0) es una recta de puntos criticos asociadas al sistema (. Asi vemos
una aproximacion del sistema por variable separable.

y = ax? + k, donde k es una constante.

3.4. FamilialVv

Proposicion. 3.4. a) Sip € Z* entonces (0, 0) es un nodo estable si a < 0 e inestable si

2 .
a >0,y (3£50) es una silla.

b) Si p =0, (0,0) es un foco estable si a <0 e inestable sia >0,y ‘3‘;; 0) es una silla.

Demostracion: Los puntos criticos asociados al sistema ( son: (0,0) y (‘32":, 0). Ahora,
sea d = a(p + 4) y la matriz Jacobiana del sistema es:

0y
M(x,y) = —_a®>-2 n
(x, v) za X 5
Luego,
0 1 #
M(0, 0) = iaz d
2 2
Y,
0 1
M(=3¢0)=" 3 d-
2 2

a. Para la M(0, 0), los valores propios son:

1o 4 v 2 1 v [ mo
A= d+ d?>—24a2 yA ="4d — d? — 24a? . Aplicando el Teorema (1 b-
servamos que AiA; > 0 por tanto (0, 0) es un nodo estable si a < 0 e inestable si a > 0.

2 .
Ahora, para la M(‘a"’z—,O), los valores propios son:
C

S Y. L1 Y . Q
A"=734 d+ d?*+24a°> yA = ~4d — d?+24a? . Aplicando el Teorema ( ob-

2c

tenemos que A1A2 < 0 entonces (73970) es una punto silla.
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b. Si p =0, para M(0, 0) losgvalores propios son:
A = 2(2 +i 2)yAr= (22— 2). Aplicando el Teorema ( obtenemos que (0, 0)
es un foco, si a >0 inestable y a <0 estable.
Ahora, para la M(‘ﬁ,_O), los valores propios son:
P B Y
4 10 yA; = ; 10 . Aplicando el Teorema ( obtenemos que

A1A2 < 0 entonces (‘T"F, 0) es una punto silla.

|
3.5. FamiliaVv
Antes de mostrar la siguiente proposicién, definimos las siguientes regiones:
R1 ={(b, c, d) € R3|d? — 24b > 0}
R, ={(b, ¢, d) € R®|d?> — 24b = 0}
R3 =2§b,c,d; € R3|d? —24b <0, c > 0}
Ra = {(b, 0, d) € R®|a? — 24b > 0}
Rs = {(b, 0, d) € R®|d? — 24b = 0} : (3.1)

Rs ={(b, 0, d) € R3|d? — 24b < 0}
R7 ={(0, ¢, 0) € R3|c > 0}
Rs ={(b, ¢, d) € R3|c < 0}

8 . . . .
Notamos que R3 = ., Rie Ahora, en Rs consideramos los siguientes subconjuntos:

Er ={(b,c, d) € R®|d> — 24b<0,d >0, c >0}
Er ={(b ¢ d) € R’|d> — 24b<0,d <0, c >0}
Es={(b,c, d) € R¥d?*+24b<0,d>0,c>0}
Es ={(b,c, d) € R®}|d> — 24b<0,d <0, c >0}
Es ={(b, c, d) € R®}|d> — 24b <0, d >0, c <0}
Es ={(b,c, d) € R®}|d> — 24b<0,d <0, c <0}
E;={(b, ¢, d) € R}|d>+24b<0,d>0,c<0}" (3.2)
Es ={(b, ¢, d) € R®*|d®> — 24b <0, d <0, c < 0}
Ea={(b, ¢, d) € R}|d> = 24b>0, d >0, ¢ >0}
Ew=1{(b, ¢, d) € R}|d?> — 24b >0, d <0, c >0}
En={(b,c d) € R¥d>— 24b>0,d <0, c <0}
E12 ={(b, ¢, d) € R?|d? — 24b > 0, d > Oc < 0}

Proposicidn. 3.5. Dada la familia (R.7) con (b, ¢, d) € R, entonces:

a) Si(b, ¢, d e Riyb >0 entonces el punto critico (0, 0) es un foco inestable y el punto
critico (%, 0) es una silla. Si b < 0 entonces el punto critico (0, 0) es una silla y el
punto (%f, 0) es un nodo estable.
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b) Si (b,c,d) € R, y b >0 entonces el punto critico (0, 0) es un nodo inestable y el punto
(3%, 0) es una silla.

c) Si (b, c, dRs y b >0 entonces el punto critico (0, 0) es un foco estable y el punto
critico (‘é”f, 0) es una silla. Si b < 0 entonces el punto critico (0, 0) es un foco inestable

y el punto critico (%f, 0) es un nodo inestable.

Demostracion: Sea d = b(s + 4), entonces Los puntos criticos asociados al sistema (2.7)
son: (0,0) y (=22, 0). luego, La matriz Jacobiana son:

2c’
0 1 *
M(x, y) = —Eb—2cx d
2 2
Luego,

o 17

M(o,0)= 3b d

2 2

Para M(0, 0), los valores propios son:

1 V

- 1 .
M=, d+ #-24p yA2=,d— d*—24b
Ahora, para (‘32‘;, 0) tenemos que:
n #
b 0 1
M(,.,0)= 3p b(s + 4)
2 2

Con valores propios:
RV — 1 VR
A1=_4 d+ d?+24b yA2=_4d— d? +24b .

a. Si (b, ¢, d)=R1 tal que d®> 24b > 0 Para [, 0), tenemos que Aid, ==3£, entonces
aplicando el Teorema ( obtenemos que el punto critico (0, 0) es un nodo inestable
sib>0yunasillasi b<0.

Ahora, para la M(ibz,co) tenemos que d? + 24b > 48b, entonces:

1. Si b > 0, vemos que AiA; =ib2 entonces aplicando el Teorema (lvemos que
el punto critico (%f, 0) es una silla. Si b <0, A2 <0, entonces el punto critico es
un nodo estable.

2. Sib<0vyd*+24b € [48b,0), entonces el punto critico (iz‘;, 0) es un foco estable.

3. Sib<0vyd?+24b > 0, entonces el punto critico (iz‘z, 0) es un nodo estable.
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b. Si (b, ¢, d) c R2tal que d® _ 24b = O entoncessib, 0Pargq (0, 0)A1= Az =44 luego
el punto critico (0, 0) es un nodo inestable. Luego, notamos que si b = 0, entonces esto

corresponte a la familia (2 .I Ahora, para (23" 0), sib>0tal que d®> _ 24b >0,
ademas A4, = =322 3b Iuego aplicando el Teorema (1@el punto critico (‘3b 0) es una
silla.

c. Si (bc,d) € R3, tal que sj\/d2 —24b < 0 entonces b z_0. Para M(0, 0) los valores

propios son: A1 = L(d+i 24b—d?) y A, = Y(d+ i 24b— d?), luego aplicando el
Teorema ([1.9), el punto CrItICOI\AO 0) es un foco inestable. Ahora, para b > 0 vemos
que d? +24b > 0, tal que para =3b aS|

aplicando el Teorema ( tenemos que el punto critico ( 23’Cb, 0) es una silla.

Proposicidn. 3.6. Dada la familia (.7) con ¢ = 0, entonces:

a) si (b,c,d) e Ra y b >0, entonces el punto critico (0, 0) es una silla. Si b < 0, entonces
el punto critico (0, 0) es un nodo estable.

b) Si (b,c,d) € Rs y b > 0, entonces el punto critico (0, 0) es un nodo inestable.

c) Si(b,c,d) € Rsy b >0, entonces el punto critico es un foco inestable. Si b < 0, entonces
el punto critico (0, 0) es un foco estable.

Demostracién: Con ¢ = 0, la familia (.7) tiene la forma:

X =y
y = gy - 3bx

Aqui, vemos que el (nico punto critico asociado al sistema ( es (0, 0). Entonces, la matriz
jacobiana del sistema evaluada en el punto critico es:

0 #
M(0,0)= 3

N |c~
N Q=

Para M(0, 0), los valores propios son:
1 1 v
A =4‘d+ d> — 24b y)l2=_4d— d> — 24b

a. Si (b, 0, d) € Ry tal que d*> — 24b > 0, tenemos que AiA; = ié’, entonces si b > 0
as’l, aplicando el Teorema ) El punto critico (0, 0) es unasillaysib<0y A1 <0

entonces el punto critico (0, 0) es un nodo estable.
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b. Si (b, 0,d) € Rs tal que d*> — 24b = 0, tenemos que A1A; = gﬂ as’1, aplicando el Teorema
(1.9) el punto critico (0, 0) es un nodo inestable.

1A
T(d+i 24b d?)y A =
_— 2

c. Si (b,0,d) € Rs tal que d*> — 24b < 0, tenemos que A; =
4

1 v

Z(d — i 24b — d?), entonces si b > 0 aplicando el Teorema ( el punto critico (0, 0)
es un foco inestable y si b <0y A1 <0 entonces el punto critico

estable.

0, 0) es un foco

Ahora, veremos las variedad estable asociadas a los sistemas [2.6) y (2.7)

Proposicion. 3.7. La variedad estable asociada al sistema ( en el punto (‘3;’:, 0) es:

c(x+ 30° )2
S:y= —ZC

- (v—w)(v—2w)

Demostracion: Veamos la estabilidad de la familia ( en el punto (‘3—"2,0) aplicando

2c
el teorema (1.13):

Veamos los valores propios de la matriz jacobiana de la familia ( evaluada en el punto

—3qg2
(Zc,% -
0 1
A=" 3¢ d°
2 2
1 v 1 \V
Sea, w=A; = 4[d+ d?+24a%] y v=A - 4[d— d*+ 24a 3.
Entonces, B(x) = C1AC = w0
0 v
X2 1
F(x) = 0 , G(x) =
—cx v—w —1
et o F 0o 0" b #
u(t) = , V()= b=
0 O 0 ev 0
Luego,
u(t, b) = 0.
evth,
u(t, b) = 0
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ud(t, b) = e"th, t ew(ts) Lo owg ds— 2l
— 1 e — 1 e
) .
+
' 0 0 0 . 0 p2c  2ws t 0 €y (t—s) b2c  2ws
. v-w v—w
ezwt[ewt_l]

wt b2c
e b1 +— w(v—w)

1

U(z)(t, b) =

bZCEZWt
(v—w)(v—2w)

Por lo tanto podemos aproximar por (/2(b1) = b1, entonces la variedad estable puede aproxi-
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marse por

2
c(x+35.)2

(v—w)(v—2w)

S:y=

como x — 0. Del mismo modo obtener Iasgaestable
U:x+ _ 2cy2
 (v=w)((v—2w)

2c

2c

Proposicion. 3.8. La variedad estable asociada al sistema (2.7):

24



a) Para b <0 en el punto (0, 0) es:

S:y=__<o

- (v—w)(v—2w)
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c(x+32)2

S: y =_(V—w)(v—ZW)
Demostracion: a) Veamos la estabilidad de la familia (2.7) para b < 0 en el punto (0, 0)

aplicando el teorema (1.13):
Veamos los valores propios de la matriz jacobiana de la familia (2.7) evaluada en el punto

(0,0). .
0 1 #
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35
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1
24—

d? — 24b].
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Entonces, B(x) = CT1AC =

© =
< o
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F(x) =

40



41



—CX
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# 1]

e 0
0 0 0
Luego,
u(t, a) = 0.
wt
a
eta ‘ eW(t—s) 0 a’c e2ws
— 1le
1
+ 1 2ws
0 0 0 0 V—_w
a’c
v—w
wt a2ce?"t[e"t-1]
e”a, +— w(v—w)
1
u(t, a) =

alce2wt
(v—w)(v—2w)
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0

0 0

0 ev(t—s)
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Ve V.

2

Por lo tanto podemos aproximar por ¢>(a1) = a1, entonces la variedad estable puede apro-

Ximarse por

2
. p— cX
S: y= (v—=w)(v—2w)
como x — 0. Del mismo modo obtener la inestable,

. _ 2
U:ix= ( _iv-2w

b) Veamos la estabilidad de la familia (2.7)"en el punto (=2, 0), esto es cuando es b > O:

0 1
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[d -

d
+ 24b].

52



Entonces, B(x) = CT1AC =

© =
< o
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u(t) =

eWt

, V(t) =

57

0 evt
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e"a
uM(t, a) = 1 f f
0 n # ©
eWta t ew(t—s) 0 a?c eZWS 0 0
. —1le ds— 0 evts)
1 t
u(t, a) =
+ 1 2ws
0 0 0 0 v—w
a’c
v—w
t azce?"t[e"t—-1]
e"'a; +— w(v—w)
1
2c
u(z)(t’ a) =
a2ce2wt

(v—w)(v—2w)
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Por lo tanto podemos aproximar por ¢»(a1) = a1, entonces la variedad estable puede apro-

Ximarse por

c(x+32)2

S: y =_(V—W)(v—ZW)
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como x — 0. Del mismo modo obtener
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P x+ 22
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2cy



63



64



Capitulo 4

Bifurcaciones

En este capitulo analizaremos el estudio de las bifurcaciones de la familia (2.7).

4.1. Familia Vv

Proposicion. 4.1. Sean los conjuntos R7 y Rs, ellos son bifurcaciones transcriticas del

sistema [2.7)

Demostracion: Sea P1: (0,0) y P> : (23?", 0) de la proposicién ). Si (b,c,d) € E5 en-
tonces P1 es una silla y P2 es un foco inestable, cuando (b, ¢, d) € Ry, P1 y P2, ellos colapsan

en un punto critico, cuyo punto es una clspide. Luego, cuando (b, ¢, d) € E, entonces P1 es
un foco inestable y P, es una silla. Similarmente, ocurre el mismo comportamiento cuando
observamos que (b, ¢, d) € E;, entonces (b, ¢, d) € Ry y finalmente (b, ¢, d) € Ea.

Ahora, sea P1 : (0,0) y P, : (23%’, 0) de la proposicién ). If (b,c, d) € E4 entonces P
es una silla y P; es un foco estable, cuando (b, ¢, d) € Rs, P1 y P2, ellos colapsan en un
punto critico, cuyo punto es una clspide. Luego, cuando (b, ¢, d) € E1 entonces P1 es un foco

estable y P; es una silla. Similarmente, ocurre el mismo comportamiento cuando observamos
que (b, ¢, d) € Ei1, entonces (b, ¢, d) € Rs y finalmente (b, ¢, d) € Es.

Por lo tanto, los conjuntos Ry y Rs son bifurcaciones transcriticas de la familia ) |
Proposicion. 4.2. El conjunto {(b, 0, d)|d2 _24b < 03 es una bifurcacién Silla-Foco-Silla

para el sistema((2]7).

Demostracion: Por la proposicion ), si (b,c,d) € Ei, el punto P1 es un foco estable
y P2 es una silla. Ahora, cuando (b, ¢, d) € {(b,0, d)|d*> — 24b <0, d > 0} por la proposicidn
(, P1y P, ellos colapsan en un foco inestable cuando (b, ¢, d) va al conjunto Es. Luego,
ellos aparece de nuevo P1 y P, como un foco estable y una silla respectivamente. O

Proposicion. 4.3. El conjunto {(b,0, d)|d2 — 24b < 0} es una bifurcacion Silla-Foco-Silla

para el sistemd (2.7).
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Demostracion: Por la proposicion ), si (b, ¢, d) € E3, el punto P1 es un foco inestable
y P2 es una silla. ahora, cuando (b, ¢, d) € {(b,0, d)|d?> - 24b < 0, d < 0} por la proposicidn
(, P1y P; ellos colapsan en un foco estable cuando (b, ¢, d) va al conjunto Es. Luego,
ellos aparece de nuevo P1 y P, como un foco inestable y una silla respectivamente.

O

Proposicion. 4.4. Sean los conjuntos E9 y E1o, ellos son bifurcaciones locales del sistema

(2.7).

Demostracion: Sea Pi : (0,0) de la proposicion ). Si (b, ¢, d) € Es entonces P1 es un
nodo estable. Ahora, cuando (b, ¢, d)cEiwo el punto P1 es un nodo inestable. Por lo tanto,
las regiones Es y E10 son bifurcaciones locales del sistema (2.7). O

Proposicion. 4.5. Sean los conjuntos E11 y E12, ellos son bifurcaciones locales del sistema

2.7)
Demostracion: Sea P;: (f—c”, 0) de la proposicién ). Si (b, ¢, d) € E12 entonces P; es un
nodo inestable. Ahora, cuando (b, ¢, d)cE11 el punto P, es un nodo estable. Por lo tanto,

las regiones E11 y E1z son bifurcaciones locales del sistema (2.7). O

A continuacion podras observar de forma detallada las regiones, conjuntos y un mejor
analisis sobre las bifurcaciones de la Familia (2.7):

66



P,:(0.0)
»
P, Nodo Inastatie
PySila
=
Pyl
= P :Foco Inestable
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Figura 4.1: Familia | (2.3) Figura 4.2: (2.7), c=0.

R Py ('3"2‘ 0) P1(0,0)
. 2 »
R Pysils P,:Nodo Estatle
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T PyNotomestatie | P,SHa

P, Foso Establa.
PySila

-
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~_ S

Figura 4.4: (2.7), c > 0. Figura 4.5: (Z7), c < 0.

Figura 4.6: (2.7), c <O0.
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Capitulo 5

Plano Infinito

En este cap’itulo se analiza la estabilidad de los puntos cr’iticos de las diferentes familias
en el plano infinito utilizando la compactificacion de Poincaré definida anteriormente.

5.1. Familial

En la Carta U: el sistema asociado a la familia [2.3] es:

u = _Uuv_c

Vo= —un? (5.1)
El sistema anterior no tiene puntos cr'iticos en el infinito.
En la Carta U, el sistema asociado a la familia [2.3] es:

u =v+cu?

Vo= —cutv (5.2)

Proposicion. 5.1. El (0, 0) es un nodo atractor si ¢ < 0 y repulsor si ¢ > 0.

Demostracion: El punto critico del sistema (5.2) es P : (0, 0).
La matriz jacobiana del sistema es:

M(u, v) =
Luego,

0 1
M(0, 0) =

(0, 0) 00
Asi, A2 = 0. Luego aplicando el Teorema (), sea v+A(u, v) = 0la solucion de v+A(u, v) =

0, donde A(u, v) = cu® entonces v = —cu?, por otro lado tenemos que B(u, v) = cu?v, as’i
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obtenemos que F (u) =—c?u® y G(x) = 4cu®* entonces m =5, n=2,a=_c3 b=4cy
m = 2n + 1, ademas b? + 4a(n + 1) . Por tanto el origen del sistema ( en el plano

infinito un nodo atractor si c <0y un nodo repulsor si ¢ >0.

O

Para ver una ilustracién detallado del sistema sobre la esfera de Poincaré ver la figura (.

5.2. Familia ll

En la Carta U; el sistema asociado a la familia ( es:
u = _uv+2b
v = —uv?
El sistema anterior no tiene puntos cr’iticos en el infinito.
En la Carta U, el sistema asociado a la familia (2.4).
u = v _ 2bu?

—2buv

v

Proposicion. 5.2. El punto (0, 0) tiene un sector hiperbélico y un sector eliptico.

Demostracién: El punto critico asociado al sistema (5.4) es P : (0, 0).
La matriz jacobiana del sistema es:

—4bu 1
M(ul V) =
—2bv —2bu
Luego,
01
M(OI O) - O 0

(5.3)

(5.4)

Asi, A2 = 0. Luego aplicando el Teorema (), sea V+A(u, v) = 0 la solucién de v+A(u, v) =
0, donde A(u, v) = _2bu? entonces v = _2bu?, por otro lado tenemos que B(u, v) = _ 2buv,
as’1t obtenemos que F (u) =4b%u® y G(x) = 6bu entonces m = 2n + 1y b? + 4a(n + 1). Por
tanto el origen del sistema (b.4) en el plano infinito tiene un sector hiperbblico y un sector

el’iptico.

O

Para ver una ilustracion detallado del sistema sobre la esfera de Poincaré ver la figura (.
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5.3. Familia lll

En la Carta Ui el sistema asociado a la familia (2.5] es:

u = _u*v+2a
v = —uv? (5.3)

El sistema anterior no tiene puntos cr'iticos en el infinito.

En la Carta U, el sistema asociado a la familia (.5).

u = v _ 2au?

v' = —2auv (5.6)

Proposicion. 5.3. El punto (0, 0) tiene un sector hiperbolico y un sector eliptico.

Demostracién: El punto critico asociado al sistema (b.6) es P : (0, 0).
La matriz jacobiana del sistema es:
—4dau 1

M V) =
—2av  —2au
Luego,
01
M(0, 0) =
(0,0) 0 0

Asi, A2 = 0. Luego aplicando el Teorema ([L.11)), sea v+A(u, v) = 0 la solucién de v+A(u, v) =
0, donde A(u, v) = 2au? entonces v = _2au?, por otro lado tenemos que B(u, v) = _2auv,
as’1 obtenemos que F (u) =4a%u® y G(x) = 6au entonces m = 2n + 1y b?> + 4a(n + 1). Por
tanto el origen del sistema ( en el plano infinito tiene un sector hiperbélico y un sector
el’iptico. O
Para ver una ilustracién detallado del sistema sobre la esfera de Poincaré ver la figura (.

5.4. FamilialVv

Haciendo una sustitucion de, d = a (p + 4).

En la Carta U el sistema asociado a la familia (2.6).

. 2
U = —ulv+ dw 3V _ ¢

vV =—uv

El sistema anterior no tiene puntos cr’iticos en el infinito.
En la Carta U el sistema asociado a la familia (2.6).
uo= v — 3022y + cu®

dv?

5.8
v o= _T+§azuv2+cu2v (5.8)
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Proposicion. 5.4. El punto (0, 0) es un nodo estable si ¢ < 0 y inestable si ¢ > 0.

Demostracion: El punto critico asociado al sistema ( es P : (0, 0).

La matriz jacobiana del sistema es:

=& +3a% + 3cu? 1— 4 3022
M(u,v)= 3 2 2
2g2y? —dv+3auv+cu
Luego,
0 1
M(0, 0) =
(0, 0) 00
Asi, A2 = 0. Luego aplicando el Teorema ([L..11), sea v = f(u) una solucién de v+A(u,v) = 0
entonces sea v = f(u) = —cu® + ... una aproximacioén a la solucidon por series de Taylor,
ademas tenemos que B(u,v) = d"—+ 30%uv? + cu v, entonces F(u) = -c2uw +
Gu)=cu*+...,as’im=5n=2,b=4cvy a= _c* Por tanto el origen en el plano |nf|n|to
es un nodo estable sic<0 e inestable sic>0. O

Para ver una ilustracion detallado del sistema sobre la esfera de Poincaré ver la figura (6.4).

5.5. FamiliaVv

Haciendo una sustitucion de, d = a (s + 4).

En la Carta U: el sistema asociado a la familia (2.7).

u = —u2v+dL2" —3—"2"—c
. 5 (5.9)
V. = —uv
El sistema anterior no tiene puntos cr'iticos en el infinito.
En la Carta U, el sistema asociado a la familia (.7]
Uu = v— duv + 3ZbU2V+CU3
dv? (510)
vV = —, + buv +cu’v

Proposicion. 5.5. El punto (0, 0) es un nodo estable si ¢ < 0 e inestable si ¢ > 0.

Demostracién: El punto critico asociado al sistema (5.10) es P : (0, 0).

La matriz jacobiana del sistema es:

— % 4 3puv + 3cu? 1 — duy 3p2
M(u,v)= 3 Z 2+ 2
>obv + 2cuv —2dv + 3buv +cu
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Luego,

01
M@©,0)= |
Asi, A2 = 0. Luego aplicando el Teorema (, sea v = f(u) una soluciébn de v+ A(u, v) =0
entonces sea v = f(u) = —cu® + ... una aproximacion a la solucién por series de Taylor,
ademas tenemos que B(u, v) = —C%+ izbuv2 + cu?v, entonces F(u) = -c2u> +...y G(u) =
cu*+...,as’im=5n=2b=4cy a= _c% Portanto el origen en el plano infinito es un
nodo estable si c <0 e inestable si ¢ > 0. O

Para ver una ilustracion detallado del sistema sobre la esfera de Poincaré ver la figura (6.5)

y (6.6) .
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Capitulo 6

Retrato De Fase

En este capitulo podemos observar el retrato de fase de cada Familia cuadratica multi-
parametrica.
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Figura 6.4: Familia IV (2.6)
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