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Capitutro 1

INTRODUCCION AL ALGEBRA ABSTRACTA

1.1 Grupos

— Definicién 1.

Sea G un conjunto no vacio. Llamaremos a G un grupo, si los siguientes
axiomas se verifican:

(G1) Cada (z,y) € G X G tiene asociado un z € G. Escribiremos z = xxy
y llamaremos a * la operacion en G. (Usualmente escribiremos zy en
lugar de x * y).

(G2) Vz,y,z € G se cumple que z(yz) = (zy)z.
(G3) Existe un elemento 1 € G tal que Vz € G, frmfo]—— -z = x.

(Gy) (Vxz € G)(Jy € G) tal que yz = 1.

.

— Definicion 2.

Sea G un conjunto no vacio

(1) Si G esun grupo y se cumple que zy = yz Vz,y € G diremos que
G es un grupo abeliano o conmutativo.

(2) Sien G se verifican los axiomas (G1) y (G2), entonces G se llamard
un semigrupo.

(3) Si G es un conjunto finito, entonces el nimero de elementos de G, se
llamard orden de G y lo notaremos con |G|.

.

1.1.1 Ejemplos.

(1) R,Q, Z con la suma son grupos abelianos.

(2) Notemos con R* = {z € R : z # 0}. Entonces R” con la multiplicacién es

un grupo.

(3) Sea Q # ¢. Definamos G = Sym(Q2) = {f : Q@ — Q : f es biyeccién} con

la composicion de funciones es G un grupo no abeliano.



Algebra lineal / Primera edicién

(a) Sean f,g € G. Demostremos que f o g € Sym(Q) :
f o g es inyectiva:

Supongamos que (f o g)(z1) = (f o g)(z2), x; € Q. Entonces
flg(@1)) = flg(x2)) = glz1) =g(z2) = a1 =22

f o g es sobreyectiva:

Sea y € €. Entonces existe z €  tal que y = f(z). Por otro
lado, para este x, existe w € 2 tal que + = g(w). Entonces

(feg)(w) = flg(w)) = f(z) =y.
(b) Sean f,g,h € G. Entonces:

Va € Q se cumple:

((feg)oh)(z) = [flg(h(x)))
(felgoh))(z) = [flg(h(x)))
Entonces se verifica (Gy).
() 1 =1Ig,estoes, Io(z) =2 Va € Q. Esclaro que In € G. Y ademds
Io-f=f VfeG.
(d) Dado f € G, siempre existe f~1: Q — Q tal que
Y f@) =z =1Ig(z) Yre.
Es conocido que también f~! es una biyeccién, es decir, f~1 € G.
(e) Engeneral fog## go fpara f,g € G.

Caso Especial: Q = {1,2,...,n} CN.
Las funciones de Sym/(2) las llamaremos permutaciones y escribiremos

Sym(Q) = Sym(n) = S,. El grupo S,, se llama grupo simétrico sobre
n cifras. Note que si f € .5), se tiene que

Una representacion usual para f es:
f7< 1 2 3 - n >
S\ f@ e e fn)

Por ejemplo: representa la permutacién f tal que

2 31
f)y=2, f(2)=3yf@B)=1

Observe que |Sym(n)] = n! = n(n —1)---1. Sea f € Sym(n),

digamos
i ( 1 2 - on )
f @ - fm))
Entonces para f(1) se tienen n opciones, en efecto 1,2, ..., n.
Para f(2) se tienen n — 1 opciones, los elementos de 2 — {f(1)} y asi
sucesivamente
Conclusioén:

Universidad del Atléntico
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n
|Snl :H(n—i+1):n(n—1)~-~1:n!.
i=1
Si el nimero de elementos de 2 es mayor o igual a 3, se tiene que S, no
es abeliano.
Sean wy, we, w3 €  distintos dos a dos. Definamos f, g € Sym(n), de
la siguiente manera:

Jw1) =wy | g(wr) = wy
J(w) = w1 | g(ws) = ws flw) =g(w) =w
f(ws) =ws | g(ws) = ws | Yw € Q — {wr,ws, w3}

Entonces tenemos:

(f9)(w1) = f(g(w1)) = f(w1) = w2

(9f)(w1) = g(f(w1)) = g(wz) = w.
Esdecir fog#go f.

(4) Definamos G := GL(2,R) = {((Fl Z) ca,bec,de€R, ad—bc= /\}.

Con la multiplicacién usual de matrices se cumple que G es un grupo no

abeliano.
10
(o 1)

1

b) € G, se verificaque g7 =

Dada g = d
det(g) = ad — be.

(d 7b) donde \ =
—c a

o 1 /fd —b\[fa b

g9 = — a c d

A
_ ad — bc 0
o 0 ad — be
1 1 0
X')‘<0 1)’1‘

(5) Seana,b € R, a # 0. Definamos la funcién

T,l_’b:R*)R
T —ax+b

Sea ahora £ := {T,; : a,b € R, a # 0}. Con la composicién de funciones
se demuestra que £ es un grupo no abelinano.

(a) SeanT, ;,T.q € L, x € R.Entonces
(TapoTea)(x) = Top(Tea(w))
= T,p(cx+d)
= alcz+d)+b
= (ac)r+ (ad+b)
= Tucadtd(2).

Es decir Tgp 0 Te g = Tac,ad-‘rb(x) €L

Universidad del Atléntico
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(b) La asociatividad es clara.
© Ig=Tip=1.

(d DadaT,p € L , T} =T,1 4,1 €L
Esto demuestra que (£, o) es un grupo.
Es fécil verificar que no es conmutativo.

~— Teorema 3. 2

Sea G un grupo, con médulo 1.

(1) Vx € Gsecumple z - 1 = .
(2) Sean z,y € G. Si yxr = 1, entonces xy = 1.
(3) Existe un tinico 1 € G que satisface (1)(Gs).

@) Vz € G, 3dly € G tal que yr = 1. Llamaremos a y el inverso de x
y los notaremos con z L. (Si G se escribe aditivamente, escribiremos
—x).

O) V2 e G () ==

6) Vr,y € G (zy)t=y to L.

DEMOSTRACION.
(1) y (2) De la definicién 1 (G3) se sigue que existen y, z € G tales que
yr =1 A zy = 1.
con esto se sigue: z -1 = z(yz) = (zy)zr =1 -z = z.

Entonces: = z-1 = z(1-1) = (2-1)-1 = z- 1. Esto demuestra (1). Ademds
se cumple:

(3) Supongamos que e € G es también un médulo. Entonces z = ex Vz € G,
enparticular 1l =¢-1 =e.
N——

1
(4) Seax € Gy supongamos que existen y, z € G tales que
yr = zx = 1.

Entonces

y=1l-y=(a)y=z(zy)=2-1==z

(5) De la definicién de =~ ! se sigue que 'z = 1 Va € G. De (2) se tiene que
zx~! = 1, estoes, T es el inverso de z~ 1, por lo tanto x = (z~1)~L.

(6) Sean z,y € G. Entonces

(yla ™ (ay) =y @ )y =y

1y =1.

Universidad del Atléntico
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1 1

27l = (ay) .

~— Teorema 4. ~

(Leyes de cancelacién) Sea G un grupo, a,z,y € G.

De (5) se sigue que y—

(1) Siax = ay, entonces x = y.

(2) Siza = ya, entonces x = y.

DEMOSTRACION.
M z=1-z=( a)r=aYar)=a Y ay) = (ala)y=1-y=vy.

(2) Se demuestra de manera andloga al inciso (1).

Teorema 5.

Sea G un grupo, a,z,b € G. Las ecuaciones ax = by ya = b tienen
soluciones tnicas en G.

DEMOSTRACION. En efecto
(1) Consideremos la ecuacién ax = b.

(i) Existencia de la solucién: a~'b. En efecto, a(a™'b) = (aa )b =1-b =

b.

(i1) Unicidad de la solucién: Supongamos que existen x1,x2 que la satis-
facen. Entonces, ar; = b = axa = ax; = axa, luego por el
teorema (4) r1 = 2.

(2) Se deja como ejercicio para el lector.

— Definicion 6. ~

Sea G un grupo, g € G. Definimos g" para n € Z, de la siguiente manera:

gO =1
gt = ¢g"-g. para n>0
" = (g para n<O.

. J

— Teorema 7. ~

Sea g € G. G es un grupo. Para n, m € Z se cumple:

n+m

1. gn . gm =g — gm . gn‘

2. (g")" =g""

| J

DEMOSTRACION.

Universidad del Atléntico
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1.(a)

(b)

©

(d)

2.(a)

(b)

Demostremos por induccidén que si n, m > 0, entonces

- Sim = 0, tenemos: g" ~g0 =g"-1=g"= g”+0,

- Supongamos ahora que para m > 0 la afirmacién se cumple. Entonces se
sigue:

gngm—H — gn(gm . g) — (gn . gm)g =g

n+m n+(m+1)

"9=9
Demostremos ahora que si k > 0, entonces se cumple que
g Fg =g

k

Si utilizamos (a) se tiene g* = g¢g*~! ya que k — 1 > 0. Entonces:

gF=(") = (g ) = () gt =g gt = gL
Multiplicando a la derecha por g tenemos:

gFg = g=F+L,

Por la parte (b) y por la definicién se cumple que

gntm . g = gntmtl Vn,m € Z.

En efecto, para n + m > 0 se tiene la definicién y para n + m < 0 se tiene en

(b).
Como en (a), se demuestra por induccién sobre m que ¢g" - g"* =
grtm VYn € ZyVm > 0.

Para completar la prueba de 1), falta demostrar que

n.gTM=gnm Y eZyVYm > 0.

g -9

Se cumple que: g gMm = gn—mtm — gn Entonces
g =g (g™ =" g
(Hemos multiplicado por (¢™)~1).

Por definicidn se sigue que

Sean < 0. Entonces
() g=g™™) ) =g

Es decir (") ! =¢g™ VneZ

Demostremos ahora que (¢™)™ = g™™

cion sobre m)
- m = 0, entonces

Vm > 0y para cualquier n. (Induc-

Universidad del Atléntico
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0 0 0
(g =1=4"=g"
- Supongamos que ya estd demostrada la afirmacién para m, entonces

(gn)erl — (gn)m . gn _ gnmgn — gnm+n _ gn(m+1).

(c) Seam > 0, entonces

Sea G un grupo, g € G. El conjunto & := {¢" : n € Z} es un grupo con la
operacion definida sobre G.

DEMOSTRACION. Ejercicio.

1.2 Subgrupos

Definicion 9.

Sea G un grupoy ¢ # U C G. Llamaremos a I/ un subgrupo de G, si se
cumple el siguiente criterio:

Ve,yelU : axy'el.

Nota: Dado que U # ¢, existe por lo menos un v € Y. Entonces por la definicion
de subgrupo se tiene que

wl=1el.

Se puede verificar facilmente que si U/ es un subgrupo de G, entonces U/ con la
restriccion de la operacién de G es en sf un grupo. (Verifiquelo!)

Usaremos la notacién &/ < G para indicar que ¢/ es un subgrupo de G. Si U
es un subconjunto propio de G escribiremos U < G.

1.2.1 Ejemplos.

1. Sea G un grupo, entonces G < Gy {1} < G. Estos subgrupos los
denominaremos subgrupos triviales de G.

2. Z con la suma es un grupo. Sean n € Z, definamos
nZ = {nk: k € Z}

Se verifica que nZ < Z.

(a) Evidentemente nZ # ¢: n=mn-1¢€nZ.

(b) Sean nky, nky € nZ,entonces

Universidad del Atléntico
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nky + (—nkz) = n(lﬁ — kQ) € nZ.

3. Sea Q) = {1,2,3} y G = S3 = Sym(3). Entonces & = {(1), (123), (132)}
es un subgrupo de G.

4. Sea G = GL(2,R)

a 0
L{.—{(b C).a,b,cG]R , ac;«éO}

Del ejemplo (1.1.1)(4) sabemos que dado v € U, digamos

“=(; 2)

Se cumple que

1 c 0
-1 _
U™ = ta@ (—b a) cu

Es claro que la multiplicacion es cerrada en U.

5. Sea nuevamente G = GL(2,R)

u::{(“ b):mb,c,deR ; abfcdzl}
c d

Se demuestra que U < G.

~— Teorema 10. 2

1. Sea I un conjunto de indices, {{;};cssea una familia de subgrupos de
un grupo G. Entonces D := ﬂ U; < G.
iel

2. SeanU,V < G.

UUV)KG = UCY Vv VCU.

. J

DEMOSTRACION.

1. Dadoque 1 € U; Vi€ I,setieneque 1l € Dy porlo tanto D # ¢.
Sean z,y € D. entonces x,y € U; Vi € I,esdecirzy ™ €¢lU; Vie I, lo
cual demuestra que zy~ ! € D.

2. Note que

Sid CV,entonces UV =V < G
SiV CU,entonces UV =U < G.

Reciprocamente, supongamos que (Y UV) < Gperod ¢V A V Z U.
Entonces existenu € U=V yv € V-U. Dado que u,v € UUVy (UUV) < G
se tiene que uv ™! € (UUV). Entoncesuv™t € vV  wuv~! € V. Sin perder
generalidad supongamos que uv~! € U, entonces existe z € U tal que

Universidad del Atléntico
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wl=z = ov=zluecl. (absurdo)

Entonces nuestro supuesto es falso.

1.2.2 Observacion.
En general no se cumple que / UV < G cuando < G, V < G.

1.2.3 Ejemplo. U =27, V =3ZUUV £ Z. Luego2+3 =5 ¢ (UU V).

~— Definicion 11. ~

Sea G un grupo y M C G. Definimos

Y lo llamaremos el subgrupo generado por M.

- J

— Lema 12. ~

Sea G un grupo, Y < G. Para g,h € G, definamos sobre G la siguiente
relacién

gvuh < g lthel.

(O equivalentemente g v~y h < h € gl).
Entonces -, es una relacién de equivalencia.

. J

DEMOSTRACION.

1

1. Dadoque g~ - g = 1 € U, se tiene que g “~y g.

2. Supongamos que g~ h. Entonces g~'h € U, es decir, existe u € U tal que
g 'h = uentonces h'g = u~! € Y. Por lo tanto h «y g.

3. Supongamos que g v~y b A h ey k. Entonces g'hed A hT'k e
U = (@'rhrlheu = glked = gwyk
Entonces -, es una relacién de equivalencia sobre G.

Las correspondientes clases de equivalencias son:

l9] = fhel:hwyg}
{helU:g'heu}
= {hel:hegld}
= gu.

Dado que v, induce una particién sobre G, se tiene entonces que

G=lg=U o

geG ise
y ademads
_J o sihggld
guﬂhu—{gu sihegu’

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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Si elegimos de cada clase lateral glf exactamente un elemento y formamos con estos
elementos un conjunto L, se tiene entonces que

G = |+ g (Unién disjunta).
geL

— Definicién 13. 2

1. La descomposiciéon G = H—J gU se llama descomposicién en clases

geL
laterales de G con respecto a U/. L es denominado un transversal

izquierdo de U en G.

2. Si L es finito, entonces llamaremos a |L| el indice de ¢ en G y lo
notaremos con |G : U]|.
Evidentemente |G : U/ es el nimero de clases laterales izquierdas de

U en G.

-

1.2.4 Ejemplo. Sea G = S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}.
Seald = {(1),(13)}, claramente &/ < G. Se puede mostrar que

(121 = {(12), (132)}
(23)U = {(23), (123)}

Entonces para G se tiene la siguiente descomposicion en clases laterales con respecto
ald:

G=UWO)U @23 U

Es decir L = {(1), (12), (23)} es un transversal izquierdo de I en G.

Teorema 14.

(Lagrange, 1736-1813). Sea G un grupo finito, / < G. Entonces |G| =
|G : U||U]. En particular || y |G : U| dividen el orden de G.

DEMOSTRACION. Sea L un transversal izquierdo de I/ en G, entonces tenemos

G= |+ gU.
geL

Y se tiene entonces:

Gl =" lgul.

geL

Demostremos que |glf| = |U| :
Consideremos la funcién ¢4 : U — gl definida por ¢4(u) = gu.
@ es uno a uno: Si ¢, (u1) = @g(uz), entonces g(uy) = g(uz) luego uy = us.

es sobre: Sea y € gl{. Entonces existe u € U tal que

Universidad del Atléntico
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y = gu = pg(u).

Es decir ¢, es una biyeccién para todo g € L. Por lo tanto |glf| = |U].
Conclusién:

Gl =) Ul = [L|U| = |G : Uju|.
g€eL

1.2.5 Corolario. Sea Gungrupoy |G| =p, punprimo,seag#1 A g€G,
entonces G = (g).

DEMOSTRACION.

Dado que g # 1, se tiene que 1, g € (g) entonces |(g)| > 1. por el teorema (14)
se tiene | (g)]/p luego |(g)| = p = |G| = G = (g).

U < G: Sean u,v € U, entonces

_ €1 €
U=Ty T

— % O
v =1 Ty

T, €M, g, a;, €F, n,méeN.

Se sigue
(5] .

w = (27wl (@t am) T = 25t aSr e, @ 7Y € U entonces

u <.

Nota: Otra carecterizacién usual para (M) es la siguiente:

M)y={x1--xp:neN, z;eM V I-AEM}

(2

DEMOSTRACION. Ejercicio para el lector

~ Definicién 15. \

Sea G un grupo, U < G, g € G. Definimos gl := {gz : * € U}y
llamaremos a g/ la clase lateral izquierda de g con respecto /. Correspon-
dientemnte se define Ug := {xg : € U} la clase lateral derecha de g con
respecto U.

Nota: g =U & gelU.

DEMOSTRACION. Supongamos que gif = U. Dado que 1 € U se tiene que
g=g-1€l.

Reciprocarme. Sea g € U, claramente gi/ C U.

Sea ahora u € U, entonces u = (g9~ )u = g (¢"'u) € gl, es decir U C gl.
~——
eu

Del teorema (10)(1) se sigue que M C (M) < G.
Sea ahora V < G tal que M C V. Entonces por la definicién de (M) se cumple
(M) C V, es decir (M) es el subgrupo de G mds pequefio que contiene a M.
Nota: Si M = {g¢}, escribiremos (g) en lugar de ({g}).

Universidad del Atléntico
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— Teorema 16. 3
Sea G un grupoy M C G.
1. Si M = ¢, entonces (M) = {1}.

2. SiM = ¢, entonces (M) = {z5'-- 25" :neN, zeM, g€
Z}.

DEMOSTRACION.
1. Evidente.

2. Definamos U := {z7'---air :neN, =z, €M, ¢ €Z}.
Objetivo: Demostrar que (M) = U.

(@) U C (M): Seau € U, entonces u = z3' - - - z& donde
meN, z; €M, g €Z. Cadazi € (M).
Dado que (M) es un subgrupo de G y por tanto cerrado, se tiene que
u e (M).

(b) Demostremos ahora que M C U < G. Esto trae como consecuencia

que (M) CU.

M CU:Seax € M,entonces z = z' € U.

— Definicién 17. ~

Sea G un grupo, M,V < G. Definimos

uy: = {w:ueld, veV}
U't: = {ut:ueld}

. J

~— Teorema 18. N

Sean U,V < G.

LU 't=u.
2.UV<G & UV =VU.

DEMOSTRACION.

1. Demostremos que i/ C UL yU~t CU.
Sea u € U, entonces u = (u~!)~! € UL, Seau~! € UL, entonces, dado
queu € U yU < G se tiene que u~' € U.

2. Supongamos que UV < G, entonces (UV)~! = UV, pero
UV t=viuTt=vu = Uv=VUu.
Sea ahora /V = VU. Demostremos que UV < G.

Sean ujvy, ugvg € UV. Entonces

Universidad del Atléntico



Introduccidn al dlgebra abstracta

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta

(ulvl)(uzvg)_l = (ulvl)(vglugl) = (vw;l)ugl = wuv €UV
—_—

eVu=uy

Entonces uv < G.

Teorema 19.

Sean UV < G, entonces U, V finitos.

v
Uny

uvl =

DEMOSTRACION. Sea T un transversal izquierdo de :{ NV en U, esto es

U=HtUnNV). (1.1)
teT
Entonces
Uy = |+ tv. (1.2)
teT

1. [+ tV CUV: se sigue del hecho de que T" C Uf.
teT

2. UY C | H tV:
teT
Sea uv € UV, donde u € U, v € V. De (1.1) se sigue que existen ¢t € Ty
w € (UNV) tal que u = tw, entonces

wv = (tw)v = t(wv) € tV C [+ V.
teT

Hemos demostrado entonces UV = |+ tV.
teT

Demostremos ahora que esta interseccion es disyunta. Supongamos que
tiv1 = tovg € 1V NV, donde t; € T, wv; € V. Entonces

t;ltl = vQUfl eUnNy) (recordemos que T' C U)
Es decir

ty it (UNY) Uny)
tl(umV) = tQ(Z//ﬁV)

Dado que T es un transversal se tiene que t; = t5. Esto demuestra que la Unidn es
disyunta.
Se sigue ademads

V] =[VI].

Entonces

UV
Uny|

UV| =TIV = U - UNV|V| =
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~ Definicién 20. \

1. Un grupo G se llama ciclico, si existe g € G tal que G = (g).
Del teorema (16)(2) se sigue que (g) = {¢" : n € Z}.

2. Sea g € G. El niimero natural n més pequefio para el cual g" = 1 se
denomina orden g y lo notaremos con o(g), si tal nimero existe. si no
existe escribimos o(g) = oco.

1.2.6 Ejemplos.
1. Z= (1) =(-1), o(1) = o(—1) = 0.

2. G ={-1,1} C R con multiplicacién G = (—1), o(—1) =2

— Teorema 21.

Sea G un grupo, g € G, G = (g) y o(g) = n.

1. Si g™ =1, entonces n|m (m € Z).

2. G={Lg,..a" '}y |G| = o(g).

DEMOSTRACION.
1. Por el algoritmo de la division m = nr +s, 0<s<mn, r € Z. Entonces

S

1:gm:gnr+s:gnr ~gS=1~g5=g
=1

por la eleccién de n, se tiene entonces que s = 0 luego n|m.

2. Definamos U := {1,g,...,¢" '}. Es claro que i/ C G. Sea ahora
g€ lg)yk=nr+s, 0<s<n,entonces

gk:gnﬂrs:gnr.gs:gs 61/{7 = (g)gG

Supongamos ¢° = ¢/ con 0 < i < j < n. Entonces g% = 1, de la parte (1) se
sigue que n|(j—1i) entonces j—i =0 = j = i. Entonces |U| = n = o(g).
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1.3 Homomorfismos

— Definicién 22. ~

Sean G y H dos grupos.

1. Una funcién ¢ : G — H se llama un homomorfismo (de grupos) si y
solo si, para todo x,y € G se cumple que

e(zy) = o() - p(y)

El conjunto de todos los homomorfismos de G en H lo notaremos
como Hom(G, H).

2. Seap € Hom(G, H).

(a) Si p es sobreyectiva, entonces llamaremos a ¢ un Epimorfismo.
(b) Si ¢ es inyectiva, entonces llamaremos a ¢ un Monomorfismo.
(c) Si  es biyectiva, entonces llamaremos a ¢ un Isomorfismo.

(d) Si¢: G — H esun isomorfismo, entonces diremos que G y H
son isomorfos y escribiremos G = H.

(e) Si ¢ € Hom(G,G), entonces llamaremos a ¢ un Endomor-
fismo, escribiremos End(G) en lugar de Hom(G, G).
Los isomorfismos de End(G) los llamaremos Automorfismos y
el conjunto de todos estos lo notaremos con Aut(G).

3. Sea ¢ € Hom(G, H). Definimos

Im(e): = {e(9):9€ G} (imagendeG)
{9€G:9(9) =1} (nucleodeG)

2
E
I

Es también usual la notacién kern(p) en lugar de N (). (Derivada de
la expresion kernel (nucleo))

- J

1.3.1 Ejemplos.

1. Sea G = GL(2,R) y H = R? (grupo multiplicativo de R). Para g € G,
definamos ¢(g) := det(g).
Sabemos que p(gh) = det(gh) = det(g) - det(h) = ©(g) - (h). Es decir ¢
es un homomorfismo.

© es un Epimorfismo, en efecto, si a € R¥, entonces

a 0
©(g9) = a,donde g = (0 1>.

2. Sea G = R como grupo aditivo, H = {z € R : z > 0} < R”. Definamos
¢: G — Hasi: p(x) = e® paraz € R.
© es un Homomorfismo:

Pz +y)=e" =e" el = p(z) - p(y).

© es un Momorfismo:
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Recordemos que si z < y, entonces p(z) = ¥ < e¥ = ¢(y).

¢ es un Epimorfismo: Sea 0 < s € R, entonces ¢(log(s)) = e/9() = s,
Entonces la funcién exponencial es un Isomorfismo, por lo tanto G = H. Es
decir, el grupo aditivo de los nimeros reales es isomorfo al grupo multiplicativo
de los reales positivos.

3. Sea G un grupo, g € G. Definamos la funcién é, : G — G como d4(z) =
g lzgparaz € G.
Entonces para z,y € G tenemos

=1

~

Lz g9~ yg = 04(x) - 04(y).

bg(zy) =g Hay)g =g~

Entonces 6, € End(G).
La funci6n d -1 es la inversa de d,. En efecto

61 = (0g(x)) = 6,-1(g  wg) = g9 tagg™' = =

Entonces d, € Aut(G).

El conjunto {4, : g € G} lo llamaremos conjunto de los automorfismos interiores de
G y lo notaremos con Inn(G).

Sean G, H grupos, y ¢ € Hom(G, H).
1. o(1) =1.
2.Y9€G, ¢(g7!)=(e(g) "
3. Im(p) < H.

4. N(¢) < Gyademds g 'N(p)g < N(p) VgeG.
(Es decir, g~ 'zg € N(p) Vg€ GyVr € N(p)).

5. © es un Monomorfismo < N () = {1}.

6. ¢ esun Epimorfismo <  Im(p) = H.

- J

DEMOSTRACION.

L1pM)=p)=pl-1)=¢p() p(1) = o1)=1

2. Sea g € G, entonces
elg™) (@) =wlg™ g =) =1 = (g =(pg) "
3. Sean ¢(g1), p(g2) € Im(p)

elg1)((92) 7 =_e(g)eler ') = elgrgy ') € Im(p).
@)

4. Sean g1, g2 € N(¢p), entonces
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e(9195") = plg)e(g ") = e(g1) (e(9) ' =1 = g5 €N(p)
T

y se tiene que NV (¢) < G.
Seag € G, 1z € N(p), entonces:

e(g7zg) = ((9)) L o() e(g) = ((9)) te(g) = 1.
e

Entonces g lzg € N(p) Vge G Vz e N(p).

5. (a) Supongamos que ¢ es inyectiva, entonces existe un unico g € G tal que
©(g) = 1, concretamente se tiene que g = 1, entonces N'(p) = {1}.

(b) Supongamos que N'(¢) = {1}. Sea ¢(x) = ¢(y), entonces
L=o@)p(y™") = eley™),

entonces
ryteN ={1} = zy'l=1 = z=y.

6. Evidente, se sigue de la definicon de Epimorfismo.

— Definicién 24. N

Sea G un grupo.

1. Para g, h € G definimos ¢g" := h~'gh y lo llamaremos el conjugado
de g respecto a h.

2. Si M C G, entonces se define MJ = {29 : x € M}.
(Entonces MY = {glzg: 2 € M} =g ' Mg.

3. Sea N < G. Llamaremos a N un subgrupo normal de G
(notado N < G), si se cumple que g '!Ng = Ng C N, para todo
g € G.SiN < G,y N es normal en G, escribiremos N <1 G.

Nota: Del ejemplo (1.3.1)(3) se tiene que N<IG < N permanece invariante bajo
todo automorfismo interior de G. Esto es, si d, € Inn(G), entonces 64(G) C N.

1.3.2 Ejemplo.
1. Sea ¢ € Hom(G, H), entonces del lema (23)(4) se tiene que N (¢) < G.
2. Si G es abeliano, entonces todo subgrupo de G es normal en G.

3. Siempre se cumple que {1}, G < G.
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~— Teorema 25. N

Sea N < G. Entonces son equivalentes:

1. NJG.
2. Vg € G se cumple que g"'Ng = N.
3. Vg € G se cumple que gN = Ng.

4. Toda clase lateral izquierda de N en G es una clase lateral derecha de
NenG.

5. Toda clase lateral derecha de N en G es una clase lateral de N en G.

6. Vg, h € G se cumple que (gIN)(hIN) es una clase lateral izquierda de
N.

7. Vg, h € G se verifica que (¢IN)(hN) = (gh)N

DEMOSTRACION.

(1) = (2): Por hipétesis N <I G, entonces g~ 'Ng C N para todo g € G.
También se cumple que (¢~1)"'Ng~! C N, entonces

N = (g7'9)N(g~"'g) = g (9Ng")g € g~ 'Ng.
Conclusién: g~'Ng = N para todo g € G.
(2) = (3): Ng =1-Ng = (997 )Ng = g(9~'Ng) = gN.
(3) = (4): Es claro.
(4) = (5): Por hipétesis tenemos:

Vg € G, existe hy € G tal que gN = Nhgy. Dado que

G=[JgN=JNn,

9€G geG

uno tiene todas las clases laterales derechas de
N en G en la forma Nh, y cada una de estas es una clase lateral izquierda de N, en
efecto, Nhy = gN.

(5) = (6): Por Hipétesis Ng = hyN Para algin h, € G. Entonces:
(9N)(AN) = g(Nh)N = g(kpN)N = (gkn)NN = (gky)
(6) = (7): Supongamos que (¢IN)(hIN) = kN, entonces
gh = (g-1)(h-1) € (9N)(hN) = kN.

Es decir: gh € kN, entonces existe n € N tal que gh = kn. Con esto se tiene que
kN = (kn)N = (gh)N.

(7) = (1): Por Hipétesis N - gN = gN, entonces
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——
g INgN=N = ¢ NgCN = NJIG.

Nota: El teorema (25)(7) nos permite definir sobre el conjunto de las clases
laterales izquierdas de N en G una operacién de tal manera que se induce una
estructura de grupo.

~ Teorema 26.

1. Sea N < G y definamos G/N := {gN : g € G}. Estoes, G/N es
el conjunto de las clases laterales izquierdas de N en G.
También G /N es el conjunto de las clases laterales derechas de N en
G. (consecuencia del teorema (25)).
Con la multiplicacién: (¢IN) - (hN) := (gh)N, G /N es un grupo, el
cual denominaremos grupo factor de G con respecto a N.

2. La funcién v : G — G/N definida por v(g) = gN es un Epimor-
fismo y A (y) = N. A v la llamaremos Homomorfismo natural o
canénico de G sobre G/N. (Esto demuestra que los subgrupos nor-
males de un grupo son precisamente el nucleo de este homomorfismo
natural).

DEMOSTRACION.
1. Se verifica que:
(a)

(gN-AN)EN = ((gh)N)(kN) = ((gh)k)N
(g(hk))N = (gN)((hk)N)
gN((hN)(kN)).

(b) N(gN) = (IN)(gN) = (1g)N = gN Vg € G. Entonces el 1 de
G/NesN.

(c) Se cumple que (¢7'N)(gN) = (¢7'g)N = IN = N Vg € G, es
decir, (¢gN)~! = g~ IN. Esto demuestra que G /N es un grupo.
2. (a) vy esun Homomorfismo: v(gh) = (gh)N = gN - AN = ~(g) - v(h).
(b) Es claro que « es un Epimorfismo.
(c)
N@) = {9€Giy(9) =N}
= {geG:gN=N}
—
“geN
= {geG:9geN}
= N
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,—[Teorema 27 (Primer Teorema de Isomorfia).} ~

Sean G, H dos grupos, o € Hom(G, H). Sea y el homomorfismo canénico
de G en G/ y(q) entonces existe un homomorfismo 3 € Hom(G/r(a), H)
con la propiedad o = 3. Se cumple ademis que G/ (o) = Im(a).

G/N(w)

DEMOSTRACION.
Necesitamos construir la funcién 5. Definamos,

/3 : G/,’\/’(a) —H
BlgN(a)) = a(g).

1. [ esta bien definida: Esto es necesario hacerlo ya que un elemento g € G no
queda completamente determinado por una clase lateral gN'(«). La idea es
asegurarse que no importa el representante de la clase lateral que se tome, la
funcién S arroja el mismo resultado.

Demostremos entonces que si g\ (o)) = hN (), entonces a(g) = «(h). Bien,
supongamos entonces que g\ (o) = hA (a), entonces h 1 gN (a) = N (a), lo
cual implica que h~1g € ' (a) entonces al(h™lg) = 1, entonces

L=a(hg) =a(h "a(g) = (a(h)'alg) = alg)=a(h).

2. 5 es Homomorfismo:

B(gN (@) - AN (@) = B(ghN(a))

a(gh)
a(g) - a(h

= Blg

)
N (a)B(hN (o).
3. 3 es Monomorfismo:

N(a)

{gN(a) : a(g) = 1}
{gN(a) : g e N(a)}
N(a)

(Este es el 1 de G/ar(a))-

4. a = p~: Sea g € G, entonces

a(g) = BN () = B(x(9)) = (B7)(9)-

5. Esclaro que 3 : G/ pr(a) — Im(a) es un isomorfismo, entonces
G/N(a) = I'm(a).
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— Teorema 28. \

Sea G un grupo, N 4G, U

N
Q

1. UN =NU < G.

2. UNNQU.

DEMOSTRACION.

1. Es suficiente demostrar que /IN = NI/ (ver teorema (18)(2)).
Dado que N < G, se tiene inmediatamente la condicién por teorema (25)(3).

2. Seau € U, entonces (U NN)* = UY* N N* =Y NN, lo cual demuestra que
(UNN)<IU.

,—[Teorema 29 (Segundo teorema de isomorfl’a).}

Sea G un grupo, N < G y U/ < G. Entonces,

Z/{N/N gZ/{/[/{QN.

G

UN

N
u N
\ /
UNN

DEMOSTRACION. Por teorema (28) sabemos que UN < Gy U NN < Y.
Definamos la funcién ¢ de la siguiente manera:

@:UN%U/UQN
un == UU NN)

1. ¢ esta bien definida: Supongamos que u;n; = usnz con u; € U 'y n; € N.
Demostremos que u1 (U N N) = ug (U NN).
Si uin; = uons, entonces u;lul = ngnl_l € (U NN), entonces
N~ =

eu eN
UNN) = uy 'uy (UNN),
luego

ul(U n N) = UQ(Z/{HN).
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2. ¢ es un Homomorfismo: Sea uj,us € U, mnj,n2 € N, entonces

eN
p(uing - ug,mg) = (p(wuglnlug na)
eu eN
= p(uuz - n)
= wug(UNN)
= (@ NN))(uz(d NN))
= p(urn1) - p(ugns)

3. Evidentemente ¢ es Epimorfismo.
4. p es inyectiva:

Sue(UNN)
N(p) = {un:ueld,neN, uUUNN)=UNN)}
{un:uwe UNN), neN}
N

5. Conclusién
UN/N =UN/pp) = Im(p) = U unN

1.3.3 Ejemplo. 1. Denotemos con Z(+) a Z como grupo aditivo. Sea n € Z.
Hemos demostrado en el ejemplo (1.2.1)(2) que nZ(+) es un subgrupo de
Z(+), dado que Z(+) es abelinano, se tiene que nZ(+) es normal en Z(+).
Note que

JHnZ(+)=k+nZ+) & (j—k)+nZ(+)=nZ(+)
& (J—k) €Z(+)
& n|(j - k)

Por lo tanto: {0,1,2,...,n — 1} es un transversal de nZ(+) en Z, es decir
Z(+) /nz(s) = {J +nZ(+) 1 j €{0,1,2,....,n — 1}}
y por lo tanto
|Z(+) /nz1)| = n

Por otro lado:

(J +nZ(+)) + (k +nZ(+))

(G+E)+nZ(+) sij+k<n
(J+k—n)+nZH+) sij+k>n

Esto trae como consecuencia que Z(+)/pz(4) = (1 + nZ(+)), es decir un
grupo ciclico de orden n.

2. Sea G = (g) un grupo ciclico de orden n. (también o(g) = n). definamos

a:Z(+) =G
a(i) =g Vi € Z(+)
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(a) o es un Homomorfismo: o (i + j) = ¢/t = gt - ¢ = a(i)a().

(b) a es Epimorfismo: Dado que G = (g) = {¢° : j € Z} se tiene que « es
sobre.
(¢) « es Monomorfismo:
N(@) = {jeZ:g' =1}
{j €Z:n|j} =nZ(+)

Entonces Z(+)/nz(+) = G.

- Esto demuestra que salvo isomorfismos existe un tnico grupo
ciclico de orden n, Z(+) /nz(+) = G.

1.4 Permutaciones y signo

Consideremos nuevamente el grupo simétrico Sym(n) o S,,. Estos
Sp ={f:9Q — Q:fesunabiyeccion Q2 = {1,2,...,n}}

— Definicién 30. 2

Sea m € S, llamaremos a 7 un k-ciclo o un ciclo de longitud k, si existen
X1, 22, ..., € ) (distintos dos a dos), tales que 7(z;) = ;41 paral < i <
k—1,7(x,) =1y n(z) = x paratodo z € Q — {z1,...,x}. Estoes:
7T(1‘1) = X2
m(xg) = x3
W(l‘k) =T
m(x) =z
Ve € Q —{z1,..., x5}
O también
. (xl Ty ot Tkl Tk Thpr - wn)
Ty T3 - Tk TL Tkyl v Tn)
6
T = (%1,%2, -+ ,Tk)
Evidentemente: (x1, 22, - ,Zpn) = (i, Tit1, - »Tm, L1, Tie1)-
. 2 3 4 5 6
L4.1 Ejemplo. (, 5 | , - 6) = (1,2,3) = (2,3,1) = (3,1,2). Un 2-

ciclo se llama una transposicién. Si 7 es una transpocion, entonces se cumple

T = (']Z: f) :(j7k)doﬂde]§£kyjqke{l7277n}

Definicion 31.

Seaw € S,. Para z,y € (, si existe k € Z tal que 7¥(z) = y denotamos

T ~g Y.
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~, es una relacién de equivalencia sobre 2.

DEMOSTRACION.
1. ~, es reflexiva:
Seax € Q, se tiene que 7°(z) = Ig(z) = z. Entonces, © ~
2. ~, es simétrica:
Si z ~ ¥, entonces 7° () = y para algiin k € Z. Por lo tanto,

ﬂ—ik(y) =T = Y~k

3. ~, es transitiva:
Supongamos que * ~, yy y ~n z para z,y,z € €). Entonces, existen
k,m € Z tal que 7*(2) = y y 7™ (y) = 2. Ahora,

z = 7T"l(y) — ﬂ_m(ﬂ,k:(x)) — 7T"L+k(.r).

Por lo tanto,
T~z

Sabemos que esta relacién de equivalencia suministra una descomposicion de 2
en conjuntos distintos, concretamente las clases de equivalencia de ~..

Las clases de equivalencia de x € € las llamaremos la érbita de = bajo 7, en-
tonces

Ox(z) = {nF(x) : k € Z}.

Dado que € es un conjunto finito, los elementos z, 7(x), 72(x), .... no pueden
ser todos distintos, i,e. Existen m,n € N tales que m > ny 7" (z) = n"(z), es
decir 7™ "(x) = z. Entonces existen k un natural con esta propiedad pero minimal.
(principio de buen orden).

Tenemos entonces que la érbita de x bajo 7 consta exactamente de los siguientes
elementos:

z,7w(x), ..., ™1 (z) y ademds 7*(z) = z.
1.4.2 Ejemplo. Consideremos 7 € S7 definida por
W:(1234567).
2316 5 47
Entonces (2 se descompone en las siguientes Orbitas:

1 = 72°%), 2==(1), 3=7=%*1)
) {1,2,3}

0.(1) =
4 = 7%4), 6=mn(4)
Ow(4) = {4v6}

5 = 7°6) A T=7°%7) = 0,06)={5} A O(7)={7}.

1.4.3 Ejemplo. Sea 7 € Sg definida por
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W:<12345678>.
6 7418 35 2
Halle la descomposiciin e 6rbitas inducida por 7.
1=7%1), 6=x'(1), 3=72(1), 4=nr3(1), 1=7x41).
Entonces O, (1) = {1,3,4,6}
2=7%2), 7=7(2), 5=n%2), 8=72), 2=7%2)

Entonces O (2) = {2,5,7,8}

— Teorema 33. ~

1. Cada permutaciéon = € S,, se puede descomponer como el producto
(composicién) de ciclos disyuntos dos a dos y ademads esta descom-
posicidn es unica salvo el orden en el que se escriban los ciclos. Esto

es,
m = (21, m(21),. .. ,W"l_l(xl)) < (g, T (TE), - ,W"*’_l(l’k))
donde
k n
n; €N, Y nj=nyQ=H{(@m(z)), -, 7" (x;))}.
= i=1

2. Todo elemento de S,, es un producto de transposiciones (si n > 2).

- J

DEMOSTRACION.

1. Sean x1,x2, ..., x; un sistema de representantes de las orbitas de €2 inducidas
por 7. La 6rbita O () tiene la forma

On() = {(xj, m(xj), -, 7™ (a;))},

con 7%~ Y(z;) = x;, pero 7™ (x;) # x; Vmeonl < k < n.
Definamos

oj = ((zj,m(ay), -, 7 (x;))) paraj = 1,2,.... k.
Tenemos asi k ciclos disyuntos con longitud n;. Sabemos que cada elemento

de § aparece exactamente en una Grbita ya que o;(x) = m(z) y m(x) aparece
solamente en o y bajo el resto de estos ciclos permanece invariante, esto es,

(0102 - 0p) () = 7(x).
Entonces m = 0109 - - - 0.
Sea ahora m = ¢ - - - 7, otra descomposicién de 7 en ciclos disyuntos.
Sea dj = (yj1, ---» Yjm,; ) un ciclo de longitud mj, se cumple que
T(Yjk) = 01 0 (Yjk) = I3 (Yjik) = Yj k1

paral <k <mjy W(yjmj) = y;1. Esto trae como consecuencia

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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G = (i1, (Y1), - 7 1))
Por otro lado existe exactamente una 6rbita Oy (x;) con la propiedad y;; €
O (x;), es decir, para algiin s € Z, 0 < s < nj —1setiene
Ws(xi) = yjl-
Entonces,
A (byn) = 7 (@) = (7 (1)) = 70 () = g,
y ™ (bj1) # bj1 paratodo 1 < m < n;. Entonces, mj = n; y 6; = 0;. En
particular, se sigue que 7 = k.

2. De (1) se sigue que toda permutacion se puede expresar como el producto de
ciclos, entonces es suficiente demostrar que todo ciclo puede escribirse como
el producto de transposiciones.

Sea 1 = (21,2, ..., Ty ) un siclo.
Caso1: m > 1, entonces 7 = (21, Zm)(T1, Tm—1) - - (x1,23)(z1,22). En

efecto

(@1, 2m) -+ (21, Tog1) (T2, 8) -+ (21, 22)) (k)
T sik=m
- { (w1, Zm) - (21, Tht1))T1 = Thp1 Sik<m

Caso 2: m = 1 un ciclo de longitud 1 deja fijo a todo elemento de £2, es decir,
la funcién identidad.

— Teorema 34. \

1. Paran > 2 existe un Epimorfismo sgn : S, — {—1, 1} (como grupo
multiplicativo) tal que sgn(7) = —1 para toda transposicién 7 € S,.
Esta funcién la llamaremos signo.

2. Si fe Hom(Sy, R*), entonces se cumple que f () = sgn(m) o
fm)=1VreS,.

DEMOSTRACION. Sea A = {{i,j} :i,j € Q, i # j}, estoes, A es el conjunto
cuyos elementos son subconjuntos de {2 con dos elementos.

(@) Si o € Sy, entonces A = {o(A) : A € A}. Esto es claro ya que o es
una biyeccion.

(b)Sea A= {i,j} € Aconi < jyseaw € S,. Definamos

1 siw(i) < 7(h)
Zx(A) == {_1 siw(i) > 7(j)

Sea ahoram,0 € S, A ={i,j}coni < j. Consideremos la siguiente tabla.

Universidad del Atléntico



Introduccidn al dlgebra abstracta

CASOS 26(A) | zz(0(A)) | 2re(A)
o(i) <o(j), m(o(i)) <m(a(j)) 1 1
o(i) <o(j), m(o(i))>n(o(j)) 1 - —1
o(i) > 0(j), m(o(i)) <m(o(j)) -1 - 1
o(i) >0(j), m(o()) >n(a(f) | -1 —1
Nota: Hemos considerado el siguiente hecho
(wo)(A) = {(m0) (@), (r0)(j) } = {m(0 (i), 7(0 (i)} = (o (A)).

De la tabla se sigue:

(c) Definamos sgn(m) = H Z(A)
AeA

sgn : Sy, — {—1,1}, entonces tenemos

sgn(wo)

-1 para A= {1,2}
1 en otro caso

.. ) s,
Entonces se cumple: 7/ = w7~

(rrr=1)(@) = wr(n= (i) = n(r(1)) = 7(2) = j
(rrr=1)(j) = nr(n=1(4)) = 7(7(2)) = 7(1) =i
Sea k # i, j, entonces 71 (k) # 1, 2. Por lo tanto

ar(r Y(k)) = n(7~ (k) = k.
——
#1,2

(d) Sea T = (1, 2), entonces Z,(A)

{

(e) Sea 7/ = (i,7) con i # j. Definamos m = (1

Entonces sgn(7) = H Z:(A) = —1.

AeA
2
J
L en efecto:

(rrr= 1) (k)

Conclusién: 7/ = w71

, con esto se sigue:

sgn(r™!) = —1.
—_———
=(sgn(m))~*

sgn(t") = sgn(m) - sgn(7) -
=1

(f) Sea f € Hom(S,,R*) y sea 7 una transposicién, entonces 1 = f( 72 )
=1
(f(7))%. Entonces f(7) € {—1,1}, sea ahora 7/ otra transposicion y sea 7 la per-

mutacién definida en (e) con 7/ = 7771, entonces

f@) = fm () f(rh) = f(7).

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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Conclusién: Todas las transposiciones tienen la misma imagen bajo f, es decir 1 o
—1.

Del teorema (33)(2) tenemos que toda permutacion = tiene la forma m = 775 - - - 7,
T; son transposiciones.

Diferenciamos ahora dos casos:

Caso 1: f(r;) = —1 V7y, entonces
fm) =] () = (=)™ = [ sgn(m;) = sgn(m).
j=1 j=1

Esto se cumple V7 € S, entonces f = sgn.

Caso2: f(1;) =1 Vrj,entonces f(m) =1 VmeS,

1.4.4 Observacion.

1. Toda permutacién @ € S, se puede descomponer como un producto par o
impar de transposiciones.

2. Si 7 es un k-ciclo, entonces
k—1
sgn(m) = (=1)
DEMOSTRACION.

1. Seam =77 =71+ Tk, donde tau;, 7; son transposiciones, entonces

(~1) = sgn(m) = (-1 = (-1 =1,
es decir k — [ es par.

2. Es claro que cada k-ciclo se puede escribir como el producto de & — 1 trans-
posiciones. El resto se sigue del teorema (34).

— Definicién 35. ~

Para n > 2, definamos N (sgn) como A, esto es

A, ={m €S, :sgn(r) =1}.

A,, se denomina grupo alternante de grado n. Las permutaciones que
pertenecen a A, las llamaremos pares y las pertenecientes a S, \ A, las
Ilamaremos impares.

. J

~— Teorema 36. N

Paran > 2 se tiene que A, < S, y |Sy, : A,| = 2. Paratoda 7 € S, con
sgn(m) = —1 se cumple que

Se=A, W mA=A, ¥ A

DEMOSTRACION. Dado que A, = N (sgn) se tiene que A, <t S,.
1Sn : Aul = S/ 4] = [Im(sgn)| = 2

vV € Sy, con sgn(mw) = —1 se tiene que T A, # A, # A,7 y se tiene entonces la

descomposicidn en clases laterales.
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1.5 Cuerpos

~— Definicién 37. \

Un conjunto £ (K # 0) sobre el cual estan definidas dos operaciones
binarias ” +” y” -7 se llama un cuerpo (o campo), si los siguientes axiomas
se verifican:

1. K con respecto a + es un grupo abeliano con médulo 0. (A este grupo
lo llamaremos grupo aditivo de K, notado /C(+)).

2. K — {0} con respecto a la multiplicacién es un grupo abeliano con
moédulo 1. (A este grupo lo llamaremos grupo multiplicativo de /C,
este lo notaremos con /C%).

3. Va,y, z € K se verifica

z(y+z2)=xy+zz
(r+y)z =2z +yz

1.5.1 Observacion.

1. Del teorema (3) se sigue 0, 1, —a, at (para a # 0) estan determinados
de manera Unica.

2. Si K satisface todos los axiomas salvo ab = ba Va,b € K es decir £” no
es necesariamente abeliano, entonces X se llamard cuerpo inclinado (semi-
cuerpo).

3. Si K(+) es un grupo abeliano y K% es un semigrupo, entonces K se denomina
anillo. Si ademds existe 1 € Ktalquel-x = = Va € K, entonces K se
Ilama un anillo con uno.

— Teorema 38. \

(Leyes de cancelacién). Sea K un cuerpo y sean a, z,y € K.

1. Sia+x = a+ y, entonces © = y.

2. Sia # 0y ax = ay, entonces x = y.

DEMOSTRACION.
1. El teorema (3) aplicado a K(+).

2. Dado que a # 0, existe b € K tal que ab = 1 = ba. Entonces

x=1-2z=(ba)r =blax) =blay) = (ba)y=1-y =y.
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~— Teorema 39. \

Sea /C un anillo.
1. Ya € K, se cumple que a - 0=0-a=0.
2. Va, b e K, se cumple que (—a)b = a(—b) = —(ab).

3. Si K es un cuerpo inclinado, entonces de ab = 0, se sigue que a = 0 V
b = 0. (los cuerpos inclinados no tienen divisores de cero)

DEMOSTRACION.

I. 0a+0a = (04+0)a = 0a = 0a+0 = 0a = 0. Similarmente se demuestra
a0 = 0.

2. ab+ (—a)b = (a + (—a))b = 0b = 0. Entonces por la unicidad del inverso se
tiene que (—a)b = —(ab).

3. Supongamos que ab = 0y a # 0, entonces
0=at0=a"Yab)=(ata)b=1-b=b.
1.5.2 Ejemplos.

1. Q, R son cuerpos con respectoa” +” y” -7, sin embargo Z es solamente un
anillo, por ejemplo: No existe x € Z talque z - 2 = 1.

2. Sea K = {a+bv2: a,b € Q}, con la multiplicacién y la suma usual en R, se
verifica que K es un cuerpo.

3. Sean € Ny definamos F,, := Z/,z, el grupo ciclico de orden n, notado
aditivamente. (ver ejemplos (1.3.3). Definamos sobre [, 1a siguiente multipli-
cacién

(a +nZ)(b+ nZ) := (ab) + nZ.

i Veamos que la multiplicacién estd bien definida:

Supongamos que a’ = a + nk y b’ = b+ nl, entonces
a'tl = (a + nk)(b+ nl) = ab+ n(al + bk + nkl) € ab+ nZ.

Entonces
a'b +nZ = ab+ nZ.

ii Todos los axiomas de cuerpo se verifican salvo la existencia de inversos
multiplicativos. Esto es, se tiene que [F,, es un anillo.

iii Si p = n, p un nimero primo, entonces I, es un cuerpo. (con p elemen-
tos).
En efecto, 1 + pZ es el médulo multiplicativo. pZ es el médulo aditivo.
Sea ahora a + pZ # pZ, es decir p { a. Se trata de encontrar b € Z tal
que
(b+ pZ)(a+pZ) = ab+pZ =1 + pZ.
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Consideremos la funcion ¢ : F,, — I, definida por:
p(x +pZ) = (x + pZ)(a + pZ) = (va) + pZ.
- Con respecto a + se verifica que ¢ es un homomorfismo:

o((z +pZ) + (y + pZ)) o((z +y) +pZ)

(x +y+pZ)(a+pZ)
(x+y)a+pZ

(az + ya) + pZ

(za + pZ) + (ya + pZ)

= @(z+pZ)+ p(y + pZ)

- Im(p) = Z/pz. Dado que p { a, se tiene que
o(1+pZ)=a+pL # pL

, del teorema de Lagrange se cumple que

2<Im)| [ |Z/pzl =p = [Im(p)]=p,
por lo tanto
Im(p) =Z/pz.

- De lo anterior se sigue que existe b € Z con la condicién deseada, ya
que 1+ pZ € Im(p).

— Definicién 40. ~

1. Sea K un cuerpo. Un subconjunto M de K se llama un subcuerpo de
KC si se verifica:

(@) 0,1 € M.
(b) Siky, ko € M, entonces k1 + ko € M.
(c) Si0O# k € M,entonces k= € M.

2. Sean Ky L cuerpos. Una funcion ¢ : K — £ se llama homomorfismo
de cuerpos si y solo si Va,y € K

elz+y) = o)+ oY)
plry) = (@) o(y)

Similar se define Monomorfismo, Epimorfismo e Isomorfismo.

1.5.3 Ejemplos.

1. Definamos C := {(a b) :a,beR}.
-b a

Definamos sobre C las siguientes operaciones:

Suma
a b n T y\ a+x b+vy
-b a -y z)  \-(b+y) a+z

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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Multiplicacién

a b T y\ ax — by by + bx
b a)\-y ) \—(bx+ay) az—by

0 0 10
(Cesuncuerpo,O—(O 0>y1—(0 1).

2. Lafuncién ¢ : R — C definida por

=i 2)

Es un Isomorfismo de R en el subcuerpo 1" de C definido por

r={(5 0):acr].

3. Definamos 7 = (01 é) entonces

(4 )0 )6 )

Sea z € C, digamos z = (_xy z>, entonces

_(xz 0 (y O . '
Z_<O x)—i—z(o y> (veriiquelo !).

{6 2) e ) e

Si utilizamos (2) y cada = € R se identifica con (gé 2) se tiene que

Entonces

C={z+iy:z,y € R} DR, i =—1.

C se llama el cuerpo de los nimeros complejos. Si z = x + iy € C, entonces = se
llama la parte real de z , y se llama la parte imaginaria de z.

Notacién: = € Re(z); y = im(2).

Si definimos |z| := /22 + y2, llamaremos a |z| el valor absoluto de z.

Zi=x—1y

se llamara complejo conjugado con z.
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~— Teorema 41. \

Sean z, 21, 29 € C.

1. Re(z + z2) = Re(z1) + Re(z2).

2. Re(z) = Z;—Z

3. im(z1 + 22) = im(z1) + im(z2).

zZ—z

4. im(z) = 5

5.z21F22=71+7%, ZizZz=7Z1 %2, Z=2.
Lo anterior indica que ¢ : C — C definida por ¢(z) = Z es un
Isomorfismo tal que p? = I¢.

6. |22 = |7|*> = 22 = (Re(2))? + (im(2))2.
7. |Z1Z2| = |21||22|.
8. [Re(z)| < |2 , lim(z)] < |-

9. |21+ 22| <|z1| + |22|] (Desigualdad del tridgngulo).

DEMOSTRACION.
1-6. Se siguen inmediatamente de la definicién.
7. |2l = (n2)(7iR2) = (122)(7 - 23) = (2171) (22%2) = |21[*]22)?

Entonces
|z122| = |21]]22]-

8. Sea z = a +ib, con a,b € R, entonces

|Z‘2 :a2+b2 2 CLQ,
luego
|Re(2)] = |a] = Va? < z].

De manera similar se demuestra la otra parte.

214+ 22° = (214 22) (21 + 22) = (21 + 22) (71 + 72)
2171 + 2122 + 2221 + 2222

|z1]? + 2Re(2172) + |22|?

|21 + 2|2173] + |22

211> + 2|21 | 22| + |22/

(21| + |z2])?

IN

Por tanto |21 + 22| < |z1] + |22
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1.5.4 Observacion. Interpretacion geométrica de los niimeros complejos.
Supongamos R? = R x R estd definido un sistema cartesiano de coordenadas.

asociemos a cada nimero complejo z = x -+ iy un punto (x,y) € R? (ver Figura
1.1).

z=x+y

(0,0)

dy z=x-iy

Figura 1.1: Plano complejo

— Definicion 42. ~

Sea IC un cuerpo con médulo multiplicativo 1.
Sinl =14+14---4+1 # 0 para todo n € N, entonces diremos que K
—————
n_ sumandos

tiene caracteristic8i n1 = 0y n es el nimero natural mas pequefio con esta
propiedad, entonces diremos que K tiene caracteristica 7.

Notacion: char(K) =0 V  char(K) =n.

1.5.5 Ejemplos. 1. Q,R y C tienen caracteristica cero.

2. T, (ver ejemplo (1.5.2)) tiene caracteristica p.

En efecto, Seam € N,  m < p, entonces

1 = (1 Z) + - +(1 YA
m (1+pZ) - 41+ pZ)
m
_ m—i—pZ:{#O param < p
=0 param=0p

Teorema 43.

Si KC es un cuerpo. Entonces char(KC) = (0) V' char(K) = (p) donde p
es un nimero primo.

DEMOSTRACION. Supongamos que K es un cuerpo y char(K) # 0.

1. char(K) = 1: ya que de lo contrario se tendria 1 = 0 (absurdo).
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2. Supongamos que char(K) = m-nconm > 1, n > 1, m,n € N.

Entonces

0=1+-41 =00+---+1)1+---+1).
—_——

mn—sumandos m n
Entonces del teorema (39)(3) tendriamos que (1+---+1) = 0 V
~—_——
m

(14 ---+1) = 01lo cual contradice la definicén de caracteristica, por lo tanto
~—_——
n

char(K) es un nimero primo.
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CapituLo 2

ESPACIOS VECTORIALES

2.1 Definiciones basicas y ejemplos.

— Definicién 44.

Sea /C un cuerpo. Un subconjunto V se llama un espacio vectorial sobre £ (0
simplemente un K-espacio vectorial) si los siguientes axiomas se verifican:

1. Sobre V estd definida una operacion binaria ” 4 ” de tal forma que V
es un grupo abeliano con respecto a esta.
El médulo de V con respecto a + se notard con 0 y generalmente es
diferente del cero de K.

2. Paracadav € Vy para todo k € K estd definido un elemento kv € V
(multiplicacién por escalar) tal que:

(a) Si1 esel médulo multiplicativo de K, entonces 1v = v para todo
v eV

(b) (k‘l + k‘g)’U =kiv+ kov Vki, ko €K, YveV
(k‘le)U = kl(k‘QU) Vk‘l, ko € ’C, Yo € V.

©) k(v1 +v2) =kvi +kva VkeK, Yvi,va €V

2.1.1 Observacion. Si en la definicién (44) asumimos que K sea simplemente un
anillo, entonces diremos que V es un K-mddulo izquierdo o un médulo izquierdo

sobre K

2.1.2 Ejemplos.

1. Sea K un cuerpo y V un conjunto con un solo elemento, digamos V = {0}.
Definamos sobre V una suma 0 + 0 = 0, y definamos una multiplicacién por
escalar asi: k0 =0 Vk € K. V es un espacio vectorial sobre K. (El espacio

vetorial nulo).

2. Sea K un cuerpo. V := K" = {(z1,...,2, : & € K}. V es un espacio

vectorial sobre /C con las siguientes operaciones:

($17 ~~~7wn) + (yh ~~~:yn) = (.’L’l + Y1y T+ yn)
k(1 .oy zn) = (kx1, .., k).
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ke, (z1,..,2Zn),(y1,-,yn) € V. Elcerode Ves (0, ...,0). Usualmente
V es denominado el espacio vectorial de las n-tuplas sobre K.

3. Sea K un cuerpo y £ un subcuerpo K. Entonces K es un espacio vectorial
sobre L. La multiplicacion por escalar: [ € L,k € K [k € K.
Ejemplo, C es un QQ-espacio vectorial, un R-espacio vectorial.

4. Sea M un conjunto no vacio y /C un cuerpo, definamos
V=V(M,K)={f: M — K : fes una funcién}.
V es un espacio vectorial sobre XC con las siguientes operaciones:

(f+9)(z):=f(z) +g(x) VzeM
(kf)(z):=kf(x) Ve eM

ke, f,geV.

5.V = C([0,1],R) = {f : [0,1] — R : fescontinua} con las operaciones
definidas en (4) se demuestra que ) es un espacio vectorial real (sobre R).

— Teorema 45. \

Sea V un espacio vectorial sobre K y sean k € I, v € V, entonces

.0-v=0 YoeV (0eKk).
2.k-0=0 VkeKk (0eV).
3. (=k)v =k(—v) = —(kv).

4. Sikv=0,entoncesk=0 VvV ov=0.

DEMOSTRACION.
1. Se cumple que:

0v+0v=(04+0v=0=0w+0 = 0v=0.

2. Similarmente:

KO+ k0=k(04+0)=k0=k0+0 = k0=0.

3. kv+ (=kw=(k+(-k)v=0w=0 = (ko=
kv+k(—v)=k(v+(—v))=k0=0 = k(-v)=

(k)
(kv).

4. Supongamos que kv = 0y k # 0, entonces existe

kTl ek.

se tiene que:

0=k10=%k"Ykv) = (K k)v=1v =.
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2.2 Subespacios

~— Definici6én 46.

Sea V un espacio vectorial sobre . Un subconjunto no vacio U de V se
llama un subespacio de V, notado U < V si se cumple:

1. Siwuy,us €U, entonces uy £ ug € U.
2. Siu eUUyk €K, entonces ku € U.

Es claro que U con las operaciones definidas sobre V es en si un espacio
vectorial sobre K.

2.2.1 Ejemplos.
1. SiV es un espacio vectorial sobre K, entonces V' y {0} son subespacios de V.

2. SeaV =V(R,R) ={f]| f: R — R} (ver ejemplo (2.1.2)(4)).

Uy = {f €V fescontinua} es un subespacio de V. Usualmente se escribe

Uy = C(R).

m

U ={feV:3a; e R A Im e NU{0}|f(x) =Zajxj Vx € R} es
§=0

también un subespacio de V.

Notacion: U2 = P(R).
3. Sea V = R?ysean a, b, ¢ € R, definamos
U=A{(z,y,2):x,y,2 €R, ax+by+cz=0}

se verifica que U es un subespacio de V.

— Teorema 47.

Sea V un espacio vectorial sobre K

1. Si {U;}icr es una familia de subespacios de V), entonces
D = m U; es un subespacio de V.
icl
2. Sea Uy, U> subespacios de V. Uy U Uz es un subespacio de V si y solo
sith CUy VvV U CU.

DEMOSTRACION. La demostracion es similar al teorema (10).
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— Definicién 48.

Sea V un espacio vectorial sobre K.

1. Sea M C V), definamos

(M) = ﬂ Uu.

MCUKLY

Llamaremos a (M) el subespacio generado por M. Es claro que (M)
es el subespacio vectorial de V mas pequefio con la propiedad con-
tener a M.

2. Si M C V con la propiedad V = (M), entonces diremos que M es
un sistema de generadores de V.

3. Sean My, Ma, ..., M}, subconjuntos de V, definamos

Mi+Mo+ -+ My ={mi+mo+---+my :m; € M;}.

k k
=) M; =>m
Jj=1 j=1

(Esto es en notaci6n aditiva andlogo a la definicién de AB para sub-
conjuntos A, B de un grupo G).

.

— Teorema 49.

Sea V un espacio vectorial sobre .

1. Si M C V, entonces (M) = {Z oz o € K,z € M,n € N},
i=1

2. Sean Uy, Uo, ..., U, subespacios vectoriales de V), entonces

k

U UU) =D U
j=1

DEMOSTRACION.
1. Similar a la de grupos.
k
2. Demostremos inicialmente que Zuj es un subespacio de V.

=1
k

Sean z,y € Zuj. Entonces existen u;, v; € U; tales que

=1
k k

T = Zuj, Y= Zvj, Sea ahora a € IC, entonces
Jj=1 Jj=1
k k

T+y= Z(U]’ +u;) € Zuj (ya que cada U; es subespacio de V).

=1 =1
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k k
ar = Zauj S Zuj.
j=1 Jj=1

k k k
Evidentemente qu C Zuj ya que cada U; C Zuj vi € {1,...,k},
j=1 j=1 j=1
k k
entonces (U Uj) C ZZ/{J-.
j=1 j=1

La otra inclusidn se deja como ejercicio.

~— Definicién 50.

Sea V un espacio vectorial sobre K. Diremos que V es finitamente generado,
si existe un subconjunto finito M = {v1,...,vp} de V tal que V = (M).
Esto es

k
V= {Zawi Loy € IC}

i=1

2.2.2 Ejemplos. Sea KC un cuerpo.
1. Sea V = K". Definamos v; = (0,...,0,1,0,...,0) para j = 1,2,...,n, en-
k
tonces Zajvj = (a1, ...,ay) y se tiene que V = (vy, ..., vy,) y por lo tanto V
j=1

es finitamente generado.

2.8eav=PR)={f:R—=>R:3a; € R y m e NU{0}|f(z) =

m
a;jz? Yz € R}.

j=1

Demostremos que P(R) no es finitamente generado. Supongamos que

P(R) = <f17 7fm> con fj S P(R)

j

Sea fi(z) = Z ajrz® Va € Rconaj, € R,
k=0

Sean:= maz {n;}

je{l,...,m}
m

Sea f € P(R), tal que f(x) = "' Vaz € R. Por otro lado f = ijfj
j=1
(yaque V = (f1, ..., fm)), es decir

1‘"+1 = Z bjfj (.Z‘)
j=1

Derivando (n + 1)-veces tenemos:

n+Dn---2-1= Z bjf;l“(x) = 0. (contradiccién).
j=1
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— Teorema 51. 2

Sea V un espacio vectorial sobre I y I/ un subespacio de V. Dado que V
con respecto a la suma es abeliano se tiene que U/ es un subgrupo normal de
V. Podemos entonces formar el grupo cociente

V/U={v+U:veV}
Definamos: (suma)
(i +U) + (v2+U) == (v1 +v2) + U, v, 12 €V
(Mult. por escalar)
k(v+U):=(kv)+U keK,veV.

Entonces V /U es un espacio vectorial sobre K, el cual llamaremos el espacio
factor de V con respecto a .

DEMOSTRACION.

1. Similar como en grupos se cumple la siguiente afirmacién:
u+U=U < wuweld (Ejercicio).
2. Demostramos ahora:
v+U=V+U & (v=2)el v, v/ €V

=-: Supongamos que v + U = v’ + U, entoncesv =v+0€v+U =0 +U
entonces existe u € Y talquev =v'+u = v—v =uecl.

<: Supongamos que v — v’ € U entonces v — v/ = wu para algin u € U,
entonces

v+U=0+u)+U=V+(u+U) =0 +U.

3. Demostremos a continuacion que las operaciones estdn bien definidas:
Suma: Supongamos que v + U = v + U y w + U = w' + U, entonces
v—v eUd AN w-—w €U,porlo tanto

(v=0")+(w+w') = (vtw)-W+w') el = (v+w)+U = (V' +w')+U

Mult. por escalar: Sea k € K. Entonces si v + U = v’ + U se tiene que
v—v' €eUyporlotanto kv —kv' €eUd = kv+U =k +U.

4. Elresto de los axiomas se deja como ejercicio.
2.2.3 Ejemplo.
k(o +U) + (' +U)) = k((v+0)+U)
k(v+o")+U
(kv + k') +U

(kv +U) + (kv +U)
= k(v+U)+ k@ +U)
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2.3 Dependencia e independencia lineal

— Definicién 52. N

Sea V un espacio vectorial sobre K y sea (v; : ¢ € I) un sistema de vectores
de V, es decir

(UZ'ZZ'EI)E X v;, donde wv; =Y.
iel
Diremos (v; : 4 € I) es linealmente independiente, si vy, & (v; : ¢ € I\ {k})
paratodo k € I.

Si (v; : ¢ € I) no es linealmente independiente, entonces diremos
que (v; : @ € I) es linealmente dependiente.

. J

2.3.1 Observacién. Siv € V'y se cumple que v € (v; : ¢ € I), entonces diremos
que v es una combinacion lineal de los (v; : ¢ € I), entonces tenemos (v; : ¢ € I) es
linealemente independiente si y solo si v no es combinacion lineal de los elementos
del sistema (v; : ¢ € I \ {k}) paratodo k € I.

Notas:

1. Si (v; : % € I) es un sistema de vectores de V tal que v; = 0 para algin j € I,
entonces (v; : ¢ € I) es linealmente dependiente

0=vj €(v:iel\{j}).
({v; : i € I'\ {j}) es un subespacio de V y continua {0}).

2. Siexistenk,j € Ital que vy, = v; y k # j, entonces (v; : ¢ € I) es linealmente
dependiente.

vy =wg € (v; i €I\ {j}).
~— Lema 53. ~

Sea V un espacio vectorial sobre K y sea (v; : ¢ € I) un sistema de V, son
equivalentes:

1. (v; : i € I) es linealmente dependiente.
2. Existe un subconjunto finito J de [ yuni € I\ J tal que
o= Z ]Cj’l}j con kj e K.
jeJ

3. Existe un subconjunto finito L de I y k; € K paral € L no todos los
k; = 0 con

Z kv, = 0.

icL

(Esto es, cero es una combinacion lineal no trivial de los elementos del
sistema (v; : ¢ € I)).

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta

Universidad del Atléntico



Algebra lineal / Primera edicién

DEMOSTRACION.

1=2 : Por hipdtesis existe i € I tal que v; € (v; : j € I\ {i}), del teorema (49)(1)
se tiene

v; = ijvj conk; € Ky J CI\{i}, Jfinito.
JjeJ

2=-3. Laigualdad en (2) se puede escribir de la siguiente manera:
1-v; + Z(—kj)vj.
jeJ
Témese entonces L = J U {i}.

3=1. Supongamos que Z kjv; = 0y no todos los k; son cero, L C I, L finito. Sea

leL
ks # 0 con s € L. entonces

Vg = — Z (k;lkl)vl e (uyll e L\ {s}) C (vli € I'\ {s}).
leL\{s}

Entonces (v; : ¢ € I) es linealmente dependiente.

— Lema 54. <

Sea V un espacio vectorial sobre K y sea (v; : ¢ € I) un sistema de vectores
de V. Son equivalentes

1. (v; : i € I) es linealmente independiente.

2. 8iJ C I, J finito, k; € K j € J con ijvj = ( entonces se
JEJ)
verificaque k; =0 Vj € J.

- J

DEMOSTRACION. Se sigue inmediatamente del lema anterior 1 < 3.

2.3.2 Ejemplos.

1. Sea nuevamente V = K", v; como en (2.2.2)(1), entonces (v, ..., vp) €s
linealmente independiente. En efecto, sea

n
(0, ,0) = ijvj = (k:l, ,k‘n)
j=1

Esta igualdad se verifica siy solosi k; = 0 Vi = 1,2,...,n, entonces (v; :
i € {1,...,n}) es linealmente independiente.

2. Seanuevamente V = P(R) yseanv; € P(R) definidas porv;(z) = 27 Vz €
R, j=0,1,2,...
Entonces (v; : j € N) es linealmente independiente.

Supongamos que ijvj = 0, es decir ijvj(z) =0 Va € R (para

=0 =0
n

algin n € N, con k,, # 0) o también ija:j =0 Vz € R (para algin
§j=0
n € N, con k,, # 0), entonces derivando n-veces tenemos

Universidad del Atléntico



Espacios vectoriales

24

Definicion 55.

0=nlk, #0 (contradiccion).

la conclusion se sigue del lema (54).

Base y dimension.

Sea V un espacio vectorial sobre XC. Un sistema
B = (v; : i € I) se llama una base para V, si y solo si B es linealmente

independiente y V = (v; : i € I).

2.4.1 Ejemplos. .

1.

2.

— Teorema 56. N

Sea V un espacio vectorial sobre . y B = (v; : ¢ € I) Un sistema de V.
Son equivalentes

SeaV = K", entonces B = (v1,...,v2); v; = (0,...,0,1,0,...,0).
7 =1,2,...,n. Es una base para V.
(se sigue de los ejemplos (2.2.2)(1) y (2.3.2)(1)).

Es (v : j € N) es una base para P(R)? v;(z) =2 Vz €R,j €N

1. ‘B es una base para ).

2. ‘B un sistema linealmente independiente, pero Vv € V el sistema
(vi,v : @ € I) es linealmente dependiente.
(Esto es, B es un sistema maximal linealmente independiente).

3. Se cumple que V = (v; : i € I) pero (v; : © € J) C V para todo
subconjunto propio J de I.
(Esto es, B es un sistema minimal de generadores).

DEMOSTRACION..

1=2.

2=3.

Por definicién de base, se tiene que ‘B es linealmente independiente. Sea v €
V), entonces se cumple:
veV=(v:1€l) = (vj,v:1i€ I)eslincalmente dependiente.

Demostremos inicialmente que V = (v; : i € I). Sea v € V, (cualquiera), por
hipétesis (v;, v : i € I) es linealmente dependiente, del lema (53) se sigue que
existe un subconjunto finito J de I y ademds existen k, k; € K no todos ceros
tales que

kv+ Y kjv; =0
jeJ

Supongamos que k£ = 0. Dado que J C I, se cumple que (v; : i € J) es
también linealmente independiente y por lo tanto k; = 0 Vj € J (absurdo).

Entonces k # 0y con esto tenemos

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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v= Z(k_lkj)vj € (v i el).
jeJ

Entonces V = (v; : i € I).
Demostremos ahora que si J C I, entonces (v; : j € J) C V. Supongamos
queV = (vj:j€J). Seai eI\ J,entonces

vieEV=(vj:j€J)C(v:keI\{i}) (absurdo)

yaque (v; : ¢ € I) es linealmente independiente.

3=-1. Solo falta demostrar la independencia lineal del sistema (v;: ¢ € I).
Supongamos que no lo es, entonces existe por lema (53) un subconjunto finito
JCIyk;je K, je€ J,notodos los k;j= 0 tales que

Z kj’Uj =0.

jeJ

Sea jo € J tal que kj, # 0, entonces v;, = — Z kjtjlkjvj. Es decir
jeI\{jo}

vjo € (vi 13 € I\ {jo}).

Sea ahora v € V (arbitrario), dado que V = (v; : i € I) se tiene otra vez que

existe un conjunto finito J con J C I y existena; € K, j € J tales que

v = E (lji)j.
jed

Diferenciamos ahora dos casos:
Caso 1: jo € J. Entonces v € (v; : 1 € I\ {jo}).

Caso 2: jy € J, entonces se tiene:
v = ajovj, + Z a;jv; = aj,(— Z k]-;lk:jvj) + Z a;v;.
j€\{jo} je\{io} J€\{jo}
Es decir obtenemos que v € (v; : i € I \ {jo}), por lo tanto
V={(vi:ie€l\{jo})=(vi:i€el).
Lo cual contradice la hipétesis (3).

Dado un espacio vectorial V' sobre K. jExiste siempre una base para }V? Hasta el
momento nada hemos dicho sobre el particular. Demostremos ahora que para el caso
en que V sea finitamente generado la respuesta es si, y la demostracién es inmediata.
Demostremos también que en general la respuesta es afirmativa.

Teorema 57.

Sea V un espacio vectorial sobre K, finitamente generado, digamos V =
(M) con |[M| < oco. Entonces existe una base B = (v1, ..., v,) para V con
{v1, ..., vy} € M. En particular r < | M|.
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DEMOSTRACION. Definamos x := {N : N C M,V = (N)}. Dado que M € x
se tiene que x no es vacio. Elijamos en y un elemento v’ con la condicién que |N|
sea minimal, esto es N’ = {vy, ..., v, } con r minimal. Entonces,

(virie{l,.,rhy #V
~——
i#j

para todo j € {1,2,...,7}. Es decir, N’ es un sistema minimal de generadores para
Vy B := (vy,.., v ) es una base para V.

— Teorema 58. N

Sea (v; : ¢ € I) una base del espacio vectorial V sobre un cuerpo K.

1. Vv € V existe un subconjunto finito J de I 'y k; € KC, j € J tales que

v = Z kjvj.

jeJ

2. Si Z kiv; = Z Klv; con k, k! € Ky solo un nimero finito de estos
iel i€l
distintos de cero, entonces se cumple que k; = k para todo i € I.

DEMOSTRACION..
1. Es consecuenciade V = (v; : i € I).

2. Se sigue de la independencia lineal de (v; : i € I)

Lema 59.

Sea B = (v, ..., v,) una base para V y sea v € V tal que

n
v = Z kjv; y k1 # 0. entonces (v, v2, ..., ,) también es una base para V.
Jj=1

DEMOSTRACION.
Dado que k; # 0, tenemos que

vy =k (v — ij'uj) € (v,v2, ..., Vp).
j=2

Entonces,
V = (01,02, ..., Up) = (U, V2, ..y Up).

Para demostrar que (v, va, ..., U, ) es linealmente independiente, sea

n
av + E ajv; =0cona,a; € K
=2

Entonces

0= a(z kjv;) + Z a;vj,
j=1 j=2

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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luego
n
0 = akivi + Z(akj + aj)v;
j=2
pero (v1,...,vy) es una base, por lo tanto es linealmente independiente, entonces
aky = ak:j +a; =0 Vi=2,3,..,n.
Por otro lado k1 # 0, entonces a = 0y porlo tanto a; =0 Vj € {2,...,n}.

2.4.2 Observacion. El resultado es el mismo si en lugar de k; se toma cualquier
k; #0.

Teorema 60 (Steinnitz (1817-1928)).}

Sea B = (v1, ..., vy) una base para V. Sea (wq, ..., Wy,) un sistema
linealmente independiente de V, entonces m < n y existen vf, ..., v},_,, €

{v1, ..., v } tal que (w1, ..., Wi, V], ..., v},_,,) €s una base para V.

n—m

DEMOSTRACION. (Induccién sobre m).
m = 1: Dado que (w;) es linealmente independiente, se tiene que w; # 0. Por lo
tanto V # {0} y V # ¢. Entonces n > 1 = m.
Dado que %8 es una base para V se tiene que

n
wp = Z kjvj kj ek
j=1

Como wy # 0, entonces existe k; # 0. Del lema (59) se sigue que
(W1, V1, -y UVj—1, Ujt1, ..., Up) €8 UNa base para V.

Sea m > 1 (m — 1 = m): Sea (w1, ..., w,,) un sistema linealmente indepen-
diente. Por la hipétesis de induccién m — 1 < n y existe una base para V que tiene
la forma (w1, ..., Wp—1, V], ..., V1) con vj € B. Demostremos que m < n.
Supongamos que no es cierto. Entonces dadoque m —1 < nsetienequem—1=mn
y (w1, ..., wm—1) es una base para V. En particular se tiene que

Wy, € (WY, ooy Wi—1)

Lo cual contradice el hecho de que (wy, ..., wy,) un sistema linealmente independi-
ente. entonces m < n 'y existen ¢;, d; € K tal que

/ /
Wiy = CLWL + oo + Cn1Wip—1 + d10] + oo+ 105,y 1

Sidy = ... = dy—m+1 = 0, entonces (wy, ..., wy,) seria linealmente independiente
(absurdo). Entonces por lo menos un d; # 0. Sin perder generalidad supongamos

que dp—m+1 # 0, entonces (w1, ..., wmv}, ..., v),_,,) €s una base para V.

Teorema 61.

Sea V un espacio vectorial sobre K, finitamente generado. Entonces ) tiene
una base (vy, ..., v,) y todas las bases de V tienen exactamente n elementos.
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DEMOSTRACION. La existencia de una base para V fue demostrada en el teorema
(57) digamos B = (v, ..., vp,). Sea B’ = (w;: i € I) otra base para V. Si |I| > n +
1, entonces existirfa en V' un sistema linealmente independiente (wy, ..., wp+1) lo
cual contradice el teorema (60). Entonces |I| < n, y por tanto I es finito.
Utilizando otra del teorema (60) con el cambio de los papeles entre B y B’ se
tendria que n < |I| luego n = |I|.

— Definici6n 62. ~

1. Sea V un espacio vectorial sobre /C, finitamente generado. Definamos
la dimensién de V sobre K asi: dimy ) := al nimero de elementos de
una base para ).

2. Si V no es finitamente generado, entonces definimos dimy) = oc.

3. SiV = {0}, se define dimy) = 0.

2.4.3 Ejemplos.
1. dimipK" = n.
2. dimpP(R) = oo.
3. dimrC*([0,1],R) = oo.

~ Teorema 63. 3

Sea dimiV < coyseald < V.

1. dimld < oo.
2. dimpV /U < .

3. Si(uq,..., uy,) esuna base parald y (w1 +U, ..., wi +U) es una base
para V /U, entonces (U1, ..., Up, W1, ..., Wg) €8 una base para V.

4. dimyV = dimid + dimipV/U.
5. dimgld = dimY & U=V.

DEMOSTRACION.
1. Es una consecuencia del teorema de Steinnitz.

2. s8iV = (vi,...,vy), entonces V/U = (w1 +U, ..., w,+U). Luego la conclusién
se sigue nuevamente del teorema de Steinnitz.

3. Sean (uq, ..., Uy, ) una base parald y (wy +U, ..., wy, + U ) una base para V/U.
Demostremos que (U, ..., U, W1, ..., W) €S una base para V.

(a) Seawv € V, entonces

k k
U+U:Zaj(wj +U) :Zajwj +U, a; €K
j=1

=1

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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Es decir
k
v — Z ajw; €U
j=1
k n
Entonces v — Z ajw; = Z bju; y por lo tanto V =
ji=1 i=1
(U, ooy U, W1y ey W)
m k
(b) Sea Z cju; + Z d;w; =0 Vcj,d; € K. Entonces
j=1 i=1
m k k
U=0+U= () cju+ > duw) +U= (Y dawi) +U =
j=1 i=1 i=1
N——
eu
k
Z (h(wi + Z//)
i=1
Entonces d; = ... = d = 0 (yaque (w; + U : i = 1,..., k) es una base
m
para V /U, entonces Z cju; = 0luegoc; = ... = ¢, = 0.
j=1

4. Se sigue de (3).
5.

dimgd = dimiV & dimpV/U =0
< V/U=0
S V=U

Teorema 64.

Sean Ul <V, dinmil; < co. Entonces se verifica

dimk(ul i Uz) = dimgly + dimylds — dimk(ul N UQ).

DEMOSTRACION. Definamos n; := dimil; y d := dimy(Uy N Us). Sea
(u1, ..., uq) una base para (U; N Uz). Usando el teorema (63)(3) podemos extender
esta para obtener una base para {1 y otra para U/5. Digamos

(U1y eoey Udy Uga1s -y Uny ) (Dase para Uy)
(U1, ey Udy Ulp 15 vy Uy,)  (base para Ua)

L (U1, ey Uny, Uy g, ..o, U, ) €5 linealmente independiente: Sea
! i
ajuy + -+ Gy Uy +bapruy,y + o0+ byyuy, = 0con ag, by € K.
Se sigue:

ajuy + -+ py U, = 7(bd+1uii+1 4o+ bnzu;m) ey NUs. (2.1

[S20 €U

Sabemos que (u1, ..., ug) es una base para U N Us, entonces
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d
/! !/
—bar1ugy — = bpyuy, = E cjuj con ¢j € K.
=1
Pero (uy,- -+ ,uq,uly,q,- - ,Uy,,) es una base para Uy y por lo tanto tenemos

bgj1 = =bp, =0.
ny

De (2.1) se sigue que Zaiui = 0 pero (uy,...,upn,) es una base para U
i=1

entoncesa; =0 Vi=1,2,...,n1.

2. (u1,--+ ,Uny, Uy, g, -+ Uy, ) €s una base para Uy + Us:

U+ U = <Z/l1 UZ/[2> = <U1,~-- 7“nuuii+1v cee ,u%2>.
El resto se sigue de (1).
3. De (2) tenemos

dimy(Uy +Us) = n1+ (n2 —d)
dimipUy + dimlds — dimk(bﬁ N Z/{Q).

— Definicion 65.

Se U < V, V espacio vectorial. El subespacio U’ de V se llama comple-
mento de I/ en )V (como espacio vectorial) si se verifica:

1. Unu' ={0}.
2. U+U =V

Notacién: V = U @ U’ (La suma directa de I/ con U/").

2.4.4 Observacion.

1. U’ no es el complemento desde el punto de vista de la teoria de conjunto.

U={(z,z): xR},
U ={(z,—z): x € R}.

(0.0) X

Figura 2.1: graficade U y U’
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2. SeaV = R?
U={(z,0):zeR}, U ={0,z):2zeR}, U ={(z,z): xR}

v=Uuold =UdU", U+U"

Teorema 66.

Todo subespacio vectorial de un espacio vectorial de dimension finita admite
un complemento.

DEMOSTRACION. Sea U < V 'y sea (uj,...,Uy) una base para U. De
acuerdo al teorema (63) se puede extender esta a una base para V), digamos
(Ul,...,Um,’L{,m_‘_h...7Um)~
Definamos U’ = (U1, ---, Un). Es claro que V = U + U'.

n

m
SeaveldNU : U:Zaiui: Z au; a; €K
i=1 1=m-+1

n n
Entonces E a;u; + E (—a;)u; = O entonces a; = 0 Vi = 1,...,n entonces
i=1

i=m-+1
v =0.

2.5 Homomorfismos II (Aplicaciones lineales)

— Definicion 67. ~

1. Sea K un cuerpo y sean V), WV espacios vectoriales sobre K. Una funcién A :
mathcalV' — W se llama K-lineal o K-homomorfismo entre espacios vec-
toriales si se cumple:

(a) A(Ul + ’U2) = A’U1 ar A’U2 V’Ul, vy € V.
) A(kv) =kAv VkeK, veV.

En particular se tiene que A es un homomorfismo del grupo aditivo abeliano
V en W. (se sigue de (1)).
Por lo tanto se cumple que A(0) =0y A(—v) = —Av Yo € V.

2. El conjunto de todas las funciones K-lineales de }V en WV lo notaremos con
Homi(V,W).

3. Sea A € Homy(V, W)
A se llama Momomorfismo < A es inyectiva.
A se llama Epimorfismo < A es sobreyectiva.
A se llama Isomorfismo < A es biyectiva.
Si existe un Isomorfismo entre V' y W se dice entonces que V' y W son
isomorfos, escribiremos V = W.

4. Los elementos de Homy,(V, V) se llaman Endomorfismos de V.

5. Si A € Homg(V, V) es un isomorfismo, entonces A se llamard un Automor-
fismo.

6. Sea A € Homy,(V,W). Definimos

N(A):={veV:Av=0}
Im(A) :={Av:v eV}

Universidad del Atléntico



Espacios vectoriales

2.5.1 Ejemplos.

L.

SeaV = P(R). Definamos D : V — V asf:

(Df)(a) = f'(x) fePR®), zeck

D es una funcién R-lineal.
D no es un Monomorfismo: Df =0 Vf constante.
D es Epimorfismo:

g9(x) : % (/Oxg(t)dt>

D (/Oxg(t)dt> Vg € P(R)

. SeaV = C([0,1,R), W=R

1
I:V — W sedefine por [ f := / f(z)dz.
0

I es una transformacion lineal.

. Sea Kun campo. V =K", W =K.

Sea a;; € K cualesquierai =1,2,...m , j=12,..,n.
Definamos A : V — W Asi:

n n
A1,y ) = E 15T, ey g AT
Jj=1 Jj=1

Se verifica facilmente que A € Homy(V, W).

. Caso espacial de (3). Definamos A(z1, ..., x,) := x;

I:K"—=K

(Proyeccién sobre la ¢-esima componente).

. SeaV = C([0,1],R). Sea K € C1([0,1] x [0,1],R)

Definamos A : V — V por (Af)(z) = /01 K(z,y) f(y)dy.

Se demuestra que A € Homg(V, V).

. Sea V un espacio vectorial sobre KC y U/ un subespacio de V. Definamos

AV —=V/U
Av:=v+U

A es claramente una transformacién lineal, ademads sobreyectiva.

NA) = {veV:Av=0}
{veV:iv+U=U}
{veV:velu}

u

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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— Lema 68. N

Sean V, W espacios vectoriales sobre Ky sea A € Homy(V, W).

1. N(A) es un subespacio de V'y Im(A) es un subespacio de W.
2. A es un Monomorfismo < N (A4) = {0}.

3. Aesun Epimorfismo < I'm(A) = W.

4. AesunlIsomorfismo < N (A) = {0} A Im(A4)=W.

DEMOSTRACION. N (A) # 0, yaque 0 € N (A).

1. (a) Seanwvy,ve € N(A),ie Av; = Avy = 0. Entonces
A(’01+U2):A1}1+AU2:0+0=0 = (1)1+’02)€./\/(A).
Seav € N(4), k € K, entonces A(kv) = kAdv =k-0=0 =
kv € N(A). Por lo tanto NV (A) es un subespacio de V.

(b) Im(A) # 0,pues 0 € Im(A).
Sea wy,we € Im(A), entonces existen vy, vy € V tales que

Avi =w1 AN Avg = wo
=  wy +wy = Avy + Avg = A(v1 + v2) € Im(A)

Sea k € K, w € Im(A), entonces existe v € V tal que w = Av
kw = kAv = A(kv) € Im(A).

El resto se deja como ejercicio.

— Teorema 69. N

Sea A € Homy(V, W) y sea (v; : i € I) una base para V.

1. A es un Epimorfismo siy solosi W = (Av; : i € I).

2. A es un Monomorfismo si y solo si (Av; : ¢ € I) es linealmente
independiente.

3. A esun Isomorfismo siy solo si (Av; : ¢ € I) es una base para V.

. J

DEMOSTRACION..

1. (a) Sea A un epimorfismo y sea w € W, entonces existe v € V tal que
Av = w, pero v = Z kiv;, k; € K,y solo un nimero finito de estos
icl
son distintos a 0, entonces:

w=Av = A(Z kﬂ}i) = Z kZAvZ
i€l el
por tanto W = (Aw; : i € I).

(b) Supongamos que W = (Av; : i € I) y seaw € W, entonces existe
ki € K con solo un niimero finito de estos # 0 tales que

el el
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2. (a) Sea A un Monomorfismo y sea Z ci(Av;) =0cong¢; € K.

icl
Debemos demostrar que ¢; =0 Vi € I. Observe que

0= Zci(AUi) = A(Z civi).

il icl
Entonces, Z ¢iv; € N(A). Por lo tanto, Z civ; = 0. dado que (v; :
icl icl

i € I) esunabase para V setiene que ¢; =0 Vi € I.
(b) Supongamos que (Av; : i € I) es linealmente independiente. De-
mostremos que N'(A4) = 0. Sea Z a;v; € N(A), «; € K. Entonces
i€l
OZAU:ZO(Z'AUi = o=0 Viel = 0v=0.

iel

3. Sesiguede 1y 2.

— Teorema 70. ~

Sean V, W espacios vectoriales sobre K. Sea (v; : ¢ € I) una base para V 'y
sea (w; : j € J) una base para W.

1. Dados los vectores w, € W ¢ € I. Existe exactamente un A €
Homy(V, W) tal que Av; = w, Vie I

2. Dados aj; € K (i € 1,5 € J). Paracadai € I fijo. Sean solamente
un nimero finito de a;; # 0. Entonces existe exactamente un A €
Homy,(V, W) tal que

Avi = Z ajiw; Vi e I.
jeJ

DEMOSTRACION.

L.

(a) La existencia: Sea v € V, entonces v = Zk“}i’ ki € K,y solo

iel
un ndmero finito de estos son # 0. Del teorema (58)(2) (principio de
comparacion de coeficientes) se sigue que estos k; estan determinados de
manera Unica. Definamos A : V — W de la siguiente manera:

Av = A ki) =Y k.
iel iel
Es claro que Av; = w).

A es K-lineal: Sean

v, va €V = :Zaivi, ’UZZZﬂiUi-

el el

Awr+va) = A awi+ Y Bwi) = A (o + Bi)vi)

icl icl icl

el el el el
= Avi + Avg

Seake L, ve.

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta

Z(ai + Bi)w; = Z(azw; + Biwl) = Z aw; + Z Biw;
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A(kv) = A(Z(kai)vi) = Z(kai)wg = kZaiwg = kAwv.

iel iel iel
(b) La unicidad: Sea A, B € Hom;,(V,WV) tales que
Avi=w, A Bv;=uw, Vi€ I, entonces

A(Z Ozi’Ui) = Z Oéj,A’Ui = Z OéiB’Ui = B(Z aivi)

iel iel iel iel
Entonces A = B

2. Se sigue de (1) si definimos w} := Z ajiwj.
iel

~— Teorema 71. N

Sean V, W espacios vectoriales sobre K.

(En particular existe (salvo isomorfia) un solo espacio vectorial de dimensién
n, concretamente ™).

DEMOSTRACION.

1. Supongamos que dimy)V = dimiVV = n. Sean By = (v1, ..., Up),
By = (w1, ..., wy,) bases para V y W respectivamente. Del teorema (70) se
sigue que existe un A € Homg(V, W) tal que Av; = w; parai = 1,2,...,ny
del teorema (69)(3) se sigue que A es un isomorfismo, entonces V = W.

2. Sea A : V — V un isomorfismo (V = W) y sea B; = (vy, ..., v,) una base
para V. Del teorema (69)(3) se tiene que (Av; : @ = 1,2,...,n) es una base
para W, entonces dimyV = dimgWV.

,—[Teorema 72 ( isomorfia).} <

Sean V, WV espacios vectoriales sobre . Sea A € Homy(V, W) y sea N el
Homomorfismo natural de V en V /N (A), entonces existe un Monomorfismo
B € Homy(V/N(A),W) con A = BN, en particular se cumple que

V/N(A) = Im(A).

. J

DEMOSTRACION. La demostraciéon queda como ejercicio al lector. Sugerencia,
observar el primer teorema de isomorfia para grupos.

Teorema 73.

Sea V un espacio vectorial sobre I, dimy) < oco. Sea
A € Homy(V, W), entonces dimyV = dimpN (A) + dimiIm(A).

DEMOSTRACION. Del teorema (72) se sigue que V/N(A) = Im(A) y por lo tanto
del teorema (71) se tiene que dimy(V /N (A)) = dimy(Im(A)).
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— Teorema 74. N

Sean V, W espacios vectoriales sobre IC, dim;V = dimi)WV. Sea A €
Homy(V, ), entonces son equivalentes:

1. A es un isomorfismo.
2. A es un Monomorfismo.

3. A es un Epimorfismo.

DEMOSTRACION.

1=-2. Evidente.

2=3. Del teorema (73) tenemos que dimiV = dimgN(A) + dimiIm(A). Por
lo tanto dimyV = dimgIm(A). Por hipétesis dimiV = dimy WV, entonces
dimpWVW = dimIm(A), luego Im(A) = W entonces A es Epimorfismo.

3=-1. Nuevamente dimyV = dimpN (A) + dimyIm(A). Entonces
dimpN (A) = 0, luego N'(A) = {0} entonces A es Monomorfismo, por tanto
A es isomorfismo.

~— Teorema 75. N

Sea V un espacio vectorial sobre I, U es un subespacio de V. Sea A €
Homy(V,V) tal que Au € U Yu € U. (Se dice en este caso que U es
A-invariante).

1. Definamos Ay: U — U asi: Ay (u) = Ay Vu € U, entonces
Ay € Homy, (U, U).

2. Definamos Ay;: V/U— YV /Upor Ay (v +U) = Av+UVv €V,
entonces Ay, € Homy(V/U,V/U).

3. Si Ayy Ay son Monomorfismos (o Epimorfismos o Isomorfismos),
entonces A es un Monomorfismo (o Epimorfismo 6 Isomorfismo).

4. SidimyV < coy A es un Isomorfismo, entonces Azy Ay s0n
isomorfismos.

DEMOSTRACION.
1. Dado que A € Homy(V, V), entonces Ay(u) C U.
2. (a) Ayyy estd bien definida: vy + U = vo + U. Entonces (v —wv2) € U,
entonces Avy — Ave = A(v1 — v2) € U, luego
Avi+U =Av +U = Aypy(vi +U) = Ay (v2 +U).
(b) Av/u es K-lineal: Sean v1,v9 € V, entonces
Ay (v +U) + (2 +U)) = App((v1 +v2) +U)
A(vi +v2) +U
= (Avp + Av) + U
= (Avi +U) + (Ava + U)
= Aypy(vi +U) + Ayjy(v2 +U).
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(b)

©

Seav € V, k € K, entonces

Avpu(kv+U)) = Aypy(kv+U)
= A(kv)+U
= kAv+U
= k(Av+U)
= k‘Av/u(’U +u)

Supongamos que Az y Ay /4 son monomorfismos. Sea v € NV(A), luego
Av = Oentonces Y = 0+ U = Av+U = Ay (v + U). Entonces
v+U GN(AV/Z/() =U.

Entonces v € U. Dado que 0 = Av = Ay(v), se tiene que

veN(Ay) ={0} = v =0y setiene que N'(A) = {0}.
Supongamos que Ay y Ay, son Epimorfismos. Sea v € V, dado que
Ay 4 es un Epimorfismo se tiene que Jvy € V tal que

v+U= Ay (v1 +U) = Avy + U, entonces v — Avy € U.

Por otro lado, Az, es un Epimorfismo, entonces Ju € U tal que v— Avy =
Ay (u) = Ay. Entonces

v=Av; + Ay = A(vy +U) € Im(A).
Se sigue de (a) y (b).

4. Sea A un isomorfismo. N'(Ay) = N(A) NU = {0} NU = {0}, entonces Ay
es un Monomorfismo. Entonces Az, es un isomorfismo.
Por otro lado, Im(Ay ;) = V/U, es decir Ay, es un epimorfismo, entonces
Ay, iy es un Isomorfismo.

— Teorema 76. ~

Sean V, W espacios vectoriales sobre K. Homy(V, W) es un espacio vec-
torial sobre K con las siguientes operaciones:

(A+ B)v:= Av+ Bv YoeV, kek
(kA)v := k(Av) A, B € Homi(V, W)

DEMOSTRACION. El cero de Homy,(V, W) es la funcién: Ov = 0

Yuv e V.

1. A+ B € Hom(V,W):
Evidentemente A + B : V — W. Ademds sean vy, v9,v € V, k € K.

(A+ B)(v1 +v2) = A(vy+v2)+ B(vy +v9)
= Av; + Avy + Bvy + Bus
= Av; + Bvy + Avy + Buo
= (A+B)v1+ (A+ B)u

(A+ B)(kv)

A(kv) + B(kv)
kAv + kEBv

= k(Av + Bv)

= k(A4 B)v
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2. kA € Homy(V, W): Es claro.

3. Homy(V, W) satisface los axiomas de espacio vectorial:

Ejemplo: Sean k1, ko € K, A € Homp(V, W). (k1 + ko)A = k1A + koA: Sea

v € V), entonces

((kl + kQ)A)'U (kl + kg)A’U
k1Av + ko Av
(k1A)v + (k2 A)v

= (k1A + kaA)o.

~— Teorema 77.

Sean V, W espacios vectoriales sobre K. dimy) < oo,

dimiW < oo. Digamos que (vy, ..., v;,) es una base para V'y (wq, ..., wy,)
es una base para VV. Definamos

0 si j#k

Eiij::{wi si ]:k‘

k,jg=12,...,n i=1,2,..,m. Del teorema (58) se tiene que E;; estd
determinado de manera dnica. Entonces (E;; : ¢ € {1,2,...m},j €
{1,2,...,n}) es una base para Homy(V, W), en particular se cumple que

dimiHomy(V, W) = dimyV - dimpWV.

DEMOSTRACION.

1. Homip(V, W) = (Ey; :i € {1,2,....,m},j € {1,2,...,n}).
Sea A € Homy(V, W) y digamos que

Avy, = Zav‘,sz‘ k=1,....,n, a; € K. Entonces
i=1
m n
B := Z Z aijEi]- S Homk.(V, W)
i=1 j=1
Se cumple para k = 1, ..., n la siguiente igualdad:

m n m n m
Bup = (D> ayEij)oe =YY aij Eijvi = ; aigw; = Avy,

i=1 j=1 i=1 j=1 =60 jwi

Entonces se tiene que A = B € (Ej; 1 ---).

2. (B :ie{l,2,...,m},j €{1,2,...,n}) es linealmente independiente:
n

m
Sea 0 = Z Z bi; E;; con b;; € K, entonces:
i=1 j=1
m n m
0= ka = (Z ZbijEij)'Uk = Z bij El'j’l)k = Zbikwi Vk
=1 j—1 =1 j—1 ::7'; i—1
=0 pw;

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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pero (wy, ..., wy,) es una base para W, entonces by, = -+- = by, =0 VEk.

— Teorema 78.

Sean Vi, Vs, Vs, Vy espacios vectoriales sobre

1. Sean A € Homy(V2,Vs), B € Homy(V1,V2). Definamos AB :
Vi — Vsasi: (AB)v = A(Bv) Yv € V;. Entonces AB €
Homk(Vl,Vg).

— )

N

2. Sean B,C € Homy(V1,Vs), A € Homy(Va, Vs), entonces
A(B+C)=AB+ AC.

3. Sea C € Homy(V1,V2) y sean A, B € Homy,(V2, V3). Entonces
(A+ B)C = AC + BC.

4. Sea A € Homyp(Va,Vs); B € Homy(V1,V2), k € K, entonces
k(AB) = (kA)B = A(kB).

5. Sea A € Homy(Vs,Vy), B € Homy(V2, Vs), C € Homy(V1, Va),
entonces A(BC) = (AB)C.

DEMOSTRACION.

1. Evidentemente la composicion de funciones es otra funcién.
AB es K-lineal:

(a) Sean vy, vy € V1, entonces

(AB)(Ul + ’Ug) = A(B(Ul + ’Ug)) = A(BUl + B’Uz) =
A(Bvl) + A(B'U2) = (AB)Ul + (AB)UQ.

(b) Seav €V, k € K, entonces
(AB)(kv) = A(B(kv)) = A(k(Bv)) = k(A(Bv)) = k((AB)v).
Entonces AB € Homy(V1, Vs).
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2. Seawv € V4, entonces

(AB+C))v = A(B+C)v)=A(Bv+ Cv)
A(Bv) + A(Cv) = (AB)v + (AC)v
(AB + AC)wv.

El resto se deja como ejercicio.

— Definicién 79. ~

Un espacio vectorial sobre K. A se denomina una K-dlgebra, si los
siguientes axiomas se satisfacen:

1. Sobre A, estd definida una multiplicacion, con respecto a la cual A es
un anillo.

2. Va,be A, Vk € K setiene k(ab) = (ka)b = a(kb).

- J

2.5.2 Ejemplo. C es una R-dlgebra, R es una Q-dlgebra.

Teorema 80.

Sea V un espacio vectorial sobre K. Entonces Homy(V,V) es una K-
dlgebra. El médulo para la multiplicacion (la composicién de funciones)
eslafuncion I : V — Vtalque [v =v Vv € V. Si dimy)V = n, entonces
dimyp Homy,(V, V) = n.

DEMOSTRACION. Del teorema (76) se tiene que Homy(V,V) es un espacio
vectorial sobre /C. El resto se sigue del teorema (78) y (77).

En general Homy(V, V) no es un cuerpo.

2.5.3 Ejemplo. Sea V = K2, K un cuerpo. Definamos A € Homy(V,V) asi:
A(z,y) := (x,0) Vz,y € K.

Evidentemente A # 0. Supongamos que existe B € Homy(V, V) tal que BA = I.
(I es el médulo de la multiplicacién de Homy (), V) ). Entonces tendriamos:

(1,1) = I(1,1) = (BA)(1,1) = B(A(1,1)) = B(1,0)

(1,0) = I(1,0) = (BA)(1,0) = B(A(1,0)) = B(1,0) (absurdo)

Entonces A no es invertible.
En general AB # BA, A,B € Homi(V,V).

2.5.4 Ejemplo. V = K2. Definamos A(z,y) := (,0) : B(z,y) = (y,),
entonces:

AB # BA. (tomando x # ).

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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Teorema 81.

Sea V un espacio vectorial sobre C, dimy) =" Sea
A€ Homy(V, V), entonces (I, A, A%, ..., A™") es linealmente
independiente.

DEMOSTRACION. Ejercicio.

~— Teorema 82. 3

Sean V1, Vs, V5 espacios vectoriales sobre /.

1. Sea A : Vi — )V un isomorfismo, entonces existe una tnica B €
Homy(V2, V1) tal que BA = ITv;. Ademds AB = Ivy y B es un
isomorfismo. (Llamamos a B la inversa de A y escribiremos B =

A7,

2. Sean A1 € Homy(V1,Va), As € Homy(Va, Vs) dos Isomorfismos
dados. Entonces A2 A; es un isomorfismo de V; en Vs y se cumple
que (AA;)~t = ATt AL

DEMOSTRACION.

1. Dado que A es una biyeecidn estd garantizada la existencia de una funcién
B :Vy — Vytal que BA = Iv; y AB = Ivy. Queda por demostrar que
B € Homy(V2, V1), ya que B es inyectiva y ademds sobreyectiva.

B es lineal: Sean vo, vl € Vs, entonces

AB(ra 1)) = (AB)(ws+u})
= Tvgy(vy + v5)
vg + v’2
(AB)vs + (AB)v
= A(Buvs + Bub)

Dado que A es un monomorfismo, se sigue que
B(vg + vh) = Bug + Bub.
Sean ahorav € V,, k€ K.
A(B(kv)) = (AB)(kv) = kv = k((AB)v) = k(A(Bv)) = A(k(Bv)).

Nuevamente usando que A es inyectiva se tiene que B(kv) = kBuv.

(A241)(ATTAY) = Ax(MATH ALY
= AQI'UQA;I
= IU3
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Ademas
(ATTAZN)(A241) = AM(A7TA9)A,
= A;1[U3A1
AT Ay
= [Ul

Es claro que (A2A;) 71 = (A 1451

— Definicién 83. ~

1. Si A es un automorfismo de un espacio vectorial V, (i.e A € End(V)y
existe A~1), entonces A se llamard regular o invertible. Si A no es
regular se llamar4 singular.

2. Definimos GL(V) := {A € Homy(V, V) : Aesregular}. GL(V) es
con respecto a la multiplicacién definida en Homy(V, V) un grupo. El
llamado general linear group o también grupo de automorfismos de

V.

3. Sean V, W espacios vectoriales sobre IC. Y sea A € Homy(V, W).
Definimos el rango de A notado con r(A) asf:

r(A) := dimg(Im(A)).

- J

— Lema 84. ~

Sea A € Homy(V, W).

1. SidimyV < oo, entonces 1(A) = dimyV — dimpN (A).

2. SidimyWV < oo, entonces r(A) < dimpWV.

. J

DEMOSTRACION.
1. Del teorema (73) se tiene que dimgIm(A) = dimyV — dimuN (A).
2. Im(A) C W.

— Teorema 85. 3

Sean V1, Vs, V3, V4 espacios vectoriales sobre /C.

1. Sean A € Homy(V2,Vs) y B € Homy(V1,V2). Sir(A) y r(B) son
finitos, entonces 7(AB) < min{r(A),r(B)}.

2. Sean B € Hompy(V1,Vs), A € Homp(V2,V3) vy C €
Homy,(V3,Vs). Sea r(A) < oco. Si B es epimorfismo y C' es un
monomorfismo, entonces

r(A) =r(AB) = r(CA).

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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DEMOSTRACION.
1. Definamos: Ay := Al (p), tenemos:
r(AB) = dimp(Im(AB))
dimi{(AB)v :v € V1}
dimi{ A(Bv):veV; }
C{AV v eVa}=Im(A)
r(A)

IN

Por otro lado

r(AB) = dimy(Im(AB))

dimp{Ai(w) : w = Bv € Im(B)}
dimiIm(A;)

dimyIm(B) — dimpN (A1)
dimyIm(B)

= r(B)

La ilustracién de la demostracién se puede ver en el siguiente grafico.

B A

y ¥
|

“\
s

(B
2. Tenemos ahora:

\4 B VZ A VE c % V4

Tn®) —5—> Im(CA)
1

donde Ci(w) = Cw VYw € Im(A). Dado que C es un monomorfismo, se
tiene que C'; es un isomorfismo, entonces
r(A) = dimp(Im(A))
= dimpIm(CA)
r(CA)
Por otro lado
Im(B) = {ABv:veV}
{AV' 10" € W}
= Im(A)

Entonces r(AB) = r(A).
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MATRICES

Y TRANSFORMACIONES
LINEALES

3.1 Definiciones basicas y ejemplos

— Definicién 86.

gular
aip a2
az1 a2
(aij) = .
Am1 Am2

Jj=1,2,...,n con coeficientes a;; € K.

Sea K un cuerpo. Una matriz del tipo (m,

de m filas (a“,a,;z, ...,am) parai = 1,2,

n) sobre /C es un esquema rectan-

A1n
a2n
amn
ayj
az;
...,myncolumnas .| para
a'mj

J

Usualmente se representan matrices mediante letras mayusculas y los elementos

de estas mediante letras mindsculas.

El conjunto de todas las matrices del tipo (m,n) sobre K lo notaremos con
(K)mn- Matrices del tipo (m,m) se llaman cuadradas y se escribe (K),,, en lugar de

(IC)mm~

air a2
.. a1 22

3.1.1 Observacion. Sea A = . .
anl  an2

Q1n
a2n

Ann

1. La diagonal principal de A se denota y define de las siguiente manera

diag(A) = (a11,a22, ..., Gnn)
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2. Decimos que A es una matriz triangular superior si a;; = 0 para i > j, es
decir, si los elementos por debajo de la diagonal principal son cero.

3. Decimos que A es una matriz triangular inferior si a;; = 0 para ¢ < j, es
decir, si los elementos por encima de la diagonal principal son cero.

4. Llamamos a la matriz A diagonal, cuando A es triangular superior e inferior.

5. Diremos que la matriz A es escalar si la matriz es diagonal y si ademds los
elementos de la diagonal principal son todos iguales a un mismo nimero k.

6. La matriz escalar cuadrada de tamafio n, donde & = 1 se denomina matriz de
identidad y se notard con 1, I,, o simplemente /.

1 0
1

1=

0 1
7. La matriz de tamafio (m,n), donde a;; = O paratodoi = 1,...,my j =
1,...,n se denomina matriz nula o matriz cero, también notada por O, ;.

00 - 0

0=
00 0

~— Definicién 87.

Sobre el conjunto de todas las matrices se definen las operaciones de suma y
multiplicacion por un escalar k de la siguiente manera:

(aij) + (bij) := (ai; + bij)
k(aij) :== (kaij)

Las anteriores operaciones definen a (K);,,,, como un espacio vectorial de dimen-
sion m - n.

3.1.2 Ejemplo. Sean

1 10 0o 1 -1
A=|1 2 -1 ], B=|2 2 0],
0 -1 V2 1 -2 2
entonces
1+0 343 0-1
A+B=| 1+2 242 —-140
0+1 —1-2 V2+2
1 1 -1
=13 4 -1
1 =3 V2+2
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~— Definicién 88.

Sean V, W espacios vectoriales sobre K. 81 = (vy, ..., v, ) una base para
y B = (wy, ..., wy,) una base para W. Sea A € Homy(V, W), entonces

m
A’Uj = Zaijwi ] = 172, e
i=1

y los a;; € K estdn determinados de manera tnica, por lo tanto del teorema
(70) A queda completamente determinado porlos a;; @ =1,2,....m j =
1,2, ...,n. Definamos

B, (A, = [ oo =(ay)
aAml Gm2 - Qmn

y llamaremos a s, (A)ss, la matriz de A con respecto a las bases B1y Bo.

3.1.3 Ejemplos. Sean )V, )V espacios vectoriales sobre K. dimiV = 3;
dimW =2 ; By = (v1,v2,v3) ; Ba= (wi,ws).

(D
Avy = ajywy + agws
AUQ = aj12wWq + a22w2
Avs = ajzw + azzws.
Entonces,
a1l a2 ais
Bo (A)%l =
as1 a2 a23
2)
Avl = w1
AUQ = 3'[01 — w2
A’Ug = wa.
Entonces,

3.1.4 Observacion. En este punto es importante resaltar la diferencia entre sistema
de vectores y conjuntos. Cambios en la enumeracién de los vectores de la base

e

origina cambios en la matriz.

Consideremos nuevamente el ejemplo (2), y elijamos

vi=wv vparai=1,23

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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Entonces
r /
Avy = wh
! / /
AUQ = —w + 371)2
r_ ’
Avy; = w

0 -1 1
Entonce,%/z(A)sB/1:<1 3 O>

— Teorema 89.

1. Sean V, W espacios vectoriales sobre . 67 = (vy, ..., v, ) una base
para Vy By = (wy, ..., wy, ) una base para V.
La funcion s, (f)e, : Homg(V, W) — (K)m,, definida por
8, (f)m, A = 1,(A)s, es una transformacién lineal, en particular
Homp(V, W) = (K)mmn

2. Sean Vj,V,, Vs espacios vectoriales sobre K con bases B; =

(V1 ey Wy ),
By = (Wi, ..., Wn, ), Ba = (U1, ..., Uny ) respectivamente.
Sean B € Homy(V1,Va), A€ Homy(Va,Vs)

(=S VRELG VA

Sea o3, (A)s, = (ar;) y 8,(B)xs, = (b;). Entonces
%3(143)531 = (ij) k = 1,...,113, ] = 1,...,n1 donde Ckj =
2

n
E a]ﬂ'bij.
=1

DEMOSTRACION.

m m
1. Sean A,B € Homy(V,W) con Av; = Zaijwi, By, = Zbijwi, en-

=1 =1
tonces
(A + B)Uj = A’Uj + BU]' = Zai]-wi + Z bijwi = Z(aij + bij)wi

=1 i=1 i=1

Entonces:
%2(f)%1(A+ B) = %2(A+B)‘Bl

= (aij + bij) = (aij) + (bij)

= ‘Bz(f)%lA + %Q(f)%1B
Ademids

(k’A)Uj = ]C(AU]) = kZaijwi = Z(ka”)wz
i=1 =1
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Yy con esto se tiene:

3, (f)m, (k4) = »,(kA)s
k%z(A)‘Bl

Entonces s, (f)ss, es lineal.

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta

L= (kaij) = k(aij)
= k‘Bz(f)‘B1A'

La inyectividad y la sobreyectividad se sigue del teorema (70).

2. Se tiene que:

Entonces:

— Definicién 90.

Sean (axi) € (K)rm y (bij) € (K)m,n. Definamos

no

B’Uj == wawz ] = 1,27 Ny

n3

Aw,; = Zakiuk 1= ].7 27 ey N

n

BUJ <Z b ]'u)Z) = Z b,-jAwi
n3 =

= Z bzg (Z akt”k)

= Z Z bmakz up = ch]uk

klzl

(AB)v; =

=a;bij;

(aki) (bij) = (ck;) € (K)r.n donde cg; = > aribi;.

Con esta definicién se cumple en el teorema (89)(2)

‘B:;(AB)%l = B3 (A)%2‘32 (B)%l

3.1.5 Ejemplos.

1 20
(o 5 o) (1) -

1
2 (5

4.

(3
(1

N W

"

S O = (==} =
O = =

—_—_ O P

SN—— —_ W
I N—
N

S =

— W

w ot

N~

3 5 2 43 9 -5 2
6 13 2 ]=|8 -8 0
1 2 01 7 13 10

4 (1)2_—158
-3 5 ;)\ -8 15
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5(1 40 2) =(7 16)

— Teorema 91. ~

1. Sean (ay;), (ki) € (K)rm y (bi]-),(gi]-) € (K)mn. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

((aki) + (ki) (bij) = (aki)(bij) + (@xi) (bij)
(aks)((big) + (big)) = (ki) (biz) + (ai)(biz)-

2. Sean (ag;) € (K)rm, (bij) € (K)mn, (¢js) € (K)n,. entonces
se cumple la propiedad asociativa:

((ari) (big))(cjs) = (ari)((bi)(cjs))-

DEMOSTRACION.

L. Sean (Ar;) = ((ari) +(@r:))(bij) ¥y (or;) = (ai)(bij) + (ari) (bi;). Entonces:

m m m
Mej = Y (ki + ari)bis = Y aribij + Y anibij = g
=1 =1 i=1

— Definicién 92. ~

Sean Ay B, K-dlgebras. Una funcién ¢ : A — B se llama un homomor-
fismo entre KC-dlgebras si se cumple:

1. ¢ es K-lineal.

2. p(zy) = p(z) - 9(y) Vr,yeA

Como es usual se define Monomorfismo, Epimorfismo, Isomorfismo.

— Teorema 93. <

Sea V un espacio vectorial sobre IC, dim) = n, ‘B una base para V. En-
tonces la funcién

f<B : Homk(V, V) — (’C)n

Definida por fos(A) = (ax;) = 5(A)sp es un Isomorfismo entre K-dlgebras.
En particular se tiene que Homy(V,V) = (K)s,.

DEMOSTRACION.

1. Del teorema (89)(1) se tiene que fus es lineal. (K-lineal).

Universidad del Atléntico



Matrices y transformaciones lineales

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta

2. Sean A, B € Homy(V, V). Entonces
fe(AB) = 3(AB)y = u(A)ss(B)s = fu(A) - fu(B).

— Teorema 94. ~

Sean A, B € (K),,

1. Si BA = I, entonces AB = I y B es la tinica matriz en (K),, con la
propiedad BA = I, B se llamari la inversa de A y se notard con A~L.

2. SiAB =1, entonces BA=IyB =A%

DEMOSTRACION.

1. Sea V un espacio vectorial de dimensién n, B una base para V y fg :
Homy(V,V) = (K)y, el isomorfismo del teorema (93). Es facil verificar que
fgl 1 (K)y, = Homy(V, V) es también un isomorfismo entre dlgebras.

Sean A, B € (K),, tal que AB = I, entonces
f3 (B fg'(A) = f3'(BA) = f3'(I) = Tv
Del teorema (82) se tiene:
fo (A5 (B)=Tv A (f5' (A) " = f5'(B)

Es decir

AB = fuf5"(AB) = fu(f5'(A)f3'(B)) = fe(Iv) =1

B = fufy'(B) = fu(fg'(A) " = fufg (A7) =A""

2. Se demuestra de manera similar.

3.2 Matriz inversa

Definicion 95.

Sea A € (K),. A se llama regular o invertible, si A~} existe.

Del teorema anterior se tiene: A es regular < existe B € (K),, tal que AB = I,
BA=1.

Consecuencia: Si A es regular y AC' = 0, entonces C' = 0.

En efecto:

I=BA = (=IC=(BAC = B(AC)=0.
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— Teorema 96. N

Sea dimy, < oo, A € Homy(V,V), son equivalentes:
1. Aesregular.
2. Paratoda base B de V si tiene que o (A)s es regular.

3. Existe una base B de V tal que o (A)ss es regular.

DEMOSTRACION.
1=-2. Si A es regular, entonces existe A1,
Por otro lado: f(A™') = (fe(A)™' = (n(A)s)"!, decir u(A)n es
regular.
2=3. Se tiene.

3=1. Por hipétesis existe 5 (A)g".

fa' (s (W)e) ™) = (fa' (fm(4) 7 = A7
=A

3.2.1 Observacién. Se define GL(n, K) := {A € (K),: A es regular}, con respecto
a la multiplicacién de matrices GL(n, K) es un grupo.
Sea V un espacio vectorial sobre IC, dimy) = n y sea *B una base para V, entonces

cGL(YV GL(n, K
o Uy

es un isomorfismo. Es decir GL(n,K) ~ GL(V) ~ GL(K").
En particular GL(2,R) ~ GL(RR?).

— Teorema 97. <

Sea B = (v, ..., v,) una base del espacio vectorial V. Sean a;j, i, =
1,2, ...,n dados. Definamos

n
wy = E Qj5V; j = 1,2,...,77,
i=1

1. Son equivalentes:

(a) (wi,...,wy) es una base para V.

(b) (aij) es regular.

2. Sea (a;;) regular y (b;;) = (a;;)!. Entonces

n
v; = Zbkjwk i=12..,n
k=1
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DEMOSTRACION.

1. Definamos A € Homy(V, V) asi: Av; :=w; (j=1,2,...,n).
Entonces
»(A)s = (aij).

(wi, ..., wy) es una base < A es un isomorfismo (Automorfismo) < A es
regular < (A)yp es regular.
——

=(ai;)

n
. 1 sii=j
2. se tiene que Zbkjwk = 0;j 0ij = {O :iz 4 i Entonces
k=1

n n n
v; = E 51']"(}1‘ = Z Z aikbkjvi
i=1

=1 k=1
n n n
= Db D auvi= ) by
k=1 i=1 k=1
W

3.2.2 Ejemplo. Sea A = (an a12> € (K)2. £ Cudndo existe A~1?
a1 a2
Definamos d = aj1a22 — aj2a2;1 y diferenciemos dos casos:

Caso 1:

Si d # 0, note que

entonces A es regular.
Caso 2:
Sid=0. Seaalg 75000,22 750
azz —a12) , _ (a2 —a12) fann awz) _ (d 0y _,
0 0 0 0 agl agy 0 0
Por la definicién de matriz regular, se tiene que A no es regular.
Sea a12 = a9y = 0
0 0\ (a1 O) /0 0\ [0 0O\ _
A3 o) = 0) (0 8)=(0 0)=0
Entonces A no es regular.

Cunclusion: A es no regular < ajja92 — ajgas; # 0.
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,—[Teorema 98 (Cambio de base).}

1. Sean V, W espacios vectoriales sobre K. Sean

B1 = (v1,..,0n), Bl = (v],...,v],) dos bases para )V
By = (W1, oo, W), B = (W], ..., w!,) dos bases para W.

Sean
n
'U;‘:Zaijvi 1=12..n
i=1
m
wfzzbklwk 1=1,2,....m
k=1

Entonces todo A € Homy(V, W) se tiene:

o, (A = (b)) '3, (A), (aij)
), (Lw) 28, (A) 5,8, (L)

ademds (a;;) y (bg) son regulares.

2. Caso especial: V = W, B; = By = B3, B] = B, = B,
Entonces

w (A = (aij) ' (A)n(ai))

3. Supongamos que son dadas B € (K);,n, X € (K)p, regular, Y €
(K)y, regular. Sea V un espacio vectorial sobre K de dimensién n y
sea Y un espacio vectorial sobre X de dimension m. Entonces existe
A € Homy(V, W) y existen bases By, B! para V y B, B, para W
tal que

B, (A)s, =B A @ (A)p, = XBY.

DEMOSTRACION.
n
1. Se tiene Ivv;- = v; = Zaijvi. Es decir %1(11;)%’1 = (aij)- Del teorema (97)
i=1
m
se tiene que (a;;) es regular. Ademds I,,w] = w; = Z briwp.
k=1
Entonces s, (w)s;, = (bxi)-

Del teorema (97) se tiene que (by;) es regular y (by) ™! = s, (Lw)m,. Con esto
tenemos:

wy(A)s = w,(LwAlL)w,
), (L) 28, (A) B8, (L)
(brt) ™", (A)sw, (aig)-

2. Se sigue de (1).
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3. Sean B; = (v1,...,v,), Ba = (wi,...,wy,) bases para V y W respecti-
vamente. Sea B = (bjy,).

m
Definamos A € Homy(V, W) asi: Av; = Z bjiwj.
j=1

Es claro que g,(A)s, = B. Sean también X! = (z;;), Y = (vij),
definamos

Definamos B} = (v, ...,v},), B, = (w],...,w),), entonces

(A = (zij) ', (A)w, (vi5) = XBY.

3.2.3 Observacion. Sean V, W espacios vectoriales sobre I, ambos de dimensién
finita, y sea A € Homi(V, W).

Problema: ;Como puede uno elegir bases 261,82 para V y W respectivamente,
de tal forma que la matriz 5, (A)s, tenga una forma sencilla?

Iniciemos ahora el camino para responder esta pregunta.

— Definicién 99. \

Sea

aipr - Qlp

A= € (K)m,n

s

m1 *° Omn

Definimos para j = 1,2,...,m z; := (aj1,a;2, ..., ajn) 2; se denomina el
j-esimo vector fila de A. Parai = 1,2, ...,n definimos s; = .|, sise

denomina el i-esimo vector columna de A.

En ambos casos estos vectores pueden considerarse como elementos
de K™ y K™ respectivamente.

Definamos r(A) := dimg(sy,...,S,) (El rango de A). Estos es, r(A)
es el maximo ndmero de columnas linealmente independientes de A.
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~— Teorema 100. ~

1. Sean V, W espacios vectoriales sobre /C, ambos de dimension finita,
ysea A € Homy(V,W). Sean B, B, bases para V y W respecti-
vamente, entonces 7(A) = 7(g,(A)s, ).

2.Sean A € (K)mn, X,Y sean matrices regulares del tipo
(m,m), (n,n) respectivamente, entonces r(A4) = (X AY).

3.Para A € (K)mn y B € (K)ny, se cumple 7(AB) <
min{r(A),r(B)}.

DEMOSTRACION.

m
1. Sean %1 = (1}1, ...J)n) y %2 = (wl, ...,wm). Sea A’Uj = Z(Lij’wi.
i=1

Definamos

B:W — K™

m ki
B(Z k,w,) =
=1 k’NL

VA4)HJ

B
AB
>m

K

Se demuestra facilmente que B es un isomorfismo. Del teorema (85)(2) se

tiene que:
r(A) = r(AB) = dimgIm(BA)
Im(BA) = (BAv; : j=1,2,...,n)
y
m Aij
BAU]' = B(Z aijwi) = =55,
i=1 mj

donde g, (A)®, = (a;;). Entonces
r(A) = dimpIm(BA) = dimg(s; : j =1, ...,n) = r(8,(A)ns,)

2. Del teorema (98) tenemos: X AY y A son matrices para algin operador lineal
Z con respecto a algunas bases, entonces

r(XAY) =r(Z) =r(A).

3. Se sigue del teorema (85)(1).
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— Teorema 101. <

1. Sean V, W espacios vectoriales sobre XC, ambos de dimension finita.
Sea A € Homy(V,W) con r(A) = r. Entonces existe una base B
para V' y una base ‘B para W tal que

10 --- 0
01 --- 0
L. | 0 . |0
%2(‘4)%1: - —|=1:
0 | o 00 0
0 | 0

2. Sean A € (K)y,n con 7(A) = r. Entonces existe una matriz regular
X € (K),, y una matriz regular Y € (K),, tal que

I, | 0
YAX=|- - -
0 | 0

DEMOSTRACION.

1. Sea®B = (v1,...,v,,) una base para V tal que (vy41,...,v,) sea una base para
N (A). Entonces Im(A) = (Avy, ..., Av,.). Dado que

dimiIm(A) = dimyV — dimpN (A) = n — dimpN (4) = r,

se tiene que (Avy, ..., Av,) es una base para Im(A) ( Verificar).

Definamos w; = Av; i =1,2,...,7y entonces podemos extender estos a una
base para WV, digamos ‘Bs. Entonces

A’Ui = Ww; 1= 1,2,...,’{‘
Av; =0 i=r+1,...,n.

I, | 0
Entonces g5, (A)y, = [ — — —
0 | o

2. Se sigue del teorema de cambio de base y (1).

3.2.4 Observacién. Definamos sobre (K),, » la siguiente relacion:
A~B & existen X € (K),, Y € (K)y, regulares tales que B = Y AX.

1. ~ es una relacién de equivalencia:

(a) Reflexiva: Tomando X = I,,, Y = I, se verifica
A~A YA€ (K)mn.

(b) Simetria: Supongamos que A ~ B. Entonces existen X € (K),,
Y € (K)y, regulares tales que B = Y AX. Por lo tanto
A=Y"1BX! = B~A

(c) Transitiva: Supongamos que A ~ By B ~ C. Entonces

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta
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B=YAX A C=YBXdondeX,X € (K),, Y,Y e (K)n
todos regulares, entonces

C=Y(YAX)X = (YY)A(XX) = A~C.

Las clases de equivalencias:
[4] = {Be€ (K)mn:A~ B}
{B€K)mpn:3X,Y - -talque B=YAX}
{YAX : X € (K), Y € (K)pregulares}
I, | 0

- = —|:r=0,1,..min{m,n}
0 ] o

(El rango describe a ~). Esta es la respuesta a la pregunta de la definicion (99).

3.3 Matriz transpuesta

— Definicién 102. ~

Sea A € (KC)m,n, donde

A=a(
Definamos
air a1 . Gml
At — a.12 ezt fma La transpuesta de A
Aln G2n *°° Qmn

At = (xq;j), donde xij = aji

- J

— Teorema 103. ~

1. Sean A, B € (K)nm, k € K. Entonces (A+ B)! = A+ By
(kA)t = kA!, entonces la funcién A — A’ es K-lineal y ademds un
Isomorfismo de (K)y, m en (IC)m r.

2. Si A€ (K)mnyB € (K)ny, entonces (AB)! = Bt AL

3. Si A es regular, entonces A’ también lo es.

DEMOSTRACION.
1. Inmediato.

2. Sean A = (a;;) B = (bj), C:=(AB)" = (cig).
D = B'A! = (d;;,), entonces

/ !
Cik, = E ag;bji y dig = E bijai, = E bjia;
i=1 =1 i=1
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Entonces C' = D.
3. I=1"=(AA"H) = (A71)!AY =  A’tiene inversa.

Teorema 104.

Sea A € (K)nm. Entonces 7(A) = dimy(zi,...,zm), cada z; =
(@i1, -, Gin) (ver def (99)). En particular se cumple que
r(A) = r(Ab).

DEMOSTRACION. Del teorema (101)(2) se tiene que existen matrices regulares
X, Y tales que

I, | 0
YAX =|—- — —|.,donder=r(A).
0 | o0
Del teorema (103) tenemos:
I. | 0
(YAX)! = XtA'Yt = | — — — | con X* Y regulares.
0 | O

Entonces:

dimp (21, s 2m) = r(AY)

= r(xtAtY?)
I, | 0
e T —_ —_
0 | 0
= r
= r(4)

~— Definicién 105. 2

Sea A € (K)nm, digamos A = (A;;). Definimos la traza de A notada
Tr(A) asi:

TT'(A) = i (077}
i=1

- J

— Teorema 106. 2

1. Tr: (K), — (K) es K-lineal.

2. Tr(AB) = Tr(BA) VA, B € (K)n.
3. Sean A, B € (K),, con B regular, entonces Tr(B~'AB) = Tr(A).

4. Tr(A) = Tr(A?).
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DEMOSTRACION.

1.
Tr((ai) + (b)) = Tr(aij + bij)
= Z ai; + bii) = Za” + Zb“ = Tr(as;) + Tr(bs )
i=1

Tr(k(aij)) = Tr(kai;) = Z kay; = kZa“ = kT'r(a;j).

n

2. Sea A = (CLZ‘J') B = (bjk) AB = (Cik); Cik = Zaijbﬂ

j=1
n n n
Tr(AB) (‘” = Z Za” i
=1 j=1
Z ijiaij = T’I’(AB)
j=11i=1

3. Tr(B~YAB) = Tr(B~Y(AB)) = Tr(ABB~1) = Tr(A).

4. Ejercicio.

~ Definicién 107.

Sea A € Homy(V,V), dimg)V < oo. Sea B una base cualquiera para V.
Definimos Tr(A) = Tr(s(A)x).

Esta definicién no depende de la eleccién de la base: Sea 9B’ otra base para
V. Usando el teorema del cambio de la base tenemos:

3(A)p = X 1o (A)w X, X regular.
Del teorema (106) se sigue:

Tr(s(A)s) = Tr(X e (A)w X) = Tr(s (A)s)

Sea A = (ai;) € (K)m,n- Una transformacién elemental de A serd cualquiera de los
siguientes cuatro pasos:

1. La multiplicacién de una fila por una constante k € IC, k # 0.

air a2 - Gip a1 a2 - Qi
A= an ap - ap | = | kag kap --- kay
Aml1 Gm2 °°° Omn aml Gm2 - Amn
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2. Laadicionde lafilajde Aalafilaide A: (i # j).

ail a2 - QAin aiy a12 U A1n
A=lanx a2 - am | = |a1+a1 a2+ap - aptajp,
Aml Am2 - Gmn am1 Am2 s Amn

1" La multiplicacién de una columna por una constante k € K, k # 0

2" La adicion de la columna j de A alafilaide A: (i # j).

~ Lema 108. 3

Las siguientes operaciones se pueden obtener a partir de las transformaciones
elementales.

3 Lasumade k-veceslafilajde Aalafilaide A: (i # j).
3’ Lasuma de k-veces la columna j de A alacolumnaide A: (i # j).
4 Intercambio de dos filas.

4’ Intercambio de dos columnas.

.

DEMOSTRACION. Para (3) y (4). Las otras se hacen de manera anéloga.

3. Seak € K, k#0.Sean z; := (a;1,a:2,....,0in) =1,2,....m

21 21 21 21
Zi Zi Zi + ]ij 2 + k’Zj
_ (1) (2) . (1 .
A= — — —
Zj ]CZJ‘ k:zj Zj
Z1 Z1 21 Z1
Z; zi + 2 —Zi — Zj —Zi — Zj
(2) 1) (2) (1)
4. A= — — — —
Zj Z]' Zj —Z;
Zm Zm Zm Zm
21 21 21
zit+ z; Zj Zj
(2) . 1)
H . (H
—Z —Z Zj
Zm Zm Zm
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— Lema 109. )

Se verifica:

1.

=
N
3

I
e
N

Zn 0 1
Es decir la transformacién elemental (1) se obtiene multiplicando a la
izquierda de A por la matriz de arriba.

2.
z1 1
, 1 0
: 1
Zn 1

Es decir la transformacion elemental (2) se obtiene multiplicando a la
izquierda de A por la matriz referenciada arriba.

Nota: La multiplicacion a la derecha produce el mismo efecto pero sobre las colum-
nas de A.

3.4 Matrices elementales.

~ Definicién 110. \

Las matrices

0 1 1
conke K k#0,i#j(I+ILj)

1 sir=1,s5=
Lij = (Ara) + Ara= {0 en otro caso

Se denominan matrices elementales.

Nota: Las matrices elementales son regulares. En efecto
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1 0 1 0

0 1 0 1
(I + Iij)(f - L) = IQ - L;j + I,;j - 1127 =1 - Iij[,;j. Pero L;j]qjj = 0 si
i # j, entonces (I + I;;)(I — I;;) = I. Del teorema (100)(2) se sigue que las
transformaciones elementales dejan fijo el rango de una matriz fila.

Otra observacién importante es que la inversa de una matriz elemental es el
producto de matrices elementales. En efecto
Caso 1:
1 0 1 0

Caso2: A=1+1; = A~!'=(I-1I;) (verarriba).
Denotemos con X — A~!X: sumamos a la i-esima fila de X (—1)-veces la j-esima
fila de X. Del lema (108) se sigue que A~ es el producto de matrices elementales.

— Teorema 111. ~

Sea A = (aij) € (K)mn. Entonces matrices elementales X1,..., X, €
(K:)m y )/17 ooog Y;‘ S (K)n tal que

X1, XsAYY, ., Yo = | = — — |, donder = r(A).

. J

DEMOSTRACION.[Constructiva]

Si A = 0, entonces el resultado es evidente.
Supongamos entonces que A # 0. entonces existe a;; # 0.
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Paso 1:
1 ap - anm
ag
A— .
*
aml
Paso 2:
1 a2 -+ am
0
A— | .
: *
0
Paso 3:
10 0
0
A—|.
0

Si A* = 0, entonces listo!

Si A* # 0, entonces repite el proceso para A*. El resto se sigue del lema
(109)

3.4.1 Ejemplo. Sea

=W N O
T W N
S O W

Aplicando operaciones elementales se obtiene:

2 0 3 10 3/2 10 3/2 10 0
a3 2a| 32 4| foz2 12| o2 -1
435 43 5 03 -1 03 -1
546 54 6 0 4 —3/2 0 4 —3/2
10 0 10 0 10 0 10 0
o11/4)_>011/4_>010_>010_>
03 -1 00 —1/4 00 —1/4 00 1
0 4 —3/2 00 —1/2 00 —1/2 00 —1/2
100
010
00 1
000

Note entonces que r(A) = 3.

Teorema 112.

Sea A € (K),, regular. Entonces A es el producto de matrices elementales.
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DEMOSTRACION. Del teorema (111) se sigue que existen matrices elementales
X, Y tal que

X1 XA, - Y, =1

Entonces A = X; -+ X; ly-t... Yfl. Ademads se demostr6 que la inversa de una
matriz elemental es el producto de matrices elementales.

— Teorema 113. \

Sea A € (K),, regular. Entonces existen matrices elementales X - - - X tal
que X1--- X;A=1.

(Es decir, es posible utilizar solo transformaciones elementales sobre las fi-
las. Correspondientemente vale para columnas).

DEMOSTRACION. Dado que A es no singular, existe A~! tal que A~'A = I,
Del teorema (112) se tiene que A~! es el producto de matrices elementales.

3.4.2 Corolario. Sea A una matriz regular del tipo (n, n). Entonces se puede obtener
A~ efectuando sobre I las mismas transformaciones elementales (en el mismo or-
den) que transforman a A en [.

DEMOSTRACION.
Del teorema (113) X --- X;A = I, donde cada X; es elemental. Multiplicando
a la derecha por A~! se tiene:

X, X I=A1
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CarpiTuro 4

DETERMINANTE Y SISTEMAS
DE ECUACIONES LINEALES

4.1 La funcion determinante

A lo largo de este capitulo, (R),, denotard el anillo de las matrices del tipo (n, n)
sobre R.

— Definicion 114. N

Sea A = (aij) € (R)n. Definamos el determinante de A, denotado det(A)
o] A|[,como

det(A): (R)n, — R

A— Z Sgnmair(1)a2r(2) ** * Anr(n)-
TESn

. J

También podemos ver a det como una funcién definida sobre las filas o sobre las
columnas de A. Esto es,

det(A)=f( z1 ,...,zp)donde f : R" x --- Xx R" - R
filas

det(A)=f( s1 ,...sp)donde f:R"x -+ xR*" >R

columnas
4.1.1 Ejemplos.
1. Seann =1, A = (a11) y S1 = {I}. Entonces,

det(A) = Z Sgnmwar) = a11.

meST

2. Seann =2,A = <a11 a12> y So = {(1),(12)}. Observe que Sgn(1l) =1
a1 a2

y Sgn(12) = —1. Entonces,

dCt(A) = Sgn(l)a11a12 + Sgn(l?)a21a21 = a110a22 — a12a21].
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3. Seann = 3,

ailp a2 a3
A= (a2 ax ag|ysS;={(1),(12),(13),(23),(123), (132)}.
azlp a32 ass

Sabemos que Sgn(ij) = —1, Sgn(123) = Sgn(132) = +1. Entonces,

det(A) = 011022033 — A12G21033 — Q13022031 — 011023032 Q12023031 +A13021a32.

4. Sea A = (aj;;) una matriz triangular inferior, i.e a;; = 0 parai < j.

ain a2 -+ 0

a2 az -+ 0
A=

anl Qap2 - Qnp

5. Consideramos 7w € S, 7w # Igy Q = {1,2,...,n}. Entonces, existe ig € Q) tal
que 7(ip) > o (este ip depende de 7). Probemos por induccién matemética
que: Si7(i) <iparaie€ {1,2,...,r}, entonces w(i) =i parai € {1,2,...,7}.

Sea r = 1. Si m(1) < 1, evidentemente 7(1) = 1. Supongamos
que:

Sim(i) <iparatodoi € {1,2,...,r — 1}, entonces 7 (i) = .

Ahora por hipétesis 7(r) < r. Entonces m(r) = r. Como consecuencia
se tiene: Si m # Iq, entonces existe ig € 2 tal que 7(i9) > io, entonces
ai,m(ig) = 0 (por hipétesis A es triangular inferior).

det(A) = a1a22 - app + Z Sgnﬂ—alw(l)aZTr(Q) © Ong(n)-
TESn
w#£lo

=0

Entonces, det(A) = a11a22 - - Gpny. Como caso particular: Si A es una matriz
diagonal

a1 --- 0
A=+ - i det(A) = a1+ ann.

0 - am

Ademads det(I) = 1.

Lema 115.

Sea A = (a;j) € (R)n. Entonces, det(A) = det(A").

DEMOSTRACION. Sea A' = (b;;). Entonces, b;; = aj; Vi, j

det(At) = Z Sgnﬂ'bln(l) © Qpg(n)
TESR

= Z Sgnﬂaﬂ'(l)l © Qr(n)n-

TESh
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Para cada j € {1,2,...,n} existe exactamente un k € {1,2,...,n} tal que (k) = j.
Por lo tanto, ar(i)x = ajr—1¢j) ¥

det(AY) = Z Sgnmay-1(1)@27-1(2) * * * Oz (n)
TESH
Sgnm = Sgnm~! = Z ngr_lal,rq(l) © o pr-1(n)
TESh
= Z SgnTairy - Apr(n) = det(A)
TESy

Lema 116. )
Sea A € (R)y, donde A = (ay;).

1. Si existen dos vectores filas de A, z;, z; con i # j tal que z; = zj,
entonces el det(A) = 0.

2. Andlogo para columnas.

DEMOSTRACION.

1. Seat = (ij) € Sy. Del teorema (36) se sigue que S, = A, U A, 7y A, N
A, 7 = ¢. Entonces,

dEt(A) = Z Sgnﬂ-alﬂ'(l) © Qnr(n)
TES
= Z (Sgnfaigny - angm) + SgNBTAIE-(1) ** * Anpr(n))-
BEAR

Sabemos que SgnB = 1y Sgn(B71) = SgnB-Sgnt = —Sgnf = —1. Ahora,

det(A) = Z (alﬁ(l) ©ApBn) T @18r(1) anﬁ‘r(n))
BEAR

= Z (@15(1) -~ @ig(e) ** 4ia() ** nBln) — Q1Br(1) T~ Gip(G) " Anfr(n))-
BEAR

Sin embargo, a;g(;) = a;u) ¥ @) = ajaj) (2 = z;). Por lo tanto,

det(A) = 0.

2. Se sigue del lema (115) y de (1).

— Teorema 117. 2

Consideremos como en la definicién (114) det : (R), — R como la funcién
FiR"%x---xR" = R.Seana, 3 € Ry z,2; € R", entonces
—_————

n

f(ZL ey Zi—1, 025 + 552‘, Zit1, ,Zn) =
af(zl, o0og g—ilg H Zil g ooog Zn) + ﬂf(zh o00g =il g 51‘, Z11l g ooog Zn)

. J

DEMOSTRACION. Sean A = (aij), 21,22,...,2n las filas de Ay z; =

(@i1s ..., Gin ). Entonces,
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f(zla ey Z + 62747 cey ZTL) =

Z ngmhr(l) i m(i-1) (aam(i) + 5dm(i)) “ Qi in(i4-1) * " Ann(n)
TESh

= OL( Z Sgnﬂ-alﬂ'(l) © Qug(n) + 5( Z Sgnﬂ-al'n’(l) T a‘iﬂ'(i)) ’ anﬂ'(n))
TESh TESh

= af(21,.20) + BF(21, 0, Zin1, Zis Zig 1y o0y 2n)-

— Definicién 118.

Una funcion h : R"™ x --- x R™ — R se llama una funcién de volumen
sobre R™ x --- x R" si se cumple:

1. Paracadaiy paratodo o, 5 € R:
h(z1, oy zi + BZiy ooy 2n) = @h(21, .oy 2n) + Bh(21, o) Ziyooey Z1)-

2. Siz; = z; parai # j, entonces f(z1, ..., z,) = 0.

4.1.2 Observacion. Por el Lema 116 y el Teorema 117 se tiene que la funcién f
como estd definida en 114 es una funcién de volumen.

— Teorema 119.

Sea h una funcidén de volumen R™ X --- x R"™.

1. Vi # j y para todo o € R se cumple
h(z1, ...,z + azj, ..., zn) = h(z1, ..., 2n).

2.¥m €8y 1 M(2r1), s Zr(n)) = Sgnmh(z1, ..., 2n).

3. Sea z; = (aﬂ, ...,am) ye; = (Ujl, ...,O'jn). Entonces
h(z1, ..., 2n) = det(a;j)h(e, ..., €n).

DEMOSTRACION.

1.

h(zi,.zi +azj, o0 2n) = h(2z1,..,20) Fah(z1, ..., 25, oy 20)

=0

h(z1y -, 2n)-

2. Consideremos inicialmente 7 = (¢5) (una transposicién), sin perder generali-

Universidad del Atléntico



Determinante y sistemas de ecuaciones lineales

Stiven Diaz - Jorge Rodriguez - Yesneri Zuleta

dad ¢ < j, entonces

h(z1y.y2n) = h

= h(Z1s s 2y ey —Ziy e Zn)
= —h(21, ., Zjsees Ziy oons Zn)

= Sgnmh(21, ... Zjy o Ziy oo Zn)

Sea m € Sy, cualquiera. Sabemos que ™ = 71 - - - 75, donde cada 7; es una
transposicién. Definamos 7’ = 75 - - - 7. Demostremos la afirmacién por
induccién sobre k.

Paso 1: k£ = 1, demostrado arriba.
Hipétesis de induccion: h(zqs(1y, -s Zr () = Sgna'h(21, ..., 2n).

Paso 2:
h(Zﬂ-(l),,..,Zﬂ-(n)) = h(znw’(l)a'"vzrnﬂ"(n))

ng‘lh(z,r/(l)7 veny Z'rr’(n))
SgnmiSgnm'h(z1, ..., zn)

= Sgnrmh(z1,...,2n).

n
. Se verifica que z; = Zaijej (i =1,2,...,n). De la definicién (118)(1) se
j=1
tiene:

n n
h(z1y .y 2n) = h(Zaljlejl,..., Zanj"ejn)
=1

jnzl
n n n
h(Zl,...,Zn) = E E E CLUl -a2j2---anjnh(ejl,...,ejn).
J1=1j2=1  jn=1

Si en una n-tupla (j1,...,7,) aparece més de una vez un elemento de
{1,2,...,n}, entonces de la definicién (118)(2) se tiene que

h(ej,...,e;,) = 0. Es decir, permanecen libres solo los sumandos con
{j1, - dn} ={1,2,...,n}, es decir j; = (i) para algin 7 € S,,.
Entonces,

>

N
N

X
N

3

N
|

= Z Air(1) """ anﬂ'(n)h(eﬂ'(l)a T eﬂ'(n))'
TESn

Por lo tanto,

Z Sgnma(1) -+ Aprmyhler, - en)
TESH

det(A)h(er, - en)

h(z1, ..., 2n)
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— Teorema 120. N

Las funciones de volumen sobre R™ x --- x R son las funciones h que
tienen exactamente la forma

h(z1y.yzn) =C-det | 1 |, CeR.

DEMOSTRACION. Es consecuencia del Teorema 119.

Teorema 121.

Sean A, B € (R),, entonces det(AB) = det(A) - det(B).

DEMOSTRACION. Sea A = | : B = (S, ...,5,). Consideremos

Zn

hpg : R"x---xR" =R
hp(z1, ..., zn) = det(AB).

Demostremos que hp es una funciéon de volumen: Supongamos que z; = z; para
i # j, se tiene:

21
AB = (Sl,...,gn)
Zn

<1
24

Zj

Zn

(lai-esimay j-esima fila de ~ AB son iguales). Por el Lema 116 se sigue que et(AB)
=0, por lo tanto hp(z1, ..., z,) = 0. Por otro lado,
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Sea A = (ai;), B = (bij)y 2% = (@, ..., an). Entonces

hp(z1,...,0z + BZ, ..., 2n)

n n
> aibj a > a1bjn
j=1 Jj=1

n

= Z(aa,;j + Bag)bj - Z(Oéaij + Baij)bjn
j=1

Jj=1

n
§ an;bj1 e anjbin
j=1 j=1

n n
> aybi o Y aijbjn
=1 j=1

3

= adet(AB) + Bdet Zfbijbﬂ e Z aijbin
p =1

n

n
§ anjbjl § anjbjn
Jj=1

j=1
= QhB(Zh () Z’n) + /BhB(Zh ceey 21y ey ZTL)

Esto demuestra que hp es una funcién de volumen. Entonces

21
hp(z1,...,2n) = C(B)det | : | = C(B)det(A).
—————
=det(AB) Zn
Si A = I, entonces C(B) = C(B)det(I) = det(IB) = det(B), luego det(AB) =

det(A)det(B).

4.1.3 Observacion. Como consecuencias de los teoremas (117),(119)(1) y (119)(2):

ail a2 - Qin air - Qin
: : aip -0 Qi :
l. |aaj + Bain ai ain| =0a| : S FBain o Qin
an1  ** Qnp : :
apl an2 Apn ap1 - Qnp
ail e Ain
: : air - Qin
2.8ii#£ ) |aintoaai o G+ aajp| = :
: : [£27% R ¢ 77703
an1 Gnn

3. Si se intercambian dos filas en (a;;), entonces det(a;;) se cambia con factor
—1. (Similar para columnas).

4.1.4 Ejemplo. Demuestre que:
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4.1.5 Ejercicio. Sean A € (R),,

1 2 3 4
-1 0 1 1
3 —140__45'
4 3 21

det (

A 0

c B) = det(A)det(B).

B e (R)nyC € (R)n,m. Entonces

— Definicién 122.

= (=1)"Mdet

Sea A = (a;j =€ (R)y. Definimos:

ail 000 al]
Aij = det o --- 1
Gpl  *+° QGnj

(La i-esima fila de A se reemplaza por e;).

0 1
aii aiy
ai—11 ai—1;j
Gnl Unj

1 0

_ (_1)i—1+j—1det

a

ai—15 Qi—11

Anj Gnl

1 a1n

A1n

ann

A1n

Qi—1n

Ann

a1j—1

Ai—15-1

anj—1

(Sin = 1, definimos Ay; := 1). Definamos A := (a;;)".

Aln

Ai—1n

Ann

100
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— Teorema 123.
Sea A = (a;j =€ (R)n.
N n
1. AA = det(A)I, es decir, se cumple que Z a;jAij = dipdet(A).
=1
. J
Caso especial: : = k, det(A) Z a;ijAij.
Jj=1

(Desarrollo del determinante de A por la i-esima fila).

n
2. AA = det(A)I, es decir, se cumple que Z Ajjaiy = djpdet(A).

i=1
n
Caso especial: j =k, det(A) ZAijaij.
i=1
(Desarrollo del determinante de A por la j-esima columna).

3. Siexiste (det(A))~! en R, entonces
A1 = (det(A))LA.

(Si R es un cuerpo, la existencia de A~! significa solo que det(A) #
0.

DEMOSTRACION.

1. Se cumple:

aip -+ ai; v Ain
n n
E aijAij E Cbij 0 1 0
Jj=1 Jj=1 :
ap1  *+ Gpj -+ Gpp
aip - Ain
= ;1 et Qip | = 5Lkd6t(z4)
Qpl  *** Qnn

2. Como en la definicién (122) se obtiene también que

ayn - 0 - am,
Aq‘,j =det|apn --- 1 -+ apn
ap1 -0 0 - apg

Entonces (2) se sigue de la misma forma como obtuvimos en (1).
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3. Sabemos que AA = det(A)I. Si (det(A))~! existe en R se tiene:
A(det(A)) YA =Ty (det(A))TAA=1.
Por lo tanto A es invertible y A~ = (det(A)) ' A.

4.1.6 Ejemplo. 1. Desarrollemos el determinante del ejemplo (4.1.4) por la
primera fila:

10 ? 111 0 11 -11 1
(D1 -1 4 o+ (-D2.2.{3 4 0|+
3. -1 40 3 21 4 21
4 3 21
-1 0 1 -1 0 1
(-D)*3.3.13 —1 0|+ (-D'**.4.13 -1 4
4 3 1 4 3 2
-1 0| |-1 4 40 130 I3 4
P R PO R Ol P AR )
-1 0 [3 -1 -1 4] 3 -1
it ol PO Y R G P )
= —45
2. Sean >1y A€ (R),con
a bb - b b
b ab -~ b b
A=
bbb - ab
bbb - b oa

Definamos f(a,b,n) := det(A). Entonces: Restando la segunda columna de
la primera se tiene:

a—b b -+ b
b—a a -+ b
det(A) = . .
0 b a
bbb --- b
b a --- b
= (@-bf@bn-1)-(-a)|
b b a
b 0 0 0
b a—b 0 0
= (aib)f(avbvnil)+(aib) . .
b 0 0 a—>b

= (a—b)f(a,b,n—1) + (a — b)b(a — b)" 2

Entonces la férmula de recurrencia es:

102
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fla,b,n) = (a—b)f(a,b,n — 1) + bla — b)* L.

Afirmacién: f(a,b,n) = (a — b)" a + (n — 1)b].
Demostracién por induccién sobre n:

n=1 A=(a); det(A)=ay fla,b,1) = (a—b)"a+0b)=a

n=2 A:(“ Z) = det(A) =a® - b2 = (a—b)(a+b)

b
Supongamos que f(a,b,n — 1) = (a — b)""2(a + (n — 2)b), entonces
fla,b,n) (a—b)f(a,b,n— 1) +bla—b)""
= (a=b)[(a—b)"2(a+ (n—2)b)] +bla—b)""
= (a—b)"a+ (n—2)b) +bla—b)"!
= (a—b)"Ya+(n—-2)Db+0)
= (a—=0)""a+(n—1)b)

SiResuncuerpodet(A) =0 a=b V a+(n—1)b=0.

3. Sean by, ..., b, € R. Consideremos el determinante de Vandermonde.

1 b b7 - bt
1 by b2 - bt

det | . 2 2 = f(b1y ey bn)-
1 b, b2 bpt

Realizamos las siguientes transformaciones:

Multiplicamos la columna (n — 1) por b; y la restamos a n-esima.
Multiplicamos la columna (n — 2) por b; y la restamos a (n — 1)-esima.
Multiplicamos la primera columna por b; y la restamos a la segunda.

Entonces tenemos:

1 0 0 0
1 by—b by —by)by -+ (by—by)bP 2
Foniby) = det | 2~ b1 (ba . 1)b2 (b2 — b1)byy
1 b,—0b (bn — bl)bn cee (bn — bl)bZ_Q
by — b1 (b2 — bl)bZ e (b2 - bl)b272
= det : :
bn - bl (bn - bl)bn o (bn - bl)bZ_Z

= (bQ - bl)(bd - b2) Tt (bn - bl)f(b27 ceey bn)

Afirmacién: f(b,...,b,) = H(b1 — b;): Demostracion por induccién sobre
i>j

n:

1 b

1 by =b2—bi

n=2 : f(b1b2):‘
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Supongamos que f(be, ..., b,) = H (b; — bj): Entonces
5=
L

(bg — b1)(bg — ba) - -+ (b, — b1) f (b2, ..., bp)

= J] (-t

ij=2
i>7

f (b2, ... bn)

En particular f (b, ..., b,) # 0 < todos los b; son distintos dos a dos.

Teorema 124.

Sea K un cuerpo, A € (K),,. A es regular < det(A) # 0.

DEMOSTRACION. En efecto:

1. Supongamos det(A) # 0, entonces del teorema (123)(3) se tiene que existe
A~ luego A es regular.

2. Supongamos que A es regular, esto es, AA~! = I. Entonces det(AA™!) =
det(I), luego 1 = det(A) - det(A~1) por lo tanto det(A) # 0.

4.1.7 Observaciéon. GL(n,K) = {A € (K), : det(A) # 0}. Con respecto a la
multiplicacién de matrices, se tiene que GL(n, K) es un grupo. y del teorema (121)
se tiene que det : GL(n, K) — K® es un homomorfismo de grupos.

N(det) = {A € GL(n,K) : det(A) = 1} =: SL(n,K)
Entonces GL(n,K)/spmx) = K.

Definicion 125.

Sea V un espacio vectorial sobre K. dimy(V) < coysea A € Homy(V, V),
definamos det(A) := dety(A)sp.

Demostremos que det(A) := dety(A)g no depende de la eleccién de B:
Sean B, B, bases para V. Por el teorema del cambio de base se tiene que existe
X € (K), tal que

Ba (A)%z = X71%1 (A)%1X'

Entonces:

detch (A)fBz det(Xichl(A)%lX)

det(XV)detgs, (A)mp, det(X)

detos, (A)m, det(X LX)
N——

=1

Llamaremos a det(A) el determinante de A.

Teorema 126.

Sean A, B € Homy(V, V), entonces det(AB) = det(A) - det(B).
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DEMOSTRACION.
Sea B una base para V, entonces

det(AB) = detp(AB)p = det(p(A)ns(B)s)
= dety(A)gp - dety(B)n
= det(A) - det(B).

4.2 Sistemas de ecuaciones lineales

Sea K un cuerpo y supongamos que estdn dadas una matriz A = (a;;) € (K)mmn y
un vector
b1
b=\ : | eKk™
bm

Un problema interesante es calcular (encontrar) un vector

x1
X=1:]ek"
-Tn
de tal forma que se verifique
AX =b.
Es decir
n
Zaijxj:bi i=1,2,..m 4.1)
j=1
0
Sib = . |, entonces (4.1) se denomina un sistema de ecuaciones lineales
0
homogeneas.
Una expansion de (4.1) nos darfa:
apnry + apre + - 4+ apT, =b;
a1 + agers + -+ apTn = bo
am1T1 + am2T2 + o+ GpnTn = by,

De manera abstracta podemos plantear el problema en términos de operadores
lineales definidos sobre espacios vectoriales de dimension finita:

Problema: Sean V y W espacios vectoriales sobre un cuerpo C, dimiV =
n, dimpWW =m. Dado A € Homi,(V, W)y wy € W, consideremos el sistema

Av = wy 4.2)

Se trata entonces de encontrar el conjunto de los elementos v € V que satisfacen
(4.2). Estos v se denominan solucién de (4.2).

Nota: Se verifica que (4.1) y (4.2) son equivalentes:
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Sean B = (v, ..., v,) Yy Bo = (w1, ..., w,,) bases para V y W respectivamente.
m

Sea AUj = Zaijwi (] = 1,2, ...,n), i.e %Q(A)sgl = (aij).
i=1

m n
Sea wy = E biw; yv = E x;v;. Entonces
i=1 j=1

Av = wy <= i b;w; = A(zn: l‘j’l)j)
i=1 j=1

m n

-~ szwl = ijA’Uj
i=1 j=1
m n m

=g Z blwl = Z T Z Qi W;
i=1 j=1 =1

m

m n
& Zbiwi = Z(Z Tjaij)w;
i=1 i=1 j=1

n
= Zaijxj =b 1=12,....m.
Jj=1

Por lo tanto (4.1) y (4.2) son equivalentes.
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CapiTuro 5§

SUMAS DIRECTAS

Recordemos que si V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y U, U’ subespacios de

B , L v=u+U
V,entonces V =U U < {2_ Uunu' = {0}

— Definicién 127. N

1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean Vi, Vs, ..., Vp,
subespacios de V. Diremos que V es la suma directa (interna) de los
V; si se verifica:

@ V=V1+Vo+ ...+ Vp.

m
(b) Si Z v; =0, conwv; € V;, entonces v; =0 Vi.
i=1
2. sean Wi, Wh, ..., Wy, espacios vectoriales sobre un cuerpo K. El pro-

ducto cartesiano Wi X Wh X ... X W, adquiere la estructura de espacio
vectorial si definimos:

(wlv ---7U7m) + (1171-, ---me) = (wl + Wi, -y Wiy + U~Jm)
k(w1 ooy Wiy) := (kwi, ..., kwiy,)

donde w;,w; € W;, keK.
W = W; x Wy X ... x W,, se llama la suma directa externa de los
W;. Utilizamos la misma notacién como en (1).

L J

Notacion: V=V, ®Vo @ ... d YV, = EBVi’
i=1

5.0.1 Observacién. Sea K un cuerpo. K" =K K@ ... K.
—_———

n—sumandos

1. Verificamos que la definicién de suma directa presentada en el capitulo 2 y de
la definicién (127) son equivalentes.

(@ SeaV=U+UyUNnU ={0}.
Seau+u =0,conu €U yu' €U, entonces
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u=—u cUni = {0}
Por lo tanto u = v’ = 0.

(b) SeaV =U + U’ y supongamos que se cumple:
Siu+u =0,conue€lUyu €U, entonces u = v’ = 0. Sea ahora
uweUNU' . Entonces u+ (—u) =0 uel,—u' €U, entonces u = 0.

2. SeaWW =W; Wy D ... & W,, una suma directa externa. Definamos
V;, = {(0, ...,O,UJZ',O, ,O) Tw; € WZ}

Entonces W = W) & W-r & ... &W,, es una suma directa interna con W; = V;.

— Teorema 128. N

m
Sea) = @ Viy B; = (vi1, ..., Uin,; ) una base para V;. Entonces
=1

1. B = (V11 ey Ulny s V2L, -y U2ngy +oey Umly -y Umn,, ) €S UNa base para

V.

2. Sea A € Homy(V,V) con A(v;) € V;parai = 1,2,...,m. Del
teorema (75) se sigue que Av; : V; — V; estd definida. Entonces

3, (Av1)ss, 0
DEMOSTRACION.
m
1. Dado que V = Z v;, se tiene que ‘B es un sistema de generadores para V.
i=1

Supongamos por otro lado que
m g
Z Zkzijvlj =0 /{71']‘ e K.
i=1 j=1
n;

Por hipétesis se tiene que Z kijvij = 0y por lo tanto k;; = 0.
j=1

ki
2. Avij = Al}ij (Uij) = Z akjvik.
k=1
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~— Teorema 129. \

Sean V1, Vs, ..., V,,, subespacios de un espacio vectorial V. Entonces son
equivalentes:

.
=il

2. @V=>) V.
=1

(b) Paratodo j con 1 < 5 < m se cumple que

(D_Vi) NV = {0}
o=l

DEMOSTRACION.

m
(1)=(2) Supongamos que V = @ V;. Entonces se cumple por defincién que V =

i=1
m
> Vi
i=1 .
J m
Supongamos que Zvi =vj41 € (Z Vi) N Vj4+1. Entonces
i=1 i=1
J
ZUZ' — V1 = 0

i=1
y se sigue que v; 41 = 0 (por definicién (127)).

k
2)=(1) Sea Z v; = 0, con v; € V;. Sea k maximal con la propiedad vg, # 0; &k <
i=1

m. Entonces
k—1 k—1
sz‘ = v € (Z Vi) NV, = {0}.
i=1 i=1

Lo cual contradice v, # 0. Entonces se tiene (b).

Definicion 130.

Sea )V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Un operador p €
Homy,(V, V) se llama una proyeccién, si se cumple que p> = p.
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— Teorema 131. ~

Sea p € Homy(V, V) una proyeccion

1. V=N(@p) & Im(p).
2. I — p es también una proyeccién y ademds
N(p) =Im(I—p) A Im(p)=N(-p).

3. Si B es una base para Im(p) y B2 es una base para N'(p). Sea
B = (B1,B2) como en el teorema (128). Entonces

1 0

DEMOSTRACION.

1.

3.

(a) Seav € N(p)NIm(p). Entonces existe v’ € V tal que pv’ = v. Ademads
Pv = 0. Entonces

0=pv=p(pv) =p*' =p'=v = N(p)nIm(p)={0}.
(b) Seawv € V cualquiera. Entonces
plo—pv)=pv—plv=pv—pv=0 = v—pveN(p)
y ademads
v=(v—pv)+pv e N(p)+ Im(p).

(I =pP=P—Ip-pl+p*=1-p.
Sea v € I'm(p). Entonces v = pv’ para algin v’ € V), entonces

pv = p(py’) = p2’UI :pv/ = .
Luego
veNp)epw=0& I —-pv=veveln(-Dp).

Ejercicio.

5.0.2 Observacion. Si p € Homy()V,V) es una proyeccion, entonces p es una
preyeccion de V sobre Im(p). Pero p no queda completamente determinado (de
manera tnica) con la informacién sobre I (p). Es necesario conocer también N (p).

5.0.3 Ejemplo. SeaV = (v1,v2), dimy)V = 2. Definamos

p1v1 = U1 p2v1 = U1
prvz =0 P2v2 = U1

Es claro que
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pi=pi i=12  Im(p)= (1)
N(p1) = (va);  N(p2) = (v1 —v2).

— Teorema 132. ~

m m
1. SeaV = @ V;. Definamos p; asi: pi(z vj) = v; para v; € Vj.
j=1

i=1
Entonces py, ..., py, son proyecciones y ademads

m
sz' =1y pipj=0ipi.
i=1

2. Sean py, ..., pm proyecciones de V' con

m
zpz‘ =1y pipj=0ipi

i=1

m
Entonces V = EB Im(p;).

i=1

DEMOSTRACION.
1. Es facil demostrar que cada p; esta bien definida y que es una proyeccion.

Sea i # j. Entonces

m m
(Pip))O_ve) = pi(p; O we)) = pivj =0
k=1 k=1
Es decir p;p; = 0. Ademds
m m m m
QPR ve) = _pivn =3 pivi =Y v
i=1 k=1 ik i=1 i=1
m
Entonces Z pi=1.
i=1
m m m
2. (a) Seav € V. Entonces v = [v = (Zpi)v = Zpﬂ} € Zlm(pi),
i=1 i=1 i=1

m
entonces V = Z Im(p;).
i=1
m

(b) Sea 0 = Z piv; con v; € V. Tenemos que demostrar que p;v; = 0 para
i=1
todo ¢. Sea j # i, entonces

m
0=p;0=p;(Y_pivi) = piv; = pjv;.

i=1

5.0.4 Observacién. Sea A, B € Homy(V,V) con AB = BA. Entonces
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BIN(A) CN(A) A B(Im(4)) C Im(A).
DEMOSTRACION.Sea v € N/ (A), entonces
A(Bv) = (AB)v = (BA)v=B(Bv) =B0=0 = BveN(A).
Sea ahora v € Im(A) = v = Av' para algin v' € V. Entonces

Bv = BAv = ABv' € Im(A).

—[Teorema 133 (Teorema de Maschke).}

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. dim;) < oo. Sea G C
Homi(V, V), |G| < oo, G con respecto a la multiplicacion de Homy(V, V)
sea un grupo.

Sea Char(K) =00 Char(K) = p con p1|G|. Sea i/ un subespacio de V G-
invariante i.e g({{) C U Vg € G. Entonces U admite un complemento en V
que también es G-invariante.

DEMOSTRACION. Hemos demostrado en el capitulo 2 que U tiene un comple-
mento U’ en V, i.e

v=u+u ; unu ={0}

Definamos p: V — Vasi: py = usiv =u+ v conu € U,v € U'. Claramente p
€s una proyeccion.
Definamos ahora Q@ € Homy(V,V) asi:

1 _
Q=1g 29 'po.
Gl =2

1. Siu € U, entonces Qu = u:
Sea u € U. Entonces gu € U, ya que U es G-invariante. Entonces
(g7 'pg)u = g~ tgu = uy se tiene que

1 1
Q) = — u=—|Glu=u.
=g 2= ig®

2. Siv € V, entonces Qu € U:

(g'pg)v=9g " (pgv) €U = Quell.
——
eu
———
cu
3. Q% = Qyademis Im(Q) = U:
Seav € V. Entonces Qu e Uy Q(Qu) = Qv = @Q*>=Q.

4. Del teorema (131) se tiene que

VY =N(Q)+Im(Q) =N(Q) +U =U + N (Q).
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Demostremos que A (Q) es G-invariante. note que

1 _
JQ = @Zg’g 'pg
geG

1 B .
= @Z(g’g Dp(gg g
geG

= ﬁZ(g’gfl)p(g’g”)’lg’

geG

1
= hph™H¢'
G| > (hph™t)g
heG

= Q¢ V¢ eaG

La conclusion se sigue de la observacion (5.0.4). En efecto
Vge G gWN(Q) SN(Q)

Luego NV(Q) es G- invariante.

Nota: La funcién G > g — gg~' € G es una biyeccién.

5.0.5 Ejemplo. La condicién en el teorema (133) Char(K) t |G| es necesaria:

Sea K = Z/pz el cuerpo con p-elementos. Sea V = (vi,v2) ie dimiV = 2.

Definamos A € Homy(V, V) asi:

AU] =1
Avy = v1 + 19

Entonces

. AJ (1)1) = V1
Al (v9) = ju1 + vo

entonces AP = I 'y G := (A) es un grupo de orden p. Por ejemplo

A(vy) = A(Avy)
= A(’Ul + 1)2)
= Avy + Avg
= v+ v+ v

= 2v1 + vg

Sealf := (v1). Claramente U es G-invariante.
Supongamos que W es un complemento para U, que es G-invariante. Entonces W =
(w) y Aw = aw para alglin a € K. Sea w = zv; + yva, entonces

Aw

rAvi + yAve

U1 + Yv1 + Yyuo

= axv] + ayve

Entoncesaxr =z+y AN ay=y = a=1; y=0.
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