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Capítulo 1

Introducción al Algebra Abstracta

1.1 Grupos

Sea G un conjunto no vacío. Llamaremos a G un grupo, si los siguientes
axiomas se verifican:

(G1) Cada (x, y) ∈ G×G tiene asociado un z ∈ G. Escribiremos z = x∗y
y llamaremos a ∗ la operación en G. (Usualmente escribiremos xy en
lugar de x ∗ y).

(G2) ∀x, y, z ∈ G se cumple que x(yz) = (xy)z.

(G3) Existe un elemento 1 ∈ G tal que ∀x ∈ G, frm[o]−− · x = x.

(G4) (∀x ∈ G)(∃y ∈ G) tal que yx = 1.

Definición 1.

(1) Si G es un grupo y se cumple que xy = yx ∀x, y ∈ G diremos que
G es un grupo abeliano o conmutativo.

(2) Si en G se verifican los axiomas (G1) y (G2), entonces G se llamará
un semigrupo.

(3) Si G es un conjunto finito, entonces el número de elementos de G, se
llamará orden de G y lo notaremos con |G|.

Definición 2.

Sea G un conjunto no vacío

1.1.1 Ejemplos. XXXXXXXXXXXXXXXXXXXX

(1) R,Q,Z con la suma son grupos abelianos.

(2) Notemos con Rx = {x ∈ R : x ̸= 0}. Entonces Rx con la multiplicación es
un grupo.

(3) Sea Ω ̸= ϕ. Definamos G = Sym(Ω) = {f : Ω → Ω : f es biyección} con
la composición de funciones es G un grupo no abeliano.

1

C a p í t u l o  1

INTRODUCCIÓN AL ÁLGEBRA ABSTRACTA
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(a) Sean f, g ∈ G. Demostremos que f ◦ g ∈ Sym(Ω) :

f ◦ g es inyectiva:

Supongamos que (f ◦ g)(x1) = (f ◦ g)(x2), xi ∈ Ω. Entonces
f(g(x1)) = f(g(x2)) ⇒ g(x1) = g(x2) ⇒ x1 = x2.

f ◦ g es sobreyectiva:

Sea y ∈ Ω. Entonces existe x ∈ Ω tal que y = f(x). Por otro
lado, para este x, existe w ∈ Ω tal que x = g(w). Entonces
(f ◦ g)(w) = f(g(w)) = f(x) = y.

(b) Sean f, g, h ∈ G. Entonces:

∀x ∈ Ω se cumple:

((f ◦ g) ◦ h)(x) = f(g(h(x)))

(f ◦ (g ◦ h))(x) = f(g(h(x)))

Entonces se verifica (G2).

(c) 1 = IΩ, esto es, IΩ(x) = x ∀x ∈ Ω. Es claro que IΩ ∈ G. Y además
IΩ · f = f ∀f ∈ G.

(d) Dado f ∈ G, siempre existe f−1 : Ω → Ω tal que

f−1(f(x)) = x = IΩ(x) ∀x ∈ Ω.

Es conocido que también f−1 es una biyección, es decir, f−1 ∈ G.

(e) En general f ◦ g ̸= g ◦ f para f, g ∈ G.

Caso Especial: Ω = {1, 2, . . . , n} ⊆ N.

Las funciones de Sym(Ω) las llamaremos permutaciones y escribiremos
Sym(Ω) = Sym(n) = Sn. El grupo Sn se llama grupo simétrico sobre
n cifras. Note que si f ∈ Sn se tiene que

{f(1), f(2), . . . , f(n)} = {1, 2, . . . , n}.

Una representación usual para f es:

f =

(
1 2 3 · · · n

f(1) f(2) f(3) · · · f(n)

)

Por ejemplo:
(
1 2 3
2 3 1

)
representa la permutación f tal que

f(1) = 2, f(2) = 3 y f(3) = 1.

Observe que |Sym(n)| = n! = n(n − 1) · · · 1. Sea f ∈ Sym(n),
digamos

f =

(
1 2 · · · n

f(1) f(2) · · · f(n)

)
.

Entonces para f(1) se tienen n opciones, en efecto 1, 2, . . . , n.
Para f(2) se tienen n − 1 opciones, los elementos de Ω − {f(1)} y así 
sucesivamente
Conclusión:

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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|Sn| =
n∏

i=1

(n− i+ 1) = n(n− 1) · · · 1 = n!.

Si el número de elementos de Ω es mayor o igual a 3, se tiene que Sn no
es abeliano.
Sean w1, w2, w3 ∈ Ω distintos dos a dos. Definamos f, g ∈ Sym(n), de
la siguiente manera:

f(w1) = w2 g(w1) = w1

f(w2) = w1 g(w2) = w3 f(w) = g(w) = w

f(w3) = w3 g(w3) = w2 ∀w ∈ Ω− {w1, w2, w3}
Entonces tenemos:

(fg)(w1) = f(g(w1)) = f(w1) = w2

y

(gf)(w1) = g(f(w1)) = g(w2) = w3.

Es decir f ◦ g ̸= g ◦ f .

(4) Definamos G := GL(2,R) =
{(

a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ R, ad− bc = λ

}
.

Con la multiplicación usual de matrices se cumple que G es un grupo no
abeliano.

1 =

(
1 0
0 1

)

Dada g =

(
a b
c d

)
∈ G, se verifica que g−1 =

1

λ

(
d −b
−c a

)
donde λ =

det(g) = ad− bc.

g−1g =
1

λ

(
d −b
−c a

)(
a b
c d

)

=

(
ad− bc 0

0 ad− bc

)

=
1

λ
· λ

(
1 0
0 1

)
= 1.

(5) Sean a, b ∈ R, a ̸= 0. Definamos la función

Ta,b : R → R
x → ax+ b

Sea ahora L := {Ta,b : a, b ∈ R, a ̸= 0}. Con la composición de funciones
se demuestra que L es un grupo no abelinano.

(a) Sean Ta,b, Tc,d ∈ L, x ∈ R. Entonces

(Ta,b ◦ Tc,d)(x) = Ta,b(Tc,d(x))

= Ta,b(cx+ d)

= a(cx+ d) + b

= (ac)x+ (ad+ b)

= Tac,ad+b(x).

Es decir Ta,b ◦ Tc,d = Tac,ad+b(x) ∈ L.

1.1. Grupos
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(b) La asociatividad es clara.

(c) IR = T1,0 = 1.

(d) Dada Ta,b ∈ L , T−1
a,b = Ta−1,−ba−1 ∈ L.

Esto demuestra que (L, ◦) es un grupo.
Es fácil verificar que no es conmutativo.

Sea G un grupo, con módulo 1.

(1) ∀x ∈ G se cumple x · 1 = x.

(2) Sean x, y ∈ G. Si yx = 1, entonces xy = 1.

(3) Existe un único 1 ∈ G que satisface (1)(G3).

(4) ∀x ∈ G, ∃!y ∈ G tal que yx = 1. Llamaremos a y el inverso de x
y los notaremos con x−1. (Si G se escribe aditivamente, escribiremos
−x).

(5) ∀x ∈ G (x−1)−1 = x.

(6) ∀x, y ∈ G (xy)−1 = y−1x−1.

Teorema 3.

DEMOSTRACIÓN.

(1) y (2) De la definición 1 (G3) se sigue que existen y, z ∈ G tales que

yx = 1 ∧ zy = 1.

con esto se sigue: z · 1 = z(yx) = (zy)x = 1 · x = x.
Entonces: x = z ·1 = z(1 ·1) = (z ·1) ·1 = x ·1. Esto demuestra (1). Además
se cumple:

x = z · 1 = z ⇒ 1 = zy = xy.

(3) Supongamos que e ∈ G es también un módulo. Entonces x = ex ∀x ∈ G,
en particular 1 = e · 1 = e︸ ︷︷ ︸

(1)

.

(4) Sea x ∈ G y supongamos que existen y, z ∈ G tales que

yx = zx = 1.

Entonces

y = 1 · y = (zx)y = z(xy) = z · 1 = z.

(5) De la definición de x−1 se sigue que x−1x = 1 ∀x ∈ G. De (2) se tiene que
xx−1 = 1, esto es, x es el inverso de x−1, por lo tanto x = (x−1)−1.

(6) Sean x, y ∈ G. Entonces

(y−1x−1)(xy) = y−1(x−1x)y = y−1y = 1.

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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De (5) se sigue que y−1x−1 = (xy)−1.

(Leyes de cancelación) Sea G un grupo, a, x, y ∈ G.

(1) Si ax = ay, entonces x = y.

(2) Si xa = ya, entonces x = y.

Teorema 4.

DEMOSTRACIÓN. vvvvv

(1) x = 1 · x = (a−1a)x = a−1(ax) = a−1(ay) = (a−1a)y = 1 · y = y.

(2) Se demuestra de manera análoga al inciso (1).

Sea G un grupo, a, x, b ∈ G. Las ecuaciones ax = b y ya = b tienen
soluciones únicas en G.

Teorema 5.

DEMOSTRACIÓN. En efecto

(1) Consideremos la ecuación ax = b.

(i) Existencia de la solución: a−1b. En efecto, a(a−1b) = (aa−1)b = 1 · b =
b.

(ii) Unicidad de la solución: Supongamos que existen x1, x2 que la satis-
facen. Entonces, ax1 = b = ax2 ⇒ ax1 = ax2, luego por el
teorema (4) x1 = x2.

(2) Se deja como ejercicio para el lector.

Sea G un grupo, g ∈ G. Definimos gn para n ∈ Z, de la siguiente manera:

g0 : = 1

gn+1 : = gn · g. para n ≥ 0

gn : = (g−n)−1 para n < 0.

Definición 6.

Sea g ∈ G. G es un grupo. Para n,m ∈ Z se cumple:

1. gn · gm = gn+m = gm · gn.

2. (gn)m = gnm.

Teorema 7.

DEMOSTRACIÓN. bbb

1.1. Grupos
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1.(a) Demostremos por inducción que si n,m ≥ 0, entonces

gn · gm = gn+m

- Si m = 0, tenemos: gn · g0 = gn · 1 = gn = gn+0.

- Supongamos ahora que para m ≥ 0 la afirmación se cumple. Entonces se
sigue:

gngm+1 = gn(gm · g) = (gn · gm)g = gn+m · g = gn+(m+1).

(b) Demostremos ahora que si k > 0, entonces se cumple que

g−kg = g−k+1

Si utilizamos (a) se tiene gk = ggk−1 ya que k − 1 ≥ 0. Entonces:

g−k = (gk)−1 = (ggk−1)−1 = (gk−1)−1g−1 = g−(k−1)g−1 = g−k+1g−1.

Multiplicando a la derecha por g tenemos:

g−kg = g−k+1.

(c) Por la parte (b) y por la definición se cumple que

gn+m · g = gn+m+1 ∀n,m ∈ Z.

En efecto, para n+m ≥ 0 se tiene la definición y para n+m < 0 se tiene en
(b).
Como en (a), se demuestra por inducción sobre m que gn · gm =
gn+m ∀n ∈ Z y ∀m ≥ 0.

(d) Para completar la prueba de 1), falta demostrar que

gn · g−m = gn−m ∀n ∈ Z y ∀m > 0.

Se cumple que: gn−m)gm = gn−m+m = gn. Entonces

gn−m) = gn(gm)−1 = gn · g−m.

(Hemos multiplicado por (gm)−1).

2.(a) Por definición se sigue que

g−n = (gn)−1 ∀n ≥ 0.

Sea n < 0. Entonces

(gn)−1g = ((g−n)−1)−1 = g−n.

Es decir (gn)−1 = g−n ∀n ∈ Z.

(b) Demostremos ahora que (gn)m = gnm ∀m ≥ 0 y para cualquier n. (Induc-
ción sobre m)
- m = 0, entonces

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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(gn)0 = 1 = g0 = gn·0

- Supongamos que ya está demostrada la afirmación para m, entonces

(gn)m+1 = (gn)m · gn = gnmgn = gnm+n = gn(m+1).

(c) Sea m ≥ 0, entonces

(gn)−m = ((gn)m)−1 = (gnm)−1 = g−nm.

Sea G un grupo, g ∈ G. El conjunto U := {gn : n ∈ Z} es un grupo con la
operación definida sobre G.

Lema 8.

DEMOSTRACIÓN. Ejercicio.

1.2 Subgrupos

Definición 9.

Sea G un grupo y ϕ ̸= U ⊆ G. Llamaremos a U un subgrupo de G, si se 
cumple el siguiente criterio:

∀x, y ∈ U : xy−1 ∈ U .

Nota: Dado que U ̸= ϕ, existe por lo menos un u ∈ U . Entonces por la definición 
de subgrupo se tiene que

uu−1 = 1 ∈ U .

Se puede verificar fácilmente que si U es un subgrupo de G, entonces U con la 
restricción de la operación de G es en sí un grupo. (Verifíquelo!)

Usaremos la notación U ⩽ G para indicar que U es un subgrupo de G. Si U 
es un subconjunto propio de G escribiremos U < G.

1.2.1 Ejemplos.

1. Sea G un grupo, entonces G ⩽ G y {1} ⩽ G. Estos subgrupos los 
denominaremos subgrupos triviales de G.

2. Z con la suma es un grupo. Sean n ∈ Z, definamos

nZ := {nk : k ∈ Z}

Se verifica que nZ ⩽ Z.

(a) Evidentemente nZ ̸= ϕ : n = n · 1 ∈ nZ.

(b) Sean nk1, nk2 ∈ nZ, entonces

1.2. Subgrupos
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nk1 + (−nk2) = n(k1 − k2) ∈ nZ.

3. Sea Ω = {1, 2, 3} y G = S3 = Sym(3). Entonces U = {(1), (123), (132)}
es un subgrupo de G.

4. Sea G = GL(2,R)

U :=

{(
a 0
b c

)
: a, b, c ∈ R , ac ̸= 0

}

Del ejemplo (1.1.1)(4) sabemos que dado u ∈ U , digamos

U =

(
a 0
b c

)

Se cumple que

U−1 =
1

det(U)

(
c 0
−b a

)
∈ U

Es claro que la multiplicación es cerrada en U .

5. Sea nuevamente G = GL(2,R)

U :=

{(
a b
c d

)
: a, b, c, d ∈ R ; ab− cd = 1

}

Se demuestra que U ⩽ G.

1.
un grupo G. Entonces D :=

Sea I un conjunto de índices,∩{Ui}i∈I sea una familia de subgrupos de

i∈I
Ui ⩽ G.

2. Sean U ,V ⩽ G.

(U ∪ V) ⩽ G ⇔ U ⊆ V ∨ V ⊆ U .

Teorema 10.

DEMOSTRACIÓN.

1. Dado que 1 ∈ Ui ∀i ∈ I, se tiene que 1 ∈ D y por lo tanto D ̸= ϕ.
Sean x, y ∈ D. entonces x, y ∈ Ui ∀i ∈ I, es decir xy−1 ∈ Ui ∀i ∈ I, lo
cual demuestra que xy−1 ∈ D.

2. Note que

Si U ⊆ V , entonces U ∪ V = V ⩽ G
Si V ⊆ U , entonces U ∪ V = U ⩽ G.

Recíprocamente, supongamos que (U ∪ V) ⩽ G pero U ⊈ V ∧ V ⊈ U .
Entonces existen u ∈ U−V y v ∈ V−U . Dado que u, v ∈ U∪V y (U∪V) ⩽ G
se tiene que uv−1 ∈ (U ∪V). Entonces uv−1 ∈ U ∨ uv−1 ∈ V. Sin perder
generalidad supongamos que uv−1 ∈ U , entonces existe x ∈ U tal que

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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uv−1 = x ⇒ v = x−1u ∈ U . (absurdo)

Entonces nuestro supuesto es falso.

1.2.2 Observación. ddddddddd
En general no se cumple que U ∪ V ⩽ G cuando U ⩽ G, V ⩽ G.

1.2.3 Ejemplo. U = 2Z, V = 3Z U ∪ V ⩽̸ Z. Luego 2 + 3 = 5 ̸∈ (U ∪ V).

Sea G un grupo y M ⊆ G. Definimos

⟨M⟩ :=
∩

M⊆U⩽G

U

Y lo llamaremos el subgrupo generado por M.

Definición 11.

Sea G un grupo, U ⩽ G. Para g, h ∈ G, definamos sobre G la siguiente
relación

g ∽U h ⇔ g−1h ∈ U .

(O equivalentemente g ∽U h ⇔ h ∈ gU ).
Entonces ∽U es una relación de equivalencia.

Lema 12.

DEMOSTRACIÓN.

1. Dado que g−1 · g = 1 ∈ U , se tiene que g ∽U g.

2. Supongamos que g ∽U h. Entonces g−1h ∈ U , es decir, existe u ∈ U tal que
g−1h = u entonces h−1g = u−1 ∈ U . Por lo tanto h ∽U g.

3. Supongamos que g ∽U h ∧ h ∽U k. Entonces g−1h ∈ U ∧ h−1k ∈
U ⇒ (g−1h)(h−1k) ∈ U ⇒ g−1k ∈ U ⇒ g ∽U k.
Entonces ∽U es una relación de equivalencia sobre G.

Las correspondientes clases de equivalencias son:

[g] = {h ∈ U : h ∽U g}
= {h ∈ U : g−1h ∈ U}
= {h ∈ U : h ∈ gU}
= gU .

Dado que ∽U induce una partición sobre G, se tiene entonces que

G =
∪
g∈G

[g] =
∪
g∈G

gU

y además

gU ∩ hU =

{
ϕ si h ̸∈ gU
gU si h ∈ gU .

1.2. Subgrupos
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Si elegimos de cada clase lateral gU exactamente un elemento y formamos con estos
elementos un conjunto L, se tiene entonces que

G =
⊎
g∈L

gU (Unión disjunta).

1. La descomposición G =
⊎
g∈L

gU se llama descomposición en clases

laterales de G con respecto a U . L es denominado un transversal
izquierdo de U en G.

2. Si L es finito, entonces llamaremos a |L| el indice de U en G y lo
notaremos con |G : U|.
Evidentemente |G : U| es el número de clases laterales izquierdas de
U en G.

Definición 13.

1.2.4 Ejemplo. Sea G = S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}.
Sea U = {(1), (13)}, claramente U ⩽ G. Se puede mostrar que

(12)U = {(12), (132)}
(23)U = {(23), (123)}

Entonces para G se tiene la siguiente descomposición en clases laterales con respecto
a U :

G = U
⊎

(12) U
⊎

(23) U

Es decir L = {(1), (12), (23)} es un transversal izquierdo de U en G.

(Lagrange, 1736-1813). Sea G un grupo finito, U ⩽ G. Entonces |G| =
|G : U||U|. En particular |U| y |G : U| dividen el orden de G.

Teorema 14.

DEMOSTRACIÓN. Sea L un transversal izquierdo de U en G, entonces tenemos

G =
⊎
g∈L

gU .

Y se tiene entonces:

|G| =
∑
g∈L

|gU|.

Demostremos que |gU| = |U| :

Consideremos la función φg : U → gU definida por φg(u) = gu.

φ es uno a uno: Si φg(u1) = φg(u2), entonces g(u1) = g(u2) luego u1 = u2.

φes sobre: Sea y ∈ gU . Entonces existe u ∈ U tal que

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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y = gu = φg(u).

Es decir φg es una biyección para todo g ∈ L. Por lo tanto |gU| = |U|.
Conclusión:

|G| =
∑
g∈L

|U| = |L||U| = |G : U||U|.

1.2.5 Corolario. Sea G un grupo y |G| = p, p un primo, sea g ̸= 1 ∧ g ∈ G,
entonces G = ⟨g⟩.

DEMOSTRACIÓN.
Dado que g ̸= 1, se tiene que 1, g ∈ ⟨g⟩ entonces |⟨g⟩| > 1. por el teorema (14)

se tiene |⟨g⟩|/p luego |⟨g⟩| = p = |G| ⇒ G = ⟨g⟩.
U ⩽ G: Sean u, v ∈ U , entonces

u = xε11 · · ·xεnn
v = xα1

1 · · ·xαm
m

xi ∈ M, εi, αi ∈ 𝟋𝟋, n,m ∈ N.

Se sigue
uv−1 = (xε11 · · ·xεnn )(xα1

1 · · ·xαm
m )−1 = xε11 · · ·xεnn x−αm

m · · ·x−α1
1 ∈ U entonces

u ⩽ v.

Nota: Otra carecterización usual para ⟨M⟩ es la siguiente:

⟨M⟩ = {x1 · · ·xn : n ∈ N, xi ∈ M ∨ x−1
i ∈ M}

DEMOSTRACIÓN. Ejercicio para el lector

Sea G un grupo, U ⩽ G, g ∈ G. Definimos gU := {gx : x ∈ U} y
llamaremos a gU la clase lateral izquierda de g con respecto U . Correspon-
dientemnte se define Ug := {xg : x ∈ U} la clase lateral derecha de g con
respecto U .

Definición 15.

Nota: gU = U ⇔ g ∈ U .

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que gU = U . Dado que 1 ∈ U se tiene que
g = g · 1 ∈ U .

Reciprocarme. Sea g ∈ U , claramente gU ⊆ U .
Sea ahora u ∈ U , entonces u = (gg−1)u = g (g−1u)� �� �

∈U

∈ gU , es decir U ⊆ gU .

Del teorema (10)(1) se sigue que M ⊆ ⟨M⟩ ⩽ G.
Sea ahora V ⩽ G tal que M ⊆ V . Entonces por la definición de ⟨M⟩ se cumple
⟨M⟩ ⊆ V , es decir ⟨M⟩ es el subgrupo de G más pequeño que contiene a M.
Nota: Si M = {g}, escribiremos ⟨g⟩ en lugar de ⟨{g}⟩.

1.2. Subgrupos
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Sea G un grupo y M ⊆ G.

1. Si M = ϕ, entonces ⟨M⟩ = {1}.

2. Si M = ϕ, entonces ⟨M⟩ = {xε11 · · ·xεnn : n ∈ N, xi ∈ M, εi ∈
Z}.

Teorema 16.

DEMOSTRACIÓN.

1. Evidente.

2. Definamos U := {xε11 · · ·xεnn : n ∈ N, xi ∈ M, εi ∈ Z}.

Objetivo: Demostrar que ⟨M⟩ = U .

(a) U ⊆ ⟨M⟩: Sea u ∈ U , entonces u = xε11 · · ·xεmm donde
m ∈ N, xi ∈ M, εi ∈ Z. Cada xεii ∈ ⟨M⟩.
Dado que ⟨M⟩ es un subgrupo de G y por tanto cerrado, se tiene que
u ∈ ⟨M⟩.

(b) Demostremos ahora que M ⊆ U ⩽ G. Esto trae como consecuencia
que ⟨M⟩ ⊆ U .

M ⊆ U : Sea x ∈ M, entonces x = x1 ∈ U .

Sea G un grupo, M,V ⩽ G. Definimos

UV : = {uv : u ∈ U , v ∈ V}
U−1 : = {u−1 : u ∈ U}

Definición 17.

Sean U ,V ⩽ G.

1. U−1 = U .

2. UV ⩽ G ⇔ UV = VU .

Teorema 18.

DEMOSTRACIÓN.

1. Demostremos que U ⊆ U−1 y U−1 ⊆ U .
Sea u ∈ U , entonces u = (u−1)−1 ∈ U−1. Sea u−1 ∈ U−1, entonces, dado
que u ∈ U y U ⩽ G se tiene que u−1 ∈ U .

2. Supongamos que UV ⩽ G, entonces (UV)−1 = UV , pero
(UV)−1 = V−1U−1 = VU ⇒ UV = VU .
Sea ahora UV = VU . Demostremos que UV ⩽ G.
Sean u1v1, u2v2 ∈ UV . Entonces

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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(u1v1)(u2v2)
−1 = (u1v1)(v

−1
2 u−1

2 ) = u1 (v1v
−1
2 )u−1

2� �� �
∈VU=UV

= u1uv ∈ UV

Entonces uv ⩽ G.

Sean UV ⩽ G, entonces U ,V finitos.

|UV| = |U||V|
|U ∩ V|

Teorema 19.

DEMOSTRACIÓN. Sea T un transversal izquierdo de U ∩ V en U , esto es

U =
⊎
t∈T

t(U ∩ V). (1.1)

Entonces
UV =

⊎
t∈T

tV. (1.2)

1.
⊎
t∈T

tV ⊆ UV: se sigue del hecho de que T ⊆ U .

2. UV ⊆
⊎
t∈T

tV:

Sea uv ∈ UV , donde u ∈ U , v ∈ V . De (1.1) se sigue que existen t ∈ T y
w ∈ (U ∩ V) tal que u = tw, entonces

uv = (tw)v = t(wv) ∈ tV ⊆
⊎
t∈T

tV .

Hemos demostrado entonces UV =
⊎
t∈T

tV .

Demostremos ahora que esta intersección es disyunta. Supongamos que
t1v1 = t2v2 ∈ t1V ∩ t2V , donde ti ∈ T, vi ∈ V . Entonces

t−1
2 t1 = v2v

−1
1 ∈ (U ∩ V) (recordemos que T ⊆ U )

Es decir

t−1
2 t1(U ∩ V) = (U ∩ V)

t1(U ∩ V) = t2(U ∩ V)

Dado que T es un transversal se tiene que t1 = t2. Esto demuestra que la Unión es
disyunta.
Se sigue además

|tV| = |V|.

Entonces

|UV| = |T ||V| = |U : U ∩ V||V| = |U||V|
|U ∩ V|

1.2. Subgrupos
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1. Un grupo G se llama cíclico, si existe g ∈ G tal que G = ⟨g⟩.
Del teorema (16)(2) se sigue que ⟨g⟩ = {gn : n ∈ Z}.

2. Sea g ∈ G. El número natural n más pequeño para el cual gn = 1 se
denomina orden g y lo notaremos con o(g), si tal número existe. si no
existe escribimos o(g) = ∞.

Definición 20.

1.2.6 Ejemplos. bbbbb

1. Z = ⟨1⟩ = ⟨−1⟩, o(1) = o(−1) = ∞.

2. G = {−1, 1} ⊆ R con multiplicación G = ⟨−1⟩, o(−1) = 2

Sea G un grupo, g ∈ G, G = ⟨g⟩ y o(g) = n.

1. Si gm = 1, entonces n|m (m ∈ Z).

2. G = {1, g, ..., gn−1} y |G| = o(g).

Teorema 21.

DEMOSTRACIÓN.

1. Por el algoritmo de la división m = nr + s, 0 ≤ s < n, r ∈ Z. Entonces

1 = gm = gnr+s = gnr︸︷︷︸
=1

·gs = 1 · gs = gs

por la elección de n, se tiene entonces que s = 0 luego n|m.

2. Definamos U := {1, g, ..., gn−1}. Es claro que U ⊆ G. Sea ahora
gk ∈ ⟨g⟩ y k = nr + s, 0 ≤ s < n, entonces

gk = gnr+s = gnr · gs = gs ∈ U , ⇒ ⟨g⟩ ⊆ G.

Supongamos gi = gj con 0 ≤ i ≤ j < n. Entonces gj−i = 1, de la parte (1) se
sigue que n|(j−i) entonces j−i = 0 ⇒ j = i. Entonces |U| = n = o(g).

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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1.3 Homomorfismos

Sean G y H dos grupos.

1. Una función φ : G → H se llama un homomorfismo (de grupos) si y
solo si, para todo x, y ∈ G se cumple que

φ(xy) = φ(x) · φ(y)

El conjunto de todos los homomorfismos de G en H lo notaremos
como Hom(G,H).

2. Sea φ ∈ Hom(G,H).

(a) Si φ es sobreyectiva, entonces llamaremos a φ un Epimorfismo.

(b) Si φ es inyectiva, entonces llamaremos a φ un Monomorfismo.

(c) Si φ es biyectiva, entonces llamaremos a φ un Isomorfismo.

(d) Si φ : G → H es un isomorfismo, entonces diremos que G y H
son isomorfos y escribiremos G ∼= H.

(e) Si φ ∈ Hom(G,G), entonces llamaremos a φ un Endomor-
fismo, escribiremos End(G) en lugar de Hom(G,G).
Los isomorfismos de End(G) los llamaremos Automorfismos y
el conjunto de todos estos lo notaremos con Aut(G).

3. Sea φ ∈ Hom(G,H). Definimos

Im(φ) : = {φ(g) : g ∈ G} (imagendeG)

N (φ) : = {g ∈ G : φ(g) = 1} (nucleodeG)

Es también usual la notación kern(φ) en lugar de N (φ). (Derivada de 
la expresión kernel (núcleo))

Definición 22.

1.3.1 Ejemplos. ddddd

1. Sea G = GL(2,R) y H = Rx (grupo multiplicativo de R). Para g ∈ G,
definamos φ(g) := det(g).
Sabemos que φ(gh) = det(gh) = det(g) · det(h) = φ(g) · φ(h). Es decir φ
es un homomorfismo.

φ es un Epimorfismo, en efecto, si a ∈ Rx, entonces

φ(g) = a, donde g =

(
a 0
0 1

)
.

2. Sea G = R como grupo aditivo, H = {x ∈ R : x > 0} ⩽ Rx. Definamos
φ : G → H así: φ(x) = ex para x ∈ R.
φ es un Homomorfismo:

φ(x+ y) = ex+y = ex · ey = φ(x) · φ(y).

φ es un Momorfismo:

1.3. Homomorfismos
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Recordemos que si x < y, entonces φ(x) = ex < ey = φ(y).

φ es un Epimorfismo: Sea 0 < s ∈ R, entonces φ(log(s)) = elog(s) = s.
Entonces la función exponencial es un Isomorfismo, por lo tanto G ∼= H. Es
decir, el grupo aditivo de los números reales es isomorfo al grupo multiplicativo
de los reales positivos.

3. Sea G un grupo, g ∈ G. Definamos la función δg : G → G como δg(x) =
g−1xg para x ∈ G.
Entonces para x, y ∈ G tenemos

δg(xy) = g−1(xy)g = g−1x

=1︷︸︸︷
gg−1 yg = δg(x) · δg(y).

Entonces δg ∈ End(G).
La función δg−1 es la inversa de δg. En efecto

δg−1 = (δg(x)) = δg−1(g−1xg) = gg−1xgg−1 = x.

Entonces δg ∈ Aut(G).

El conjunto {δg : g ∈ G} lo llamaremos conjunto de los automorfismos interiores de
G y lo notaremos con Inn(G).

Sean G, H grupos, y φ ∈ Hom(G,H).

1. φ(1) = 1.

2. ∀g ∈ G, φ(g−1) = (φ(g))−1.

3. Im(φ) ⩽ H.

4. N (φ) ⩽ G y además g−1N (φ)g ⩽ N (φ) ∀g ∈ G.
(Es decir, g−1xg ∈ N (φ) ∀g ∈ G y ∀x ∈ N (φ)).

5. φ es un Monomorfismo ⇔ N (φ) = {1}.

6. φ es un Epimorfismo ⇔ Im(φ) = H.

Lema 23.

DEMOSTRACIÓN.

1. 1 · φ(1) = φ(1) = φ(1 · 1) = φ(1) · φ(1) ⇒ φ(1) = 1.

2. Sea g ∈ G, entonces

φ(g−1) · φ(g) = φ(g−1 · g) = φ(1) = 1 ⇒ φ(g−1) = (φ(g))−1.

3. Sean φ(g1), φ(g2) ∈ Im(φ)

φ(g1)(φ(g2))
−1 =︸︷︷︸

(2)

φ(g1)φ(g
−1
2 ) = φ(g1g

−1
2 ) ∈ Im(φ).

4. Sean g1, g2 ∈ N (φ), entonces

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta



Introducción al álgebra abstracta

Stiven Díaz - Jorge Rodríguez - Yesneri Zuleta 

Universidad del Atlántico

23

MANUAL DE DE ALGEBRA LINEAL 17

φ(g1g
−1
2 ) = φ(g1)φ(g

−1
2 ) = φ(g1)︸ ︷︷ ︸

=1

(φ(g))−1

︸ ︷︷ ︸
=1

= 1 ⇒ g1g
−1
2 ∈ N (φ)

y se tiene que N (φ) ⩽ G.
Sea g ∈ G, x ∈ N (φ), entonces:

φ(g−1xg) = (φ(g))−1 φ(x)︸︷︷︸
=1

φ(g) = (φ(g))−1φ(g) = 1.

Entonces g−1xg ∈ N (φ) ∀g ∈ G ∀x ∈ N (φ).

5. (a) Supongamos que φ es inyectiva, entonces existe un único g ∈ G tal que
φ(g) = 1, concretamente se tiene que g = 1, entonces N (φ) = {1}.

(b) Supongamos que N (φ) = {1}. Sea φ(x) = φ(y), entonces

1 = φ(x)φ(y−1) = φ(xy−1),

entonces

xy−1 ∈ N (φ) = {1} ⇒ xy−1 = 1 ⇒ x = y.

6. Evidente, se sigue de la definicón de Epimorfismo.

Sea G un grupo.

1. Para g, h ∈ G definimos gh := h−1gh y lo llamaremos el conjugado
de g respecto a h.

2. Si M ⊆ G, entonces se define Mg = {xg : x ∈ M}.
(Entonces Mg = {g−1xg : x ∈ M} = g−1Mg.

3. Sea N ⩽ G. Llamaremos a N un subgrupo normal de G
(notado N ⊴ G), si se cumple que g−1Ng = Ng ⊆ N, para todo
g ∈ G. Si N < G, y N es normal en G, escribiremos N◁G.

Definición 24.

Nota: Del ejemplo (1.3.1)(3) se tiene que N⊴G ⇔ N permanece invariante bajo 
todo automorfismo interior de G. Esto es, si δg ∈ Inn(G), entonces δg(G) ⊆ N.

1.3.2 Ejemplo.

1. Sea φ ∈ Hom(G,H), entonces del lema (23)(4) se tiene que N (φ)⊴G.

2. Si G es abeliano, entonces todo subgrupo de G es normal en G.

3. Siempre se cumple que {1},G⊴G.

1.3. Homomorfismos



Álgebra lineal / Primera edición

Universidad del Atlántico

24

18 Diaz/Rodriguez/zuleta

Sea N ⩽ G. Entonces son equivalentes:

1. N⊴G.

2. ∀g ∈ G se cumple que g−1Ng = N.

3. ∀g ∈ G se cumple que gN = Ng.

4. Toda clase lateral izquierda de N en G es una clase lateral derecha de
N en G.

5. Toda clase lateral derecha de N en G es una clase lateral de N en G.

6. ∀g, h ∈ G se cumple que (gN)(hN) es una clase lateral izquierda de
N.

7. ∀g, h ∈ G se verifica que (gN)(hN) = (gh)N

Teorema 25.

DEMOSTRACIÓN.

(1) ⇒ (2): Por hipótesis N⊴G, entonces g−1Ng ⊆ N para todo g ∈ G.
También se cumple que (g−1)−1Ng−1 ⊆ N, entonces

N = (g−1g)N(g−1g) = g−1(gNg−1)g ⊆ g−1Ng.

Conclusión: g−1Ng = N para todo g ∈ G.

(2) ⇒ (3): Ng = 1 ·Ng = (gg−1)Ng = g(g−1Ng) = gN.

(3) ⇒ (4): Es claro.

(4) ⇒ (5): Por hipótesis tenemos:

∀g ∈ G, existe hg ∈ G tal que gN = Nhg. Dado que

G =
∪
g∈G

gN =
∪
g∈G

Nhg

uno tiene todas las clases laterales derechas de
N en G en la forma Nhg y cada una de estas es una clase lateral izquierda de N, en
efecto, Nhg = gN.

(5) ⇒ (6): Por Hipótesis Ng = hgN Para algún hg ∈ G. Entonces:

(gN)(hN) = g(Nh)N = g(khN)N = (gkh)NN = (gkh)

(6) ⇒ (7): Supongamos que (gN)(hN) = kN, entonces

gh = (g · 1)(h · 1) ∈ (gN)(hN) = kN.

Es decir: gh ∈ kN, entonces existe n ∈ N tal que gh = kn. Con esto se tiene que
kN = (kn)N = (gh)N.

(7) ⇒ (1): Por Hipótesis N · gN = gN, entonces

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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︷ ︸︸ ︷
g−1NgN = N ⇒ g−1Ng ⊆ N ⇒ N⊴G.

Nota: El teorema (25)(7) nos permite definir sobre el conjunto de las clases 
laterales izquierdas de N en G una operación de tal manera que se induce una 
estructura de grupo.

1. Sea N ⊴G y definamos G/N := {gN : g ∈ G}. Esto es, G/N es
el conjunto de las clases laterales izquierdas de N en G.
También G/N es el conjunto de las clases laterales derechas de N en
G. (consecuencia del teorema (25)).
Con la multiplicación: (gN) · (hN) := (gh)N, G/N es un grupo, el
cual denominaremos grupo factor de G con respecto a N.

2. La función γ : G → G/N definida por γ(g) = gN es un Epimor-
fismo y N (γ) = N. A γ la llamaremos Homomorfismo natural o
canónico de G sobre G/N. (Esto demuestra que los subgrupos nor-
males de un grupo son precisamente el nucleo de este homomorfismo
natural).

Teorema 26.

DEMOSTRACIÓN.

1. Se verifica que:

(a)

(gN · hN)kN = ((gh)N)(kN) = ((gh)k)N

= (g(hk))N = (gN)((hk)N)

= gN((hN)(kN)).

(b) N(gN) = (1N)(gN) = (1g)N = gN ∀g ∈ G. Entonces el 1 de
G/N es N.

(c) Se cumple que (g−1N)(gN) = (g−1g)N = 1N = N ∀g ∈ G, es
decir, (gN)−1 = g−1N. Esto demuestra que G/N es un grupo.

2. (a) γ es un Homomorfismo: γ(gh) = (gh)N = gN · hN = γ(g) · γ(h).
(b) Es claro que γ es un Epimorfismo.

(c)

N (γ) = {g ∈ G : γ(g) = N}
= {g ∈ G : gN = N︸ ︷︷ ︸

⇔g∈N

}

= {g ∈ G : g ∈ N}
= N

1.3. Homomorfismos
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Sean G,H dos grupos, α ∈ Hom(G,H). Sea γ el homomorfismo canónico
de G en G/N (α), entonces existe un homomorfismo β ∈ Hom(G/N (α),H)
con la propiedad α = βγ. Se cumple además que G/N (α)

∼= Im(α).

G H

G/N(α)

βγ

Teorema 27 (Primer Teorema de Isomorfía).

DEMOSTRACIÓN.
Necesitamos construir la función β. Definamos,

β : G/N (α) → H
β(gN (α)) = α(g).

1. β está bien definida: Esto es necesario hacerlo ya que un elemento g ∈ G no
queda completamente determinado por una clase lateral gN (α). La idea es 
asegurarse que no importa el representante de la clase lateral que se tome, la 
función β arroja el mismo resultado.
Demostremos entonces que si gN (α) = hN (α), entonces α(g) = α(h). Bien, 
supongamos entonces que gN (α) = hN (α), entonces h-1gN (α) = N (α), lo 
cual implica que h−1g ∈ N (α) entonces α(h-1g) = 1, entonces

1 = α(h−1g) = α(h−1)α(g) = (α(h))−1α(g) ⇒ α(g) = α(h).

2. β es Homomorfismo:

β(gN (α) · hN (α)) = β(ghN (α))

= α(gh)

= α(g) · α(h)
= β(gN (α))β(hN (α)).

3. β es Monomorfismo:

N (α) = {gN (α) : α(g) = 1}
= {gN (α) : g ∈ N (α)}
= N (α)

(Este es el 1 de G/N (α)).

4. α = βγ: Sea g ∈ G, entonces

α(g) = β(gN (α)) = β(γ(g)) = (βγ)(g).

5. Es claro que β : G/N (α) → Im(α) es un isomorfismo, entonces
G/N (α)

∼= Im(α).
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Sea G un grupo, N⊴G, U ⩽ G.

1. UN = NU ⩽ G.

2. U ∩N⊴ U .

Teorema 28.

DEMOSTRACIÓN.

1. Es suficiente demostrar que UN = NU (ver teorema (18)(2)).
Dado que N⊴G, se tiene inmediatamente la condición por teorema (25)(3).

2. Sea u ∈ U , entonces (U ∩N)u = Uu ∩Nu = U ∩N, lo cual demuestra que
(U ∩N)⊴ U .

Sea G un grupo, N⊴G y U ⩽ G. Entonces,

UN/N ∼= U/U∩N.

G

UN

U N

U ∩N

Teorema 29 (Segundo teorema de isomorfía).

DEMOSTRACIÓN. Por teorema (28) sabemos que UN ⩽ G y U ∩ N ⊴ U .
Definamos la función φ de la siguiente manera:

φ : UN → U/U∩N
un

φ−−→ U(U ∩N)

1. φ está bien definida: Supongamos que u1n1 = u2n2 con ui ∈ U y ni ∈ N.
Demostremos que u1(U ∩N) = u2(U ∩N).
Si u1n1 = u2n2, entonces u−1

2 u1︸ ︷︷ ︸
∈U

= n2n
−1
1︸ ︷︷ ︸

∈N

∈ (U ∩N), entonces

(U ∩N) = u−1
2 u1(U ∩N),

luego

u1(U ∩N) = u2(U ∩N).

1.3. Homomorfismos



Álgebra lineal / Primera edición

Universidad del Atlántico

28

22 Diaz/Rodriguez/zuleta

2. φ es un Homomorfismo: Sea u1, u2 ∈ U , n1, n2 ∈ N, entonces

φ(u1n1 · u2, n2) = φ(u1u2����
∈U

∈N� �� �
u−1
2 n1u2� �� �
∈N

n2)

= φ(u1u2 · n)
= u1u2(U ∩N)

= (u1(U ∩N))(u2(U ∩N))

= φ(u1n1) · φ(u2n2)

3. Evidentemente φ es Epimorfismo.

4. φ es inyectiva:

N (φ) = {un : u ∈ U , n ∈ N,

⇔u∈(U∩N)� �� �
u(U ∩N) = (U ∩N)}

= {un : u ∈ (U ∩N), n ∈ N}
= N

5. Conclusión

UN/N = UN/N (φ)
∼= Im(φ) = U/U∩N

1.3.3 Ejemplo. 1. Denotemos con Z(+) a Z como grupo aditivo. Sea n ∈ Z.
Hemos demostrado en el ejemplo (1.2.1)(2) que nZ(+) es un subgrupo de
Z(+), dado que Z(+) es abelinano, se tiene que nZ(+) es normal en Z(+).
Note que

j + nZ(+) = k + nZ(+) ⇔ (j − k) + nZ(+) = nZ(+)

⇔ (j − k) ∈ Z(+)

⇔ n|(j − k)

Por lo tanto: {0, 1, 2, ..., n− 1} es un transversal de nZ(+) en Z, es decir

Z(+)/nZ(+) = {j + nZ(+) : j ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}}

y por lo tanto

��Z(+)/nZ(+)

�� = n

Por otro lado:

(j + nZ(+)) + (k + nZ(+)) =

{
(j + k) + nZ(+) si j + k < n

(j + k − n) + nZ(+) si j + k ≥ n

Esto trae como consecuencia que Z(+)/nZ(+) = ⟨1 + nZ(+)⟩, es decir un
grupo cíclico de orden n.

2. Sea G = ⟨g⟩ un grupo cíclico de orden n. (también o(g) = n). definamos

α : Z(+) → G
α(i) = gi ∀i ∈ Z(+)

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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(a) α es un Homomorfismo: α(i+ j) = gi+j = gi · gj = α(i)α(j).
(b) α es Epimorfismo: Dado que G = ⟨g⟩ = {gi : j ∈ Z} se tiene que α es

sobre.
(c) α es Monomorfismo:

N (α) = {j ∈ Z : gi = 1}
= {j ∈ Z : n|j} = nZ(+)

Entonces Z(+)/nZ(+)
∼= G.

- Esto demuestra que salvo isomorfismos existe un único grupo
cíclico de orden n, Z(+)/nZ(+)

∼= G.

1.4 Permutaciones y signo

Consideremos nuevamente el grupo simétrico Sym(n) o Sn. Estos

Sn = {f : Ω → Ω : f es una biyección Ω = {1, 2, ..., n}}

Sea π ∈ Sn, llamaremos a π un k-ciclo o un ciclo de longitud k, si existen
x1, x2, ..., xk ∈ Ω (distintos dos a dos), tales que π(xi) = xi+1 para 1 ≤ i ≤
k − 1, π(xk) = x1 y π(x) = x para todo x ∈ Ω− {x1, ..., xk}. Esto es:

π(x1) = x2
π(x2) = x3

...
π(xk) = x1
π(x) = x

∀x ∈ Ω− {x1, ..., xk}.
O también

π =

(
x1 x2 · · · xk−1 xk xk+1 · · · xn
x2 x3 · · · xk x1 xk+1 · · · xn

)
,

ó

π = (x1, x2, · · · , xk)

Definición 30.

Evidentemente: (x1, x2, · · · , xn) = (xi, xi+1, · · · , xm, x1, · · · , xi−1).

1.4.1 Ejemplo.
(
1 2 3 4 5 6
2 3 1 4 5 6

)
= (1, 2, 3) = (2, 3, 1) = (3, 1, 2). Un 2-

ciclo se llama una transposición. Si τ es una transpoción, entonces se cumple

τ =

(
j k
k j

)
= (j, k) donde j ̸= k y j, k ∈ {1, 2, ..., n}

Sea π ∈ Sn. Para x, y ∈ Ω, si existe k ∈ Z tal que πk(x) = y denotamos
x ∼π y.

Definición 31.

1.4. Permutaciones y signo
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∼π es una relación de equivalencia sobre Ω.

Lema 32.

DEMOSTRACIÓN.

1. ∼π es reflexiva:

Sea x ∈ Ω, se tiene que π0(x) = IΩ(x) = x. Entonces, x ∼π x

2. ∼π es simétrica:

Si x ∼π y, entonces πk(x) = y para algún k ∈ Z. Por lo tanto,

π−k(y) = x ⇒ y ∼π x.

3. ∼π es transitiva:

Supongamos que x ∼π y y y ∼π z para x, y, z ∈ Ω. Entonces, existen
k,m ∈ Z tal que πk(x) = y y πm(y) = z. Ahora,

z = πm(y) = πm(πk(x)) = πm+k(x).

Por lo tanto,
x ∼π z.

Sabemos que esta relación de equivalencia suministra una descomposición de Ω
en conjuntos distintos, concretamente las clases de equivalencia de ∼π.

Las clases de equivalencia de x ∈ Ω las llamaremos la órbita de x bajo π, en-
tonces

Oπ(x) = {πk(x) : k ∈ Z}.

Dado que Ω es un conjunto finito, los elementos x, π(x), π2(x), .... no pueden
ser todos distintos, i,e. Existen m,n ∈ N tales que m > n y πm(x) = πn(x), es
decir πm−n(x) = x. Entonces existen k un natural con esta propiedad pero minimal.
(principio de buen orden).
Tenemos entonces que la órbita de x bajo π consta exactamente de los siguientes
elementos:

x, π(x), ..., πk−1(x) y además πk(x) = x.

1.4.2 Ejemplo. Consideremos π ∈ S7 definida por

π =

(
1 2 3 4 5 6 7
2 3 1 6 5 4 7

)
.

Entonces Ω se descompone en las siguientes órbitas:

1 = π0(1), 2 = π(1), 3 = π2(1)

Oπ(1) = {1, 2, 3}
4 = π0(4), 6 = π(4)

Oπ(4) = {4, 6}
5 = π0(5) ∧ 7 = π0(7) ⇒ Oπ(5) = {5} ∧ Oπ(7) = {7}.

1.4.3 Ejemplo. Sea π ∈ S8 definida por

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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π =

(
1 2 3 4 5 6 7 8
6 7 4 1 8 3 5 2

)
.

Halle la descomposiciín e órbitas inducida por π.

1 = π0(1), 6 = π1(1), 3 = π2(1), 4 = π3(1), 1 = π4(1).

Entonces Oπ(1) = {1, 3, 4, 6}

2 = π0(2), 7 = π(2), 5 = π2(2), 8 = π3(2), 2 = π4(2)

Entonces Oπ(2) = {2, 5, 7, 8}

1. Cada permutación π ∈ Sn se puede descomponer como el producto
(composición) de ciclos disyuntos dos a dos y además esta descom-
posición es única salvo el orden en el que se escriban los ciclos. Esto
es,

π = (x1, π(x1), . . . , π
n1−1(x1)) · · · (xk, π(xk), . . . , πnk−1(xk))

donde

nj ∈ N,
k∑

j=1

nj = n y Ω =
n⊎

j=1

{(xj , π(xj), · · · , πnj−1(xj))}.

2. Todo elemento de Sn es un producto de transposiciones (si n ≥ 2).

Teorema 33.

DEMOSTRACIÓN.

1. Sean x1, x2, ..., xk un sistema de representantes de las órbitas de Ω inducidas
por π. La órbita Oπ(xj) tiene la forma

Oπ(xj) = {(xj , π(xj), · · · , πnk−1(xj))},

con πnk−1(xj) = xj , pero πm(xj) ̸= xj ∀m con 1 ≤ k < nk.
Definamos

σj := ((xj , π(xj), · · · , πnj−1(xj))) para j = 1, 2, ..., k.

Tenemos así k ciclos disyuntos con longitud nj . Sabemos que cada elemento
de Ω aparece exactamente en una órbita ya que σj(x) = π(x) y π(x) aparece
solamente en σj y bajo el resto de estos ciclos permanece invariante, esto es,

(σ1σ2 · · ·σk)(x) = π(x).

Entonces π = σ1σ2 · · ·σk.
Sea ahora π = σ̂1 · · · σ̂r otra descomposición de π en ciclos disyuntos.
Sea σ̂j = (yj1, ..., yjmj ) un ciclo de longitud mj , se cumple que

π(yjk) = σ̂1 · · · σ̂r(yjk) = σ̂j(yjk) = yj,k+1

para 1 ≤ k < mj y π(yjmj ) = yj1. Esto trae como consecuencia

1.4. Permutaciones y signo
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σ̂j = (yj1, π(yj1), ..., π
mj−1(yj1)).

Por otro lado existe exactamente una órbita Oπ(xi) con la propiedad yj1 ∈
Oπ(xi), es decir, para algún s ∈ Z, 0 ≤ s ≤ nj − 1 se tiene

πs(xi) = yj1.

Entonces,

πni(bj1) = πni+s(xi) = πs(πni(xi)) = πs(xi) = yj1,

y πm(bj1) ̸= bj1 para todo 1 ≤ m < nj . Entonces, mj = ni y σ̂j = σi. En
particular, se sigue que r = k.

2. De (1) se sigue que toda permutación se puede expresar como el producto de
ciclos, entonces es suficiente demostrar que todo ciclo puede escribirse como
el producto de transposiciones.

Sea τ = (x1, x2, ..., xm) un siclo.

Caso 1: m > 1, entonces τ = (x1, xm)(x1, xm−1) · · · (x1, x3)(x1, x2). En
efecto

((x1, xm) · · · (x1, xk+1)(x1, xk) · · · (x1, x2))(xk)

=

{
x1 si k = m

((x1, xm) · · · (x1, xk+1))x1 = xk+1 si k < m

Caso 2: m = 1 un cíclo de longitud 1 deja fijo a todo elemento de Ω, es decir,
la función identidad.

1. Para n ≥ 2 existe un Epimorfismo sgn : Sn → {−1, 1} (como grupo 
multiplicativo) tal que sgn(τ) = −1 para toda transposición τ ∈ Sn. 
Esta función la llamaremos signo.

2. Si f ∈ Hom(Sn, Rx), entonces se cumple que f(π) = sgn(π) o 
f(π) = 1 ∀π ∈ Sn.

Teorema 34.

DEMOSTRACIÓN. Sea Λ = {{i, j} : i, j ∈ Ω, i ̸= j}, esto es, Λ es el conjunto
cuyos elementos son subconjuntos de Ω con dos elementos.

(a) Si σ ∈ Sn, entonces Λ = {σ(A) : A ∈ Λ}. Esto es claro ya que σ es
una biyección.

(b) Sea A = {i, j} ∈ Λ con i < j y sea π ∈ Sn. Definamos

Zπ(A) :=

{
1 si π(i) < π(j)
−1 si π(i) > π(j)

Sea ahora π, σ ∈ Sn, A = {i, j} con i < j. Consideremos la siguiente tabla.

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta



Introducción al álgebra abstracta

Stiven Díaz - Jorge Rodríguez - Yesneri Zuleta 

Universidad del Atlántico

33

MANUAL DE DE ALGEBRA LINEAL 27

CASOS zσ(A) zπ(σ(A)) zπσ(A)

σ(i) < σ(j), π(σ(i)) < π(σ(j)) 1 1 1

σ(i) < σ(j), π(σ(i)) > π(σ(j)) 1 −1 −1

σ(i) > σ(j), π(σ(i)) < π(σ(j)) −1 −1 1

σ(i) > σ(j), π(σ(i)) > π(σ(j)) −1 1 −1

Nota: Hemos considerado el siguiente hecho

(πσ)(A) = {(πσ)(i), (πσ)(j)} = {π(σ(i)), π(σ(i))} = π(σ(A)).

De la tabla se sigue:

Zπσ(A) = Zσ(A)Zπ(σ(A)).

(c) Definamos sgn(π) :=
∏
A∈Λ

Zπ(A) sgn : Sn → {−1, 1}, entonces tenemos

sgn(πσ) =
∏
A∈Λ

Zπσ(A)

=
∏
A∈Λ

Zσ(A)Zπ(σ(A))

=
∏
A∈Λ

Zσ(A)
∏
A∈Λ

Zπ(σ(A))

=
∏
A∈Λ

Zσ(A) ·
∏
A∈Λ

Zπ(A)

= sgn(π) · sgn(σ)

(d) Sea τ = (1, 2), entonces Zτ (A) =

{
−1 para A = {1, 2}
1 en otro caso

.

Entonces sgn(τ) =
∏
A∈Λ

Zτ (A) = −1.

(e) Sea τ ′ = (i, j) con i ̸= j. Definamos π =

(
1 2 · · ·
i j · · ·

)
∈ Sn.

Entonces se cumple: τ ′ = πτπ−1, en efecto:

(πτπ−1)(i) = πτ(π−1(i)) = π(τ(1)) = π(2) = j
(πτπ−1)(j) = πτ(π−1(j)) = π(τ(2)) = π(1) = i

Sea k ̸= i, j, entonces π−1(k) ̸= 1, 2. Por lo tanto

(πτπ−1)(k) = πτ(π−1(k)� �� �
̸=1,2

) = π(π−1(k)) = k.

Conclusión: τ ′ = πτπ−1, con esto se sigue:

sgn(τ ′) = sgn(π) · sgn(τ)� �� �
=−1

· sgn(π−1)� �� �
=(sgn(π))−1

= −1.

(f) Sea f ∈ Hom(Sn,Rx) y sea τ una transposición, entonces 1 = f( τ2����
=1

) =

(f(τ))2. Entonces f(τ) ∈ {−1, 1}, sea ahora τ ′ otra transposición y sea π la per-
mutación definida en (e) con τ ′ = πτπ−1, entonces

f(τ ′) = f(π)f(τ)f(π−1) = f(τ).

1.4. Permutaciones y signo
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Conclusión: Todas las transposiciones tienen la misma imagen bajo f , es decir 1 o
−1.
Del teorema (33)(2) tenemos que toda permutación π tiene la forma π = τ1τ2 · · · τn,
τi son transposiciones.
Diferenciamos ahora dos casos:

Caso 1: f(τj) = −1 ∀τj , entonces

f(π) =
m∏
j=1

f(τj) = (−1)m =
m∏
j=1

sgn(τj) = sgn(π).

Esto se cumple ∀π ∈ Sn, entonces f = sgn.

Caso 2: f(τj) = 1 ∀τj , entonces f(π) = 1 ∀π ∈ Sn

1.4.4 Observación.

1. Toda permutación π ∈ Sn se puede descomponer como un producto par o
impar de transposiciones.

2. Si π es un k-ciclo, entonces

sgn(π) = (−1)k−1

DEMOSTRACIÓN.

1. Sea π = τ1 · · · τk = τ̂1 · · · τ̂k, donde taui, τ̂i son transposiciones, entonces

(−1)k−l = sgn(π) = (−1)l ⇒ (−1)k−l = 1,

es decir k − l es par.

2. Es claro que cada k-ciclo se puede escribir como el producto de k − 1 trans-
posiciones. El resto se sigue del teorema (34).

Para n ≥ 2, definamos N (sgn) como An, esto es

An = {π ∈ Sn : sgn(π) = 1}.

An se denomina grupo alternante de grado n. Las permutaciones que
pertenecen a An las llamaremos pares y las pertenecientes a Sn⧹An las
llamaremos impares.

Definición 35.

Para n ≥ 2 se tiene que An ◁ Sn y |Sn : An| = 2. Para toda π ∈ Sn con
sgn(π) = −1 se cumple que

Sn = An
⊎

πAn = An
⊎

Anπ.

Teorema 36.

DEMOSTRACIÓN. Dado que An = N (sgn) se tiene que An ◁ Sn.

|Sn : An| = |Sn/An | = |Im(sgn)| = 2.

∀π ∈ Sn, con sgn(π) = −1 se tiene que πAn ̸= An ̸= Anπ y se tiene entonces la
descomposición en clases laterales.

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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1.5 Cuerpos

Un conjunto K (K ̸= 0) sobre el cual están definidas dos operaciones
binarias ”+” y ” · ” se llama un cuerpo (o campo), si los siguientes axiomas
se verifican:

1. K con respecto a + es un grupo abeliano con módulo 0. (A este grupo
lo llamaremos grupo aditivo de K, notado K(+)).

2. K − {0} con respecto a la multiplicación es un grupo abeliano con
módulo 1. (A este grupo lo llamaremos grupo multiplicativo de K,
este lo notaremos con Kx).

3. ∀x, y, z ∈ K se verifica

x(y + z) = xy + xz
(x+ y)z = xz + yz

Definición 37.

1.5.1 Observación.

1. Del teorema (3) se sigue 0, 1, −a, a−1 (para a ̸= 0) están determinados
de manera única.

2. Si K satisface todos los axiomas salvo ab = ba ∀a, b ∈ K es decir Kx no
es necesariamente abeliano, entonces K se llamará cuerpo inclinado (semi-
cuerpo).

3. Si K(+) es un grupo abeliano y Kx es un semigrupo, entonces K se denomina
anillo. Si además existe 1 ∈ K tal que 1 · x = x ∀x ∈ K, entonces K se
llama un anillo con uno.

(Leyes de cancelación). Sea K un cuerpo y sean a, x, y ∈ K.

1. Si a+ x = a+ y, entonces x = y.

2. Si a ̸= 0 y ax = ay, entonces x = y.

Teorema 38.

DEMOSTRACIÓN.

1. El teorema (3) aplicado a K(+).

2. Dado que a ̸= 0, existe b ∈ K tal que ab = 1 = ba. Entonces

x = 1 · x = (ba)x = b(ax) = b(ay) = (ba)y = 1 · y = y.

1.5. Cuerpos
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Sea K un anillo.

1. ∀a ∈ K, se cumple que a · 0 = 0 · a = 0.

2. ∀a, b ∈ K, se cumple que (−a)b = a(−b) = −(ab).

3. Si K es un cuerpo inclinado, entonces de ab = 0, se sigue que a = 0 ∨ 
b = 0. (los cuerpos inclinados no tienen divisores de cero)

Teorema 39.

DEMOSTRACIÓN.

1. 0a+0a = (0+0)a = 0a = 0a+0 ⇒ 0a = 0. Similarmente se demuestra
a0 = 0.

2. ab+ (−a)b = (a+ (−a))b = 0b = 0. Entonces por la unicidad del inverso se
tiene que (−a)b = −(ab).

3. Supongamos que ab = 0 y a ̸= 0, entonces

0 = a−10 = a−1(ab) = (a−1a)b = 1 · b = b.

1.5.2 Ejemplos.

1. Q,R son cuerpos con respecto a ” + ” y ” · ”, sin embargo Z es solamente un
anillo, por ejemplo: No existe x ∈ Z tal que x · 2 = 1.

2. Sea K = {a+ b
√
2 : a, b ∈ Q}, con la multiplicación y la suma usual en R, se

verifica que K es un cuerpo.

3. Sea n ∈ N y definamos Fn := Z/nZ, el grupo cíclico de orden n, notado
aditivamente. (ver ejemplos (1.3.3). Definamos sobre Fn la siguiente multipli-
cación

(a+ nZ)(b+ nZ) := (ab) + nZ.

i Veamos que la multiplicación está bien definida:

Supongamos que a′ = a+ nk y b′ = b+ nl, entonces

a′b′ = (a+ nk)(b+ nl) = ab+ n(al + bk + nkl) ∈ ab+ nZ.

Entonces
a′b′ + nZ = ab+ nZ.

ii Todos los axiomas de cuerpo se verifican salvo la existencia de inversos
multiplicativos. Esto es, se tiene que Fn es un anillo.

iii Si p = n, p un número primo, entonces Fp es un cuerpo. (con p elemen-
tos).
En efecto, 1 + pZ es el módulo multiplicativo. pZ es el módulo aditivo.
Sea ahora a + pZ ̸= pZ, es decir p ∤ a. Se trata de encontrar b ∈ Z tal
que

(b+ pZ)(a+ pZ) = ab+ pZ = 1 + pZ.

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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Consideremos la función φ : Fp → Fp definida por:

φ(x+ pZ) = (x+ pZ)(a+ pZ) = (xa) + pZ.

- Con respecto a + se verifica que φ es un homomorfismo:

φ((x+ pZ) + (y + pZ)) = φ((x+ y) + pZ)
= (x+ y + pZ)(a+ pZ)
= (x+ y)a+ pZ
= (ax+ ya) + pZ
= (xa+ pZ) + (ya+ pZ)
= φ(x+ pZ) + φ(y + pZ)

- Im(φ) = Z/pZ. Dado que p ∤ a, se tiene que

φ(1 + pZ) = a+ pZ ̸= pZ

, del teorema de Lagrange se cumple que

2 < |Im(φ)| | |Z/pZ| = p ⇒ |Im(φ)| = p,

por lo tanto
Im(φ) = Z/pZ.

- De lo anterior se sigue que existe b ∈ Z con la condición deseada, ya
que 1 + pZ ∈ Im(φ).

1. Sea K un cuerpo. Un subconjunto M de K se llama un subcuerpo de
K si se verifica:

(a) 0, 1 ∈ M .

(b) Si k1, k2 ∈ M , entonces k1 ± k2 ∈ M .

(c) Si 0 ̸= k ∈ M , entonces k−1 ∈ M .

2. Sean K y L cuerpos. Una función φ : K → L se llama homomorfismo
de cuerpos si y solo si ∀x, y ∈ K

φ(x+ y) = φ(x) + φ(y)

φ(xy) = φ(x) · φ(y)

Similar se define Monomorfismo, Epimorfismo e Isomorfismo.

Definición 40.

1.5.3 Ejemplos.

1. Definamos C :=

{(
a b
−b a

)
: a, b ∈ R

}
.

Definamos sobre C las siguientes operaciones:
Suma

(
a b
−b a

)
+

(
x y
−y x

)
:=

(
a+ x b+ y

−(b+ y) a+ x

)

1.5. Cuerpos
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Multiplicación

(
a b
−b a

)(
x y
−y x

)
:=

(
ax− by by + bx

−(bx+ ay) ax− by

)

C es un cuerpo, 0 =

(
0 0
0 0

)
y 1 =

(
1 0
0 1

)
.

2. La función φ : R → C definida por

φ =

(
x 0
0 x

)

Es un Isomorfismo de R en el subcuerpo T de C definido por

T =

{(
a 0
0 a

)
: a ∈ R

}
.

3. Definamos i =
(

0 1
−1 0

)
, entonces

i2 =

(
0 1
−1 0

)(
0 1
−1 0

)
=

(
−1 0
0 −1

)
= −

(
1 0
0 1

)

Sea z ∈ C, digamos z =

(
x y
−y x

)
, entonces

z =

(
x 0
0 x

)
+ i

(
y 0
0 y

)
(veriíquelo !).

Entonces

C =

{(
x 0
0 x

)
+ i

(
y 0
0 y

)
: x, y ∈ R

}
.

Si utilizamos (2) y cada x ∈ R se identifica con
(
x 0
0 x

)
se tiene que

C = {x+ iy : x, y ∈ R} ⊇ R, i2 = −1.

C se llama el cuerpo de los números complejos. Si z = x + iy ∈ C, entonces x se
llama la parte real de z , y se llama la parte imaginaria de z.

Notación: x ∈ Re(z); y = im(z).

Si definimos |z| :=
√
x2 + y2, llamaremos a |z| el valor absoluto de z.

z := x− iy

se llamará complejo conjugado con z.

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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Sean z, z1, z2 ∈ C.

1. Re(z1 + z2) = Re(z1) +Re(z2).

2. Re(z) =
z + z

2
.

3. im(z1 + z2) = im(z1) + im(z2).

4. im(z) =
z − z

2
.

5. z1 + z2 = z1 + z2, z1z2 = z1 · z2, z = z.
Lo anterior indica que φ : C → C definida por φ(z) = z es un
Isomorfismo tal que φ2 = IC.

6. |z|2 = |z|2 = zz = (Re(z))2 + (im(z))2.

7. |z1z2| = |z1||z2|.

8. |Re(z)| ≤ |z| , |im(z)| ≤ |z|.

9. |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2| (Desigualdad del triángulo).

Teorema 41.

DEMOSTRACIÓN.

1-6. Se siguen inmediatamente de la definición.

7. |z1z2|2 = (z1z2)(z1z2) = (z1z2)(z1 · z2) = (z1z1)(z2z2) = |z1|2|z2|2

Entonces
|z1z2| = |z1||z2|.

8. Sea z = a+ ib, con a, b ∈ R, entonces

|z|2 = a2 + b2 ≥ a2,

luego
|Re(z)| = |a| =

√
a2 ≤ |z|.

De manera similar se demuestra la otra parte.

9.

|z1 + z2|2 = (z1 + z2)(z1 + z2) = (z1 + z2)(z1 + z2)

= z1z1 + z1z2 + z2z1 + z2z2

= |z1|2 + 2Re(z1z2) + |z2|2

≤ |z1|2 + 2|z1z2|+ |z2|2

= |z1|2 + 2|z1||z2|+ |z2|2

= (|z1|+ |z2|)2

Por tanto |z1 + z2| ≤ |z1|+ |z2|.

1.5. Cuerpos
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1.5.4 Observación. Interpretación geométrica de los números complejos.
Supongamos R2 = R×R está definido un sistema cartesiano de coordenadas.
asociemos a cada número complejo z = x + iy un punto (x, y) ∈ R2 (ver Figura
1.1).

Figura 1.1: Plano complejo

Sea K un cuerpo con módulo multiplicativo 1.
Si n1 = 1 + 1 + · · ·+ 1� �� �

n sumandos

̸= 0 para todo n ∈ N, entonces diremos que K

tiene característica
− 
0. Si n1 = 0 y n es el número natural más pequeño con esta 

propiedad, entonces diremos que K tiene característica n.

Notación: char(K) = 0 ∨ char(K) = n.

Definición 42.

1.5.5 Ejemplos. 1. Q,R y C tienen característica cero.

2. Fp (ver ejemplo (1.5.2)) tiene característica p.

En efecto, Sea m ∈ N, m ≤ p, entonces

m1 = (1 + pZ)+ · · ·+� �� �
m

(1 + pZ)

= m+ pZ =

{
̸= 0 para m < p
= 0 para m = p

Si K es un cuerpo. Entonces char(K) = (0) ∨ char(K) = (p) donde p
es un número primo.

Teorema 43.

DEMOSTRACIÓN. Supongamos que K es un cuerpo y char(K) ̸= 0.

1. char(K) = 1: ya que de lo contrario se tendría 1 = 0 (absurdo).

Capítulo 1. Introducción al Algebra Abstracta
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2. Supongamos que char(K) = m · n con m > 1, n > 1, m, n ∈ N.
Entonces

0 = 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
mn−sumandos

= (1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸
m

(1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸
n

.

Entonces del teorema (39)(3) tendríamos que (1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸
m

= 0 ∨

(1 + · · ·+ 1)︸ ︷︷ ︸
n

= 0 lo cual contradice la definicón de característica, por lo tanto

char(K) es un número primo.

1.5. Cuerpos





43

Capítulo 2

Espacios Vectoriales

2.1 Definiciones básicas y ejemplos.

Sea K un cuerpo. Un subconjunto V se llama un espacio vectorial sobre K (o
simplemente un K-espacio vectorial) si los siguientes axiomas se verifican:

1. Sobre V está definida una operación binaria ” + ” de tal forma que V
es un grupo abeliano con respecto a esta.
El módulo de V con respecto a + se notará con 0 y generalmente es
diferente del cero de K.

2. Para cada v ∈ V y para todo k ∈ K está definido un elemento kv ∈ V
(multiplicación por escalar) tal que:

(a) Si 1 es el módulo multiplicativo de K, entonces 1v = v para todo
v ∈ V .

(b) (k1 + k2)v = k1v + k2v ∀k1, k2 ∈ K, ∀v ∈ V
(k1k2)v = k1(k2v) ∀k1, k2 ∈ K, ∀v ∈ V .

(c) k(v1 + v2) = kv1 + kv2 ∀k ∈ K, ∀v1, v2 ∈ V

Definición 44.

2.1.1 Observación. Si en la definición (44) asumimos que K sea simplemente un
anillo, entonces diremos que V es un K-módulo izquierdo o un módulo izquierdo
sobre K

2.1.2 Ejemplos.

1. Sea K un cuerpo y V un conjunto con un solo elemento, digamos V = {0}.
Definamos sobre V una suma 0 + 0 = 0, y definamos una multiplicación por
escalar así: k0 = 0 ∀k ∈ K. V es un espacio vectorial sobre K. (El espacio
vetorial nulo).

2. Sea K un cuerpo. V := Kn = {(x1, ..., xn : xi ∈ K}. V es un espacio
vectorial sobre K con las siguientes operaciones:

(x1, ..., xn) + (y1, ..., yn) = (x1 + y1, ..., xn + yn)
k(x1, ..., xn) = (kx1, ..., kxn).

36
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k ∈ K, (x1, ..., xn), (y1, ..., yn) ∈ V . El cero de V es (0, ..., 0). Usualmente
V es denominado el espacio vectorial de las n-tuplas sobre K.

3. Sea K un cuerpo y L un subcuerpo K. Entonces K es un espacio vectorial
sobre L. La multiplicación por escalar: l ∈ L, k ∈ K lk ∈ K.
Ejemplo, C es un Q-espacio vectorial, un R-espacio vectorial.

4. Sea M un conjunto no vacío y K un cuerpo, definamos

V = V(M ,K) = {f : M → K : fes una función}.

V es un espacio vectorial sobre K con las siguientes operaciones:

(f + g)(x) := f(x) + g(x) ∀x ∈ M
(kf)(x) := kf(x) ∀x ∈ M

k ∈ K, f, g ∈ V .

5. V = C([0, 1],R) = {f : [0, 1] → R : fes continua} con las operaciones
definidas en (4) se demuestra que V es un espacio vectorial real (sobre R).

Sea V un espacio vectorial sobre K y sean k ∈ K, v ∈ V , entonces

1. 0 · v = 0 ∀v ∈ V (0 ∈ K).

2. k · 0 = 0 ∀k ∈ K (0 ∈ V).

3. (−k)v = k(−v) = −(kv).

4. Si kv = 0, entonces k = 0 ∨ v = 0.

Teorema 45.

DEMOSTRACIÓN.

1. Se cumple que:

0v + 0v = (0 + 0)v = 0v = 0v + 0 ⇒ 0v = 0.

2. Similarmente:

k0 + k0 = k(0 + 0) = k0 = k0 + 0 ⇒ k0 = 0.

3. kv + (−k)v = (k + (−k))v = 0v = 0 ⇒ (−k)v = −(kv)
kv + k(−v) = k(v + (−v)) = k0 = 0 ⇒ k(−v) = −(kv).

4. Supongamos que kv = 0 y k ̸= 0, entonces existe

k−1 ∈ K.

se tiene que:

0 = k−10 = k−1(kv) = (k−1k)v = 1v = v.

2.1. Definiciones básicas y ejemplos.
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2.2 Subespacios

Sea V un espacio vectorial sobre K. Un subconjunto no vacío U de V se
llama un subespacio de V , notado U ≪ V si se cumple:

1. Si u1, u2 ∈ U , entonces u1 ± u2 ∈ U .

2. Si u ∈ U y k ∈ K, entonces ku ∈ U .

Es claro que U con las operaciones definidas sobre V es en sí un espacio 
vectorial sobre K.

Definición 46.

2.2.1 Ejemplos.

1. Si V es un espacio vectorial sobre K, entonces V y {0} son subespacios de V .

2. Sea V = V(R,R) = {f | f : R → R} (ver ejemplo (2.1.2)(4)).

U1 = {f ∈ V : fes continua} es un subespacio de V . Usualmente se escribe

U1 = C(R).

U2 = {f ∈ V : ∃aj ∈ R ∧ ∃m ∈ N ∪ {0}|f(x) =
m∑
j=0

ajx
j ∀x ∈ R} es

también un subespacio de V .

Notación: U2 = P (R).

3. Sea V = R3 y sean a, b, c ∈ R, definamos

U = {(x, y, z) : x, y, z ∈ R, ax+ by + cz = 0}

se verifica que U es un subespacio de V .

Sea V un espacio vectorial sobre K

1. Si {Ui}i∈I es una familia de subespacios de V , entonces
D :=

∩
i∈I

Ui es un subespacio de V .

2. Sea U1,U2 subespacios de V . U1 ∪ U2 es un subespacio de V si y solo
si U1 ⊆ U2 ∨ U2 ⊆ U1.

Teorema 47.

DEMOSTRACIÓN. La demostración es similar al teorema (10).

Capítulo 2. Espacios Vectoriales
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Sea V un espacio vectorial sobre K.

1. Sea M ⊆ V , definamos

⟨M⟩ :=
∩

M⊆U≪V
U .

Llamaremos a ⟨M⟩ el subespacio generado por M. Es claro que ⟨M⟩
es el subespacio vectorial de V mas pequeño con la propiedad con-
tener a M.

2. Si M ⊆ V con la propiedad V = ⟨M⟩, entonces diremos que M es
un sistema de generadores de V .

3. Sean M1,M2, ...,Mk subconjuntos de V , definamos

M1 +M2 + · · ·+Mk� �� �

=

k∑
j=1

Mj

= {m1 +m2 + · · ·+mk� �� �

=

k∑
j=1

mj

: mj ∈ Mj}.

(Esto es en notación aditiva análogo a la definición de AB para sub-
conjuntos A,B de un grupo G).

Definición 48.

Sea V un espacio vectorial sobre K.

1. Si M ⊆ V , entonces ⟨M⟩ = {
n∑

i=1

αixi : αi ∈ K, xi ∈ M, n ∈ N}.

2. Sean U1,U2, ...,Uk subespacios vectoriales de V , entonces

⟨U1 ∪ · · · ∪ Uk⟩ =
k∑

j=1

Uj .

Teorema 49.

DEMOSTRACIÓN.

1. Similar a la de grupos.

2. Demostremos inicialmente que
k∑

j=1

Uj es un subespacio de V .

Sean x, y ∈
k∑

j=1

Uj . Entonces existen uj , vj ∈ Uj tales que

x =
k∑

j=1

uj , y =
k∑

j=1

vj . Sea ahora α ∈ K, entonces

x+ y =
k∑

j=1

(uj + vj) ∈
k∑

j=1

Uj (ya que cada Uj es subespacio de V).

2.2. Subespacios
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αx =
k∑

j=1

αuj ∈
k∑

j=1

Uj .

Evidentemente
k∪

j=1

Uj ⊆
k∑

j=1

Uj ya que cada Uj ⊆
k∑

j=1

Uj ∀i ∈ {1, ..., k},

entonces ⟨
k∪

j=1

Uj⟩ ⊆
k∑

j=1

Uj .

La otra inclusión se deja como ejercicio.

Sea V un espacio vectorial sobre K. Diremos que V es finitamente generado,
si existe un subconjunto finito M = {v1, ..., vm} de V tal que V = ⟨M⟩.
Esto es

V = {
k∑

i=1

αivi : αi ∈ K}.

Definición 50.

2.2.2 Ejemplos. Sea K un cuerpo.

1. Sea V = Kn. Definamos vj = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0) para j = 1, 2, ..., n, en-

tonces
k∑

j=1

αjvj = (α1, ..., αn) y se tiene que V = ⟨v1, ..., vn⟩ y por lo tanto V

es finitamente generado.

2. Sea v = P (R) = {f : R → R : ∃aj ∈ R y m ∈ N ∪ {0}|f(x) =
m∑
j=1

ajx
j ∀x ∈ R}.

Demostremos que P (R) no es finitamente generado. Supongamos que
P (R) = ⟨f1, ..., fm⟩ con fj ∈ P (R).

Sea fj(x) =

nj∑
k=0

ajkx
k ∀x ∈ R con ajk ∈ R.

Sea n := max����
j∈{1,...,m}

{nj}

Sea f ∈ P (R), tal que f(x) = xn+1 ∀x ∈ R. Por otro lado f =

m∑
j=1

bjfj

(ya que V = ⟨f1, ..., fm⟩), es decir

xn+1 =
m∑
j=1

bjfj(x).

Derivando (n+ 1)-veces tenemos:

(n+ 1)n · · · 2 · 1 =

m∑
j=1

bjf
n+1
j (x) = 0. (contradicción).

Capítulo 2. Espacios Vectoriales
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Sea V un espacio vectorial sobre K y U un subespacio de V . Dado que V
con respecto a la suma es abeliano se tiene que U es un subgrupo normal de
V . Podemos entonces formar el grupo cociente

V/U = {v + U : v ∈ V}

Definamos: (suma)

(v1 + U) + (v2 + U) := (v1 + v2) + U , v1, v2 ∈ V

(Mult. por escalar)

k(v + U) := (kv) + U k ∈ K, v ∈ V .

Entonces V/U es un espacio vectorial sobre K, el cual llamaremos el espacio
factor de V con respecto a U .

Teorema 51.

DEMOSTRACIÓN.

1. Similar como en grupos se cumple la siguiente afirmación:

u+ U = U ⇔ u ∈ U (Ejercicio).

2. Demostramos ahora:

v + U = v′ + U ⇔ (v − v′) ∈ U v, v′ ∈ V

⇒: Supongamos que v + U = v′ + U , entonces v = v + 0 ∈ v + U = v′ + U
entonces existe u ∈ U tal que v = v′ + u ⇒ v − v′ = u ∈ U .
⇐: Supongamos que v − v′ ∈ U entonces v − v′ = u para algún u ∈ U ,
entonces

v + U = (v′ + u) + U = v′ + (u+ U) = v′ + U .

3. Demostremos a continuación que las operaciones están bien definidas:
Suma: Supongamos que v + U = v′ + U y w + U = w′ + U , entonces
v − v′ ∈ U ∧ w − w′ ∈ U , por lo tanto

(v−v′)+(w+w′) = (v+w)−(v′+w′) ∈ U ⇒ (v+w)+U = (v′+w′)+U

Mult. por escalar: Sea k ∈ K. Entonces si v + U = v′ + U se tiene que
v − v′ ∈ U y por lo tanto kv − kv′ ∈ U ⇒ kv + U = kv′ + U .

4. El resto de los axiomas se deja como ejercicio.

2.2.3 Ejemplo.

k((v + U) + (v′ + U)) = k((v + v′) + U)
= k(v + v′) + U
= (kv + kv′) + U
= (kv + U) + (kv′ + U)
= k(v + U) + k(v′ + U)

2.2. Subespacios
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2.3 Dependencia e independencia lineal

Sea V un espacio vectorial sobre K y sea (vi : i ∈ I) un sistema de vectores
de V , es decir

(vi : i ∈ I) ∈ ×����
i∈I

vi, donde vi = V .

Diremos (vi : i ∈ I) es linealmente independiente, si vk ̸∈ ⟨vi : i ∈ I \ {k}⟩
para todo k ∈ I .

Si (vi : i ∈ I) no es linealmente independiente, entonces diremos
que (vi : i ∈ I) es linealmente dependiente.

Definición 52.

2.3.1 Observación. Si v ∈ V y se cumple que v ∈ ⟨vi : i ∈ I⟩, entonces diremos
que v es una combinación lineal de los (vi : i ∈ I), entonces tenemos (vi : i ∈ I) es
linealemente independiente si y solo si vk no es combinación lineal de los elementos
del sistema (vi : i ∈ I \ {k}) para todo k ∈ I .

Notas:

1. Si (vi : i ∈ I) es un sistema de vectores de V tal que vj = 0 para algún j ∈ I ,
entonces (vi : i ∈ I) es linealmente dependiente

0 = vj ∈ ⟨vi : i ∈ I \ {j}⟩.

(⟨vi : i ∈ I \ {j}⟩ es un subespacio de V y continua {0}).

2. Si existen k, j ∈ I tal que vk = vj y k ̸= j, entonces (vi : i ∈ I) es linealmente
dependiente.

vj = vk ∈ ⟨vi : i ∈ I \ {j}⟩.

Sea V un espacio vectorial sobre K y sea (vi : i ∈ I) un sistema de V , son
equivalentes:

1. (vi : i ∈ I) es linealmente dependiente.

2. Existe un subconjunto finito J de I y un i ∈ I \ J tal que

vi =
∑
j∈J

kjvj con kj ∈ K.

3. Existe un subconjunto finito L de I y kl ∈ K para l ∈ L no todos los
kl = 0 con

∑
i∈L

klvl = 0.

(Esto es, cero es una combinación lineal no trivial de los elementos del
sistema (vi : i ∈ I)).

Lema 53.

Capítulo 2. Espacios Vectoriales
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DEMOSTRACIÓN.

1⇒2 : Por hipótesis existe i ∈ I tal que vi ∈ ⟨vj : j ∈ I \ {i}⟩, del teorema (49)(1)
se tiene

vi =
∑
j∈J

kjvj con kj ∈ K y J ⊆ I \ {i}, Jfinito.

2⇒3. La igualdad en (2) se puede escribir de la siguiente manera:

1 · vi +
∑
j∈J

(−kj)vj .

Tómese entonces L = J ∪ {i}.

3⇒1. Supongamos que
∑
l∈L

klvl = 0 y no todos los kl son cero, L ⊂ I , L finito. Sea

ks ̸= 0 con s ∈ L. entonces

vs = −
∑

l∈L\{s}

(k−1
s kl)vl ∈ ⟨vl|l ∈ L \ {s}⟩ ⊆ ⟨vi|i ∈ I \ {s}⟩.

Entonces (vi : i ∈ I) es linealmente dependiente.

Sea V un espacio vectorial sobre K y sea (vi : i ∈ I) un sistema de vectores
de V . Son equivalentes

1. (vi : i ∈ I) es linealmente independiente.

2. Si J ⊆ I , J finito, kj ∈ K j ∈ J con
∑
j∈J

kjvj = 0 entonces se

verifica que kj = 0 ∀j ∈ J .

Lema 54.

DEMOSTRACIÓN. Se sigue inmediatamente del lema anterior 1 ⇔ 3.

2.3.2 Ejemplos.

1. Sea nuevamente V = Kn, vj como en (2.2.2)(1), entonces (v1, ..., vn) es
linealmente independiente. En efecto, sea

(0, ..., 0) =
n∑

j=1

kjvj = (k1, ..., kn).

Esta igualdad se verifica si y solo si ki = 0 ∀i = 1, 2, ..., n, entonces (vj :
i ∈ {1, ..., n}) es linealmente independiente.

2. Sea nuevamente V = P (R) y sean vj ∈ P (R) definidas por vj(x) = xj ∀x ∈
R, j = 0, 1, 2, ....
Entonces (vj : j ∈ N) es linealmente independiente.

Supongamos que
n∑

j=0

kjvj = 0, es decir
n∑

j=0

kjvj(x) = 0 ∀x ∈ R (para

algún n ∈ N, con kn ̸= 0) o también
n∑

j=0

kjx
j = 0 ∀x ∈ R (para algún

n ∈ N, con kn ̸= 0), entonces derivando n-veces tenemos

2.3. Dependencia e independencia lineal
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0 = n!kn ̸= 0 (contradicción).

la conclusión se sigue del lema (54).

2.4 Base y dimensión.

Sea V un espacio vectorial sobre K. Un sistema
B = (vi : i ∈ I) se llama una base para V , si y solo si B es linealmente
independiente y V = ⟨vi : i ∈ I⟩.

Definición 55.

2.4.1 Ejemplos. .

1. Sea V = Kn, entonces B = (v1, ..., v2); vj = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0).
j = 1, 2, ..., n. Es una base para V .
(se sigue de los ejemplos (2.2.2)(1) y (2.3.2)(1)).

2. Es (vj : j ∈ N) es una base para P (R)? vj(x) = xi ∀x ∈ R, j ∈ N

Sea V un espacio vectorial sobre K. y B = (vi : i ∈ I) Un sistema de V .
Son equivalentes

1. B es una base para V .

2. B un sistema linealmente independiente, pero ∀v ∈ V el sistema
(vi, v : i ∈ I) es linealmente dependiente.
(Esto es, B es un sistema maximal linealmente independiente).

3. Se cumple que V = ⟨vi : i ∈ I⟩ pero ⟨vi : i ∈ J⟩ ⊂ V para todo
subconjunto propio J de I .
(Esto es, B es un sistema minimal de generadores).

Teorema 56.

DEMOSTRACIÓN..

1⇒2. Por definición de base, se tiene que B es linealmente independiente. Sea v ∈
V , entonces se cumple:
v ∈ V = ⟨vi : i ∈ I⟩ ⇒ (vi, v : i ∈ I) es linealmente dependiente.

2⇒3. Demostremos inicialmente que V = ⟨vi : i ∈ I⟩. Sea v ∈ V , (cualquiera), por
hipótesis (vi, v : i ∈ I) es linealmente dependiente, del lema (53) se sigue que
existe un subconjunto finito J de I y además existen k, kj ∈ K no todos ceros
tales que

kv +
∑
j∈J

kjvj = 0

Supongamos que k = 0. Dado que J ⊆ I , se cumple que (vi : i ∈ J) es
también linealmente independiente y por lo tanto kj = 0 ∀j ∈ J (absurdo).
Entonces k ̸= 0 y con esto tenemos

Capítulo 2. Espacios Vectoriales
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v =
∑
j∈J

(k−1kj)vj ∈ ⟨vi : i ∈ I⟩.

Entonces V = ⟨vi : i ∈ I⟩.
Demostremos ahora que si J ⊆ I , entonces ⟨vj : j ∈ J⟩ ⊂ V . Supongamos
que V = ⟨vj : j ∈ J⟩. Sea i ∈ I \ J , entonces

vi ∈ V = ⟨vj : j ∈ J⟩ ⊆ ⟨vk : k ∈ I \ {i}⟩ (absurdo)

ya que (vi : i ∈ I) es linealmente independiente.

3⇒1. Solo falta demostrar la independencia lineal del sistema (vi : i ∈ I). 
Supongamos que no lo es, entonces existe por lema (53) un subconjunto finito 
J ⊆ I y kj ∈ K, j ∈ J , no todos los kj = 0 tales que

∑
j∈J

kjvj = 0.

Sea j0 ∈ J tal que kj0 ̸= 0, entonces vj0 = −
∑

j∈J\{j0}

k−1
j0

kjvj . Es decir

vj0 ∈ ⟨vi : i ∈ I \ {j0}⟩.
Sea ahora v ∈ V (arbitrario), dado que V = ⟨vi : i ∈ I⟩ se tiene otra vez que
existe un conjunto finito Ĵ con Ĵ ⊆ I y existen aj ∈ K, j ∈ Ĵ tales que

v =
∑

j∈Ĵ

ajvj .

Diferenciamos ahora dos casos:
Caso 1: j0 ̸∈ Ĵ . Entonces v ∈ ⟨vi : i ∈ I \ {j0}⟩.

Caso 2: j0 ∈ Ĵ , entonces se tiene:

v = aj0vj0 +
∑

j∈Ĵ\{j0}

ajvj = aj0(−
∑

j∈J\{j0}

k−1
j0

kjvj) +
∑

j∈Ĵ\{j0}

ajvj .

Es decir obtenemos que v ∈ ⟨vi : i ∈ I \ {j0}⟩, por lo tanto

V = ⟨vi : i ∈ I \ {j0}⟩ = ⟨vi : i ∈ I⟩.

Lo cual contradice la hipótesis (3).

Dado un espacio vectorial V sobre K. ¿Existe siempre una base para V? Hasta el 
momento nada hemos dicho sobre el particular. Demostremos ahora que para el caso 
en que V sea finitamente generado la respuesta es sí, y la demostración es inmediata.
Demostremos también que en general la respuesta es afirmativa.

Sea V un espacio vectorial sobre K, finitamente generado, digamos V =
⟨M⟩ con |M| < ∞. Entonces existe una base B = (v1, ..., vr) para V con
{v1, ..., vr} ⊆ M. En particular r ≤ |M|.

Teorema 57.

2.4. Base y dimensión.



Espacios vectoriales

Stiven Díaz - Jorge Rodríguez - Yesneri Zuleta 

Universidad del Atlántico

53

46 Diaz/Rodriguez/zuleta

DEMOSTRACIÓN. Definamos χ := {N : N ⊆ M,V = ⟨N⟩}. Dado que M ∈ χ
se tiene que χ no es vacío. Elijamos en χ un elemento v′ con la condición que |N |
sea minimal, esto es N ′ = {v1, ..., vr} con r minimal. Entonces,

⟨vi : i ∈ {1, ..., r}� �� �
i ̸=j

⟩ ̸= V

para todo j ∈ {1, 2, ..., r}. Es decir, N ′ es un sistema minimal de generadores para
V y B := (v1, ..., vr) es una base para V .

Sea (vi : i ∈ I) una base del espacio vectorial V sobre un cuerpo K.

1. ∀v ∈ V existe un subconjunto finito J de I y kj ∈ K, j ∈ J tales que
v =

∑
j∈J

kjvj .

2. Si
∑
i∈I

kivi =
∑
i∈I

k′ivi con ki, k
′
i ∈ K y solo un número finito de estos

distintos de cero, entonces se cumple que ki = k′i para todo i ∈ I .

Teorema 58.

DEMOSTRACIÓN..

1. Es consecuencia de V = ⟨vi : i ∈ I⟩.

2. Se sigue de la independencia lineal de (vi : i ∈ I)

Sea B = (v1, ..., vn) una base para V y sea v ∈ V tal que

v =

n∑
j=1

kjvj y k1 ̸= 0. entonces (v, v2, ..., vn) también es una base para V .

Lema 59.

DEMOSTRACIÓN.
Dado que k1 ̸= 0, tenemos que

v1 = k−1
1 (v −

n∑
j=2

kjvj) ∈ ⟨v, v2, ..., vn⟩.

Entonces,

V = ⟨v1, v2, ..., vn⟩ = ⟨v, v2, ..., vn⟩.

Para demostrar que (v, v2, ..., vn) es linealmente independiente, sea

av +

n∑
j=2

ajvj = 0 con a, aj ∈ K

Entonces

0 = a(

n∑
j=1

kjvj) +
n∑

j=2

ajvj ,

Capítulo 2. Espacios Vectoriales
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luego

0 = ak1v1 +
n∑

j=2

(akj + aj)vj

pero (v1, ..., vn) es una base, por lo tanto es linealmente independiente, entonces
ak1 = akj + aj = 0 ∀j = 2, 3, ..., n.
Por otro lado k1 ̸= 0, entonces a = 0 y por lo tanto aj = 0 ∀j ∈ {2, ..., n}.

2.4.2 Observación. El resultado es el mismo si en lugar de k1 se toma cualquier
kj ̸= 0.

Teorema 60 (Steinnitz (1817-1928)).

Sea B = (v1, ..., vn) una base para V . Sea (w1, ..., wm) un sistema 
linealmente independiente de V , entonces m ≤ n y existen v′1, ..., v′n−m ∈ 
{v1, ..., vn} tal que (w1, ..., wm, v′1, ..., v′n−m) es una base para V .

DEMOSTRACIÓN. (Inducción sobre m).
m = 1: Dado que (wi) es linealmente independiente, se tiene que w1 ̸= 0. Por lo
tanto V ̸= {0} y V ̸= ϕ. Entonces n ≥ 1 = m.
Dado que B es una base para V se tiene que

w1 =
n∑

j=1

kjvj kj ∈ K

Como w1 ̸= 0, entonces existe kj ̸= 0. Del lema (59) se sigue que
(w1, v1, ..., vj−1, vj+1, ..., vn) es una base para V .

Sea m > 1 (m − 1 ⇒ m): Sea (w1, ..., wm) un sistema linealmente indepen-
diente. Por la hipótesis de inducción m − 1 ≤ n y existe una base para V que tiene
la forma (w1, ..., wm−1, v

′
1, ..., v

′
n−m+1) con v′i ∈ B. Demostremos que m ≤ n.

Supongamos que no es cierto. Entonces dado que m−1 ≤ n se tiene que m−1 = n
y (w1, ..., wm−1) es una base para V . En particular se tiene que

wm ∈ ⟨w1, ..., wm−1⟩

Lo cual contradice el hecho de que (w1, ..., wm) un sistema linealmente independi-
ente. entonces m ≤ n y existen ci, di ∈ K tal que

wm = c1w1 + ...+ cm−1wm−1 + d1v
′
1 + ...+ dn−m+1v

′
n−m+1.

Si d1 = ... = dn−m+1 = 0, entonces (w1, ..., wm) sería linealmente independiente
(absurdo). Entonces por lo menos un dj ̸= 0. Sin perder generalidad supongamos
que dn−m+1 ̸= 0, entonces (w1, ..., wmv′1, ..., v

′
n−m) es una base para V .

Sea V un espacio vectorial sobre K, finitamente generado. Entonces V tiene
una base (v1, ..., vn) y todas las bases de V tienen exactamente n elementos.

Teorema 61.

2.4. Base y dimensión.
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DEMOSTRACIÓN. La existencia de una base para V fue demostrada en el teorema 
(57) digamos B = (v1, ..., vn). Sea B′ = (wi : i ∈ I) otra base para V . Si |I| ≥ n + 
1, entonces existiría en V un sistema linealmente independiente (w1, ..., wn+1) lo 
cual contradice el teorema (60). Entonces |I| ≤ n, y por tanto I es finito. 
Utilizando otra del teorema (60) con el cambio de los papeles entre B y B′ se 
tendría que n ≤ |I| luego n = |I|.

1. Sea V un espacio vectorial sobre K, finitamente generado. Definamos
la dimensión de V sobre K así: dimkV := al número de elementos de
una base para V .

2. Si V no es finitamente generado, entonces definimos dimkV = ∞.

3. Si V = {0}, se define dimkV = 0.

Definición 62.

2.4.3 Ejemplos.

1. dimkKn = n.

2. dimRP (R) = ∞.

3. dimRC
1([0, 1],R) = ∞.

Sea dimkV < ∞ y sea U ≪ V .

1. dimkU < ∞.

2. dimkV/U < ∞.

3. Si (u1, ..., um) es una base para U y (w1 +U , ..., wk +U) es una base
para V/U , entonces (u1, ..., um, w1, ..., wk) es una base para V .

4. dimkV = dimkU + dimkV/U .

5. dimkU = dimkV ⇔ U = V .

Teorema 63.

DEMOSTRACIÓN.

1. Es una consecuencia del teorema de Steinnitz.

2. si V = ⟨v1, ..., vn⟩, entonces V/U = ⟨w1+U , ..., wn+U⟩. Luego la conclusión
se sigue nuevamente del teorema de Steinnitz.

3. Sean (u1, ..., um) una base para U y (w1 + U , ..., wk + U) una base para V/U .
Demostremos que (u1, ..., um, w1, ..., wk) es una base para V .

(a) Sea v ∈ V , entonces

v + U =
k∑

j=1

aj(wj + U) =
k∑

j=1

ajwj + U , aj ∈ K.

Capítulo 2. Espacios Vectoriales
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Es decir

v −
k∑

j=1

ajwj ∈ U

Entonces v −
k∑

j=1

ajwj =
n∑

i=1

biui y por lo tanto V =

⟨u1, ..., um, w1, ..., wk⟩.

(b) Sea
m∑
j=1

cjuj +

k∑
i=1

diwi = 0 ∀cj , di ∈ K. Entonces

U = 0 + U = (
m∑
j=1

cjuj

� �� �
∈U

+

k∑
i=1

diwi) + U = (

k∑
i=1

diwi) + U =

k∑
i=1

di(wi + U).

Entonces d1 = ... = dk = 0 (ya que (wi + U : i = 1, ..., k) es una base

para V/U , entonces
m∑
j=1

cjuj = 0 luego c1 = ... = cm = 0.

4. Se sigue de (3).

5.

dimkU = dimkV ⇔ dimkV/U = 0

⇔ V/U = 0

⇔ V = U

Sean U1U2 ≪ V , dinmkUi < ∞. Entonces se verifica

dimk(U1 + U2) = dimkU1 + dimkU2 − dimk(U1 ∩ U2).

Teorema 64.

DEMOSTRACIÓN. Definamos ni := dimkUi y d := dimk(U1 ∩ U2). Sea
(u1, ..., ud) una base para (U1 ∩ U2). Usando el teorema (63)(3) podemos extender
esta para obtener una base para U1 y otra para U2. Digamos

(u1, ..., ud, ud+1, ..., un1) (base para U1)
(u1, ..., ud, u

′
d+1, ..., u

′
n2
) (base para U2)

1. (u1, ..., un1 , u
′
d+1, ..., u

′
n2
) es linealmente independiente: Sea

a1u1 + · · ·+ an1un1 + bd+1u
′
d+1 + · · ·+ bn2u

′
n2

= 0 con ai, bj ∈ K.

Se sigue:

a1u1 + · · ·+ an1un1� �� �
∈U1

= −(bd+1u
′
d+1 + · · ·+ bn2u

′
n2� �� �

∈U2

) ∈ U1 ∩ U2. (2.1)

Sabemos que (u1, ..., ud) es una base para U1 ∩ U2, entonces

2.4. Base y dimensión.
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−bd+1u
′
d+1 − · · · − bn2u

′
n2

=
d∑

j=1

cjuj con cj ∈ K.

Pero (u1, · · · , ud, u′d+1, · · · , u′n2
) es una base para U2 y por lo tanto tenemos

bd+1 = · · · = bn2 = 0.

De (2.1) se sigue que
n1∑
i=1

aiui = 0 pero (u1, ..., un1) es una base para U1

entonces ai = 0 ∀i = 1, 2, ..., n1.

2. (u1, · · · , un1 , u
′
d+1, · · · , u′n2

) es una base para U1 + U2:

U1 + U2 = ⟨U1 ∪ U2⟩ = ⟨u1, · · · , un1 , u
′
d+1, · · · , u′n2

⟩.

El resto se sigue de (1).

3. De (2) tenemos

dimk(U1 + U2) = n1 + (n2 − d)

= dimkU1 + dimkU2 − dimk(U1 ∩ U2).

Se U ≪ V , V espacio vectorial. El subespacio U ′ de V se llama comple-
mento de U en V (como espacio vectorial) si se verifica:

1. U ∩ U ′ = {0}.

2. U + U ′ = V

Definición 65.

Notación: V = U ⊕ U ′ (La suma directa de U con U ′).

2.4.4 Observación.

1. U ′ no es el complemento desde el punto de vista de la teoría de conjunto.

U = {(x, x) : x ∈ R},
U ′ = {(x,−x) : x ∈ R}.

Figura 2.1: gráfica de U y U ′

Capítulo 2. Espacios Vectoriales
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2. Sea V = R2

U = {(x, 0) : x ∈ R}, U ′ = {(0, x) : x ∈ R}, U ′′ = {(x, x) : x ∈ R}

V = U ⊕ U ′ = U ⊕ U ′′, U ′ ̸= U ′′

Todo subespacio vectorial de un espacio vectorial de dimensión finita admite
un complemento.

Teorema 66.

DEMOSTRACIÓN. Sea U ≪ V y sea (u1, ..., um) una base para U . De
acuerdo al teorema (63) se puede extender esta a una base para V , digamos
(u1, ..., um, um+1, ..., um).
Definamos U ′ = ⟨um+1, ..., un⟩. Es claro que V = U + U ′.

Sea v ∈ U ∩ U ′ : v =

m∑
i=1

aiui =

n∑
i=m+1

aiui ai ∈ K

Entonces
n∑

i=1

aiui +

n∑
i=m+1

(−ai)ui = 0 entonces ai = 0 ∀i = 1, ..., n entonces

v = 0.

2.5 Homomorfismos II (Aplicaciones lineales)

1. Sea K un cuerpo y sean V,W espacios vectoriales sobre K. Una función A :
mathcalV → W se llama K-lineal o K-homomorfismo entre espacios vec-
toriales si se cumple:

(a) A(v1 + v2) = Av1 +Av2 ∀v1, v2 ∈ V .

(b) A(kv) = kAv ∀k ∈ K, v ∈ V .

En particular se tiene que A es un homomorfismo del grupo aditivo abeliano
V en W . (se sigue de (1)).
Por lo tanto se cumple que A(0) = 0 y A(−v) = −Av ∀v ∈ V .

2. El conjunto de todas las funciones K-lineales de V en W lo notaremos con
Homk(V,W).

3. Sea A ∈ Homk(V,W)
A se llama Momomorfismo ⇔ A es inyectiva.
A se llama Epimorfismo ⇔ A es sobreyectiva.
A se llama Isomorfismo ⇔ A es biyectiva.
Si existe un Isomorfismo entre V y W se dice entonces que V y W son
isomorfos, escribiremos V ∼= W .

4. Los elementos de Homk(V,V) se llaman Endomorfismos de V .

5. Si A ∈ Homk(V,V) es un isomorfismo, entonces A se llamará un Automor-
fismo.

6. Sea A ∈ Homk(V,W). Definimos

N (A) := {v ∈ V : Av = 0}
Im(A) := {Av : v ∈ V}

Definición 67.

2.5. Homomorfismos II (Aplicaciones lineales)



Espacios vectoriales

Stiven Díaz - Jorge Rodríguez - Yesneri Zuleta 

Universidad del Atlántico

59

52 Diaz/Rodriguez/zuleta

2.5.1 Ejemplos.

1. Sea V = P (R). Definamos D : V → V así:

(Df)(x) := f ′(x) f ∈ P (R), x ∈ R.

D es una función R-lineal.
D no es un Monomorfismo: Df = 0 ∀f constante.
D es Epimorfismo:

g(x) : =
d

dx

(∫ x

0
g(t)dt

)

= D

(∫ x

0
g(t)dt

)
∀g ∈ P (R)

2. Sea V = C1([0, 1],R), W = R

I : V → W se define por If :=

∫ 1

0
f(x)dx.

I es una transformación lineal.

3. Sea K un campo. V = Kn, W = Km.
Sea aij ∈ K cualesquiera i = 1, 2, ...,m , j = 1, 2, ..., n.
Definamos A : V → W Así:

A(x1, ..., xn) =




n∑
j=1

a1jxj , ...,

n∑
j=1

amjxj




Se verifica facilmente que A ∈ Homk(V,W).

4. Caso espacial de (3). Definamos A(x1, ..., xn) := xi

I : Kn → K

(Proyección sobre la i-esima componente).

5. Sea V = C1([0, 1],R). Sea K ∈ C1([0, 1]× [0, 1],R)

Definamos A : V → V por (Af)(x) =

∫ 1

0
K(x, y)f(y)dy.

Se demuestra que A ∈ HomR(V,V).

6. Sea V un espacio vectorial sobre K y U un subespacio de V . Definamos

A : V → V/U
Av := v + U

A es claramente una transformación lineal, además sobreyectiva.

N (A) = {v ∈ V : Av = 0}
= {v ∈ V : v + U = U}
= {v ∈ V : v ∈ U}
= U

Capítulo 2. Espacios Vectoriales
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Sean V,W espacios vectoriales sobre K y sea A ∈ Homk(V,W).

1. N (A) es un subespacio de V y Im(A) es un subespacio de W .

2. A es un Monomorfismo ⇔N (A) = {0}.

3. A es un Epimorfismo ⇔ Im(A) = W .

4. A es un Isomorfismo ⇔N (A) = {0} ∧ Im(A) = W .

Lema 68.

DEMOSTRACIÓN. N (A) ̸= 0, ya que 0 ∈ N (A).

1. (a) Sean v1, v2 ∈ N (A), i.e Av1 = Av2 = 0. Entonces
A(v1 + v2) = Av1 +Av2 = 0 + 0 = 0 ⇒ (v1 + v2) ∈ N (A).
Sea v ∈ N (A), k ∈ K, entonces A(kv) = kAv = k · 0 = 0 ⇒
kv ∈ N (A). Por lo tanto N (A) es un subespacio de V .

(b) Im(A) ̸= 0, pues 0 ∈ Im(A).
Sea w1, w2 ∈ Im(A), entonces existen v1, v2 ∈ V tales que

Av1 = w1 ∧ Av2 = w2

⇒ w1 + w2 = Av1 +Av2 = A(v1 + v2) ∈ Im(A)

Sea k ∈ K, w ∈ Im(A), entonces existe v ∈ V tal que w = Av

kw = kAv = A(kv) ∈ Im(A).

El resto se deja como ejercicio.

Sea A ∈ Homk(V,W) y sea (vi : i ∈ I) una base para V .

1. A es un Epimorfismo si y solo si W = ⟨Avi : i ∈ I⟩.

2. A es un Monomorfismo si y solo si (Avi : i ∈ I) es linealmente
independiente.

3. A es un Isomorfismo si y solo si (Avi : i ∈ I) es una base para V .

Teorema 69.

DEMOSTRACIÓN..

1. (a) Sea A un epimorfismo y sea w ∈ W , entonces existe v ∈ V tal que
Av = w, pero v =

∑
i∈I

kivi, ki ∈ K, y solo un número finito de estos

son distintos a 0, entonces:

w = Av = A(
∑
i∈I

kivi) =
∑
i∈I

kiAvi.

por tanto W = ⟨Avi : i ∈ I⟩.
(b) Supongamos que W = ⟨Avi : i ∈ I⟩ y sea w ∈ W , entonces existe

ki ∈ K con solo un número finito de estos ̸= 0 tales que

w =
∑
i∈I

ki(Avi) = A(
∑
i∈I

kivi) ∈ Im(A).
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2. (a) Sea A un Monomorfismo y sea
∑
i∈I

ci(Avi) = 0 con ci ∈ K.

Debemos demostrar que ci = 0 ∀i ∈ I . Observe que

0 =
∑
i∈I

ci(Avi) = A(
∑
i∈I

civi).

Entonces,
∑
i∈I

civi ∈ N (A). Por lo tanto,
∑
i∈I

civi = 0. dado que (vi :

i ∈ I) es una base para V se tiene que ci = 0 ∀i ∈ I .
(b) Supongamos que (Avi : i ∈ I) es linealmente independiente. De-

mostremos que N (A) = 0. Sea
∑
i∈I

αivi ∈ N (A), αi ∈ K. Entonces

0 = Av =
∑
i∈I

αiAvi ⇒ αi = 0 ∀i ∈ I ⇒ v = 0.

3. Se sigue de 1 y 2.

Sean V,W espacios vectoriales sobre K. Sea (vi : i ∈ I) una base para V y
sea (wj : j ∈ J) una base para W .

1. Dados los vectores w′
i ∈ W i ∈ I . Existe exactamente un A ∈

Homk(V,W) tal que Avi = w′
i ∀i ∈ I .

2. Dados aji ∈ K (i ∈ I, j ∈ J). Para cada i ∈ I fijo. Sean solamente
un número finito de aji ̸= 0. Entonces existe exactamente un A ∈
Homk(V,W) tal que

Avi =
∑
j∈J

ajiwj ∀i ∈ I .

Teorema 70.

DEMOSTRACIÓN.

1. (a) La existencia: Sea v ∈ V , entonces v =
∑
i∈I

kivi, ki ∈ K, y solo

un número finito de estos son ̸= 0. Del teorema (58)(2) (principio de
comparación de coeficientes) se sigue que estos ki están determinados de
manera única. Definamos A : V → W de la siguiente manera:

Av = A(
∑
i∈I

kivi) =
∑
i∈I

kiw
′
i.

Es claro que Avi = w′
i.

A es K-lineal: Sean
v1, v2 ∈ V ⇒ v1 =

∑
i∈I

αivi, v2 =
∑
i∈I

βivi.

A(v1 + v2) = A(
∑
i∈I

αivi +
∑
i∈I

βivi) = A(
∑
i∈I

(αi + βi)vi)

=
∑
i∈I

(αi + βi)w
′
i =

∑
i∈I

(αiw
′
i + βiw

′
i) =

∑
i∈I

αiw
′
i +

∑
i∈I

βiw
′
i

= Av1 +Av2

Sea k ∈ K, v ∈ V .
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A(kv) = A(
∑
i∈I

(kαi)vi) =
∑
i∈I

(kαi)w
′
i = k

∑
i∈I

αiw
′
i = kAv.

(b) La unicidad: Sea A,B ∈ Homk(V,W) tales que
Avi = w′

i ∧ Bvi = w′
i ∀i ∈ I , entonces

A(
∑
i∈I

αivi) =
∑
i∈I

αiAvi =
∑
i∈I

αiBvi = B(
∑
i∈I

αivi)

Entonces A = B

2. Se sigue de (1) si definimos w′
i :=

∑
i∈I

ajiwj .

Sean V,W espacios vectoriales sobre K.

V ∼= W ⇔ dimkV = dimkW .

(En particular existe (salvo isomorfia) un solo espacio vectorial de dimensión
n, concretamente Kn).

Teorema 71.

DEMOSTRACIÓN.

1. Supongamos que dimkV = dimkW = n. Sean B1 = (v1, ..., vn),
B2 = (w1, ..., wn) bases para V y W respectivamente. Del teorema (70) se
sigue que existe un A ∈ Homk(V,W) tal que Avi = wi para i = 1, 2, ..., n y
del teorema (69)(3) se sigue que A es un isomorfismo, entonces V ∼= W .

2. Sea A : V → V un isomorfismo (V ∼= W) y sea B1 = (v1, ..., vn) una base
para V . Del teorema (69)(3) se tiene que (Avi : i = 1, 2, ..., n) es una base
para W , entonces dimkV = dimkW .

Sean V,W espacios vectoriales sobre K. Sea A ∈ Homk(V,W) y sea N el
Homomorfismo natural de V en V/N (A), entonces existe un Monomorfismo
B ∈ Homk(V/N (A),W) con A = BN , en particular se cumple que

V/N (A) ∼= Im(A).

Teorema 72 ( isomorfía).

DEMOSTRACIÓN. La demostración queda como ejercicio al lector. Sugerencia,
observar el primer teorema de isomorfía para grupos.

Sea V un espacio vectorial sobre K, dimkV < ∞. Sea
A ∈ Homk(V,W), entonces dimkV = dimkN (A) + dimkIm(A).

Teorema 73.

DEMOSTRACIÓN. Del teorema (72) se sigue que V/N (A) ∼= Im(A) y por lo tanto
del teorema (71) se tiene que dimk(V/N (A)) = dimk(Im(A)).
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Sean V,W espacios vectoriales sobre K, dimkV = dimkW . Sea A ∈
Homk(V,W), entonces son equivalentes:

1. A es un isomorfismo.

2. A es un Monomorfismo.

3. A es un Epimorfismo.

Teorema 74.

DEMOSTRACIÓN.

1⇒2. Evidente.

2⇒3. Del teorema (73) tenemos que dimkV = dimkN (A) + dimkIm(A). Por
lo tanto dimkV = dimkIm(A). Por hipótesis dimkV = dimkW , entonces
dimkW = dimkIm(A), luego Im(A) = W entonces A es Epimorfismo.

3⇒1. Nuevamente dimkV = dimkN (A) + dimkIm(A). Entonces
dimkN (A) = 0, luego N (A) = {0} entonces A es Monomorfismo, por tanto
A es isomorfismo.

Sea V un espacio vectorial sobre K, U es un subespacio de V . Sea A ∈
Homk(V,V) tal que Au ∈ U ∀u ∈ U . (Se dice en este caso que U es
A-invariante).

1. Definamos AU : U → U así: AU (u) = AU ∀u ∈ U , entonces
AU ∈ Homk(U , U).

2. Definamos AV/U : V/U → V/U por AV/U (v + U) = Av + U ∀v ∈ V , 
entonces AV/U ∈ Homk(V/U , V/U).

3. Si AU y AV/U son Monomorfismos (o Epimorfismos o Isomorfismos), 
entonces A es un Monomorfismo (o Epimorfismo ó Isomorfismo).

4. Si dimkV < ∞ y A es un Isomorfismo, entonces AU y AV/U son 
isomorfismos.

Teorema 75.

DEMOSTRACIÓN.

1. Dado que A ∈ Homk(V,V), entonces AU (u) ⊆ U .

2. (a) AV/U está bien definida: v1 + U = v2 + U . Entonces (v1 − v2) ∈ U ,
entonces Av1 −Av2 = A(v1 − v2) ∈ U , luego

Av1 + U = Av2 + U ⇒ AV/U (v1 + U) = AV/U (v2 + U).

(b) AV/U es K-lineal: Sean v1, v2 ∈ V , entonces

AV/U ((v1 + U) + (v2 + U)) = AV/U ((v1 + v2) + U)
= A(v1 + v2) + U
= (Av1 +Av2) + U
= (Av1 + U) + (Av2 + U)
= AV/U (v1 + U) +AV/U (v2 + U).
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Sea v ∈ V, k ∈ K, entonces

AV/U (k(v + U)) = AV/U (kv + U)
= A(kv) + U
= kAv + U
= k(Av + U)
= kAV/U (v + U).

3. (a) Supongamos que AU y AV/U son monomorfismos. Sea v ∈ N (A), luego
Av = 0 entonces U = 0 + U = Av + U = AV/U (v + U). Entonces
v + U ∈ N (AV/U ) = U .
Entonces v ∈ U . Dado que 0 = Av = AU (v), se tiene que
v ∈ N (AU ) = {0} ⇒ v = 0 y se tiene que N (A) = {0}.

(b) Supongamos que AU y AV/U son Epimorfismos. Sea v ∈ V , dado que
AV/U es un Epimorfismo se tiene que ∃v1 ∈ V tal que
v + U = AV/U (v1 + U) = Av1 + U , entonces v −Av1 ∈ U .
Por otro lado, AU es un Epimorfismo, entonces ∃u ∈ U tal que v−Av1 =
AU (u) = AU . Entonces

v = Av1 +AU = A(v1 + U) ∈ Im(A).

(c) Se sigue de (a) y (b).

4. Sea A un isomorfismo. N (AU ) = N (A) ∩ U = {0} ∩ U = {0}, entonces AU
es un Monomorfismo. Entonces AU es un isomorfismo.
Por otro lado, Im(AV/U ) = V/U , es decir AV/U es un epimorfismo, entonces
AV/U es un Isomorfismo.

Sean V,W espacios vectoriales sobre K. Homk(V,W) es un espacio vec-
torial sobre K con las siguientes operaciones:

(A+B)v := Av +Bv ∀v ∈ V, k ∈ K
(kA)v := k(Av) A,B ∈ Homk(V,W)

Teorema 76.

DEMOSTRACIÓN. El cero de Homk(V,W) es la función: 0v = 0
∀v ∈ V .

1. A+B ∈ Homk(V,W):
Evidentemente A+B : V → W . Además sean v1, v2, v ∈ V, k ∈ K.

(A+B)(v1 + v2) = A(v1 + v2) +B(v1 + v2)

= Av1 +Av2 +Bv1 +Bv2

= Av1 +Bv1 +Av2 +Bv2

= (A+B)v1 + (A+B)v2

(A+B)(kv) = A(kv) +B(kv)

= kAv + kBv

= k(Av +Bv)

= k(A+B)v
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2. kA ∈ Homk(V, W): Es claro.

3. Homk(V, W) satisface los axiomas de espacio vectorial:

Ejemplo: Sean k1, k2 ∈ K, A ∈ Homk(V, W). (k1 + k2)A = k1A + k2A: Sea 

v ∈ V , entonces

((k1 + k2)A)v = (k1 + k2)Av

= k1Av + k2Av

= (k1A)v + (k2A)v

= (k1A+ k2A)v.

Sean V,W espacios vectoriales sobre K. dimkV < ∞,
dimkW < ∞. Digamos que (v1, ..., vn) es una base para V y (w1, ..., wm)
es una base para W . Definamos

EijVk :=

{
0 si j ̸= k
wi si j = k

k, j = 1, 2, ..., n i = 1, 2, ...,m. Del teorema (58) se tiene que Eij está
determinado de manera única. Entonces (Eij : i ∈ {1, 2, ...,m}, j ∈
{1, 2, ..., n}) es una base para Homk(V,W), en particular se cumple que

dimkHomk(V,W) = dimkV · dimkW .

Teorema 77.

DEMOSTRACIÓN.

1. Homk(V,W) = ⟨Eij : i ∈ {1, 2, ...,m}, j ∈ {1, 2, ..., n}⟩.
Sea A ∈ Homk(V,W) y digamos que

Avk =

m∑
i=1

aikwi k = 1, ..., n, aik ∈ K. Entonces

B :=
m∑
i=1

n∑
j=1

aijEij ∈ Homk(V,W).

Se cumple para k = 1, ..., n la siguiente igualdad:

Bvk = (

m∑
i=1

n∑
j=1

aijEij)vk =

m∑
i=1

n∑
j=1

aij Eijvk� �� �
=δkjwi

=

m∑
i=1

aikwi = Avk

Entonces se tiene que A = B ∈ ⟨Eij : · · · ⟩.

2. (Eij : i ∈ {1, 2, ...,m}, j ∈ {1, 2, ..., n}) es linealmente independiente:

Sea 0 =

m∑
i=1

n∑
j=1

bijEij con bij ∈ K, entonces:

0 = 0vk = (

m∑
i=1

n∑
j=1

bijEij)vk =

m∑
i=1

n∑
j=1

bij Eijvk� �� �
=δjkwi

=

m∑
i=1

bikwi ∀k
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pero (w1, ..., wm) es una base para W , entonces b1k = · · · = bnk = 0 ∀k.

Sean V1,V2,V3,V4 espacios vectoriales sobre K

1. Sean A ∈ Homk(V2,V3), B ∈ Homk(V1,V2). Definamos AB :
V1 → V3 así: (AB)v = A(Bv) ∀v ∈ V1. Entonces AB ∈
Homk(V1,V3).

V1 V2

V3

AB

B

A

2. Sean B,C ∈ Homk(V1,V2), A ∈ Homk(V2,V3), entonces
A(B + C) = AB +AC.

3. Sea C ∈ Homk(V1,V2) y sean A,B ∈ Homk(V2,V3). Entonces
(A+B)C = AC +BC.

4. Sea A ∈ Homk(V2,V3); B ∈ Homk(V1,V2), k ∈ K, entonces
k(AB) = (kA)B = A(kB).

5. Sea A ∈ Homk(V3,V4), B ∈ Homk(V2,V3), C ∈ Homk(V1,V2),
entonces A(BC) = (AB)C.

V1 V2

V3V4

C

B

A

A(BC)

Teorema 78.

DEMOSTRACIÓN.

1. Evidentemente la composición de funciones es otra función.
AB es K-lineal:

(a) Sean v1, v2 ∈ V1, entonces

(AB)(v1 + v2) = A(B(v1 + v2)) = A(Bv1 +Bv2) =
A(Bv1) +A(Bv2) = (AB)v1 + (AB)v2.

(b) Sea v ∈ V, k ∈ K, entonces

(AB)(kv) = A(B(kv)) = A(k(Bv)) = k(A(Bv)) = k((AB)v).

Entonces AB ∈ Homk(V1,V3).

2.5. Homomorfismos II (Aplicaciones lineales)
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2. Sea v ∈ V1, entonces

(A(B + C))v = A((B + C)v) = A(Bv + Cv)

= A(Bv) +A(Cv) = (AB)v + (AC)v

= (AB +AC)v.

El resto se deja como ejercicio.

1. Sobre A, está definida una multiplicación, con respecto a la cual A es
un anillo.

2. ∀a, b ∈ A, ∀k ∈ K se tiene k(ab) = (ka)b = a(kb).

Definición 79.

Un espacio vectorial sobre K. A se denomina una K-álgebra, si los 
siguientes axiomas se satisfacen:

2.5.2 Ejemplo. C es una R-álgebra, R es una Q-álgebra.

Sea V un espacio vectorial sobre K. Entonces Homk(V,V) es una K-
álgebra. El módulo para la multiplicación (la composición de funciones)
es la función I : V → V tal que Iv = v ∀v ∈ V . Si dimkV = n, entonces
dimkHomk(V,V) = n2.

Teorema 80.

DEMOSTRACIÓN. Del teorema (76) se tiene que Homk(V,V) es un espacio
vectorial sobre K. El resto se sigue del teorema (78) y (77). kkk

En general Homk(V,V) no es un cuerpo.

2.5.3 Ejemplo. Sea V = K2, K un cuerpo. Definamos A ∈ Homk(V,V) así:
A(x, y) := (x, 0) ∀x, y ∈ K.
Evidentemente A ̸= 0. Supongamos que existe B ∈ Homk(V,V) tal que BA = I .
(I es el módulo de la multiplicación de Homk(V,V) ). Entonces tendríamos:

(1, 1) = I(1, 1) = (BA)(1, 1) = B(A(1, 1)) = B(1, 0)

y

(1, 0) = I(1, 0) = (BA)(1, 0) = B(A(1, 0)) = B(1, 0) (absurdo)

Entonces A no es invertible.

En general AB ̸= BA, A,B ∈ Homk(V,V).

2.5.4 Ejemplo. V = K2. Definamos A(x, y) := (x, 0) : B(x, y) := (y, x),
entonces:

(AB)(x, y) = (y, 0)
(BA)(x, y) = (0, x)

AB ̸= BA. (tomando x ̸= y).
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Teorema 81.

Sea V un espacio vectorial sobre K, dimkV = n. Sea
A ∈ Homk(V, V), entonces (I, A, A2, ..., An2 

) es linealmente 
independiente.

DEMOSTRACIÓN. Ejercicio.

Sean V1,V2,V3 espacios vectoriales sobre K.

1. Sea A : V1 → V2 un isomorfismo, entonces existe una única B ∈
Homk(V2,V1) tal que BA = Iv1. Además AB = Iv2 y B es un
isomorfismo. (Llamamos a B la inversa de A y escribiremos B =
A−1).

2. Sean A1 ∈ Homk(V1,V2), A2 ∈ Homk(V2,V3) dos Isomorfismos
dados. Entonces A2A1 es un isomorfismo de V1 en V3 y se cumple
que (A2A1)

−1 = A−1
1 A−1

2 .

Teorema 82.

DEMOSTRACIÓN.

1. Dado que A es una biyeeción está garantizada la existencia de una función
B : V2 → V1 tal que BA = Iv1 y AB = Iv2. Queda por demostrar que
B ∈ Homk(V2,V1), ya que B es inyectiva y además sobreyectiva.

B es lineal: Sean v2, v
′
2 ∈ V2, entonces

A(B(v2 + v′2)) = (AB)(v2 + v′2)

= Iv2(v2 + v′2)

= v2 + v′2

= (AB)v2 + (AB)v′2

= A(Bv2 +Bv′2)

Dado que A es un monomorfismo, se sigue que

B(v2 + v′2) = Bv2 +Bv′2.

Sean ahora v ∈ V2, k ∈ K.

A(B(kv)) = (AB)(kv) = kv = k((AB)v) = k(A(Bv)) = A(k(Bv)).

Nuevamente usando que A es inyectiva se tiene que B(kv) = kBv.

2.

(A2A1)(A
−1
1 A−1

2 ) = A2(A1A
−1
1 )A−1

2

= A2Iv2A
−1
2

= Iv3
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Además

(A−1
1 A−1

2 )(A2A1) = A−1
1 (A−1

2 A2)A1

= A−1
1 Iv3A1

= A−1
1 A1

= Iv1

Es claro que (A2A1)
−1 = (A−1

1 A−1
2 )

1. Si A es un automorfismo de un espacio vectorial V , (i.e A ∈ End(V) y 
existe A−1), entonces A se llamará regular o invertible. Si A no es 
regular se llamará singular.

2. Definimos GL(V) := {A ∈ Homk(V, V) : A es regular}. GL(V) es 
con respecto a la multiplicación definida en Homk(V, V) un grupo. El 
llamado general linear group o también grupo de automorfismos de 
V .

3. Sean V, W espacios vectoriales sobre K. Y sea A ∈ Homk(V, W). 
Definimos el rango de A notado con r(A) así:

r(A) := dimk(Im(A)).

Definición 83.

Sea A ∈ Homk(V,W).

1. Si dimkV < ∞, entonces r(A) = dimkV − dimkN (A).

2. Si dimkW < ∞, entonces r(A) ≤ dimkW .

Lema 84.

DEMOSTRACIÓN.

1. Del teorema (73) se tiene que dimkIm(A) = dimkV − dimkN (A).

2. Im(A) ⊆ W .

Sean V1,V2,V3,V4 espacios vectoriales sobre K.

1. Sean A ∈ Homk(V2,V3) y B ∈ Homk(V1,V2). Si r(A) y r(B) son
finitos, entonces r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}.

2. Sean B ∈ Homk(V1,V2), A ∈ Homk(V2,V3) y C ∈
Homk(V3,V4). Sea r(A) < ∞. Si B es epimorfismo y C es un
monomorfismo, entonces

r(A) = r(AB) = r(CA).

Teorema 85.
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DEMOSTRACIÓN.

1. Definamos: A1 := A|Im(B), tenemos:

r(AB) = dimk(Im(AB))

= dimk{(AB)v : v ∈ V1}
= dimk{ A(Bv) : v ∈ V1︸ ︷︷ ︸

⊆{Av′:v′∈V2}=Im(A)

}

≤ r(A)

Por otro lado

r(AB) = dimk(Im(AB))

= dimk{A1(w) : w = Bv ∈ Im(B)}
= dimkIm(A1)

= dimkIm(B)− dimkN (A1)

= dimkIm(B)

= r(B)

La ilustración de la demostración se puede ver en el siguiente gráfico.

2. Tenemos ahora:

donde C1(w) = Cw ∀w ∈ Im(A). Dado que C es un monomorfismo, se
tiene que C1 es un isomorfismo, entonces

r(A) = dimk(Im(A))

= dimkIm(CA)

= r(CA)

Por otro lado

Im(B) = {ABv : v ∈ V1}
= {Av′ : v′ ∈ V2}
= Im(A)

Entonces r(AB) = r(A).

2.5. Homomorfismos II (Aplicaciones lineales)
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C a p í t u l o  3

MATRICES Y TRANSFORMACIONES  
LINEALES

Capítulo 3

Matrices y transformaciones
lineales

3.1 Definiciones básicas y ejemplos

Sea K un cuerpo. Una matriz del tipo (m,n) sobre K es un esquema rectan-
gular

(aij) =




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

...
...

am1 am2 · · · amn




de m filas
(
ai1, ai2, ..., ain

)
para i = 1, 2, . . . ,m y n columnas




a1j
a2j

...
amj


 para

j = 1, 2, . . . , n con coeficientes aij ∈ K.

Definición 86.

Usualmente se representan matrices mediante letras mayúsculas y los elementos
de estas mediante letras minúsculas.

El conjunto de todas las matrices del tipo (m,n) sobre K lo notaremos con
(K)mn. Matrices del tipo (m,m) se llaman cuadradas y se escribe (K)m en lugar de
(K)mm.

3.1.1 Observación. Sea A =




a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
...

...
...

an1 an2 · · · ann




1. La diagonal principal de A se denota y define de las siguiente manera

diag(A) = (a11, a22, ..., ann)

64
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2. Decimos que A es una matriz triangular superior si aij = 0 para i > j, es
decir, si los elementos por debajo de la diagonal principal son cero.

3. Decimos que A es una matriz triangular inferior si aij = 0 para i < j, es
decir, si los elementos por encima de la diagonal principal son cero.

4. Llamamos a la matriz A diagonal, cuando A es triangular superior e inferior.

5. Diremos que la matriz A es escalar si la matriz es diagonal y si además los
elementos de la diagonal principal son todos iguales a un mismo número k.

6. La matriz escalar cuadrada de tamaño n, donde k = 1 se denomina matriz de
identidad y se notará con 1, In o simplemente I.

1 =




1 0
1

. . .
0 1




7. La matriz de tamaño (m,n), donde aij = 0 para todo i = 1, . . . ,m y j =
1, . . . , n se denomina matriz nula o matriz cero, también notada por Om,n.

0 =



0 0 · · · 0
...

...
0 0 · · · 0




Sobre el conjunto de todas las matrices se definen las operaciones de suma y
multiplicación por un escalar k de la siguiente manera:

(aij) + (bij) := (aij + bij)
k(aij) := (kaij)

Definición 87.

Las anteriores operaciones definen a (K)mn como un espacio vectorial de dimen-
sión m · n.

3.1.2 Ejemplo. Sean

A =




1 1
2 0

1 2 −1

0 −1
√
2


 , B =




0 1
2 −1

2 2 0
1 −2 2


 ,

entonces

A+B =




1 + 0 1
2 + 1

2 0− 1
1 + 2 2 + 2 −1 + 0

0 + 1 −1− 2
√
2 + 2




=




1 1 −1
3 4 −1

1 −3
√
2 + 2




3.1. Definiciones básicas y ejemplos
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Sean V,W espacios vectoriales sobre K. B1 = (v1, ..., vn) una base para V
y B2 = (w1, ..., wm) una base para W . Sea A ∈ Homk(V,W), entonces

Avj =
m∑
i=1

aijwi j = 1, 2, ..., n

y los aij ∈ K están determinados de manera única, por lo tanto del teorema
(70) A queda completamente determinado por los aij i = 1, 2, ...,m j =
1, 2, ..., n. Definamos

B2(A)B1 =




a11 a12 · · · a1n
...

...
...

...
am1 am2 · · · amn


 = (aij)

y llamaremos a B2(A)B1 la matriz de A con respecto a las bases B1y B2.

Definición 88.

3.1.3 Ejemplos. Sean V,W espacios vectoriales sobre K. dimkV = 3;
dimkW = 2 ; B1 = (v1, v2, v3) ; B2 = (w1, w2).
(1)

Av1 = a11w1 + a21w2

Av2 = a12w1 + a22w2

Av3 = a13w1 + a23w2.

Entonces,

B2(A)B1 =

(
a11 a12 a13
a21 a22 a23

)

(2)

Av1 = w1

Av2 = 3w1 − w2

Av3 = w2.

Entonces,

B2(A)B1 =

(
1 3 0
0 −1 1

)

3.1.4 Observación. En este punto es importante resaltar la diferencia entre sistema
de vectores y conjuntos. Cambios en la enumeración de los vectores de la base
origina cambios en la matriz.

Consideremos nuevamente el ejemplo (2), y elijamos

v′i = vi para i = 1, 2, 3

y

w′
1 = w2 , w′

2 = w1.

Capítulo 3. Matrices y transformaciones lineales
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Entonces

Av′1 = w′
2

Av′2 = −w′
1 + 3w′

2

Av′3 = w′
1

Entonce, B′
2
(A)B′

1
=

(
0 −1 1
1 3 0

)

1. Sean V,W espacios vectoriales sobre K. B1 = (v1, ..., vn) una base
para V y B2 = (w1, ..., wm) una base para W .
La función B2(f)B1 : Homk(V,W) → (K)m,n definida por

B2(f)B1A = B2(A)B1 es una transformación lineal, en particular
Homk(V,W) ∼= (K)m,n

2. Sean V1,V2,V3 espacios vectoriales sobre K con bases B1 =
(v1, ..., wn1),
B2 = (w1, ..., wn2),B2 = (u1, ..., un3) respectivamente.
Sean B ∈ Homk(V1,V2), A ∈ Homk(V2,V3)

V1
B−→ V2

A−→ V3

Sea B3(A)B2 = (aki) y B2(B)B1 = (bij). Entonces
B3(AB)B1 = (ckj) k = 1, ..., n3, j = 1, ..., n1 donde ckj =
n2∑
i=1

akibij .

Teorema 89.

DEMOSTRACIÓN.

1. Sean A,B ∈ Homk(V,W) con Avj =
m∑
i=1

aijwi, Bvj =
m∑
i=1

bijwi, en-

tonces

(A+B)vj = Avj +Bvj =
m∑
i=1

aijwi +
m∑
i=1

bijwi =
m∑
i=1

(aij + bij)wi

Entonces:

B2(f)B1(A+B) = B2(A+B)B1

= (aij + bij) = (aij) + (bij)

= B2(f)B1A+ B2(f)B1B

Además

(kA)vj = k(Avj) = k

m∑
i=1

aijwi =

m∑
i=1

(kaij)wi

3.1. Definiciones básicas y ejemplos
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y con esto se tiene:

B2(f)B1(kA) = B2(kA)B1 = (kaij) = k(aij)

= kB2(A)B1 = kB2(f)B1A.

Entonces B2(f)B1 es lineal.
La inyectividad y la sobreyectividad se sigue del teorema (70).

2. Se tiene que:

Bvj =

n2∑
i=1

bijwi j = 1, 2, ..., n1

Awi =

n3∑
k=1

akiuk i = 1, 2, ..., n2

Entonces:

(AB)vj = A(Bvj) = A

(
n2∑
i=1

bijwi

)
=

n2∑
i=1

bijAwi

=

n2∑
i=1

bij

(
n3∑
k=1

akiuk

)

=

n3∑
k=1

(

n2∑
i=1

bijaki� �� �
=akibij

)uk =

n3∑
k=1

ckjuk

Sean (aki) ∈ (K)r,m y (bij) ∈ (K)m,n. Definamos

(aki)(bij) := (ckj) ∈ (K)r,n donde ckj =
m∑
i=1

akibij .

Definición 90.

Con esta definición se cumple en el teorema (89)(2)

B3(AB)B1 = B3(A)B2B2(B)B1

3.1.5 Ejemplos. lkuguhkfcjhdj

1.
(
1 2 0
0 1 0

)

1
1
0


 =

(
3
1

)

2.
(
1 2 3
0 1 2

)

1 1 0
0 1 1
0 0 1


 =

(
1 3 5
0 1 3

)

3.




1 −3 5
−2 0 6
1 3 1







2 4 3
1 3 2
2 0 1


 =




9 −5 2
8 −8 0
7 13 10




4.
(

7 1 4
2 −3 5

)


1 6
0 4
−2 3


 =

(
−1 58
−8 15

)

Capítulo 3. Matrices y transformaciones lineales
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5.
(
1 4 0 2

)



3 −6
2 4
1 0
−2 3


 =

(
7 16

)

1. Sean (aki), (ãki) ∈ (K)r,m y (bij), (b̃ij) ∈ (K)m,n. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

((aki) + (ãki))(bij) = (aki)(bij) + (ãki)(bij)
(aki)((bij) + (b̃ij)) = (aki)(bij) + (aki)(b̃ij).

2. Sean (aki) ∈ (K)r,m, (bij) ∈ (K)m,n, (cjs) ∈ (K)n,t. entonces
se cumple la propiedad asociativa:

((aki)(bij))(cjs) = (aki)((bij)(cjs)).

Teorema 91.

DEMOSTRACIÓN.

1. Sean (λkj) = ((aki)+(ãki))(bij) y (αkj) = (aki)(bij)+(ãki)(bij). Entonces:

λkj =
m∑
i=1

(aki + ãki)bij =
m∑
i=1

akibij +
m∑
i=1

ãkibij = αkj .

Sean A y B, K-álgebras. Una función φ : A → B se llama un homomor-
fismo entre K-álgebras si se cumple:

1. φ es K-lineal.

2. φ(xy) = φ(x) · φ(y) ∀x, y ∈ A

Definición 92.

Como es usual se define Monomorfismo, Epimorfismo, Isomorfismo.

Sea V un espacio vectorial sobre K, dimkV = n, B una base para V . En-
tonces la función

fB : Homk(V,V) → (K)n

Definida por fB(A) = (aki) = B(A)B es un Isomorfismo entre K-álgebras.
En particular se tiene que Homk(V,V) ∼= (K)n.

Teorema 93.

DEMOSTRACIÓN.

1. Del teorema (89)(1) se tiene que fB es lineal. (K-lineal).

3.1. Definiciones básicas y ejemplos
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2. Sean A,B ∈ Homk(V,V). Entonces

fB(AB) = B(AB)B = B(A)BB(B)B = fB(A) · fB(B).

Sean A,B ∈ (K)n

1. Si BA = I , entonces AB = I y B es la única matriz en (K)n con la
propiedad BA = I , B se llamará la inversa de A y se notará con A−1.

2. Si AB = I , entonces BA = I y B = A−1.

Teorema 94.

DEMOSTRACIÓN.

1. Sea V un espacio vectorial de dimensión n, B una base para V y fB :
Homk(V,V) → (K)n el isomorfismo del teorema (93). Es fácil verificar que
f−1
B : (K)n → Homk(V,V) es también un isomorfismo entre álgebras.

Sean A,B ∈ (K)n tal que AB = I , entonces

f−1
B (B)f−1

B (A) = f−1
B (BA) = f−1

B (I) = Iv

Del teorema (82) se tiene:

f−1
B (A)f−1

B (B) = Iv ∧ (f−1
B (A))−1 = f−1

B (B)

Es decir

AB = fBf
−1
B (AB) = fB(f

−1
B (A)f−1

B (B)) = fB(Iv) = I

y

B = fBf
−1
B (B) = fB(f

−1
B (A))−1 = fBf

−1
B (A−1)) = A−1.

2. Se demuestra de manera similar.

3.2 Matriz inversa

Sea A ∈ (K)n. A se llama regular o invertible, si A−1 existe.

Definición 95.

Del teorema anterior se tiene: A es regular ⇔ existe B ∈ (K)n tal que AB = I ,
BA = I .

Consecuencia: Si A es regular y AC = 0, entonces C = 0.

En efecto:

I = BA ⇒ C = IC = (BA)C = B(AC) = 0.

Capítulo 3. Matrices y transformaciones lineales



Álgebra lineal / Primera edición

Universidad del Atlántico

78

MANUAL DE DE ALGEBRA LINEAL 71

Sea dimk < ∞, A ∈ Homk(V,V), son equivalentes:

1. A es regular.

2. Para toda base B de V si tiene que B(A)B es regular.

3. Existe una base B de V tal que B(A)B es regular.

Teorema 96.

DEMOSTRACIÓN.

1⇒2. Si A es regular, entonces existe A−1.

Por otro lado: fB(A
−1) = (fB(A))

−1 = (B(A)B)
−1, decir B(A)B es

regular.

2⇒3. Se tiene.

3⇒1. Por hipótesis existe B(A)
−1
B .

f−1
B ((B(A)B)

−1) = (f−1
B (fB(A))� �� �

=A

)−1 = A−1

∼= ∼=

∼=

3.2.1 Observación. Se define GL(n, K) := {A ∈ (K)n : A es regular}, con respecto 
a la multiplicación de matrices GL(n, K) es un grupo.
Sea V un espacio vectorial sobre K, dimkV = n y sea B una base para V , entonces

fB : GL(V) → GL(n, K)
fB(A) = B(A)B

es un isomorfismo. Es decir GL(n, K) GL(V) GL(Kn).

En particular GL(2, R) GL(R2).

Sea B = (v1, ..., vn) una base del espacio vectorial V . Sean aij , i, j =
1, 2, ..., n dados. Definamos

wj =
n∑

i=1

aijvi j = 1, 2, ..., n

1. Son equivalentes:

(a) (w1, ..., wn) es una base para V .

(b) (aij) es regular.

2. Sea (aij) regular y (bij) = (aij)
−1. Entonces

vj =
n∑

k=1

bkjwk j = 1, 2, ..., n

Teorema 97.

3.2. Matriz inversa
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DEMOSTRACIÓN.

1. Definamos A ∈ Homk(V,V) así: Avj := wj (j = 1, 2, ..., n).
Entonces

B(A)B = (aij).

(w1, ..., wn) es una base ⇔ A es un isomorfismo (Automorfismo) ⇔ A es
regular ⇔ B(A)B� �� �

=(aij)

es regular.

2. se tiene que
n∑

k=1

bkjwk = δij δij =

{
1 si i = j
0 si i ̸= j

. Entonces

vj =

n∑
i=1

δijvi =

n∑
i=1

n∑
k=1

aikbkjvi

=

n∑
k=1

bkj

n∑
i=1

aikvi

� �� �
wk

=

n∑
k=1

bkjwk

3.2.2 Ejemplo. Sea A =

(
a11 a12
a21 a22

)
∈ (K)2. £ Cuándo existe A−1?

Definamos d = a11a22 − a12a21 y diferenciemos dos casos:

Caso 1:

Si d ̸= 0, note que

1

d

(
−a22 −a12
−a21 a11

)
A = I,

entonces A es regular.
gggggg

Caso 2:

Si d = 0. Sea a12 ̸= 0 o a22 ̸= 0

(
a22 −a12
0 0

)
A =

(
a22 −a12
0 0

)(
a11 a12
a21 a22

)
=

(
d 0
0 0

)
= 0

Por la definición de matriz regular, se tiene que A no es regular.

Sea a12 = a22 = 0

A

(
0 0
1 0

)
=

(
a11 0
a21 0

)(
0 0
1 0

)
=

(
0 0
0 0

)
= 0

Entonces A no es regular.

Cunclusión: A es no regular ⇔ a11a22 − a12a21 ̸= 0.

Capítulo 3. Matrices y transformaciones lineales
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1. Sean V,W espacios vectoriales sobre K. Sean

B1 = (v1, ..., vn), B′
1 = (v′1, ..., v

′
n) dos bases para V

B2 = (w1, ..., wm), B′
2 = (w′

1, ..., w
′
m) dos bases para W .

Sean

v′j =

n∑
i=1

aijvi j = 1, 2, ..., n

w′
l =

m∑
k=1

bklwk l = 1, 2, ...,m

Entonces todo A ∈ Homk(V,W) se tiene:

B′
2
(A)B′

1
= (bkl)

−1
B2(A)B1(aij)

= B′
2
(Iw)B2B2(A)B1B2(Iv)B′

1

además (aij) y (bkl) son regulares.

2. Caso especial: V = W, B1 = B2 = B3, B′
1 = B′

2 = B′
3.

Entonces

B′(A)B′ = (aij)
−1

B(A)B(aij)

3. Supongamos que son dadas B ∈ (K)m,n, X ∈ (K)m regular, Y ∈
(K)n regular. Sea V un espacio vectorial sobre K de dimensión n y
sea W un espacio vectorial sobre K de dimensión m. Entonces existe
A ∈ Homk(V,W) y existen bases B1,B

′
1 para V y B2,B

′
2 para W

tal que

B2(A)B1 = B ∧ B′
2
(A)B′

1
= XBY .

Teorema 98 (Cambio de base).

DEMOSTRACIÓN.

1. Se tiene Ivv
′
j = v′j =

n∑
i=1

aijvi. Es decir B1(Iv)B′
1
= (aij). Del teorema (97)

se tiene que (aij) es regular. Además Iww′
l = w′

l =

m∑
k=1

bklwk.

Entonces B2(Iw)B′
2
= (bkl).

Del teorema (97) se tiene que (bkl) es regular y (bkl)
−1 = B′

2
(Iw)B2 . Con esto

tenemos:

B′
2
(A)B′

1
= B′

2
(IwAIv)B′

1

= B′
2
(Iw)B2B2(A)B1B1(Iv)B′

1

= (bkl)
−1

B2(A)B1(aij).

2. Se sigue de (1).

3.2. Matriz inversa
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3. Sean B1 = (v1, ..., vn), B2 = (w1, ..., wm) bases para V y W respecti-
vamente. Sea B = (bjk).

Definamos A ∈ Homk(V,W) así: Avi =

m∑
j=1

bjiwj .

Es claro que B2(A)B1 = B. Sean también X−1 = (xij), Y = (yij),
definamos

v′j =

n∑
i=1

yijvi j = 1, 2, ..., n

w′
l =

m∑
k=1

xklwk l = 1, 2, ...,m.

Definamos B′
1 = (v′1, ..., v

′
n), B′

2 = (w′
1, ..., w

′
m), entonces

B′
2
(A)B′

1
= (xij)

−1
B2(A)B1(yij) = XBY.

3.2.3 Observación. Sean V, W espacios vectoriales sobre K, ambos de dimensión 
finita, y sea A ∈ Homk(V, W).

Problema: ¿Cómo puede uno elegir bases B1, B2 para V y W respectivamente, 
de tal forma que la matriz B2 (A)B1 tenga una forma sencilla?

Iniciemos ahora el camino para responder esta pregunta.

Sea

A =




a11 · · · a1n
...

am1 · · · amn


 ∈ (K)m,n

Definimos para j = 1, 2, ...,m zj := (aj1, aj2, ..., ajn) zj se denomina el

j-esimo vector fila de A. Para i = 1, 2, ..., n definimos si =




a1i
a2i
...

ami


, si se

denomina el i-esimo vector columna de A.

En ambos casos estos vectores pueden considerarse como elementos
de Kn y Km respectivamente.

Definamos r(A) := dimk⟨s1, ..., sn⟩ (El rango de A). Estos es, r(A)
es el maximo número de columnas linealmente independientes de A.

Definición 99.

Capítulo 3. Matrices y transformaciones lineales
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1. Sean V,W espacios vectoriales sobre K, ambos de dimensión finita,
y sea A ∈ Homk(V,W). Sean B1,B2 bases para V y W respecti-
vamente, entonces r(A) = r(B2(A)B1).

2. Sean A ∈ (K)m,n, X, Y sean matrices regulares del tipo
(m,m), (n, n) respectivamente, entonces r(A) = r(XAY ).

3. Para A ∈ (K)m,n y B ∈ (K)n,r, se cumple r(AB) ≤
min{r(A), r(B)}.

Teorema 100.

DEMOSTRACIÓN.

1. Sean B1 = (v1, ..., vn) y B2 = (w1, ..., wm). Sea Avj =

m∑
i=1

aijwi.

Definamos

B : W → Km

B(

m∑
i=1

kiwi) =




k1
...

km




Se demuestra facilmente que B es un isomorfismo. Del teorema (85)(2) se
tiene que:

r(A) = r(AB) = dimkIm(BA)
Im(BA) = ⟨BAvj : j = 1, 2, ..., n⟩

y

BAvj = B(
m∑
i=1

aijwi) =




aij
...

amj


 := sj ,

donde B2(A)B1 = (aij). Entonces

r(A) = dimkIm(BA) = dimk⟨sj : j = 1, ..., n⟩ = r(B2(A)B1)

2. Del teorema (98) tenemos: XAY y A son matrices para algún operador lineal
Z con respecto a algunas bases, entonces

r(XAY ) = r(Z) = r(A).

3. Se sigue del teorema (85)(1).

3.2. Matriz inversa
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1. Sean V,W espacios vectoriales sobre K, ambos de dimensión finita.
Sea A ∈ Homk(V,W) con r(A) = r. Entonces existe una base B1

para V y una base B2 para W tal que

B2(A)B1 =



Ir | 0
− − −
0 | 0


 =




1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...
0 0 · · · 0

| 0

−− −− −−
0 | 0




2. Sean A ∈ (K)m,n con r(A) = r. Entonces existe una matriz regular
X ∈ (K)n y una matriz regular Y ∈ (K)m tal que

Y AX =



Ir | 0
− − −
0 | 0




Teorema 101.

DEMOSTRACIÓN.

1. Sea B = (v1, ..., vn) una base para V tal que (vr+1, ..., vn) sea una base para
N (A). Entonces Im(A) = ⟨Av1, ..., Avr⟩. Dado que

dimkIm(A) = dimkV − dimkN (A) = n− dimkN (A) = r,

se tiene que (Av1, ..., Avr) es una base para Im(A) ( Verificar).

Definamos wi = Avi i = 1, 2, ..., r y entonces podemos extender estos a una
base para W , digamos B2. Entonces

Avi = wi i = 1, 2, ..., r
Avi = 0 i = r + 1, ..., n.

Entonces B2(A)B1 =



Ir | 0
− − −
0 | 0


.

2. Se sigue del teorema de cambio de base y (1).

3.2.4 Observación. Definamos sobre (K)m,n la siguiente relación:
A ∼ B ⇔ existen X ∈ (K)n, Y ∈ (K)m regulares tales que B = Y AX .

1. ∼ es una relación de equivalencia:

(a) Reflexiva: Tomando X = In, Y = Im se verifica
A ∼ A ∀A ∈ (K)m,n.

(b) Simetría: Supongamos que A ∼ B. Entonces existen X ∈ (K)n,
Y ∈ (K)m regulares tales que B = Y AX . Por lo tanto
A = Y −1BX−1 ⇒ B ∼ A.

(c) Transitiva: Supongamos que A ∼ B y B ∼ C. Entonces

Capítulo 3. Matrices y transformaciones lineales



Álgebra lineal / Primera edición

Universidad del Atlántico

84

MANUAL DE DE ALGEBRA LINEAL 77

B = Y AX ∧ C = Ỹ BX̃ donde X, X̃ ∈ (K)n, Y, Ỹ ∈ (K)m

todos regulares, entonces

C = Ỹ (Y AX)X̃ = (Ỹ Y )A(X̃X) ⇒ A ∼ C.

Las clases de equivalencias:

[A] = {B ∈ (K)m,n : A ∼ B}
= {B ∈ (K)m,n : ∃X,Y · · · tal que B = Y AX}
= {Y AX : X ∈ (K)n, Y ∈ (K)mregulares}

=







Ir | 0
− − −
0 | 0


 : r = 0, 1, ...min{m,n}





(El rango describe a ∼). Esta es la respuesta a la pregunta de la definición (99).

3.3 Matriz transpuesta

Sea A ∈ (K)m,n, donde

A = a(

Definamos

At =




a11 a21 · · · am1

a12 a22 · · · am2
...

a1n a2n · · · amn


 La transpuesta de A

At = (xij), donde xij = aji

Definición 102.

1. Sean A,B ∈ (K)n,m, k ∈ K. Entonces (A+B)t = At +Bt y
(kA)t = kAt, entonces la función A → At es K-lineal y además un
Isomorfismo de (K)n,m en (K)m,n.

2. Si A ∈ (K)m,n y B ∈ (K)n,t, entonces (AB)t = BtAt.

3. Si A es regular, entonces At también lo es.

Teorema 103.

DEMOSTRACIÓN.

1. Inmediato.

2. Sean A = (aij) B = (bjk), C := (AB)t = (cik),
D = BtAt = (dik), entonces

cik =
∑
j=1

akjbji y dik =
∑
j=1

b′ija
′
jk =

∑
j=1

bjiakj

3.3. Matriz transpuesta
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Entonces C = D.

3. I = It = (AA−1)t = (A−1)tAt ⇒ At tiene inversa.

Sea A ∈ (K)n,m. Entonces r(A) = dimk⟨z1, ..., zm⟩, cada zi :=
(ai1, ..., ain) (ver def (99)). En particular se cumple que

r(A) = r(At).

Teorema 104.

DEMOSTRACIÓN. Del teorema (101)(2) se tiene que existen matrices regulares
X,Y tales que

Y AX =



Ir | 0
− − −
0 | 0


, donde r = r(A).

Del teorema (103) tenemos:

(Y AX)t = XtAtY t =



Ir | 0
− − −
0 | 0


 con Xt, Y t regulares.

Entonces:

dimk⟨z1, ..., zm⟩ = r(At)

= r(XtAtY t)

= r



Ir | 0
− − −
0 | 0




= r

= r(A)

Sea A ∈ (K)n,m, digamos A = (Aij). Definimos la traza de A notada
Tr(A) así:

Tr(A) =

n∑
i=1

aii

Definición 105.

1. Tr : (K)n → (K) es K-lineal.

2. Tr(AB) = Tr(BA) ∀A,B ∈ (K)n.

3. Sean A,B ∈ (K)n con B regular, entonces Tr(B−1AB) = Tr(A).

4. Tr(A) = Tr(At).

Teorema 106.

Capítulo 3. Matrices y transformaciones lineales
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DEMOSTRACIÓN.

1.

Tr((aij) + (bij)) = Tr(aij + bij)

=

n∑
i=1

(aii + bii) =

n∑
i=1

aii +

n∑
i=1

bii = Tr(aij) + Tr(bij)

Tr(k(aij)) = Tr(kaij) =

n∑
i=1

kaii = k

n∑
i=1

aii = kTr(aij).

2. Sea A = (aij) B = (bjk) AB = (cik); cik =

n∑
j=1

aijbji

Tr(AB) =

n∑
i=1

cii =

n∑
i=1

n∑
j=1

aijbji

=

n∑
j=1

n∑
i=1

bjiaij = Tr(AB).

3. Tr(B−1AB) = Tr(B−1(AB)) = Tr(ABB−1) = Tr(A).

4. Ejercicio.

Sea A ∈ Homk(V,V), dimkV < ∞. Sea B una base cualquiera para V .
Definimos Tr(A) = Tr(B(A)B).

Esta definición no depende de la elección de la base: Sea B′ otra base para
V . Usando el teorema del cambio de la base tenemos:

B(A)B = X−1
B′(A)B′X , X regular.

Del teorema (106) se sigue:

Tr(B(A)B) = Tr(X−1
B′(A)B′X) = Tr(B′(A)B′)

Definición 107.

Sea A = (aij) ∈ (K)m,n. Una transformación elemental de A será cualquiera de los
siguientes cuatro pasos:

1. La multiplicación de una fila por una constante k ∈ K, k ̸= 0.

A =




a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

am1 am2 · · · amn




→




a11 a12 · · · a1n
...

...
...

kai1 kai2 · · · kain
...

...
...

am1 am2 · · · amn




3.3. Matriz transpuesta
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2. La adición de la fila j de A a la fila i de A: (i ̸= j).

A =




a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 ai2 · · · ain
...

...
...

am1 am2 · · · amn




→




a11 a12 · · · a1n
...

...
...

ai1 + aj1 ai2 + aj2 · · · ain + ajn
...

...
...

am1 am2 · · · amn




1′ La multiplicación de una columna por una constante k ∈ K, k ̸= 0

2′ La adición de la columna j de A a la fila i de A: (i ̸= j).

Las siguientes operaciones se pueden obtener a partir de las transformaciones
elementales.

3 La suma de k-veces la fila j de A a la fila i de A: (i ̸= j).

3′ La suma de k-veces la columna j de A a la columna i de A: (i ̸= j).

4 Intercambio de dos filas.

4′ Intercambio de dos columnas.

Lema 108.

DEMOSTRACIÓN. Para (3) y (4). Las otras se hacen de manera análoga.

3. Sea k ∈ K, k ̸= 0. Sean zi := (ai1, ai2, ..., ain) i = 1, 2, ...,m

A =




z1
...
zi
...
zj
...
zm




(1)−−→




z1
...
zi
...

kzj
...
zm




(2)−−→




z1
...

zi + kzj
...

kzj
...
zm




(1)−−→




z1
...

zi + kzj
...
zj
...
zm




4. A =




z1
...
zi
...
zj
...
zm




(2)−−→




z1
...

zi + zj
...
zj
...
zm




(1)−−→




z1
...

−zi − zj
...
zj
...
zm




(2)−−→




z1
...

−zi − zj
...

−zi
...
zm




(1)−−→




z1
...

zi + zj
...

−zi
...
zm




(2)−−→




z1
...
zj
...

−zi
...
zm




(1)−−→




z1
...
zj
...
zi
...
zm




Capítulo 3. Matrices y transformaciones lineales
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Se verifica:

1. 


z1
...

kzi
...
zm




=




1 0
. . .

k
. . .

0 1




A

Es decir la transformación elemental (1) se obtiene multiplicando a la
izquierda de A por la matriz de arriba.

2. 


z1
...

zi + zj
...
zm




=




1
1 0

. . .

1
. . .

1




A

Es decir la transformación elemental (2) se obtiene multiplicando a la
izquierda de A por la matriz referenciada arriba.

Lema 109.

Nota: La multiplicación a la derecha produce el mismo efecto pero sobre las colum-
nas de A.

3.4 Matrices elementales.

Las matrices



1 0
. . .

k
. . .

0 1




,




1
1 0

. . .

1
. . .

1




con k ∈ K k ̸= 0, i ̸= j(I + Iij)

Iij = (λrs) : λrs =

{
1 si r = i, s = j
0 en otro caso

Se denominan matrices elementales.

Definición 110.

Nota: Las matrices elementales son regulares. En efecto

3.4. Matrices elementales.
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


1 0
. . .

k
. . .

0 1







1 0
. . .

k−1

. . .
0 1




= I

(I + Iij)(I − Iij) = I2 − Iij + Iij − I2ij = I − IijIij . Pero IijIij = 0 si
i ̸= j, entonces (I + Iij)(I − Iij) = I . Del teorema (100)(2) se sigue que las
transformaciones elementales dejan fijo el rango de una matriz fila.

Otra observación importante es que la inversa de una matriz elemental es el
producto de matrices elementales. En efecto

Caso 1:

A =




1 0
. . .

k
. . .

0 1




⇒ A−1 =




1 0
. . .

k−1

. . .
0 1




Caso 2: A = I + Iij ⇒ A−1 = (I − Iij) (ver arriba).
Denotemos con X → A−1X: sumamos a la i-esima fila de X (−1)-veces la j-esima
fila de X . Del lema (108) se sigue que A−1 es el producto de matrices elementales.

A−1 =




1
1

. . .

−1
. . .

1



=




1
1

. . .
−1

. . .
1







1
1

. . .

1
. . .

1







1 0
. . .

−1
. . .

0 1




Sea A = (aij) ∈ (K)m,n. Entonces matrices elementales X1, ..., Xs ∈
(K)m y Y1, ..., Ys ∈ (K)n tal que

X1, ..., XsAY1, ..., Ys =



Ir | 0
− − −
0 | 0


, donde r = r(A).

Teorema 111.

DEMOSTRACIÓN.[Constructiva]

Si A = 0, entonces el resultado es evidente.
Supongamos entonces que A ̸= 0. entonces existe aij ̸= 0.

Capítulo 3. Matrices y transformaciones lineales
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Paso 1:

A →




1 ã12 · · · ã1n
ã21

... ∗
ãm1




Paso 2:

A →




1 ã12 · · · ã1n
0
... ∗
0




Paso 3:

A →




1 0 · · · 0
0
...
0




Si A∗ = 0, entonces listo!

Si A∗ ̸= 0, entonces repite el proceso para A∗. El resto se sigue del lema
(109)

3.4.1 Ejemplo. Sea

A =




0 2 3
2 3 4
3 4 5
4 5 6




Aplicando operaciones elementales se obtiene:

A →




2 0 3
3 2 4
4 3 5
5 4 6


 →




1 0 3/2
3 2 4
4 3 5
5 4 6


 →




1 0 3/2
0 2 −1/2
0 3 −1
0 4 −3/2


 →




1 0 0
0 2 −1/2
0 3 −1
0 4 −3/2


 →




1 0 0
0 1 −1/4
0 3 −1
0 4 −3/2


 →




1 0 0
0 1 −1/4
0 0 −1/4
0 0 −1/2


 →




1 0 0
0 1 0
0 0 −1/4
0 0 −1/2


 →




1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 −1/2


 →




1 0 0
0 1 0
0 0 1
0 0 0




Note entonces que r(A) = 3.

Sea A ∈ (K)n regular. Entonces A es el producto de matrices elementales.

Teorema 112.

3.4. Matrices elementales.
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DEMOSTRACIÓN. Del teorema (111) se sigue que existen matrices elementales
Xi, Yj tal que

X1 · · ·XsAY1 · · ·Yr = I

Entonces A = X−1
s · · ·X−1

1 Y −1
r · · ·Y −1

1 . Además se demostró que la inversa de una
matriz elemental es el producto de matrices elementales.

Sea A ∈ (K)n regular. Entonces existen matrices elementales X1 · · ·Xs tal
que X1 · · ·XsA = I .
(Es decir, es posible utilizar solo transformaciones elementales sobre las fi-
las. Correspondientemente vale para columnas).

Teorema 113.

DEMOSTRACIÓN. Dado que A es no singular, existe A−1 tal que A−1A = I .
Del teorema (112) se tiene que A−1 es el producto de matrices elementales.

3.4.2 Corolario. Sea A una matriz regular del tipo (n, n). Entonces se puede obtener
A−1 efectuando sobre I las mismas transformaciones elementales (en el mismo or-
den) que transforman a A en I .

DEMOSTRACIÓN.
Del teorema (113) X1 · · ·XsA = I , donde cada Xi es elemental. Multiplicando

a la derecha por A−1 se tiene:

X1 · · ·XsI = A−1.

Capítulo 3. Matrices y transformaciones lineales
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C a p í t u l o  4

DETERMINANTE Y SISTEMAS  
DE ECUACIONES LINEALES

Capítulo 4

Determinante y sistemas de
ecuaciones lineales

4.1 La función determinante

A lo largo de este capítulo, (R)n denotará el anillo de las matrices del tipo (n, n)
sobre R.

Sea A = (aij) ∈ (R)n. Definamos el determinante de A, denotado det(A)
o | A |, como

det(A) : (R)n −→ R
A −→

∑
π∈Sn

Sgnπa1π(1)a2π(2) · · · anπ(n).

Definición 114.

También podemos ver a det como una función definida sobre las filas o sobre las
columnas de A. Esto es,

det(A) = f( z1����
filas

, ..., zn) donde f : Rn × · · · × Rn → R

o

det(A) = f( s1����
columnas

, ..., sn) donde f : Rn × · · · × Rn → R

4.1.1 Ejemplos.

1. Sean n = 1, A = (a11) y S1 = {I}. Entonces,

det(A) =
∑
π∈S1

Sgnπa1π(1) = a11.

2. Sean n = 2, A =

(
a11 a12
a21 a22

)
y S2 = {(1), (12)}. Observe que Sgn(1) = 1

y Sgn(12) = −1. Entonces,

det(A) = Sgn(1)a11a12 + Sgn(12)a21a21 = a11a22 − a12a21.

85
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3. Sean n = 3,

A =



a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


 y S3 = {(1), (12), (13), (23), (123), (132)}.

Sabemos que Sgn(ij) = −1, Sgn(123) = Sgn(132) = +1. Entonces,

det(A) = a11a22a33−a12a21a33−a13a22a31−a11a23a32+a12a23a31+a13a21a32.

4. Sea A = (aij) una matriz triangular inferior, i.e aij = 0 para i < j.

A =




a11 a12 · · · 0
a12 a22 · · · 0

...
...

. . .
...

an1 an2 · · · ann


.

5. Consideramos π ∈ Sn, π ̸= IΩ y Ω = {1, 2, ..., n}. Entonces, existe i0 ∈ Ω tal
que π(i0) > i0 (este i0 depende de π). Probemos por inducción matemática 
que: Si π(i) ≤ i para i ∈ {1, 2, ..., r}, entonces π(i) = i para i ∈ {1, 2, ..., r}.

Sea r = 1. Si π(1) ≤ 1, evidentemente π(1) = 1. Supongamos 
que:

Si π(i) ≤ i para todo i ∈ {1, 2, ..., r − 1}, entonces π(i) = i.

Ahora por hipótesis π(r) ≤ r. Entonces π(r) = r. Como consecuencia 
se tiene: Si π ̸= IΩ, entonces existe i0 ∈ Ω tal que π(i0) > i0, entonces 
ai0 π(i0) = 0 (por hipótesis A es triangular inferior).

det(A) = a11a22 · · · ann +
∑
π∈Sn
π ̸=IΩ

Sgnπa1π(1)a2π(2) · · · anπ(n)

� �� �
=0

.

Entonces, det(A) = a11a22 · · · ann. Como caso particular: Si A es una matriz
diagonal

A =



a11 · · · 0

...
. . .

...
0 · · · ann


 ; det(A) = a11 · · · ann.

Además det(I) = 1.

Sea A = (aij) ∈ (R)n. Entonces, det(A) = det(At).

Lema 115.

DEMOSTRACIÓN. Sea At = (bij). Entonces, bij = aji ∀i, j

det(At) =
∑
π∈Sn

Sgnπb1π(1) · · · anπ(n)

=
∑
π∈Sn

Sgnπaπ(1)1 · · · aπ(n)n.

Capítulo 4. Determinante y sistemas de ecuaciones lineales
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Para cada j ∈ {1, 2, ..., n} existe exactamente un k ∈ {1, 2, ..., n} tal que π(k) = j.
Por lo tanto, aπ(k)k = ajπ−1(j) y

det(At) =
∑
π∈Sn

Sgnπa1π−1(1)a2π−1(2) · · · anπ−1(n)

Sgnπ = Sgnπ−1 =
∑
π∈Sn

Sgnπ−1a1π−1(1) · · · anπ−1(n)

=
∑
π∈Sn

Sgnπa1π(1) · · · anπ(n) = det(A)

Sea A ∈ (R)n donde A = (aij).

1. Si existen dos vectores filas de A, zi, zj con i ̸= j tal que zi = zj ,
entonces el det(A) = 0.

2. Análogo para columnas.

Lema 116.

DEMOSTRACIÓN.

1. Sea τ = (ij) ∈ Sn. Del teorema (36) se sigue que Sn = An ∪ Anτ y An ∩
Anτ = ϕ. Entonces,

det(A) =
∑
π∈Sn

Sgnπa1π(1) · · · anπ(n)

=
∑
β∈An

(Sgnβa1β(1) · · · anβ(n) + Sgnβτa1βτ(1) · · · anβτ(n)).

Sabemos que Sgnβ = 1 y Sgn(βτ) = Sgnβ ·Sgnτ = −Sgnβ = −1. Ahora,

det(A) =
∑
β∈An

(a1β(1) · · · anβ(n) − a1βτ(1) · · · anβτ(n))

=
∑
β∈An

(a1β(1) · · · aiβ(i) · · · ajβ(j) · · · anβ(n) − a1βτ(1) · · · aiβ(j) · · · anβτ(n)).

Sin embargo, aiβ(i) = ajβ(i) y aiβ(j) = ajβ(j) (zi = zj). Por lo tanto,
det(A) = 0.

2. Se sigue del lema (115) y de (1).

Consideremos como en la definición (114) det : (R)n → R como la función
f : Rn × · · · × Rn� �� �

n

→ R. Sean α, β ∈ R y zi, z̃i ∈ Rn, entonces

f(z1, ..., zi−1, αzi + βz̃i, zi+1, ..., zn) =
αf(z1, ..., zi−1, zi, zi+1, ..., zn) + βf(z1, ..., zi−1, z̃i, zi+1, ..., zn).

Teorema 117.

DEMOSTRACIÓN. Sean A = (aij), z1, z2, ..., zn las filas de A y z̃i =
(ãi1, ..., ãin). Entonces,

4.1. La función determinante
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f(z1, ..., αzi + βz̃i, ..., zn) =∑
π∈Sn

Sgnπa1π(1) · · · ai−1π(i−1) · (αaiπ(i) + βãiπ(i)) · ai+1π(i+1) · · · anπ(n)

= α(
∑
π∈Sn

Sgnπa1π(1) · · · anπ(n) + β(
∑
π∈Sn

Sgnπa1π(1) · · · ãiπ(i)) · anπ(n))

= αf(z1, ..., zn) + βf(z1, ..., zi−1, z̃i, zi+1, ..., zn).

Una función h : Rn × · · · × Rn → R se llama una función de volumen
sobre Rn × · · · × Rn si se cumple:

1. Para cada i y para todo α, β ∈ R:

h(z1, ..., αzi + βz̃i, ..., zn) = αh(z1, ..., zn) + βh(z1, ..., z̃i, ..., zn).

2. Si zi = z̃i para i ̸= j, entonces f(z1, ..., zn) = 0.

Definición 118.

4.1.2 Observación. Por el Lema 116 y el Teorema 117 se tiene que la función f
como está definida en 114 es una función de volumen.

Sea h una función de volumen Rn × · · · × Rn.

1. ∀i ̸= j y para todo α ∈ R se cumple

h(z1, ..., zi + azj , ..., zn) = h(z1, ..., zn).

2. ∀π ∈ Sn : h(zπ(1), ..., zπ(n)) = Sgnπh(z1, ..., zn).

3. Sea zi = (ai1, ..., ain) y ej = (σj1, ..., σjn). Entonces
h(z1, ..., zn) = det(aij)h(e1, ..., en).

Teorema 119.

DEMOSTRACIÓN.

1.

h(z1, ..., zi + azj , ..., zn) = h(z1, ..., zn) + a h(z1, ..., zj , ..., zn)� �� �
=0

= h(z1, ..., zn).

2. Consideremos inicialmente π = (ij) (una transposición), sin perder generali-

Capítulo 4. Determinante y sistemas de ecuaciones lineales



Determinante y sistemas de ecuaciones lineales

Stiven Díaz - Jorge Rodríguez - Yesneri Zuleta 

Universidad del Atlántico

97

MANUAL DE DE ALGEBRA LINEAL 89

dad i < j, entonces

h(z1, ..., zn) = h(z1, ..., zi + zj , ..., zj , ..., zn)

= h(z1, ..., zi + zj , ..., zj − (zi + zj), ..., zn)

= h(z1, ..., zi + zj , ...,−zi, ..., zn)

= h(z1, ..., (zi + zj)− zi, ...,−zi, ..., zn)

= h(z1, ..., zj , ...,−zi, ..., zn)

= −h(z1, ..., zj , ..., zi, ..., zn)

= Sgnπh(z1, ..., zj , ..., zi, ..., zn)

Sea π ∈ Sn cualquiera. Sabemos que π = τ1 · · · τk donde cada τj es una 
transposición. Definamos π′ = τ2 · · · τk. Demostremos la afirmación por 
inducción sobre k.

Paso 1: k = 1, demostrado arriba.
Hipótesis de inducción: h(zπ′(1), ..., zπ′(n)) = Sgnπ′h(z1, ..., zn).

Paso 2:

h(zπ(1), ..., zπ(n)) = h(zτ1π′(1), ..., zτnπ′(n))

= Sgnτ1h(zπ′(1), ..., zπ′(n))

= Sgnτ1Sgnπ
′h(z1, ..., zn)

= Sgnπh(z1, ..., zn).

3. Se verifica que zi =

n∑
j=1

aijej (i = 1, 2, ..., n). De la definición (118)(1) se

tiene:

h(z1, ..., zn) = h(

n∑
j=1

a1j1ej1 , ...,

n∑
jn=1

anjnejn)

h(z1, ..., zn) =

n∑
j1=1

n∑
j2=1

· · ·
n∑

jn=1

a1j1 · a2j2 · · · anjnh(ej1 , ..., ejn).

Si en una n-tupla (j1, ..., jn) aparece más de una vez un elemento de
{1, 2, ..., n}, entonces de la definición (118)(2) se tiene que
h(ej1 , ..., ejn) = 0. Es decir, permanecen libres solo los sumandos con
{j1, ..., jn} = {1, 2, ..., n}, es decir ji = π(i) para algún π ∈ Sn.
Entonces,

h(z1, ..., zn) =
∑
π∈Sn

a1π(1) · · · anπ(n)h(eπ(1), · · · eπ(n)).

Por lo tanto,

h(z1, ..., zn) =
∑
π∈Sn

Sgnπa1π(1) · · · anπ(n)h(e1, · · · en)

= det(A)h(e1, · · · en)

4.1. La función determinante



Álgebra lineal / Primera edición

Universidad del Atlántico

98

90 Diaz/Rodriguez/zuleta

Las funciones de volumen sobre Rn × · · · × Rn son las funciones h que
tienen exactamente la forma

h(z1, ..., zn) = C · det



z1
...
zn


 , C ∈ R.

Teorema 120.

DEMOSTRACIÓN. Es consecuencia del Teorema 119.

Sean A,B ∈ (R)n, entonces det(AB) = det(A) · det(B).

Teorema 121.

DEMOSTRACIÓN. Sea A =



z1
...
zn


 B = (S̃1, ..., S̃n). Consideremos

hB : Rn × · · · × Rn → R
hB(z1, ..., zn) = det(AB).

Demostremos que hB es una función de volumen: Supongamos que zi = zj para
i ̸= j, se tiene:

AB =



z1
...
zn


 (S̃1, ..., S̃n)

=




z1
...
zi
...
zj
...
zn




(S̃1, ..., S̃n)

(la i-esima y j-esima fila de ~ AB son iguales). Por el Lema 116 se sigue que et(AB) 
= 0, por lo tanto hB(z1, ..., zn) = 0. Por otro lado,

Capítulo 4. Determinante y sistemas de ecuaciones lineales
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Sea A = (aij), B = (bij) y z̃i = (ãi1, ..., ãin). Entonces

hB(z1, . . . , αzi + βz̃i, . . . , zn)

=




n∑
j=1

a1jbj1 · · ·
n∑

j=1

a1jbjn

...
...

n∑
j=1

(αaij + βãij)bj1 · · ·
n∑

j=1

(αaij + βãij)bjn

...
...

n∑
j=1

anjbj1 · · ·
n∑

j=1

anjbjn




= αdet(AB) + βdet




n∑
j=1

a1jbj1 · · ·
n∑

j=1

a1jbjn

...
...

n∑
j=1

ãijbj1 · · ·
n∑

j=1

ãijbjn

...
...

n∑
j=1

anjbj1 · · ·
n∑

j=1

anjbjn




= αhB(z1, ..., zn) + βhB(z1, ..., z̃1, ..., zn)

Esto demuestra que hB es una función de volumen. Entonces

hB(z1, ..., zn)� �� �
=det(AB)

= C(B)det



z1
...
zn


 = C(B)det(A).

Si A = I , entonces C(B) = C(B)det(I) = det(IB) = det(B), luego det(AB) =
det(A)det(B).

4.1.3 Observación. Como consecuencias de los teoremas (117),(119)(1) y (119)(2):

1.

������������

a11 a12 · · · a1n
...

...
...

αai1 + βãi1 ai2 ain
...

...
...

an1 an2 ann

������������

= α

�������

a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

�������
+ β

������������

a11 · · · a1n
...

...
ãi1 · · · ãin
...

...
an1 · · · ann

������������

2. Si i ̸= j

������������

a11 · · · a1n
...

...
ai1 + αaj1 · · · ain + αajn

...
...

an1 ann

������������

=

�������

a11 · · · a1n
...

...
an1 · · · ann

�������

3. Si se intercambian dos filas en (aij), entonces det(aij) se cambia con factor
−1. (Similar para columnas).

4.1.4 Ejemplo. Demuestre que:

4.1. La función determinante
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��������

1 2 3 4
−1 0 1 1
3 −1 4 0
4 3 2 1

��������
= −45.

4.1.5 Ejercicio. Sean A ∈ (R)m, B ∈ (R)n y C ∈ (R)n,m. Entonces

det

(
A 0
C B

)
= det(A)det(B).

Sea A = (aij =∈ (R)n. Definimos:

Aij := det




a11 · · · a1j · · · a1n
...
0 · · · 1 · · · 0
...

an1 · · · anj · · · ann




(La i-esima fila de A se reemplaza por ej).

Aij = (−1)i−1det




0 · · · 1 · · · 0
a11 · · · a1j · · · a1n

...
ai−11 · · · ai−1j · · · ai−1n

...
an1 · · · anj · · · ann




= (−1)i−1+j−1det




1 0 · · · 0 · · · 0
a1j a11 · · · a1j−1 · · · a1n

...
...

...
ai−1j ai−11 · · · ai−1j−1 · · · ai−1n

...
...

...
anj an1 · · · anj−1 · · · ann




= (−1)i+jdet



a11 · · · a1n

...
...

an1 · · · ann




� �� �
∈(R)n−1

.

(Si n = 1, definimos A11 := 1). Definamos Ã := (aij)
t.

Definición 122.

Capítulo 4. Determinante y sistemas de ecuaciones lineales
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Sea A = (aij =∈ (R)n.

1. AÃ = det(A)I , es decir, se cumple que
n∑

j=1

aijAij = δikdet(A).

Caso especial: i = k, det(A)

n∑
j=1

aijAij .

(Desarrollo del determinante de A por la i-esima fila).

2. ÃA = det(A)I , es decir, se cumple que
n∑

i=1

Aijaik = δjkdet(A).

Caso especial: j = k, det(A)

n∑
i=1

Aijaij .

(Desarrollo del determinante de A por la j-esima columna).

3. Si existe (det(A))−1 en R, entonces

A−1 = (det(A))−1Ã.

(Si R es un cuerpo, la existencia de A−1 significa solo que det(A) ̸=
0.

Teorema 123.

DEMOSTRACIÓN.

1. Se cumple:

n∑
j=1

aijAkj =
n∑

j=1

aij

������������

a11 · · · a1j · · · a1n
...
0 · · · 1 · · · 0
...

an1 · · · anj · · · ann

������������

=

������������

a11 · · · a1n
...
ai1 · · · ain
...

an1 · · · ann

������������

= δikdet(A).

2. Como en la definición (122) se obtiene también que

Aij = det




a11 · · · 0 · · · a1n
...
ai1 · · · 1 · · · ain
...

an1 · · · 0 · · · ann




.

Entonces (2) se sigue de la misma forma como obtuvimos en (1).

4.1. La función determinante
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3. Sabemos que AÃ = det(A)I . Si (det(A))−1 existe en R se tiene:

A(det(A))−1Ã = I y (det(A))−1ÃA = I .

Por lo tanto A es invertible y A−1 = (det(A))−1Ã.

4.1.6 Ejemplo. 1. Desarrollemos el determinante del ejemplo (4.1.4) por la
primera fila:
��������

1 2 3 4
−1 0 1 1
3 −1 4 0
4 3 2 1

��������
= (−1)1+1 · 1 ·

������
0 1 1
−1 4 0
3 2 1

������
+ (−1)1+2 · 2 ·

������
−1 1 1
3 4 0
4 2 1

������
+

(−1)1+3 · 3 ·

������
−1 0 1
3 −1 0
4 3 1

������
+ (−1)1+4 · 4 ·

������
−1 0 1
3 −1 4
4 3 2

������

= (−1)

����
−1 0
3 1

����+
����
−1 4
3 2

����+ (−2)

(
−
����
4 0
2 1

����−
����
3 0
4 1

����+
����
3 4
4 2

����
)

+3

(
−
����
−1 0
3 1

����+
����
3 −1
4 3

����
)
− 4

(
−
����
−1 4
3 2

����+
����
3 −1
4 3

����
)

= −45

2. Sea n > 1 y A ∈ (R)n con

A =




a b b · · · b b
b a b · · · b b
...
b b b · · · a b
b b b · · · b a




Definamos f(a, b, n) := det(A). Entonces: Restando la segunda columna de
la primera se tiene:

det(A) =

���������

a− b b · · · b
b− a a · · · b

...
...

...
0 b a

���������

= (a− b)f(a, b, n− 1)− (b− a)

���������

b b · · · b
b a · · · b
...

...
b b · · · a

���������

= (a− b)f(a, b, n− 1) + (a− b)

���������

b 0 0 · · · 0
b a− b 0 · · · 0
...

. . .
b 0 0 · · · a− b

���������

= (a− b)f(a, b, n− 1) + (a− b)b(a− b)n−2

Entonces la fórmula de recurrencia es:

Capítulo 4. Determinante y sistemas de ecuaciones lineales
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f(a, b, n) = (a− b)f(a, b, n− 1) + b(a− b)n−1.

Afirmación: f(a, b, n) = (a− b)n−1[a+ (n− 1)b].
Demostración por inducción sobre n:

n = 1 A = (a); det(A) = a y f(a, b, 1) = (a− b)0(a+ 0b) = a

n = 2 A =

(
a b
b a

)
⇒ det(A) = a2 − b2 = (a− b)(a+ b)

Supongamos que f(a, b, n− 1) = (a− b)n−2(a+ (n− 2)b), entonces

f(a, b, n) = (a− b)f(a, b, n− 1) + b(a− b)n−1

= (a− b)[(a− b)n−2(a+ (n− 2)b)] + b(a− b)n−1

= (a− b)n−1(a+ (n− 2)b) + b(a− b)n−1

= (a− b)n−1(a+ (n− 2)b+ b)

= (a− b)n−1(a+ (n− 1)b)

Si R es un cuerpo det(A) = 0 ⇔ a = b ∨ a+ (n− 1)b = 0.

3. Sean b1, ..., bn ∈ R. Consideremos el determinante de Vandermonde.

det




1 b1 b21 · · · bn−1
1

1 b2 b22 · · · bn−1
2

...
1 bn b2n · · · bn−1

n


 := f(b1, ..., bn).

Realizamos las siguientes transformaciones:

Multiplicamos la columna (n− 1) por b1 y la restamos a n-esima.

Multiplicamos la columna (n− 2) por b1 y la restamos a (n− 1)-esima.

Multiplicamos la primera columna por b1 y la restamos a la segunda.

Entonces tenemos:

f(b1, ..., bn) = det




1 0 0 · · · 0
1 b2 − b1 (b2 − b1)b2 · · · (b2 − b1)b

n−2
n

...
...

...
1 bn − b1 (bn − b1)bn · · · (bn − b1)b

n−2
n




= det



b2 − b1 (b2 − b1)b2 · · · (b2 − b1)b

n−2
n

...
...

bn − b1 (bn − b1)bn · · · (bn − b1)b
n−2
n




= (b2 − b1)(b3 − b2) · · · (bn − b1)f(b2, ..., bn)

Afirmación: f(b2, ..., bn) =
∏
i>j

(bi − bj): Demostración por inducción sobre

n:

n = 2 : f(b1b2) =

����
1 b1
1 b2

���� = b2 − b1

4.1. La función determinante
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Supongamos que f(b2, ..., bn) =
∏
i,j=2
i>j

(bi − bj): Entonces

f(b2, ..., bn) = (b2 − b1)(b3 − b2) · · · (bn − b1)f(b2, ..., bn)

=
∏
i,j=2
i>j

(bi − bj)

En particular f(b2, ..., bn) ̸= 0 ⇔ todos los bi son distintos dos a dos.

Sea K un cuerpo, A ∈ (K)n. A es regular ⇔ det(A) ̸= 0.

Teorema 124.

DEMOSTRACIÓN. En efecto:

1. Supongamos det(A) ̸= 0, entonces del teorema (123)(3) se tiene que existe
A−1 luego A es regular.

2. Supongamos que A es regular, esto es, AA−1 = I . Entonces det(AA−1) =
det(I), luego 1 = det(A) · det(A−1) por lo tanto det(A) ̸= 0.

4.1.7 Observación. GL(n,K) = {A ∈ (K)n : det(A) ̸= 0}. Con respecto a la
multiplicación de matrices, se tiene que GL(n,K) es un grupo. y del teorema (121)
se tiene que det : GL(n,K) → Kx es un homomorfismo de grupos.

N (det) = {A ∈ GL(n,K) : det(A) = 1} =: SL(n,K)

Entonces GL(n,K)/SL(n,K)
∼= Kx.

Sea V un espacio vectorial sobre K. dimk(V) < ∞ y sea A ∈ Homk(V,V),
definamos det(A) := detB(A)B.

Definición 125.

Demostremos que det(A) := detB(A)B no depende de la elección de B:
Sean B1,B2 bases para V . Por el teorema del cambio de base se tiene que existe
X ∈ (K)n tal que

B2(A)B2 = X−1
B1(A)B1X .

Entonces:

detB2(A)B2 = det(X−1
B1(A)B1X)

= det(X−1)detB1(A)B1det(X)

= detB1(A)B1 det(X
−1X)� �� �

=1

Llamaremos a det(A) el determinante de A.

Sean A,B ∈ Homk(V,V), entonces det(AB) = det(A) · det(B).

Teorema 126.

Capítulo 4. Determinante y sistemas de ecuaciones lineales
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DEMOSTRACIÓN. 
Sea B una base para V , entonces

det(AB) = detB(AB)B = det(B(A)BB(B)B)

= detB(A)B · detB(B)B

= det(A) · det(B).

4.2 Sistemas de ecuaciones lineales

Sea K un cuerpo y supongamos que están dadas una matriz A = (aij) ∈ (K)m,n y
un vector

b =




b1
...
bm


 ∈ Km.

Un problema interesante es calcular (encontrar) un vector

X =



x1
...
xn


 ∈ Kn,

de tal forma que se verifique

AX = b.

Es decir
n∑

j=1

aijxj = bi i = 1, 2, ...,m (4.1)

Si b =



0
...
0


, entonces (4.1) se denomina un sistema de ecuaciones lineales

homogeneas.

Una expansión de (4.1) nos daría:

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...
am1x1 + am2x2 + · · · + amnxn = bm

.

De manera abstracta podemos plantear el problema en términos de operadores
lineales definidos sobre espacios vectoriales de dimensión finita:

Problema: Sean V y W espacios vectoriales sobre un cuerpo K, dimkV =
n, dimkW = m. Dado A ∈ Homk(V,W) y w0 ∈ W , consideremos el sistema

Av = w0 (4.2)

Se trata entonces de encontrar el conjunto de los elementos v ∈ V que satisfacen
(4.2). Estos v se denominan solución de (4.2).

Nota: Se verifica que (4.1) y (4.2) son equivalentes:

4.2. Sistemas de ecuaciones lineales
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Sean B1 = (v1, ..., vn) y B2 = (w1, ..., wm) bases para V y W respectivamente.

Sea Avj =

m∑
i=1

aijwi (j = 1, 2, ..., n), i.e B2(A)B1 = (aij).

Sea w0 =

m∑
i=1

biwi y v =

n∑
j=1

xjvj . Entonces

Av = w0 ⇔
m∑
i=1

biwi = A(

n∑
j=1

xjvj)

⇔
m∑
i=1

biwi =

n∑
j=1

xjAvj

⇔
m∑
i=1

biwi =
n∑

j=1

xj

m∑
i=1

aijwi

⇔
m∑
i=1

biwi =

m∑
i=1

(

n∑
j=1

xjaij)wi

⇔
n∑

j=1

aijxj = bi i = 1, 2, ...,m.

Por lo tanto (4.1) y (4.2) son equivalentes.

Capítulo 4. Determinante y sistemas de ecuaciones lineales



107

Capítulo 5

Sumas Directas

Recordemos que si V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y U ,U ′ subespacios de

V , entonces V = U ⊕ U ′ ⇔
{
1. V = U + U ′

2. U ∩ U ′ = {0}

1. Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K y sean V1,V2, ...,Vm

subespacios de V . Diremos que V es la suma directa (interna) de los
Vi si se verifica:

(a) V = V1 + V2 + ...+ Vm.

(b) Si
m∑
i=1

vi = 0, con vi ∈ Vi, entonces vi = 0 ∀i.

2. sean W1,W2, ...,Wm espacios vectoriales sobre un cuerpo K. El pro-
ducto cartesiano W1×W2×...×Wm adquiere la estructura de espacio
vectorial si definimos:

(w1, ..., wm) + (w̃1, ..., w̃m) := (w1 + w̃1, ..., wm + w̃m)
k(w1, ..., wm) := (kw1, ..., kwm)

donde wi, w̃i ∈ Wi, k ∈ K.
W = W1 × W2 × ... × Wm se llama la suma directa externa de los
Wi. Utilizamos la misma notación como en (1).

Definición 127.

Notación: V = V1 ⊕ V2 ⊕ ...⊕ Vn =
m⊕
i=1

Vi.

5.0.1 Observación. Sea K un cuerpo. Kn = K ⊕K ⊕ ...⊕K� �� �
n−sumandos

.

1. Verificamos que la definición de suma directa presentada en el capítulo 2 y de
la definición (127) son equivalentes.

(a) Sea V = U + U ′ y U ∩ U ′ = {0}.
Sea u+ u′ = 0, con u ∈ U y u′ ∈ U ′, entonces

99
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u = −u′ ∈ U ∩ U ′ = {0}.

Por lo tanto u = u′ = 0.

(b) Sea V = U + U ′ y supongamos que se cumple:
Si u + u′ = 0, con u ∈ U y u′ ∈ U ′, entonces u = u′ = 0. Sea ahora
u ∈ U ∩U ′. Entonces u+(−u) = 0 u ∈ U ,−u′ ∈ U ′, entonces u = 0.

2. Sea W = W1 ⊕W2 ⊕ ...⊕Wm una suma directa externa. Definamos

Vi = {(0, ..., 0, wi, 0, ..., 0) : wi ∈ Wi}.

Entonces W = W1⊕W2⊕ ...⊕Wm es una suma directa interna con Wi
∼= Vi.

Sea V =
m⊕
i=1

Vi y Bi = (vi1, ..., vini) una base para Vi. Entonces

1. B := (v11, ..., v1n1 , v21, ..., v2n2 , ..., vm1, ..., vmnm) es una base para
V .

2. Sea A ∈ Homk(V,V) con A(vi) ⊆ Vi para i = 1, 2, ...,m. Del
teorema (75) se sigue que Avi : Vi → Vi está definida. Entonces




B1(Av1)B1 0
. . .

0 Bm(Avm)Bm




Teorema 128.

DEMOSTRACIÓN.

1. Dado que V =
m∑
i=1

vi, se tiene que B es un sistema de generadores para V .

Supongamos por otro lado que

m∑
i=1

ni∑
j=1

kijvij = 0; kij ∈ K.

Por hipótesis se tiene que
ni∑
j=1

kijvij = 0 y por lo tanto kij = 0.

2. Avij = Avij(vij) =

ki∑
k=1

akjvik.

Capítulo 5. Sumas Directas
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Sean V1,V2, ...,Vm subespacios de un espacio vectorial V . Entonces son
equivalentes:

1. V =
m⊕
i=1

Vi.

2. (a) V =
m∑
i=1

Vi.

(b) Para todo j con 1 ≤ j ≤ m se cumple que

(
m∑
i=1

Vi) ∩ Vj+1 = {0}.

Teorema 129.

DEMOSTRACIÓN.

(1)⇒(2) Supongamos que V =
m⊕
i=1

Vi. Entonces se cumple por definción que V =

m∑
i=1

Vi.

Supongamos que
j∑

i=1

vi = vj+1 ∈ (
m∑
i=1

Vi) ∩ Vj+1. Entonces

j∑
i=1

vi − vj+1 = 0

y se sigue que vj+1 = 0 (por definición (127)).

(2)⇒(1) Sea
k∑

i=1

vi = 0, con vi ∈ Vi. Sea k maximal con la propiedad vk ̸= 0; k ≤

m. Entonces

k−1∑
i=1

vi = −vk ∈ (

k−1∑
i=1

Vi) ∩ Vk = {0}.

Lo cual contradice vk ̸= 0. Entonces se tiene (b).

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. Un operador p ∈
Homk(V,V) se llama una proyección, si se cumple que p2 = p.

Definición 130.
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Sea p ∈ Homk(V,V) una proyección

1. V = N (p)⊕ Im(p).

2. I − p es también una proyección y además

N (p) = Im(I − p) ∧ Im(p) = N (I − p).

3. Sí B1 es una base para Im(p) y B2 es una base para N (p). Sea
B = (B1,B2) como en el teorema (128). Entonces

B(p)B =




1 0
. . .

1
0

. . .
0 0




Teorema 131.

DEMOSTRACIÓN.

1. (a) Sea v ∈ N (p)∩ Im(p). Entonces existe v′ ∈ V tal que pv′ = v. Además
Pv = 0. Entonces

0 = pv = p(pv′) = p2v′ = pv′ = v ⇒ N (p) ∩ Im(p) = {0}.

(b) Sea v ∈ V cualquiera. Entonces

p(v − pv) = pv − p2v = pv − pv = 0 ⇒ v − pv ∈ N (p)

y además

v = (v − pv) + pv ∈ N (p) + Im(p).

2. (I − p)2 = I2 − Ip− pI + p2 = I − p.
Sea v ∈ Im(p). Entonces v = pv′ para algún v′ ∈ V , entonces

pv = p(pv′) = p2v′ = pv′ = v.

Luego

v ∈ N (p) ⇔ pv = 0 ⇔ (I − p)v = v ⇔ v ∈ Im(I − p).

3. Ejercicio.

5.0.2 Observación. Si p ∈ Homk(V,V) es una proyección, entonces p es una
preyección de V sobre Im(p). Pero p no queda completamente determinado (de
manera única) con la información sobre Im(p). Es necesario conocer también N (p).

5.0.3 Ejemplo. Sea V = ⟨v1, v2⟩, dimkV = 2. Definamos

p1v1 = v1 p2v1 = v1
p1v2 = 0 p2v2 = v1

Es claro que

Capítulo 5. Sumas Directas
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p2i = pi i = 1, 2 Im(pi) = ⟨v1⟩
N (p1) = ⟨v2⟩; N (p2) = ⟨v1 − v2⟩.

1. Sea V =

m⊕
i=1

Vi. Definamos pi así: pi(
m∑
j=1

vj) = vi para vj ∈ Vj .

Entonces p1, ..., pm son proyecciones y además

m∑
i=1

pi = I y pipj = δijpi.

2. Sean p1, ..., pm proyecciones de V con

m∑
i=1

pi = I y pipj = δijpi.

Entonces V =
m⊕
i=1

Im(pi).

Teorema 132.

DEMOSTRACIÓN.

1. Es fácil demostrar que cada pi esta bien definida y que es una proyección.
Sea i ̸= j. Entonces

(pipj)(
m∑
k=1

vk) = pi(pj(
m∑
k=1

vk)) = pivj = 0

Es decir pipj = 0. Además

(
m∑
i=1

pi)(

m∑
k=1

vk) =
∑
i,k

pivk =

m∑
i=1

pivi =

m∑
i=1

vi.

Entonces
m∑
i=1

pi = I .

2. (a) Sea v ∈ V . Entonces v = Iv = (

m∑
i=1

pi)v =
m∑
i=1

piv ∈
m∑
i=1

Im(pi),

entonces V =

m∑
i=1

Im(pi).

(b) Sea 0 =
m∑
i=1

pivi con vi ∈ V . Tenemos que demostrar que pivi = 0 para

todo i. Sea j ̸= i, entonces

0 = pj0 = pj(
m∑
i=1

pivi) = p2jvj = pjvj .

5.0.4 Observación. Sea A,B ∈ Homk(V,V) con AB = BA. Entonces
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B(N (A)) ⊆ N (A) ∧ B(Im(A)) ⊆ Im(A).

DEMOSTRACIÓN.Sea v ∈ N (A), entonces

A(Bv) = (AB)v = (BA)v = B(Bv) = B0 = 0 ⇒ Bv ∈ N (A).

Sea ahora v ∈ Im(A) ⇒ v = Av′ para algún v′ ∈ V . Entonces

Bv = BAv′ = ABv′ ∈ Im(A).

Teorema 133 (Teorema de Maschke).

Sea V un espacio vectorial sobre un cuerpo K. dimkV < ∞. Sea G ⊆ 
Homk(V, V), |G| < ∞, G con respecto a la multiplicación de Homk(V, V) 
sea un grupo.
Sea Char(K) = 0 o Char(K) = p con p ∤ |G|. Sea U un subespacio de V G-
invariante i.e g(U) ⊆ U ∀g ∈ G. Entonces U admite un complemento en V 
que también es G-invariante.

DEMOSTRACIÓN. Hemos demostrado en el capítulo 2 que U tiene un comple-
mento U ′ en V , i.e

V = U + U ′ ; U ∩ U ′ = {0}.

Definamos p : V → V así: pv = u si v = u + u′ con u ∈ U , u′ ∈ U ′. Claramente p
es una proyección.
Definamos ahora Q ∈ Homk(V,V) así:

Q =
1

|G|
∑
g∈G

g−1pg.

1. Si u ∈ U , entonces Qu = u:
Sea u ∈ U . Entonces gu ∈ U , ya que U es G-invariante. Entonces
(g−1pg)u = g−1gu = u y se tiene que

Q(u) =
1

|G|
∑
g∈G

u =
1

|G|
|G|u = u.

2. Si v ∈ V , entonces Qv ∈ U :

(g−1pg)v = g−1 (pgv)� �� �
∈U� �� �

∈U

∈ U ⇒ Qv ∈ U .

3. Q2 = Q y además Im(Q) = U :
Sea v ∈ V . Entonces Qv ∈ U y Q(Qv) = Qv ⇒ Q2 = Q.

4. Del teorema (131) se tiene que
V = N (Q) + Im(Q) = N (Q) + U = U +N (Q).

Capítulo 5. Sumas Directas
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Demostremos que N (Q) es G-invariante. note que

g′Q =
1

|G|
∑
g∈G

g′g−1pg

=
1

|G|
∑
g∈G

(g′g−1)p(gg
′−1)g′

=
1

|G|
∑
g∈G

(g′g−1)p(g′g−1)−1g′

=
1

|G|
∑
h∈G

(hph−1)g′

= Qg′ ∀g′ ∈ G

La conclusión se sigue de la observación (5.0.4). En efecto

∀g ∈ G g(N (Q) ⊆ N (Q)

Luego N (Q) es G- invariante.

Nota: La función G ∋ g → gg−1 ∈ G es una biyección.

5.0.5 Ejemplo. La condición en el teorema (133) Char(K) ∤ |G| es necesaria:
Sea K = Z/pZ el cuerpo con p-elementos. Sea V = ⟨v1, v2⟩ i.e dimkV = 2.
Definamos A ∈ Homk(V,V) así:

Av1 = v1
Av2 = v1 + v2

Entonces

Aj(v1) = v1
Aj(v2) = jv1 + v2

entonces Ap = I y G := ⟨A⟩ es un grupo de orden p. Por ejemplo

A2(v2) = A(Av2)

= A(v1 + v2)

= Av1 +Av2

= v1 + v1 + v2

= 2v1 + v2

Sea U := ⟨v1⟩. Claramente U es G-invariante.
Supongamos que W es un complemento para U , que es G-invariante. Entonces W = 
⟨w⟩ y Aw = aw para algún a ∈ K. Sea w = xv1 + yv2, entonces

Aw = xAv1 + yAv2

= xv1 + yv1 + yv2

= axv1 + ayv2

Entonces ax = x+ y ∧ ay = y ⇒ a = 1; y = 0.
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