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Prefacio

El objetivo principal de este libro es describir los resultados de investi-
gación de los autores en el estudio de los polinomios generalizados tipo 
Apostol Frobenius-Euler de nivel m, buscando una exposición clara con 
todos los detalles posibles en las demostraciones de los teoremas pro-
puestos como nuevos resultados.

La familia clásica de polinomios Frobenius-Euler ha sido objeto de 
estudio desde su aparición; algunas generalizaciones han sido plantea-
das, pero son las extensiones tipo Apostol a las que se les ha mostrado 
más interés. Por otra parte, las matrices tipo Pascal han tenido un de-
sarrollo en teoría de número, enfoque que condujo al planteamiento de 
sus generalizaciones y aplicaciones.

En la presente exposición se da una visión panorámica de algunas clases 
de extensiones tipo Apostol conocidas y de algunas generalizaciones de 
matrices tipo Pascal. Una orientación, de algunos métodos clásicos en 
las investigaciones propias de estos temas son presentados para llegar 
así al planteamiento de una nueva familia de polinomios generalizados 
tipo Apostol Frobenius-Euler de nivel m y una nueva familia de ma-
trices polimoniales tipo Pascal, definida en el contexto de esta familia 
de polinomios. Los problemas de factorización con otro tipo de matri-
ces de estructura similar, propiedades e inversa de la misma matriz son 
desarrolladas.

Los autores expresan su más sincero agradecimiento a la Universidad 
del Atlántico por su constante ayuda, lo que hizo posible la realización 
de este libro.

Los autores
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2.3 Polinomios tipo Apostol generalizados

En esta sección se estudiarán los polinomios conocidos como polinomios tipo Apostol
generalizados, los cuales son de gran utilidad en la propuesta de investigación que se
presenta en el capítulo 3.

Definición 2.4

Los polinomios tipo Apostol generalizados F (α)
n (x;λ;u,v) con n ∈N0, λ,α,u,v ∈C de

orden α se definen a través de la siguiente función generatriz, (cf. [10])
(

2uzv

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

F (α)
n (x;λ;u,v)

zn

n!
; (|z|< | log(−λ)|), (2.10)

donde

F (α)
n (λ;u,v) =: F (α)

n (0;λ;u,v), (2.11)

denotan los también llamados números tipo Apostol de orden α.

El siguiente teorema muestra relaciones análogas a las relaciones de las familias de poli-
nomios estudiadas anteriormente.

Teorema 2.4

Para λ,u,v ∈ C; m,n ∈ N, si να = 1 y si ν = 1 o α = 1 los polinomios tipo Apostol
cumplen con las siguientes relaciones respectivamente

F (α)
n (x;λ;u,ν) =

n

∑
m=0

(
n
m

)
2(u−1)αGn−m(λ)E

(α−1)
m (x;λ),

F (α)
n (x;λ;u,ν) =

n

∑
m=0

(
n
m

)
2(u−1)αGn−m(λ)G

(α−1)
m (x;λ).

Para detalles de la demostración del Teorema 2.4, (ver [16]).

2.4 Polinomios tipo Apostol generalizados Q [m−1,α]
n (x;b,c;λ;u,v)

La unificación de las familias estudiadas en 2.3 y 2.4 producen la familia de polinomios
tipo Apostol generalizados Q [m−1,α]

n (x;b,c;λ,u,v) con λ,u,v ∈ C y b,c ∈ R+ que fueron es-
tudiadas en [10], en esta sección se analizarán algunas de sus propiedades.
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3 Nueva familia de polinomios
generalizados tipo Apostol
Frobenius-Euler de nivel m

En este capítulo se toma como base las familias de polinomios estudiadas en el capítu-
lo anterior, se define una nueva extensión de los polinomios generalizados tipo Apostol
Frobenius–Euler H [m−1,α]

n (x;c,a;λ;u). Se demuestran algunas propiedades algebraicas y
diferenciales de estos nuevos polinomios así como también fórmulas de conexión con
otros polinomios y números. Además, se introduce una generalización de la matriz poli-
nomial de Apostol Frobenius–Euler y algunas de sus propiedades. Por último, se mostra-
rán algunos ejemplos.

3.1 Nueva familia de polinomios H [m−1,α]
n (x;c,a;λ;u)–algunas propiedades

Definición 3.1

Para parámetros α,λ,u ∈ C y a,c ∈ R+, la nueva familia de polinomios tipo Apostol
Frobenius-Euler generalizados de orden α y nivel m en variable x, denotada como
H [m−1,α]

n (x;c,a;λ;u) se define por la siguiente función generatriz:




m−1

∑
h=0

(z lna)h

h!
−um

λcz −um




α

cxz =
∞

∑
n=0

H [m−1,α]
n (x;c,a;λ;u)

zn

n!
,

donde |z|<
∣∣∣∣
ln(um)

ln(c)
− ln(λ)

ln(c)

∣∣∣∣.

Para x = 0 se obtienen los números tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados con
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Introducción

El estudio de los polinomios tipo Apostol comenzó en 1951 y fue gracias a T. M. Apostol
[1] quien propuso un nuevo conjunto de polinomios Bn(x;λ), λ ∈ C, que resultan ser una
generalización de los números de Bernoulli. Estos nuevos polinomios están relacionados
con la función Zeta de Lerch φ(x,a,s) a través de la expresión

φ(x,a,−n) =−Bn+1(a,e2πxi)

n+1
, n ∈ N, (1)

donde Bn+1 son llamados polinomios de Apostol-Bernoulli.

Desde el trabajo de T.M Apostol [1], algunos matemáticos comenzaron la tarea de ge-
neralizar otros polinomios y números con estructuras análogas a los clásicos dados por
Bernoulli, entre ellos los introducidos por Euler y Genocchi. Estos polinomios y números
son de fundamental importancia en el cálculo de las diferencias finitas y tienen variadas
aplicaciones en otros campos como la Estadística, Teoría Combinatoria, Teoría de Núme-
ros, Geometría Diferencial, Topología Algebraica y Análisis Numérico. Por ello, han sido
ampliamente estudiados como se registra en [2, 18, 19, 20, 24].

En 2012 Tremblay et al. [34], introducen dos clases de polinomios, los de Apostol-Euler ge-
neralizados E [m−1,α]

n (x;b,c;λ) de nivel m y Apostol-Genocchi generalizados G [m−1,α]
n (x;b,c;λ)

de nivel m, donde m ∈ N, α,λ ∈ C y b,c ∈ R+, con las siguientes formas:



2m

λbz +
m−1
∑

l=0

(z logb)l

l!




α

cxz =
∞

∑
n=0

E [m−1,α]
n (x;b,c;λ)

zn

n!
, |z logb|< | log(−λ)|. (2)




(2z)m

λbz +
m−1
∑

l=0

(z logb)l

l!




α

cxz =
∞

∑
n=0

G [m−1,α]
n (x;b,c;λ)

zn

n!
, |z logb|< | log(−λ)|. (3)

En 2015 en el trabajo ”About Extensions of Generalized Apostol-type polynomials” [10] se
propone una nueva familia de polinomios tipo Apostol generalizado, que resulta ser una

 que resultan ser una generalización de los números de 
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En 2015 en el trabajo “About Extensions of Generalized Apostol-type 
polynomials” [10] se propone una nueva familia de polinomios tipo 
Apostol generalizado, que resulta ser una generalización de todas las 
familias de polinomios tipo Apostol conocidas hasta la fecha. Para pa-
rámetros 

generalización de todas las familias de polinomios tipo Apostol conocidas hasta la fecha.
Para parámetros α,λ,u,v ∈ C con b,c ∈ R+, la nueva clase de polinomios tipo Apostol ge-
neralizados Q [m−1,α]

n (x;b,c;λ;u,v) de orden α es dada por la siguiente función generatriz:




(2uzv)m

λbz +
m−1
∑

l=0

(z logb)l

l!




α

cxz =
∞

∑
n=0

Q [m−1,α]
n (x;b,c;λ;u,v)

zn

n!
, (4)

donde |z|< 2π cuando λ= 1, |z|< π cuando λ=−1,
(∣∣∣∣z log

(
b
a

)∣∣∣∣
)
< | log(−λ)|, cuan-

do λ ∈ C−{−1,1}.

En el mencionado trabajo se dieron varios aportes como son: fórmulas de conexión entre
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Laguerre L(α)
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Por otra parte, J. Choi et al. (ver [5, p. 2, Ec. (1.4)]), en el 2012 introducen una generali-
zación de los polinomios de Euler clásicos estudiados en ( [11, p. 1, Ec. (1.2)]), llamados
polinomios de Frobenius-Euler Hn(x;u), donde u ∈ C, dados por la siguiente función ge-
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Recientemente, Kurt y Simsek estudian propiedades de los polinomios tipo Apostol Frobenius–
Euler generalizados que se definen mediante la siguiente función generatriz (ver [12]):

(
az −u

λbz −u

)α
cxz =

∞

∑
n=0

H(α)
n (x;a,b,c;λ;u)

zn

n!
, |z|<

∣∣∣∣∣
ln
( u

λ
)

ln(b)

∣∣∣∣∣ . (7)

Con base en los trabajos presentados en [4, 5, 11] y siguiendo las ideas dadas en [10], se
presenta una unificación de las familias de polinomios tipo Apostol Frobenius–Euler ge-
neralizados mediante la adición de nuevos parámetros. Entonces, se puede probar que
esta nueva clase de polinomios conservan algunas propiedades algebraicas y diferencia-
les similares a los polinomios tipo Apostol y como consecuencia, se recuperan algunas
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similares a los polinomios tipo Apostol y como consecuencia, se re-
cuperan algunas propiedades algebraicas y diferenciales conocidas de 
tales polinomios. Adicionalmente, como una aplicación introducimos 
un tipo de matriz asociada a esta nueva clase de polinomios en el marco 
de las matrices tipo Pascal.
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El trabajo está constituido por tres capítulos que se describen a 
continuación.

El capítulo 1 es de carácter introductorio. Contiene conceptos y resul-
tados generales acerca de series de Taylor, función generatriz, manipu-
lación de sumatorias, función Gamma, el símbolo de Pochhammer y se 
introducirán los números de Stirling. Además se mostrarán familias de 
polinomios Frobenius-Euler, polinomios de Genocchi, polinomios de 
Apostol-Euler y polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m que 
más adelante se utilizarán para abordar el problema de estudio.

En el capítulo 2 se introducen los polinomios tipo Apostol Frobenius-Eu-
ler generalizados y se hace un resumen de las distintas generalizaciones 
de dichas familias de polinomios, al igual que se explican algunos de 
los resultados más importantes de estos polinomios que serán de gran 
utilidad en el siguiente capítulo. Además, se mostrará la matriz polino-
mial de Bernoulli y sus respectivas propiedades.

El capítulo 3 es dedicado a introducir la nueva familia de polinomios 
generalizados tipo Apostol Frobenius-Euler de nivel m denotados 
por, 

propiedades algebraicas y diferenciales conocidas de tales polinomios. Adicionalmente,
como una aplicación introducimos un tipo de matriz asociada a esta nueva clase de poli-
nomios en el marco de las matrices tipo Pascal.
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utilizarán para abordar el problema de estudio.

En el capítulo 2, se introducen los polinomios tipo Apostol Frobenius–Euler generalizados
y se hace un resumen de las distintas generalizaciones de dichas familias de polinomios, al
igual que se explican algunos de los resultados más importantes de estos polinomios que
serán de gran utilidad en el siguiente capítulo. Además, se mostrará la matriz polinomial
de Bernoulli y sus respectivas propiedades.

El capítulo 3 es dedicado a introducir la nueva familia de polinomios generalizados tipo
Apostol Frobenius-Euler de nivel m denotados por, H [m−1,α]

n (x;c,a;λ;u), se establecen al-
gunas propiedades, incluida la fórmula de recurrencia y las ecuaciones diferenciales que
satisfacen. Además, se mostrarán fórmulas de conexión entre éstos y los polinomios de
Genocchi, los polinomios de Jacobi, los polinomios de Bernoulli generalizados B[m−1]

n (x)
de nivel m y los números de Stirling de segunda especie. También, se introduce la matriz
polinomial de los polinomios H [m−1,α]

n (x;c,a;λ;u) y se mostrarán algunas propiedades de
estas matrices. Finalmente, se presentan las conclusiones a las que se llegaron en esta
investigación.
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Capítulo 1

Familias de polinomios asociadas a su 
función generatriz y matrices tipo 
Pascal

Este capítulo trata sobre conceptos conocidos de funciones generatrices 
de algunas familias de polinomios, requeridos para poder trabajar ade-
cuadamente y dar una serie de resultados propuestos en los siguientes 
capítulos. Así como también, se darán conceptos y propiedades de las 
matrices tipo Pascal y otras matrices con estructura similar.

1.1	 Definiciones	y	resultados	básicos

En esta sección se revisan algunos conceptos y propiedades relativos a: 
función generatriz, función Gamma y números de Stirling de segunda 
clase.

Para 

1

1 Familias de polinomios asocia-
das a su función generatriz y
matrices tipo Pascal

Este capítulo trata sobre conceptos conocidos de funciones generatrices de algunas fa-
milias de polinomios, requeridos para poder trabajar adecuadamente y dar una serie de
resultados propuestos en los siguientes capítulos. Así como también, se darán conceptos
y propiedades de las matrices tipo Pascal y otras matrices con estructura similar.

1.1 Definiciones y resultados básicos

En esta sección se revisan algunos conceptos y propiedades relativos a: función genera-
triz, función Gamma y números de Stirling de segunda clase.

Para z,z0 ∈ C, R0 > 0 y f (z) una función analítica en un disco |z− z0| < R0, se define su
representación en serie de potencias llamada serie de Taylor por (ver [37])

f (z) =
∞

∑
n=0

an(z− z0)
n, |z− z0|< R0, (1.1)

donde an =
f (n)(z0)

n!
, para todo n ∈ N.

N Son de especial interés aquellas series de Taylor que nos expresan una función a
partir de su valor en el origen, esto es z0 = 0 y se conocen como serie de Maclaurin
de f (cf. [37])

f (z) =
f (n)(0)

n!
zn, |z|< R0. (1.2)
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Son de especial interés aquellas series de Taylor que nos expresan una 
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matrices tipo Pascal
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resultados propuestos en los siguientes capítulos. Así como también, se darán conceptos
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En esta sección se revisan algunos conceptos y propiedades relativos a: función genera-
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f (z) =
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n!
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 y se conocen 
como serie de Maclaurin de f (cf. [37])

 (1.2)

Sea 

2
1.1 Definiciones y resultados básicos

Sea f (z) una función de variable compleja infinitamente diferenciable en un entorno
z0 = 0, si la sucesión de números complejos {gn}n≥0 está determinada como la sucesión de
coeficientes de la serie de Maclaurin asociada a f (z), entonces la función f (z) es llamada
función generatriz de los números {gn}n≥0 y se denota por (cf. [17])

f (z) =
∞

∑
n=0

gnzn. (1.3)

Para z ∈ C, R(z) > 0 se define la función Gamma Γ(z) por la integral (ver [33, p. 14, Ec.
(1.7.1)])

Γ(z) =
∫ ∞

o
tz−1e−t dt. (1.4)

Dado z ∈ C y n ∈ N, el símbolo de Pochhammer se define por (ver [33]):

(z)n = z(z+1)(z+2) · · ·(z+n−1); (z)0 = 1. (1.5)

El símbolo de Pochhammer cumple las siguientes propiedades:

(1)n = n!,

(z)n =
Γ(z+n)

Γ(z)
.

Sean z ∈ C, q ∈ Z y p >−1 se define la derivada generalizada de orden q como (cf. [23]):

dq[x− z]p

[dx]q
=

Γ(p+1)xp−q

Γ(p−q+1)
. (1.6)

En particular, si z = 0 se tiene:

dqxp

(dx)q =
Γ(p+1)xp−q

Γ(p−q+1)
. (1.7)

Definición 1.1

Para n,k ∈ N, z ∈ C se definen los números de Stirling de segunda clase S(n,k) por
las siguientes funciones generatrices:

zn =
n

∑
k=0

S(n,k)z(z−1) . . .(z− k+1),

(ez +1) = k!
∞

∑
n=k

S(n,k)
zn

n!
,

(1− z)−1(1−2z)−1 . . .(1− kz)−1 =
∞

∑
n=k

S(n,k)zn−k, |z|< k−1.
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En particular, si z = 0 se tiene:

 (1.7)

Definición	1.1

Para n,k ∈ ℕ, z ∈ ℂ se definen los números de Stirling de segunda clase 
S(n,k) por las siguientes funciones generatrices:

PROPOSICIÓN 1.1.1 Para n,k ∈ ℕ0 los números de Stirling satisfacen 
la siguiente relación:

 (1.8)

Para ver detalles de la prueba (cf. [30]).

Tenemos ahora, que S(n,k) satisface la siguiente relación de recurren-
cia, (ver [8, p. 50]):
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 (1.9)

Para números enteros n,k con n ≥ k ≥ 0, los números de Stirling de 
primer tipo s(n,k) y de segundo tipo S(n,k) se pueden definir como los 
coeficientes de la siguiente expansión, (ver [8, p. 50])

y

 (1.10)

Además, [x]n es el símbolo de Pochhammer dado en (1.5).

Se mostrarán a continuación algunas propiedades relativas a: series, 
sumas finitas y combinatorio; que se tendrán en cuenta a lo largo de 
este trabajo, las demostraciones serán obviadas.

Para j,k,l,m,n ∈    ǀℕ0 se cumple:
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La propiedad (1.11) es llamada producto de series de Cauchy, para deta-
lles, ver [7]. La demostración de (1.12) y (1.13) son inmediatas y para la 
demostración de las propiedades (1.14), (1.15), (1.16), (1.17), ver [26].

Definición	1.2

Sea 

4
1.2 Polinomios y Números de Bernoulli, Euler y Genocchi clásicos

La propiedad (1.11) es llamada producto de series de Cauchy, para detalles, (ver [7]). La
demostración de (1.12) y (1.13) son inmediatas y para la demostración de las propiedades
(1.14), (1.15), (1.16), (1.17), (ver [26]).

Definición 1.2

Sea {Rn(x)}n�0 una sucesión de polinomios de grado n en P(C), se dice que
{Rn(x)}n�0 es una sucesión de polinomios de Appell si Rn(x) es generado por la
siguiente función generatriz, (cf. [31]):

A(z)exz =
∞

∑
n=0

Rn(x)
n!

zn, (1.18)

donde

A(z) =
∞

∑
k=0

Rk

k!
zk; A(0) �= 0. (1.19)

N Dadas las características de los polinomios que se estudiarán en los siguientes
apartados, se puede establecer que ellos satisfacen las condiciones de la Defini-
ción 1.2.

1.2 Polinomios y Números de Bernoulli, Euler y Genocchi clásicos

Se presentan a continuación conceptos conocidos sobre las familias de polinomios y nú-
meros de Bernoulli, Euler y Genocchi, algunas de sus propiedades fundamentales son
dadas. Información sobre estas familias de polinomios pueden ser encontradas en [11, 18,
20].

Definición 1.3

Para n ∈ N0, los polinomios de Bernoulli Bn(x) de grado n y variable x se obtienen
como los coeficientes de la siguiente función generatriz:

zezx

ez −1
=

∞

∑
n=0

Bn(x)zn

n!
, |z|< 2π. (1.20)

Los números de Bernoulli Bn se definen como los coeficientes de la siguiente función
generatriz:

z
ez −1

=
∞

∑
n=0

Bn zn

n!
, |z|< 2π. (1.21)
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 es generado por la siguiente función generatriz, (cf. [31]):

 (1.18)

donde:

 (1.19)

Dadas las características de los polinomios que se estudiarán en los 
siguientes apartados, se puede establecer que ellos satisfacen las condi-
ciones de la Definición 1.2.

1.2	 Polinomios	y	Números	de	Bernoulli,	Euler	y	Genocchi	
clásicos

Se presentan a continuación conceptos conocidos sobre las familias de 
polinomios y números de Bernoulli, Euler y Genocchi, algunas de sus 
propiedades fundamentales son dadas. Información sobre estas familias 
de polinomios pueden ser encontradas en [11, 18, 20].
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Definición	1.3

Para n ∈ ℕ0, los polinomios de Bernoulli Bn(x) de grado n y variable 
x se obtienen como los coeficientes de la siguiente función generatriz:

 (1.20)

Los números de Bernoulli Bn se definen como los coeficientes de la si-
guiente función generatriz:

 (1.21)

Definición	1.4

Los polinomios de Euler En(x) de grado n y variable x son definidos por

 (1.22)

Los números de Euler En se definen por

 (1.23)

Definición	1.5

Para n ∈ ℕ0, los polinomios de Genocchi Gn(x) de grado n y variable x 
se obtienen mediante la siguiente función generatriz:

 (1.24)
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Los números de Genocchi Gn se definen como los coeficientes de la 
siguiente función generatriz:

 (1.25)

PROPOSICIÓN 1.2.1 Para m,k ∈ ℕ los polinomios de Genocchi Gn(x) 
verifican la siguiente relación:

 (1.26)

Para la demostración del resultado anterior, (ver [18]).

Los números de Genocchi de índice par, están en relación directa con 
los polinomios de Bernoulli mediante la siguiente expresión:

 (1.27)

En virtud de las funciones generatrices dadas en las Definiciones 1.3, 
1.4 y 1.5 se presentan ejemplos de los polinomios considerados.

Ejemplo 1.1

Para , los primeros polinomios de Bernoulli son:
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Para  los primeros números de Bernoulli son:

Ejemplo	1.2

Para  los primeros polinomios de Euler son:

Para  los primeros números de Euler son:

Ejemplo	1.3

Para  los primeros polinomios de Genocchi son:
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Para  los primeros números de Genocchi son:

1.3	 Polinomios	y	números	generalizados	de	Bernoulli,	Euler	
y	Genocchi

La siguiente definición proporciona una generalización de los polino-
mios considerados en la sección anterior. Para mayor información sobre 
estas familias de polinomios, (ver [11, 30]).

Definición	1.6

Dado  real o complejo,  los polinomios de Bernoulli genera-
lizados  Euler generalizados  y Genocchi generalizados 

 de orden  se definen por las siguientes funciones generatrices:

 (1.28)

 (1.29)
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 (1.30)

Para α = 1 se tiene: 

8
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N Para α = 1 se tiene: B(1)
n (x) = Bn(x), E(1)

n (x) = En(x) y G(1)
n (x) = Gn(x).

N De (1.28), se tiene que, (cf. [40])

B(α+β)
n (x+ y) =

n

∑
k=0

(
n
k

)
B(α)

k (x)B(β)
n−k(y). (1.31)

También, se puede obtener de (1.28)

B(0)
n (x) = xn. (1.32)

Si β = 0 en (1.31) y se intercambia x e y, se concluye que:

B(α)
n (x+ y) =

n

∑
k=0

(
n
k

)
B(α)

k (y)xn−k. (1.33)

Particularmente se obtiene:

Bn(x+ y) =
n

∑
k=0

(
n
k

)
Bk(y)xn−k. (1.34)

Bn(x) =
n

∑
k=0

(
n
k

)
Bkxn−k. (1.35)

N En la Definición 1.6, si x = 0 se obtienen los números asociados a cada función ge-
neratriz, es decir, los números generalizados de Bernoulli, números generalizados
de Euler y números generalizados de Genocchi, respectivamente.

A partir de la Definición 1.6 y la nota anterior, se presentan los siguientes ejemplos.

De (1.28), se tiene que, (cf. [40])

B   Bk
(α)

k(y). (1.31)

También, se puede obtener de (1.28)

B . (1.32)

Si β = 0 en (1.31) y se intercambia x e y, se concluye que:

B  Bk
(α)(y)xn−k. (1.33)

Particularmente se obtiene:

 (1.34)

Bn  Bkx
n−k. (1.35)

En la Definición 1.6, si x =0 se obtienen los números asociados a cada 
función generatriz, es decir, los números generalizados de Bernoulli, 
números generalizados de Euler y números generalizados de Genocchi, 
respectivamente.

A partir de la Definición 1.6 y la nota anterior, se presentan los siguien-
tes ejemplos.

Ejemplo	1.4

Los primeros polinomios,  son:



Alejandro Urieles - María José Ortega - William Ramírez

Familias de polinomios asociadas a su función generatriz y matrices tipo Pascal

23

Para  se muestran algunos números, 

Ejemplo	1.5

Los primeros polinomios, 

9
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1.4

Los primeros polinomios, B(α)
n (x) con n ≤ 2 son:

B(α)
0 (x) = 1,

B(α)
1 (x) = x− α

2
,

B(α)
2 (x) = x2 −αx+

α2

4
− α

12
.

Para x = 0 se muestran algunos números, B(α)
n (0) con n ≤ 3.

B(α)
0 (0) = 1,

B(α)
1 (0) = −α

2
,

B(α)
2 (0) =

α2

4
− α

12
,

B(α)
3 (0) = −α3

8
+

α2

8
.

1.5

Los primeros polinomios, E(α)
n (x) con n ≤ 2 son:

E(α)
0 (x) = 1,

E(α)
1 (x) = x− α

2
,

E(α)
2 (x) = x2 −αx− α

4
+

α2

4
.

Para x = 0 se muestra una lista de números, E(α)
n (0) con n ≤ 3.

E(α)
0 (0) = 1,

E(α)
1 (0) = −α

2
,

E(α)
2 (0) =

α2

4
− α

4
,

E(α)
3 (0) = −α3

8
+

3α2

8
.

 son:

Para  se muestra una lista de números, 
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1.4	 Polinomios	de	Apostol-Bernoulli,	Apostol-Euler	y	
Apostol-Genocchi

En la siguiente definición se estudian los conjuntos de polinomios: 
Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi. Con base en 
esta definición, algunos ejemplos son dados, (ver [20]).

Definición	1.7

Los polinomios de Apostol-Bernoulli 
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1.4 Polinomios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi

En la siguiente definición se estudian los conjuntos de polinomios: Apostol-Bernoulli,
Apostol-Euler y Apostol-Genocchi. Con base en esta definición, algunos ejemplos son
dados, (ver [20]).

Definición 1.7

Los polinomios de Apostol-Bernoulli Bn(x;λ), Apostol-Euler En(x;λ) y Apostol-
Genocchi Gn(x;λ) de grado n y parámetro λ ∈ C se obtienen por las siguientes fun-
ciones generatrices:

zexz

λez −1
=

∞

∑
n=0

Bn(x;λ)
zn

n!
, (1.36)

|z|< 2π cuando λ = 1; |z|< | log(λ)| cuando λ �= 1.

2exz

λez +1
=

∞

∑
n=0

En(x;λ)
zn

n!
, (1.37)

|z|< π cuando λ = 1; |z|< | log(λ)| cuando λ �= 1.

2zexz

λez +1
=

∞

∑
n=0

Gn(x;λ)
zn

n!
, (1.38)

|z|< π cuando λ = 1; |z|< | log(λ)| cuando λ �= 1.

PROPOSICIÓN 1.4.1 Para λ ∈ C, los polinomios de Apostol-Euler En(x;λ) verifican la siguiente
propiedad:

xn =
1
2

[
λ

n

∑
k=0

(
n
k

)
Ek(x;λ)+En(x;λ)

]
. (1.39)

Detalles de la prueba se encuentran en [20].

 Apostol-Euler 
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1.4 Polinomios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi

En la siguiente definición se estudian los conjuntos de polinomios: Apostol-Bernoulli,
Apostol-Euler y Apostol-Genocchi. Con base en esta definición, algunos ejemplos son
dados, (ver [20]).

Definición 1.7

Los polinomios de Apostol-Bernoulli Bn(x;λ), Apostol-Euler En(x;λ) y Apostol-
Genocchi Gn(x;λ) de grado n y parámetro λ ∈ C se obtienen por las siguientes fun-
ciones generatrices:

zexz

λez −1
=

∞

∑
n=0

Bn(x;λ)
zn

n!
, (1.36)

|z|< 2π cuando λ = 1; |z|< | log(λ)| cuando λ �= 1.

2exz

λez +1
=

∞

∑
n=0

En(x;λ)
zn

n!
, (1.37)

|z|< π cuando λ = 1; |z|< | log(λ)| cuando λ �= 1.

2zexz

λez +1
=

∞

∑
n=0

Gn(x;λ)
zn

n!
, (1.38)

|z|< π cuando λ = 1; |z|< | log(λ)| cuando λ �= 1.

PROPOSICIÓN 1.4.1 Para λ ∈ C, los polinomios de Apostol-Euler En(x;λ) verifican la siguiente
propiedad:

xn =
1
2

[
λ

n

∑
k=0

(
n
k

)
Ek(x;λ)+En(x;λ)

]
. (1.39)

Detalles de la prueba se encuentran en [20].

 
y Apostol-Genocchi 
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1.4 Polinomios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi

En la siguiente definición se estudian los conjuntos de polinomios: Apostol-Bernoulli,
Apostol-Euler y Apostol-Genocchi. Con base en esta definición, algunos ejemplos son
dados, (ver [20]).

Definición 1.7

Los polinomios de Apostol-Bernoulli Bn(x;λ), Apostol-Euler En(x;λ) y Apostol-
Genocchi Gn(x;λ) de grado n y parámetro λ ∈ C se obtienen por las siguientes fun-
ciones generatrices:

zexz

λez −1
=

∞

∑
n=0

Bn(x;λ)
zn

n!
, (1.36)

|z|< 2π cuando λ = 1; |z|< | log(λ)| cuando λ �= 1.

2exz

λez +1
=

∞

∑
n=0

En(x;λ)
zn

n!
, (1.37)

|z|< π cuando λ = 1; |z|< | log(λ)| cuando λ �= 1.

2zexz

λez +1
=

∞

∑
n=0

Gn(x;λ)
zn

n!
, (1.38)

|z|< π cuando λ = 1; |z|< | log(λ)| cuando λ �= 1.

PROPOSICIÓN 1.4.1 Para λ ∈ C, los polinomios de Apostol-Euler En(x;λ) verifican la siguiente
propiedad:

xn =
1
2

[
λ

n

∑
k=0

(
n
k

)
Ek(x;λ)+En(x;λ)

]
. (1.39)

Detalles de la prueba se encuentran en [20].

 de grado n y parámetro λ ∈ ℂ se obtienen 
por las siguientes funciones generatrices:

 (1.36)

 (1.37)

 (1.38)

PROPOSICIÓN 1.4.1 Para λ ∈ ℂ, los polinomios de Apostol-Euler  
verifican la siguiente propiedad:

 xn  . (1.39)

Detalles de la prueba se encuentran en [20].
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Ejemplo	1.6

Para  los polinomios de Aportol Bernoulli son:

Ejemplo	1.7

Para  los polinomios de Apostol-Euler son:

1.5	 Polinomios	generalizados	de	Apostol-Bernoulli,	Apostol-
Euler	y	Apostol-Genocchi

Una generalización conocida de los polinomios introducidos en la De-
finicón 1.7 se estudian a continuación, (cf. [19]).
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Definición	1.8

Para 
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1.6

Para λ ∈ C, n = 0,1,2,3, los polinomios de Apostol Bernoulli son:

B0(x;λ) = 0,

B1(x;λ) =
1

λ−1
,

B2(x;λ) =
2x(λ−1)−2λ

(λ−1)2 ,

B3(x;λ) =
3λ2 +3λ−6xλ2 +6xλ+3x2λ2 −6x2λ+3x2

(λ−1)3 .

1.7

Para λ ∈ C, n = 0,1,2,3, los polinomios de Apostol-Euler son:

E0(x;λ) =

(
2

λ+1

)
,

E1(x;λ) =

(
2

λ+1

)
(xλ+ x−λ)

λ+1
,

E2(x;λ) =

(
2

λ+1

)
(x2λ2 +2x2λ+ x2 −2xλ2 −2xλ−λ+λ2)

(λ+1)2 ,

E3(x;λ) =
1

(λ+1)3

(
2

λ+1

)
(x3λ3 +3x3λ2 +3x3λ+ x3 −3x2λ3 −6x2λ2

−3x2λ−3xλ2 +3xλ3 −3xλ+3xλ2 +λ2 −λ−3λ2 −λ3).

1.5 Polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y
Apostol-Genocchi

Una generalización conocida de los polinomios introducidos en la Definicón 1.7 se estu-
dian a continuación, (cf. [19]).

Definición 1.8

Para λ,α ∈ C y x real, los polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli B(α)
n (x;λ),

generalizados de Apostol-Euler E
(α)
n (x;λ) y generalizados de Apostol-Genocchi

 real, los polinomios generalizados de Apostol-Ber-
noulli 
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1.6

Para λ ∈ C, n = 0,1,2,3, los polinomios de Apostol Bernoulli son:

B0(x;λ) = 0,

B1(x;λ) =
1

λ−1
,

B2(x;λ) =
2x(λ−1)−2λ

(λ−1)2 ,

B3(x;λ) =
3λ2 +3λ−6xλ2 +6xλ+3x2λ2 −6x2λ+3x2

(λ−1)3 .

1.7

Para λ ∈ C, n = 0,1,2,3, los polinomios de Apostol-Euler son:

E0(x;λ) =

(
2

λ+1

)
,

E1(x;λ) =

(
2

λ+1

)
(xλ+ x−λ)

λ+1
,

E2(x;λ) =

(
2

λ+1

)
(x2λ2 +2x2λ+ x2 −2xλ2 −2xλ−λ+λ2)

(λ+1)2 ,

E3(x;λ) =
1

(λ+1)3

(
2

λ+1

)
(x3λ3 +3x3λ2 +3x3λ+ x3 −3x2λ3 −6x2λ2

−3x2λ−3xλ2 +3xλ3 −3xλ+3xλ2 +λ2 −λ−3λ2 −λ3).

1.5 Polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y
Apostol-Genocchi

Una generalización conocida de los polinomios introducidos en la Definicón 1.7 se estu-
dian a continuación, (cf. [19]).

Definición 1.8

Para λ,α ∈ C y x real, los polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli B(α)
n (x;λ),

generalizados de Apostol-Euler E
(α)
n (x;λ) y generalizados de Apostol-Genocchi

 generalizados de Apostol-Euler 
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1.6

Para λ ∈ C, n = 0,1,2,3, los polinomios de Apostol Bernoulli son:

B0(x;λ) = 0,

B1(x;λ) =
1

λ−1
,

B2(x;λ) =
2x(λ−1)−2λ

(λ−1)2 ,

B3(x;λ) =
3λ2 +3λ−6xλ2 +6xλ+3x2λ2 −6x2λ+3x2

(λ−1)3 .

1.7

Para λ ∈ C, n = 0,1,2,3, los polinomios de Apostol-Euler son:

E0(x;λ) =

(
2

λ+1

)
,

E1(x;λ) =

(
2

λ+1

)
(xλ+ x−λ)

λ+1
,

E2(x;λ) =

(
2

λ+1

)
(x2λ2 +2x2λ+ x2 −2xλ2 −2xλ−λ+λ2)

(λ+1)2 ,

E3(x;λ) =
1

(λ+1)3

(
2

λ+1

)
(x3λ3 +3x3λ2 +3x3λ+ x3 −3x2λ3 −6x2λ2

−3x2λ−3xλ2 +3xλ3 −3xλ+3xλ2 +λ2 −λ−3λ2 −λ3).

1.5 Polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y
Apostol-Genocchi

Una generalización conocida de los polinomios introducidos en la Definicón 1.7 se estu-
dian a continuación, (cf. [19]).

Definición 1.8

Para λ,α ∈ C y x real, los polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli B(α)
n (x;λ),

generalizados de Apostol-Euler E
(α)
n (x;λ) y generalizados de Apostol-Genocchi y generali-

zados de Apostol-Genocchi.

 de orden  se establecen por las siguientes funciones 
generatrices:

 (1.40)

 (1.41)

 (1.42)

Para α = 1, 
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G
(α)
n (x;λ) de orden α se establecen por las siguientes funciones generatrices:

(
z

λez −1

)α
exz =

∞

∑
n=0

B
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(λ)|. (1.40)

(
2

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

E
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(−λ)|. (1.41)

(
2z

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

G
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(−λ)|. (1.42)

N Para α = 1, Bn(x;λ) =B
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Bernoulli

generalizados B(α)
n (x) =B

(α)
n (x;1).

Para α = 1, En(x;λ) = E
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Euler ge-

neralizados E(α)
n (x) = E

(α)
n (x;1).

Para α = 1, Gn(x;λ) =G
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Genocchi

generalizados G(α)
n (x) =G

(α)
n (x;1).

Se presentan a continuación algunas propiedades y fórmulas de conexión de los polino-
mios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi generalizados.

PROPOSICIÓN 1.5.1 Para α∈C, n,m∈N, x real, los polinomios (1.40), (1.41) y (1.42) satisfacen
las siguientes relaciones

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

B
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
B

(α)
n (x;λ)

n!
, (1.43)

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

E
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
E
(α)
n (x;λ)

n!
, (1.44)

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

G
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
G

(α)
n (x;λ)

n!
. (1.45)

Para ver detalles de la demostración de la Proposición 1.5.1, (ver [13]).

 los polinomios de 
Apostol-Bernoulli generalizados 
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G
(α)
n (x;λ) de orden α se establecen por las siguientes funciones generatrices:

(
z

λez −1

)α
exz =

∞

∑
n=0

B
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(λ)|. (1.40)

(
2

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

E
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(−λ)|. (1.41)

(
2z

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

G
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(−λ)|. (1.42)

N Para α = 1, Bn(x;λ) =B
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Bernoulli

generalizados B(α)
n (x) =B

(α)
n (x;1).

Para α = 1, En(x;λ) = E
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Euler ge-

neralizados E(α)
n (x) = E

(α)
n (x;1).

Para α = 1, Gn(x;λ) =G
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Genocchi

generalizados G(α)
n (x) =G

(α)
n (x;1).

Se presentan a continuación algunas propiedades y fórmulas de conexión de los polino-
mios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi generalizados.

PROPOSICIÓN 1.5.1 Para α∈C, n,m∈N, x real, los polinomios (1.40), (1.41) y (1.42) satisfacen
las siguientes relaciones

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

B
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
B

(α)
n (x;λ)

n!
, (1.43)

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

E
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
E
(α)
n (x;λ)

n!
, (1.44)

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

G
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
G

(α)
n (x;λ)

n!
. (1.45)

Para ver detalles de la demostración de la Proposición 1.5.1, (ver [13]).

Para α = 1, 

12
1.5 Polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y
Apostol-Genocchi

G
(α)
n (x;λ) de orden α se establecen por las siguientes funciones generatrices:

(
z

λez −1

)α
exz =

∞

∑
n=0

B
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(λ)|. (1.40)

(
2

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

E
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(−λ)|. (1.41)

(
2z

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

G
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(−λ)|. (1.42)

N Para α = 1, Bn(x;λ) =B
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Bernoulli

generalizados B(α)
n (x) =B

(α)
n (x;1).

Para α = 1, En(x;λ) = E
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Euler ge-

neralizados E(α)
n (x) = E

(α)
n (x;1).

Para α = 1, Gn(x;λ) =G
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Genocchi

generalizados G(α)
n (x) =G

(α)
n (x;1).

Se presentan a continuación algunas propiedades y fórmulas de conexión de los polino-
mios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi generalizados.

PROPOSICIÓN 1.5.1 Para α∈C, n,m∈N, x real, los polinomios (1.40), (1.41) y (1.42) satisfacen
las siguientes relaciones

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

B
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
B

(α)
n (x;λ)

n!
, (1.43)

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

E
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
E
(α)
n (x;λ)

n!
, (1.44)

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

G
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
G

(α)
n (x;λ)

n!
. (1.45)

Para ver detalles de la demostración de la Proposición 1.5.1, (ver [13]).

 los polinomios de Apos-
tol-Euler generalizados 
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1.5 Polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y
Apostol-Genocchi

G
(α)
n (x;λ) de orden α se establecen por las siguientes funciones generatrices:

(
z

λez −1

)α
exz =

∞

∑
n=0

B
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(λ)|. (1.40)

(
2

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

E
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(−λ)|. (1.41)

(
2z

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

G
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(−λ)|. (1.42)

N Para α = 1, Bn(x;λ) =B
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Bernoulli

generalizados B(α)
n (x) =B

(α)
n (x;1).

Para α = 1, En(x;λ) = E
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Euler ge-

neralizados E(α)
n (x) = E

(α)
n (x;1).

Para α = 1, Gn(x;λ) =G
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Genocchi

generalizados G(α)
n (x) =G

(α)
n (x;1).

Se presentan a continuación algunas propiedades y fórmulas de conexión de los polino-
mios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi generalizados.

PROPOSICIÓN 1.5.1 Para α∈C, n,m∈N, x real, los polinomios (1.40), (1.41) y (1.42) satisfacen
las siguientes relaciones

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

B
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
B

(α)
n (x;λ)

n!
, (1.43)

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

E
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
E
(α)
n (x;λ)

n!
, (1.44)

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

G
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
G

(α)
n (x;λ)

n!
. (1.45)

Para ver detalles de la demostración de la Proposición 1.5.1, (ver [13]).

Para α = 1, 
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Apostol-Genocchi

G
(α)
n (x;λ) de orden α se establecen por las siguientes funciones generatrices:

(
z

λez −1

)α
exz =

∞

∑
n=0

B
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(λ)|. (1.40)

(
2

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

E
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(−λ)|. (1.41)

(
2z

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

G
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(−λ)|. (1.42)

N Para α = 1, Bn(x;λ) =B
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Bernoulli

generalizados B(α)
n (x) =B

(α)
n (x;1).

Para α = 1, En(x;λ) = E
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Euler ge-

neralizados E(α)
n (x) = E

(α)
n (x;1).

Para α = 1, Gn(x;λ) =G
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Genocchi

generalizados G(α)
n (x) =G

(α)
n (x;1).

Se presentan a continuación algunas propiedades y fórmulas de conexión de los polino-
mios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi generalizados.

PROPOSICIÓN 1.5.1 Para α∈C, n,m∈N, x real, los polinomios (1.40), (1.41) y (1.42) satisfacen
las siguientes relaciones

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

B
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
B

(α)
n (x;λ)

n!
, (1.43)

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

E
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
E
(α)
n (x;λ)

n!
, (1.44)

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

G
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
G

(α)
n (x;λ)

n!
. (1.45)

Para ver detalles de la demostración de la Proposición 1.5.1, (ver [13]).

 los polinomios de Apos-
tol-Genocchi generalizados 
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Apostol-Genocchi

G
(α)
n (x;λ) de orden α se establecen por las siguientes funciones generatrices:

(
z

λez −1

)α
exz =

∞

∑
n=0

B
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(λ)|. (1.40)

(
2

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

E
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(−λ)|. (1.41)

(
2z

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

G
(α)
n (x;λ)

zn

n!
, |z|< | log(−λ)|. (1.42)

N Para α = 1, Bn(x;λ) =B
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Bernoulli

generalizados B(α)
n (x) =B

(α)
n (x;1).

Para α = 1, En(x;λ) = E
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Euler ge-

neralizados E(α)
n (x) = E

(α)
n (x;1).

Para α = 1, Gn(x;λ) =G
(1)
n (x;λ) y para λ = 1 los polinomios de Apostol-Genocchi

generalizados G(α)
n (x) =G

(α)
n (x;1).

Se presentan a continuación algunas propiedades y fórmulas de conexión de los polino-
mios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi generalizados.

PROPOSICIÓN 1.5.1 Para α∈C, n,m∈N, x real, los polinomios (1.40), (1.41) y (1.42) satisfacen
las siguientes relaciones

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

B
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
B

(α)
n (x;λ)

n!
, (1.43)

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

E
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
E
(α)
n (x;λ)

n!
, (1.44)

∞

∑
k1+···+km=k

m

∏
i=1

G
(α)
ki

(xi;λ)
ki!

=
G

(α)
n (x;λ)

n!
. (1.45)

Para ver detalles de la demostración de la Proposición 1.5.1, (ver [13]).

Se presentan a continuación algunas propiedades y fórmulas de cone-
xión de los polinomios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apos-
tol-Genocchi generalizados.
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PROPOSICIÓN 1.5.1 Para α ∈ ℂ, n, m ∈ ℕ, x real, los polinomios (1.40), 
(1.41) y (1.42) satisfacen las siguientes relaciones

 (1.43)

 (1.44)

 (1.45)

Para más detalles de la demostración de la Proposición 1.5.1, (ver [13])

Teorema 1.1

Detalles de la demostración del Teorema 1.1, se pueden consultar en 
[36].

PROPOSICIÓN 1.5.2 Para α, β, λ ∈ ℂ y n, m ∈ ℕ0 se tiene que los polino-
mios de Apostol-Bernoulli generalizados  están relacio-
nados con los polinomios de Apostol-Euler generalizados  y 
los polinomios de Bernoulli generalizados (x), están relacionados 
con los polinomios de Euler generalizados (x) respectivamente así:
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 (1.46)

 (1.47)

Más detalles en [36].

PROPOSICIÓN 1.5.3 Para β,λ ∈ ℂ y n,m, j ∈ ℕ0 las siguientes relaciones 
se cumplen

 (1.48)

 (1.49)

donde (n)j cumple (1.5).

Para detalles de la prueba, (cf. [36]).

PROPOSICIÓN 1.5.4 Dado α, λ ∈ ℂ y n, j ∈ ℕ0 se tienen las siguientes 
relaciones:

Más detalles en [31].
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PROPOSICIÓN 1.5.5 Para α ∈ ℂ y n, j ∈ ℕ0 los polinomios de Apos-
tol-Bernoulli generalizados y los polinomios de Bernoulli generaliza-
dos cumplen las siguientes relaciones respectivamente

Para más detalles, (ver [31]).

1.6	 Nuevos polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, 
Apostol-Euler	y	Apostol-Genocchi

En este apartado se estudiarán los nuevos polinomios generalizados de 
Apostol-Bernoulli, 
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1.6 Nuevos polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y
Apostol-Genocchi

Más detalles en [31].

PROPOSICIÓN 1.5.5 Para α ∈ C y n, j ∈ N0 los polinomios de Apostol-Bernoulli generalizados
y los polinomios de Bernoulli generalizados cumplen las siguientes relaciones respectivamente

xn =
n

∑
l=− j

n! j!
(l + j)!(n− l)!

S(l + j, j;λ)B( j)
n−l(x;λ),

xn =
n

∑
l=0

(
n
l

)(
l + j

j

)−1

S(l + j, j)B( j)
n−l(x).

Para más detalles, (ver [31]).

1.6 Nuevos polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y
Apostol-Genocchi

En este apartado se estudiarán los nuevos polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli,
B(α)

n (x;λ;a,b,c), nuevos polinomios generalizados de Apostol-Euler, E (α)
n (x;λ;a,b,c) y los

nuevos polinomios generalizados de Apostol-Genocchi, G (α)
n (x;λ;a,b,c), (ver [31]).

Definición 1.9

Sean a,b,c ∈ R+, a �= b y n ∈ N0; los nuevos polinomios generalizados de Apostol-
Bernoulli, B(α)

n (x;λ;a,b,c), generalizados de Apostol-Euler, E (α)
n (x;λ;a,b,c) y gene-

ralizados Apostol-Genocchi, G (α)
n (x;λ;a,b,c) de orden α ∈ C se definen por las si-

guientes funciones generatrices:
(

z
λbz −az

)α
cxz =

∞

∑
n=0

B(α)
n (x;λ;a,b,c)

zn

n!
, |z log

(
b
a

)
|< | log(λ)|. (1.50)

(
2

λbz +az

)α
cxz =

∞

∑
n=0

E (α)
n (x;λ;a,b,c)

zn

n!
, |z log

(
b
a

)
|< | log(−λ)|. (1.51)

(
2z

λbz +az

)α
cxz =

∞

∑
n=0

G (α)
n (x;λ;a,b,c)

zn

n!
, |z log

(
b
a

)
|< | log(−λ)|. (1.52)

En la siguiente proposición se establecen algunas relaciones entre los polinomios dados
en la Definición 1.9.

 nuevos polinomios generalizados 
de Apostol-Euler, 
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Apostol-Genocchi

Más detalles en [31].

PROPOSICIÓN 1.5.5 Para α ∈ C y n, j ∈ N0 los polinomios de Apostol-Bernoulli generalizados
y los polinomios de Bernoulli generalizados cumplen las siguientes relaciones respectivamente

xn =
n

∑
l=− j

n! j!
(l + j)!(n− l)!

S(l + j, j;λ)B( j)
n−l(x;λ),

xn =
n

∑
l=0

(
n
l

)(
l + j

j

)−1

S(l + j, j)B( j)
n−l(x).

Para más detalles, (ver [31]).

1.6 Nuevos polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y
Apostol-Genocchi

En este apartado se estudiarán los nuevos polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli,
B(α)

n (x;λ;a,b,c), nuevos polinomios generalizados de Apostol-Euler, E (α)
n (x;λ;a,b,c) y los

nuevos polinomios generalizados de Apostol-Genocchi, G (α)
n (x;λ;a,b,c), (ver [31]).

Definición 1.9

Sean a,b,c ∈ R+, a �= b y n ∈ N0; los nuevos polinomios generalizados de Apostol-
Bernoulli, B(α)

n (x;λ;a,b,c), generalizados de Apostol-Euler, E (α)
n (x;λ;a,b,c) y gene-

ralizados Apostol-Genocchi, G (α)
n (x;λ;a,b,c) de orden α ∈ C se definen por las si-

guientes funciones generatrices:
(

z
λbz −az

)α
cxz =

∞

∑
n=0

B(α)
n (x;λ;a,b,c)

zn

n!
, |z log

(
b
a

)
|< | log(λ)|. (1.50)

(
2

λbz +az

)α
cxz =

∞

∑
n=0

E (α)
n (x;λ;a,b,c)

zn

n!
, |z log

(
b
a

)
|< | log(−λ)|. (1.51)

(
2z

λbz +az

)α
cxz =

∞

∑
n=0

G (α)
n (x;λ;a,b,c)

zn

n!
, |z log

(
b
a

)
|< | log(−λ)|. (1.52)

En la siguiente proposición se establecen algunas relaciones entre los polinomios dados
en la Definición 1.9.

 y los nuevos polinomios generaliza-
dos de Apostol-Genocchi, 
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1.6 Nuevos polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y
Apostol-Genocchi

Más detalles en [31].

PROPOSICIÓN 1.5.5 Para α ∈ C y n, j ∈ N0 los polinomios de Apostol-Bernoulli generalizados
y los polinomios de Bernoulli generalizados cumplen las siguientes relaciones respectivamente

xn =
n

∑
l=− j

n! j!
(l + j)!(n− l)!

S(l + j, j;λ)B( j)
n−l(x;λ),

xn =
n

∑
l=0

(
n
l

)(
l + j

j

)−1

S(l + j, j)B( j)
n−l(x).

Para más detalles, (ver [31]).

1.6 Nuevos polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y
Apostol-Genocchi

En este apartado se estudiarán los nuevos polinomios generalizados de Apostol-Bernoulli,
B(α)

n (x;λ;a,b,c), nuevos polinomios generalizados de Apostol-Euler, E (α)
n (x;λ;a,b,c) y los

nuevos polinomios generalizados de Apostol-Genocchi, G (α)
n (x;λ;a,b,c), (ver [31]).

Definición 1.9

Sean a,b,c ∈ R+, a �= b y n ∈ N0; los nuevos polinomios generalizados de Apostol-
Bernoulli, B(α)

n (x;λ;a,b,c), generalizados de Apostol-Euler, E (α)
n (x;λ;a,b,c) y gene-

ralizados Apostol-Genocchi, G (α)
n (x;λ;a,b,c) de orden α ∈ C se definen por las si-

guientes funciones generatrices:
(

z
λbz −az

)α
cxz =

∞

∑
n=0

B(α)
n (x;λ;a,b,c)

zn

n!
, |z log

(
b
a

)
|< | log(λ)|. (1.50)

(
2

λbz +az

)α
cxz =

∞

∑
n=0

E (α)
n (x;λ;a,b,c)

zn

n!
, |z log

(
b
a

)
|< | log(−λ)|. (1.51)

(
2z

λbz +az

)α
cxz =

∞

∑
n=0

G (α)
n (x;λ;a,b,c)

zn

n!
, |z log

(
b
a

)
|< | log(−λ)|. (1.52)

En la siguiente proposición se establecen algunas relaciones entre los polinomios dados
en la Definición 1.9.

 (ver [31]).

Definición	1.9

Sean los nuevos polinomios generalizados 
de Apostol-Bernpulli,  generalizados de Apostol-Eu-
ler,  y generalizados Apostol-Genocchi,  de 
orden  se definen por las siguientes generatrices:

 (1.50)

 (1.51)



Una extensión. Nueva familia de polinomios generalizados 
tipo Apostol Frobenius-Euler. Algunas aplicaciones.

Universidad del Atlántico30

 (1.52)

En la siguiente proposición se establecen algunas relaciones entre los 
polinomios dados en la Definición 1.9.

PROPOSICIÓN 1.6.1 Sea a,b,c ∈ 
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PROPOSICIÓN 1.6.1 Sea a,b,c ∈ R+ y n, l ∈ N0 las siguientes relaciones se cumplen:

B(l)
n (x;λ;a,b,c) =

(
−1

2

)l n!
(n− l)!

E (l)
n−l(x;−λ;a,b,c), (1.53)

E (l)
n (x;λ;a,b,c) = (−2)l n!

(n− l)!
B(l)

n+l(x;−λ;a,b,c), (1.54)

G (l)
n (x;λ;a,b,c) = (−2)lB(l)

n (x;−λ;a,b,c), (1.55)

G (l)
n (x;λ;a,b,c) =

n!
(n− l)!

E (l)
n−l(x;λ;a,b,c). (1.56)

Más información sobre la Proposición 1.6.1, se puede consultar en [31].

1.7 Polinomios generalizados de Bernoulli, Euler y Genocchi de nivel m

Los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m y los números de Bernoulli genera-
lizados de nivel m fueron introducidos por Natalini y Bernardini en [22] como una gene-
ralización de los polinomios y números de Bernoulli clásicos. En esta sección se estudia
información relevante acerca de esta familia de polinomios, (ver [24]).

Definición 1.10

Para m ∈ N, los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m se obtienen me-
diante la siguiente función generatriz:

zmexz

ez −∑m−1
l=0

zl

l!

=
∞

∑
n=0

B[m−1]
n (x)

zn

n!
, |z|< 2π. (1.57)

Los números de Bernoulli generalizados de nivel m están definidos por
B[m−1]

n := B[m−1]
n (0), para todo n ≥ 0.

N Es claro que si m = 1 en (1.57), se obtiene la función generatriz de los polinomios
de Bernoulli clásicos Bn(x) y los números de Bernoulli clásicos respectivamente,
Bn(x) = B[0]

n (x), y Bn = B[0]
n , para n ≥ 0.

 y n,l ∈ ℕ0 las siguientes relaciones 
se cumplen:

 (1.53)

 (1.54)

 (1.55)

 (1.56)

Más información sobre la Proposición 1.6.1, se puede consultar en [31].

1.7	 Polinomios	generalizados	de	Bernoulli,	Euler	y	
Genocchi	de	nivel	m

Los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m y los números 
de Bernoulli generalizados de nivel m fueron introducidos por Natali-
ni y Bernardini en [22] como una generalización de los polinomios y 
números de Bernoulli clásicos. En esta sección se estudia información 
relevante acerca de esta familia de polinomios, (ver [24]).
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Definición	1.10

Para m ∈ ℕ, los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m se 
obtienen mediante la siguiente función generatriz:

 (1.57)

Los números de Bernoulli generalizados de nivel m están definidos por

B  B  , para todo n ≥ 0.

Es claro que si m = 1 en (1.57), se obtiene la función generatriz de los 
polinomios de Bernoulli clásicos Bn(x) y los números de Bernoulli clá-
sicos respectivamente, 
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PROPOSICIÓN 1.6.1 Sea a,b,c ∈ R+ y n, l ∈ N0 las siguientes relaciones se cumplen:

B(l)
n (x;λ;a,b,c) =

(
−1

2

)l n!
(n− l)!

E (l)
n−l(x;−λ;a,b,c), (1.53)

E (l)
n (x;λ;a,b,c) = (−2)l n!

(n− l)!
B(l)

n+l(x;−λ;a,b,c), (1.54)

G (l)
n (x;λ;a,b,c) = (−2)lB(l)

n (x;−λ;a,b,c), (1.55)

G (l)
n (x;λ;a,b,c) =

n!
(n− l)!

E (l)
n−l(x;λ;a,b,c). (1.56)

Más información sobre la Proposición 1.6.1, se puede consultar en [31].

1.7 Polinomios generalizados de Bernoulli, Euler y Genocchi de nivel m

Los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m y los números de Bernoulli genera-
lizados de nivel m fueron introducidos por Natalini y Bernardini en [22] como una gene-
ralización de los polinomios y números de Bernoulli clásicos. En esta sección se estudia
información relevante acerca de esta familia de polinomios, (ver [24]).

Definición 1.10

Para m ∈ N, los polinomios de Bernoulli generalizados de nivel m se obtienen me-
diante la siguiente función generatriz:

zmexz

ez −∑m−1
l=0

zl

l!

=
∞

∑
n=0

B[m−1]
n (x)

zn

n!
, |z|< 2π. (1.57)

Los números de Bernoulli generalizados de nivel m están definidos por
B[m−1]

n := B[m−1]
n (0), para todo n ≥ 0.

N Es claro que si m = 1 en (1.57), se obtiene la función generatriz de los polinomios
de Bernoulli clásicos Bn(x) y los números de Bernoulli clásicos respectivamente,
Bn(x) = B[0]

n (x), y Bn = B[0]
n , para n ≥ 0.

Ejemplo	1.8

Para m  los primeros polinomios de Bernoulli genera-
lizados de nivel m son:

El siguiente teorema resume algunas propiedades de los polinomios ge-
neralizados de Bernoulli de nivel m (cf. [10, 22]).
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Teorema	1.2

Para m  la sucesión de polinomios generalizados de 
Bernoulli de nivel m. Entonces las siguientes propiedades cumplen:

a. Formula de sumación [24, Ec. (2)]. Para cada 

 (1.58)

b. Relación diferencial [24, Ec. (3)]. Para n,  se tiene

 (1.59)

c. Fórmula de inversión [22, Ec. (2.6)]. Para cada 

 (1.60)

d. Relación de recurrencia [22, Lema 3.2]. Para cada 

e. Fórmula integral

 (1.61)
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 (1.62)

Se definen ahora, los polinomios de Euler generalizados de nivel m y 
los polinomios de Genocchi generalizados de nivel m. Propiedades en 
la línea del Teorema 1.2 se cumplen de manera análoga para estas fami-
lias de polinomios, (cf. [11]).

Definición	1.11

Para m ∈ ℕ, los polinomios de Euler generalizados de nivel m se definen 
mediante la siguiente función generatriz (cf. [27, 32]):

 (1.63)

y los números de Euler generalizados de nivel m están definidos 
por E  E  , para todo n ≥ 0. Es claro que si m = 1 en 
(1.63), se obtiene la función generatriz de los polinomios de Euler 
clásicos En(x) y los números de Euler clásicos respectivamente, 
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e) Fórmula integral.

∫ x1

x0

B[m−1]
n (x)dx =

1
n+1

[
B[m−1]

n+1 (x1)−B[m−1]
n+1 (x0)

]
(1.61)

=
n

∑
k=0

1
n− k+1

(
n
k

)
B[m−1]

k ((x1)
n−k+1 − (x0)

n−k+1).

B[m−1]
n (x) = n

∫ x

0
B[m−1]

n−1 (t)dt +B[m−1]
n . (1.62)

Se definen ahora, los polinomios de Euler generalizados de nivel m y los polinomios de
Genocchi generalizados de nivel m. Propiedades en la línea del Teorema 1.2 se cumplen
de manera análoga para estas familias de polinomios, (cf. [11]).

Definición 1.11

Para m ∈ N, los polinomios de Euler generalizados de nivel m se definen mediante
la siguiente función generatriz (cf. [27, 32]):

2mexz

ez −∑m−1
l=0

zl

l!

=
∞

∑
n=0

E [m−1]
n (x)

zn

n!
, |z|< π, (1.63)

y los números de Euler generalizados de nivel m están definidos por
E [m−1]

n := E [m−1]
n (0), para todo n ≥ 0. Es claro que si m = 1 en (1.63), se obtiene la

función generatriz de los polinomios de Euler clásicos En(x) y los números de Euler
clásicos respectivamente, En(x) = E [0]

n (x), y En = E [0]
n , para n ≥ 0.

Definición 1.12

Para m ∈ N, los polinomios generalizados de Genocchi de nivel m se establecen me-
diante la siguiente función generatriz (cf. [27, 32]):

(2z)mexz

ez −∑m−1
l=0

zl

l!

=
∞

∑
n=0

G[m−1]
n (x)

zn

n!
, |z|< π. (1.64)

Los números generalizados de Genocchi de nivel m están definidos por
G[m−1]

n := G[m−1]
n (0), para todo n ≥ 0. Es claro que si m = 1 en (1.64), se obtiene la

función generatriz de los polinomios de Genocchi clásicos Gn(x) y los números de
Genocchi clásicos respectivamente, Gn(x) = G[0]

n (x), y Gn = G[0]
n , para n ≥ 0.

Definición	1.12

Para m ∈ ℕ, los polinomios generalizados de Genocchi de nivel m se 
establecen mediante la siguiente función generatriz (cf. [27, 32]):

 (1.64)
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Los números generalizados de Genocchi de nivel m están defini-
dos por Gn

[m−1]:= Gn
[m−1]

 (0), para todo n ≥ 0. Es claro que si m = 1 en 
(1.64), se obtiene la función generatriz de los polinomios de Genocchi 
clásicos Gn(x) y los números de Genocchi clásicos respectivamente, 
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1
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]
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n
k

)
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k ((x1)
n−k+1 − (x0)

n−k+1).

B[m−1]
n (x) = n

∫ x

0
B[m−1]

n−1 (t)dt +B[m−1]
n . (1.62)

Se definen ahora, los polinomios de Euler generalizados de nivel m y los polinomios de
Genocchi generalizados de nivel m. Propiedades en la línea del Teorema 1.2 se cumplen
de manera análoga para estas familias de polinomios, (cf. [11]).

Definición 1.11

Para m ∈ N, los polinomios de Euler generalizados de nivel m se definen mediante
la siguiente función generatriz (cf. [27, 32]):

2mexz

ez −∑m−1
l=0

zl

l!

=
∞

∑
n=0

E [m−1]
n (x)

zn

n!
, |z|< π, (1.63)

y los números de Euler generalizados de nivel m están definidos por
E [m−1]

n := E [m−1]
n (0), para todo n ≥ 0. Es claro que si m = 1 en (1.63), se obtiene la

función generatriz de los polinomios de Euler clásicos En(x) y los números de Euler
clásicos respectivamente, En(x) = E [0]

n (x), y En = E [0]
n , para n ≥ 0.

Definición 1.12

Para m ∈ N, los polinomios generalizados de Genocchi de nivel m se establecen me-
diante la siguiente función generatriz (cf. [27, 32]):

(2z)mexz

ez −∑m−1
l=0

zl

l!

=
∞

∑
n=0

G[m−1]
n (x)

zn

n!
, |z|< π. (1.64)

Los números generalizados de Genocchi de nivel m están definidos por
G[m−1]

n := G[m−1]
n (0), para todo n ≥ 0. Es claro que si m = 1 en (1.64), se obtiene la

función generatriz de los polinomios de Genocchi clásicos Gn(x) y los números de
Genocchi clásicos respectivamente, Gn(x) = G[0]

n (x), y Gn = G[0]
n , para n ≥ 0.

1.8	 Polinomios	de	Frobeniu-Euler

Esta sección es dedicada al estudio de la familia de polinomios de Fro-
benius-Euler, algunos ejemplos son presentados, así mismo, algunas 
propiedades analíticas y algebraicas son estudiadas.

Definición	1.13

Para u ∈ ℂ los polinomios de Frobenius-Euler Hn(x;u) se obtienen como 
los coeficientes de la siguiente función generatriz, (cf. [12]).

, |z| < |lnu|. (1.65)

Para valores especiales de x y u en (1.65), se tienen los siguientes casos:

1. Para x = 0, Hn(0;u) := Hn(u) se llaman números de Frobenius-Euler 
(cf. [5]).

2. Para u = −1, Hn(x;−1) := En(x), denotan los polinomios de Euler.

3. Para u  En, denotan los números de 
Euler.

Algunos autores llaman a Hn(0;−1) := En(0) números de Euler, (cf. [5]). 
En este trabajo, se utiliza la definición común de números de Euler, es 
decir, los números definidos por la función generatriz
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 (1.66)

Utilizando desarrollo de serie de potencia y el producto de Cauchy, de 
(1.65) la siguiente fórmula de recurrencia puede obtenerse

Hk(x;u)−uHn(x;u) = (1−u)xn, n ∈ ℕ0. (1.67)

Para detalles de la prueba, cf. [4].

Ejemplo	1.9

Para  los polinomios de Frobenius-Euler son:

1.9	 Polinomios	de	Jacobi

Es sabido que dentro de la familia de polinomios ortogonales clásicos 
están los polinomios de Jacobi, los cuales se describiran a continuación, 
(ver [33]).

Definición	1.14

Sean  sobre intervalo  Los polino-
mios de Jacobi  son ortogonales con respecto a la medida  y 
cumplen la siguiente relación de ortogonalidad:
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donde

 (1.68)

siendo  la función Gamma.

Definición	1.5

Dado , los polinomios de Jacobi son generados 
por la siguiente función generatriz (ver [33]):

 (1.69)

donde

R = R(x,z) = (1−2xz+z2)1/2.

Los polinomios de Jacobi se pueden obtener de modo explícito a partir 
de la fórmula de Rodrigues, (ver [33]):

 (1.70)

Otra expresión explicíta para los polinomios de Jacobi es la siguiente 
(ver [33]):

 (1.71)

donde (a)k es el símbolo de Pochhammer dado en (1.5).
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Los valores de P  en los extremos del intervalo [−1,1] están dados 
por:

 P , P .

PROPOSICIÓN 1.9.1 Para α,β > −1 y n ∈ ℕ0, los polinomios de Jacobi  
P  verifican la siguiente relación:

 (1.72)

Ejemplo	1.10

Para  los polinomios de Jacobi son:

1.10	Matriz	de	Pascal	y	matriz	de	Fibonacci

A continuación se revisan conceptos y propiedades relativos a: matriz 
de Pascal pij, matriz polinomial de Pascal P[x], matriz de Fibonacci fi,j 

y la inversa de la matriz de Fibonacci [fi,j], Lucas y Pell. Para mayor 
información sobre este tópico, (ver [40]).
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Definición	1.16

Una matriz de Pascal de tamaño n×n es una matriz obtenida tomando las 
primeras n filas del triángulo de Pascal y rellenando de ceros a la derecha 
para completar la matriz. Esta matriz se expresa de la siguiente manera:

Para i, j = 0,1,...,n se define la matriz generalizada de Pascal (n+1)×(n+1) como

Ejemplo 1.11

Para n = 3 se presentan ejemplos de las matrices dadas en la Definición 
1.16

Definicióm	1.17

Sea x cualquier número real distinto de cero. Para c ∈ ℝ+, la matriz de 
Pascal generalizada (n+1)×(n+1), de primer tipo en base c denotada por 
Pc[x], es una matriz cuyas entradas están dadas por (ver [25]):
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Ejemplo	1.12

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la matriz de Pascal genera-
lizada en base c

Cuando c = e, la matriz Pc[x] coincide con la matriz de Pascal genera-
lizada de primer tipo P[x]. Además, si se adopta la convención 00 = 1, 
entonces Pc[0] = In+1, con In+1 = diag(1,1,...,1).

El siguiente teorema muestra una relación entre los argumentos de las 
matrices de Pascal.

Teorema	1.3	(Teorema	de	adición	del	argumento)

Para x,y ∈ ℝ, se cumple

Pc[x+y] = Pc[x]Pc[y].

Para más información (ver [25]).

Se enuncian a continuación algunas propiedades de la matriz de Pascal 
generalizada de primer tipo, Pc[x] que serán útiles en la propuesta que 
se considera en la presente investigación.
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Teorema	1.4

Para c ∈ ℝ+, sea Pc[x] la matriz de Pascal generalizada de primer tipo 
en la base c de orden n+1. Entonces las siguientes afirmaciones se 
cumplen:

a. Pc[x] es una matriz invertible y su inversa está dada por

Pc
−1[x] := (Pc[x])−1 = Pc[−x].

b. La matriz Pc[x] puede ser factorizada de la siguiente manera:

Pc[x] = Gn,c[x]Gn−1,c[x]···G1,c[x], (1.73)

donde Gk,c[x] es la matriz de suma dada por

siendo Sk,c[x] la matriz (k+1)×(k+1) cuyas entradas Sk,c(x;i, j) son dadas 
por

Detalles sobre las propiedades anteriores pueden consultarse en [25].

La sucesión de Fibonacci es la sucesión de números de la forma:

 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,... (1.74)

Cada número se calcula sumando los dos anteriores a él. Para más in-
formación, ver [40].
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Definición	1.18

Sea Fn el n-ésimo número de Fibonacci dado en (1.74), la matriz de 
Fibonacci (n + 1) x (n + 1),  es definida por:

 (1.75)

Ejemplo	1.13

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la matriz de Fibonacci

En [15] se define la inversa de la matriz de Fibonacci de la siguiente 
forma

Definición	1.19

La inversa de la matriz de Fibonacci ℑ, denotada como ℑ−1 = [fi,j] i, j = 
0,1,...n, es dada por:

 (1.76)

Ejemplo	1.14

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la inversa de la matriz de 
Fibonacci
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1.11	 Matriz	de	Lucas	y	algunas	propiedades

Se comienza esta sección revisando la definición de la sucesión de Lucas 
para así introducir la matriz de Lucas, su inversa y algunas propiedades.

Es sabido que la sucesión de Lucas  es dada por  
para  con condiciones iniciales 

Definición	1.20

La matriz de Lucas 

24
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Definición 1.19

La inversa de la matriz de Fibonacci ℑ, denotada como ℑ−1 = [ f
′
i, j]

i, j = 0,1, . . .n, es dada por:

f ′i, j =





1, si i = j,
−1, si i = j+1, j+2,
0, en otro caso.

(1.76)

1.14

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la inversa de la matriz de Fibonacci

ℑ−1
4 =




1 0 0 0
−1 1 0 0
−1 −1 1 0
0 −1 −1 1


 .

1.11 Matriz de Lucas y algunas propiedades

Se comienza esta sección revisando la definición de la sucesión de Lucas para así introdu-
cir la matriz de Lucas, su inversa y algunas propiedades.

N Es sabido que la sucesión de Lucas {Ln}n≥1 es dada por Ln+2 = Ln+1 + Ln para
n ≥ 1, con condiciones iniciales L1 = 1 y L2 = 3.

Definición 1.20

La matriz de Lucas L se define a partir de las siguientes entradas

li, j =




Li− j+1, i− j ≥ 0,

0, en otro caso.

 se define a partir de las siguientes entradas

Ejemplo	1.15

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la matriz de Lucas

A continuación se presenta la inversa de la matriz de Lucas, 
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Definición 1.19

La inversa de la matriz de Fibonacci ℑ, denotada como ℑ−1 = [ f
′
i, j]

i, j = 0,1, . . .n, es dada por:

f ′i, j =





1, si i = j,
−1, si i = j+1, j+2,
0, en otro caso.

(1.76)

1.14

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la inversa de la matriz de Fibonacci

ℑ−1
4 =




1 0 0 0
−1 1 0 0
−1 −1 1 0
0 −1 −1 1
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1.11 Matriz de Lucas y algunas propiedades

Se comienza esta sección revisando la definición de la sucesión de Lucas para así introdu-
cir la matriz de Lucas, su inversa y algunas propiedades.

N Es sabido que la sucesión de Lucas {Ln}n≥1 es dada por Ln+2 = Ln+1 + Ln para
n ≥ 1, con condiciones iniciales L1 = 1 y L2 = 3.

Definición 1.20

La matriz de Lucas L se define a partir de las siguientes entradas

li, j =




Li− j+1, i− j ≥ 0,

0, en otro caso.

−1.

Definición	1.21

Las entradas de 
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Definición 1.19

La inversa de la matriz de Fibonacci ℑ, denotada como ℑ−1 = [ f
′
i, j]

i, j = 0,1, . . .n, es dada por:

f ′i, j =





1, si i = j,
−1, si i = j+1, j+2,
0, en otro caso.

(1.76)

1.14

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la inversa de la matriz de Fibonacci

ℑ−1
4 =




1 0 0 0
−1 1 0 0
−1 −1 1 0
0 −1 −1 1


 .

1.11 Matriz de Lucas y algunas propiedades

Se comienza esta sección revisando la definición de la sucesión de Lucas para así introdu-
cir la matriz de Lucas, su inversa y algunas propiedades.

N Es sabido que la sucesión de Lucas {Ln}n≥1 es dada por Ln+2 = Ln+1 + Ln para
n ≥ 1, con condiciones iniciales L1 = 1 y L2 = 3.

Definición 1.20

La matriz de Lucas L se define a partir de las siguientes entradas

li, j =




Li− j+1, i− j ≥ 0,

0, en otro caso.

−1 tienen la siguiente forma explícita
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Ejemplo	1.6

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la inversa de la matriz de 
Lucas

Se registra a seguir un resultado declarado y demostrado en [38, 
Teorema 3.1].

Teorema	1.5

Para  la siguiente relación entre las matrices  se cumple

 (1.77)

donde las entradas de las matrices  están dadas por
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respectivamente con

1.12	Matriz	de	Pell	y	de	Stirling

Se considera ahora la conocida sucesión de Pell, fundamental para 
definir la matriz de Pell y poder plantear un tipo de factorización con la 
matriz de los polinomios objeto de investigación del presente trabajo, 
(cf. [35]).

La sucesión de Pell {an} es definida recursivamente por la ecuación

an+1 = 2an +an−1, n ≥ 2,

donde a1 = 1, a2 = 2. La sucesión de Pell se puede listar así:

1,2,5,12,29,70,169,408,....

Definición	1.22

La matriz de Pell S = [si,j] de n x n se define a partir de las siguientes 
entradas

Donde, an es el n-ésimo número de Pell
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Ejemplo	1.17

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la matriz de Pell

Una bien conocida identidad, llamada identidad de Pell se puede expre-
sar de la siguiente forma:

an+q an+r −an an+q+r = aq ar .

Donde, q y r son enteros arbitrarios.

Para el n-ésimo número de Pell an se tiene la siguiente relación:

Definición	1.23

Para los números de Stirling S(i, j) de segunda clase dados en la Defini-
ción 1.1, se define Sn como la matriz de n×n dada por

(Si,j)n se llama la matriz de Stirling de segunda clase, (ver [14, p. 144]).
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Ejemplo	1.18

La matriz de Stirling de segunda clase de orden 4 x 4 se muestra 
a continuación,

Usando la definición de Sn, se puede definir la siguiente representación 
matricial de (1.10), (ver [8, p. 51])

 Xn = ([1]⊕Sn−1)Fn, (1.78)

donde 

Para n,k ∈ ℤ+ con n ≥ k, la matriz Pk de orden n×n, con respecto a la 
matriz Pk de orden k×k, es definida por

Así, n = Pn y 1 es la matriz identidad de orden n.

Es conocido, que para la matriz de Pascal Pn de n × n se tiene, (ver [8, 
p.52])

 Sn = Pn([1]⊕Sn−1). (1.79)

En efecto, para cada i, j con i ≥ j ≥ 1 se tiene que la (i, j)-entrada de 
[1]⊕Sn−1 es S(i−1, j−1). Ahora, por la multiplicación de matrices y 
(1.9), se obtiene
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Ejemplo	1.19

Un ejemplo de (1.79) se da a continuación

Teorema	1.6

La matriz de Stirling Sn de segundaa clase puede ser factorizada por las 
matrices de Pascal 

Para detalles de la prueba, (ver [8, p.52]).

Ejemplo	1.20

Un ejemplo del Teorema 1.6 se da a continuación,
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Capítulo	2

Generalizaciones de polinomios tipo 
Apostol y matrices polinomiales

En este capítulo se presentan algunas generalizaciones de familias de 
polinomios consideradas a partir de las funciones generatrices de las fa-
milias de polinomios introducidas en el capítulo anterior; la exposición 
de los resultados muestra las demostraciones o las fuentes bibliográ-
ficas donde se puede ampliar información. Primero se trata la genera-
lización de los polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler, se estudian 
algunas de sus propiedades; otra generalización considerada es la cono-
cida extensión de las generalizaciones de los polinomios tipo Apostol. 
Por otra parte, se propone el estudio de la matriz polinomial generaliza-
da de Bernoulli, además teniendo en cuenta los conceptos referentes a 
los tipos de matrices tratadas en el primer capítulo se estudian algunas 
fórmulas de conexión entre ellas.

2.1	 Polinomios	tipo	Apostol	Frobenius-Euler	generalizados

Definición	2.1

Los polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler  en variable x, 
parámetros  son definidos mediante la siguiente función gene-
ratriz, (ver [12]).

 (2.1)
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Para λ=1 en (2.1), se obtienen los polinomios de Frobenius-Euler clási-
cos dados en (1.65).

Definición	2.2

Sean a,b,c ∈ ℝ+. La generalización de los polinomios tipo Apostol Fro-
benius-Euler se definen mediante la siguiente función generatriz:

 (2.2)

Si x = 0 y α = 1 en (2.2), se obtiene

 (2.3)

Donde, Hn(a,b,c;u;λ) son llamados números generalizados tipo Apostol 
Frobenius-Euler (cf. [29]).

El siguiente teorema ofrece algunas propiedades que cumplen la familia 
de polinomios dados en la Definición 2.2.

Teorema	2.1.

Para n ∈ ℕ, sea  la sucesión de polinomios generaliza-
dos tipo Apostol Frobenius-Euler. Entonces las siguientes propiedades 
se cumplen, (cf. [12]).
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 (2.6)

 (2.7)

 (2.8)

DEMOSTRACIÓN 2.1.1 Se demuestra (2.7). Utilizando (2.2) se tiene,

 (2.9)

Por lo tanto,

Así, al usar el producto de Cauchy en (2.9) y luego comparar los co-
eficientes de  en ambos lados de la ecuación resultante, sigue el re-
sultado deseado. Las pruebas de (2.5), (2.6) y (2.8) se demuestran con 
argumentos análogos a la de (2.7), por lo tanto se han omitido.

PROPOSICIÓN 2.1.1 Sea α ∈ ℕ. Entonces se tiene,
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DEMOSTRACIÓN 2.1.2 Usando (2.2) se obtiene,

Igualando los coeficientes de  en ambos lados de la ecuación resultante, se 
obtiene el resultado.

Teorema	2.2

DEMOSTRACIÓN 2.1.3 Estableciendo que

De la ecuación anterior, se observa que
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Por lo tanto,
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2.1 Polinomios tipo Apostol Frobenius–Euler generalizados

Teorema 2.2

Sea r ∈ N0, la siguiente relación se cumple

(2u−1)
n

∑
r=0

(
n
r

)
Hr(x;u;a,b,c;λ)Hn−r(y;1−u;a,b,c;λ)

= (u−1)Hn(x+ y;u;a,b,c;λ)+uHn(x+ y;1−u;a,b,c;λ)

+
n

∑
k=0

(
n
k

)
Hk(x+ y;u;a,b,c;λ)

−
n

∑
k=0

(
n
k

)
(lna)n−k

k Hk(x+ y;1−u;a,b,c;λ).

DEMOSTRACIÓN 2.1.3 Estableciendo que

(2u−1)
az −u

λbz −u
cxz az − (1−u)

λbz − (1−u)
cyz

= (az −u)(az − (1−u))c(x+y)z
(

1
λbz −u

− 1
λbz − (1−u)

)
.

De la ecuación anterior, se observa que

(2u−1)

(
∞

∑
n=0

Hn(x;u;a,b,c;λ)
zn

n!

)(
∞

∑
n=0

Hn(y;1−u;a,b,c;λ)
zn

n!

)

= (az −1+u)
∞

∑
n=0

Hn(x+ y;u;a,b,c;λ)
zn

n!
− (az −u)

∞

∑
n=0

Hn(x+ y;1−u;a,b,c;λ)
zn

n!
.

Por lo tanto,

(2u−1)
∞

∑
n=0

n

∑
r=0

Hr(x;u;a,b,c;λ)Hn−r(y;1−u;a,b,c;λ)
zn

n!

= (u−1)
∞

∑
n=0

Hn(x+ y;u;a,b,c;λ)
zn

n!
+u

∞

∑
n=0

Hn(x+ y;1−u;a,b,c;λ)
zn

n!

+
∞

∑
n=0

n

∑
r=0

(
n
r

)
(lna)n−rHr(x+ y;u;a,b,c;λ)

zn

n!

−
∞

∑
n=0

n

∑
r=0

(
n
r

)
(lna)n−rHr(x+ y;1−u;a,b,c;λ)

zn

n!
.

De aquí se llega al resultado deseado.
De aquí se llega al resultado deseado.

2.2	 Nuevos polinomios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler 
y	Apostol-Genocchi	generalizados

En este apartado se presentan la nueva clase de polinomios de Apos-
tol-Bernoulli generalizados 
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2.2 Nuevos polinomios de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y
Apostol-Genocchi generalizados

En este apartado se presentan la nueva clase de polinomios de Apostol-Bernoulli ge-
neralizados B

[m−1,α]
n (x;c,a;λ), Apostol-Euler generalizados, E[m−1,α]

n (x;c,a;λ) y Apostol-
Genocchi generalizados G[m−1,α]

n (x;c,a,c;λ).

Definición 2.3

Para parámetros arbitrarios reales o complejos, α ∈C y para a,c∈R+, n,m∈N la nue-
va clase de polinomios Apostol-Bernoulli generalizados B

[m−1,α]
n (x;c,a;λ), la nueva

clase de polinomios Apostol-Euler generalizados E
[m−1,α]
n (x;c,a;λ) y la nueva clase

de polinomios Apostol-Genocchi generalizados G
[m−1,α]
n (x;c,a,c;λ), m ∈ N, λ ∈ C se

definen por las siguientes funciones generatrices, (ver [10]).



zm

λcz −
m−1

∑
l=0

(z loga)l

l!




α

cxz =
∞

∑
n=0

B
[m−1,α]
n (x;c,a;λ)

zn

n!
, |z log(

c
a
)|< | log(λ)|.




2m

λcz +
m−1

∑
l=0

(z loga)l

l!




α

cxz =
∞

∑
n=0

E
[m−1,α]
n (x;c,a;λ)

zn

n!
, |z log(c)|< | log(−λ)|.




(2z)m

λcz +
m−1

∑
l=0

(z loga)l

l!




α

cxz =
∞

∑
n=0

G
[m−1,α]
n (x;c,a;λ)

zn

n!
, |z log(c)|< | log(−λ)|.

Ahora, se enuncia el siguiente teorema donde se revisan algunas propiedades que cum-
plen los polinomios dados en la Definición 2.3.

Teorema 2.3

Para m ∈ N, sea {B[m−1,α]
n (x;c,a;λ)}n≥0, {E[m−1,α]

n (x;c,a;λ)}n≥0 y
{G[m−1,α]

n (x;c,a;λ)}n≥0 las sucesiones de los nuevos polinomios generalizados
de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi en la variable x, paráme-
tros λ∈C, a,c∈R+, de orden α∈C. Entonces las siguientes propiedades se cumplen:

, Apostol-Euler generaliza-
dos, 
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Ahora, se enuncia el siguiente teorema donde se revisan algunas propiedades que cum-
plen los polinomios dados en la Definición 2.3.

Teorema 2.3

Para m ∈ N, sea {B[m−1,α]
n (x;c,a;λ)}n≥0, {E[m−1,α]

n (x;c,a;λ)}n≥0 y
{G[m−1,α]

n (x;c,a;λ)}n≥0 las sucesiones de los nuevos polinomios generalizados
de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi en la variable x, paráme-
tros λ∈C, a,c∈R+, de orden α∈C. Entonces las siguientes propiedades se cumplen:

 y ApostolGenocchi generalizados .

Definición	2.3
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Ahora, se enuncia el siguiente teorema donde se revisan algunas pro-
piedades que cumplen los polinomios dados en la Definición 2.3.

Teorema	2.3

Para m ∈ ℕ, sea n≥0, n≥0 y 
n≥0 las sucesiones de los nuevos polinomios general-

izados de Apostol-Bernoulli, Apostol-Euler y Apostol-Genocchi en la 
variable x, parámetros λ∈ℂ, a, c∈ℝ+, de orden α∈ℂ. Entonces las sigui-
entes propiedades se cumplen:
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Para detalles de la demostración del Teorema 2.3, ver [10]

2.3	 Polinomios	tipo	Apostol	generalizados

En esta sección se estudiarán los polinomios conocidos como polino-
mios tipo Apostol generalizados, los cuales son de gran utilidad en la 
propuesta de investigación que se presenta en el capítulo 3.

Definición	2.4

Los polinomios tipo Apostol generalizados 
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2.3 Polinomios tipo Apostol generalizados

En esta sección se estudiarán los polinomios conocidos como polinomios tipo Apostol
generalizados, los cuales son de gran utilidad en la propuesta de investigación que se
presenta en el capítulo 3.

Definición 2.4

Los polinomios tipo Apostol generalizados F (α)
n (x;λ;u,v) con n ∈N0, λ,α,u,v ∈C de

orden α se definen a través de la siguiente función generatriz, (cf. [10])
(

2uzv

λez +1

)α
exz =

∞

∑
n=0

F (α)
n (x;λ;u,v)

zn

n!
; (|z|< | log(−λ)|), (2.10)

donde

F (α)
n (λ;u,v) =: F (α)

n (0;λ;u,v), (2.11)

denotan los también llamados números tipo Apostol de orden α.

El siguiente teorema muestra relaciones análogas a las relaciones de las familias de poli-
nomios estudiadas anteriormente.

Teorema 2.4

Para λ,u,v ∈ C; m,n ∈ N, si να = 1 y si ν = 1 o α = 1 los polinomios tipo Apostol
cumplen con las siguientes relaciones respectivamente

F (α)
n (x;λ;u,ν) =

n

∑
m=0

(
n
m

)
2(u−1)αGn−m(λ)E

(α−1)
m (x;λ),

F (α)
n (x;λ;u,ν) =

n

∑
m=0

(
n
m

)
2(u−1)αGn−m(λ)G

(α−1)
m (x;λ).

Para detalles de la demostración del Teorema 2.4, (ver [16]).

2.4 Polinomios tipo Apostol generalizados Q [m−1,α]
n (x;b,c;λ;u,v)

La unificación de las familias estudiadas en 2.3 y 2.4 producen la familia de polinomios
tipo Apostol generalizados Q [m−1,α]

n (x;b,c;λ,u,v) con λ,u,v ∈ C y b,c ∈ R+ que fueron es-
tudiadas en [10], en esta sección se analizarán algunas de sus propiedades.

 
de orden α se definen a través de la siguiente función generatriz, cf. [10]
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 (2.10)

Donde

 (2.11)

denotan los también llamados números tipo Apostol de orden α.

El siguiente teorema muestra relaciones análogas a las relaciones de las 
familias de polinomios estudiadas anteriormente.

Teorema	2.4

Para  los polinomios tipo 
Apostol cumplen con las siguientes relaciones respectivamente

Para detalles de la demostración del Teorema 2.4, ver [16].

2.4	 Polinomios	tipo	Apostol	generalizados	
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(

2uzv

λez +1

)α
exz =

∞
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zn

n!
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F (α)
n (x;λ;u,ν) =

n

∑
m=0

(
n
m

)
2(u−1)αGn−m(λ)E

(α−1)
m (x;λ),

F (α)
n (x;λ;u,ν) =

n

∑
m=0

(
n
m

)
2(u−1)αGn−m(λ)G

(α−1)
m (x;λ).

Para detalles de la demostración del Teorema 2.4, (ver [16]).

2.4 Polinomios tipo Apostol generalizados Q [m−1,α]
n (x;b,c;λ;u,v)

La unificación de las familias estudiadas en 2.3 y 2.4 producen la familia de polinomios
tipo Apostol generalizados Q [m−1,α]

n (x;b,c;λ,u,v) con λ,u,v ∈ C y b,c ∈ R+ que fueron es-
tudiadas en [10], en esta sección se analizarán algunas de sus propiedades.

La unificación de las familias estudiadas en 2.3 y 2.4 producen la 
familia de polinomios tipo Apostol generalizados Qn

[m−1,α](x;b,c;λ,u,v) 
con λ,u,v ∈ ℂ y b,c ∈ ℝ+ que fueron estudiadas en [10], en esta sección 
se analizarán algunas de sus propiedades.
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Definición	2.5

Para parámetros  la nueva familia de polino-
mios tipo Apostol generalizados  de orden  se define 
por la siguiente generatriz:

 (2.12)

Cuando  donde

 (2.13)

Teorema	2.5

Para α,λ,β,u,v ∈ ℂ con b,c ∈ ℝ+ y n,m ∈ ℕ0, la nueva clase de polinomios 
tipo Apostol generalizados Qn

[m−1,α](x;b,c;x;u;v) satisfacen las siguien-
tes relaciones:

DEMOSTRACIÓN 2.4.1 (a) Por (2.12) se tiene,
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 .

De lo anterior se llega a (2.14).

(b) Haciendo β = 0 en (2.14) se tiene,

 (2.16)

Por lo tanto,

Por consiguiente, se llega a (2.15).

Corolario 2.1. Para  la nueva clase de po-
linomios tipo Apostol generalizados  satisface las si-
guientes relaciones:
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Teorema	2.6

Para  la nueva clase de polinomios 
tipo Apostol generalizados  satisface la siguiente 
relación:

 (2.19)

DEMOSTRACIÓℕ 2.4.2 Aplicando (1.12) en (2.18) sigue,

 (2.19)

Ahora aplicando  en ambos miembros de (2.20), se sigue

Usando (1.7), desarrollando el combinatorio y amplificando por (n−q)! 
se tiene

Finalmente, aplicando (2.18) se obtiene (2.19)
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Teorema	2.7

Para  la nueva clase de polinomios tipo 
Apostol generalizados  satisface la siguiente relación

 (2.21)

DEMOSTRACIÓℕ 2.4.3 Aplicando  en ambos miembros de (2.12), 
resulta

usando el teorema (2.19), se sigue que

como c ∈ ℝ+ se puede multiplicar por (logc)−q en ambos miembros y se 
llega a la prueba.

Ejemplo	2.1

Para  los primeros po-
linomios de Apostol Bernoulli generalizados y los polinomios tipo 
Apostol generalizados de nivel m son:
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Ejemplo	2.2

Para  los primeros polino-
mios generalizados de Apostol-Euler y los polinomios generalizados 
tipo Apostol de nivel m son:

2.5	 Matrices	polinomiales

Se estudian ahora, ciertos tipos de matrices polinomiales y sus respecti-
vas inversas, las condiciones utilizadas para presentar esta información 
son tenidas en cuenta al estudiar la matriz de los polinomios introduci-
dos en el capítulo 3.
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Definición	2.6

Para α ∈ ℂ se define la matriz de Bernoulli generalizada de tamaño 
(n+1)×(n+1) como, (cf. [40])

Para valores fijos α = 1, x = 0 se tiene, 
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j (x;e,3;λ;4;4) = 2

5
2 E

[2,
√
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j (x;e,3;λ), j = 0,1,2,3.

2.5 Matrices polinomiales

Se estudian ahora, ciertos tipos de matrices polinomiales y sus respectivas inversas, las
condiciones utilizadas para presentar esta información son tenidas en cuenta al estudiar
la matriz de los polinomios introducidos en el capítulo 3.

Definición 2.6

Para α ∈ C se define la matriz de Bernoulli generalizada de tamaño (n+1)× (n+1)
como, (cf. [40])

B(x)(α) = B(α)
i, j (x) =




(
i
j

)
B(α)

i− j(x), si i ≥ j,

0, en otro caso.

Para valores fijo α = 1, x = 0 se tiene, B(1)
n (x) = Bn(x); Bn(0) = Bn llamadas, matriz

polinomial de Bernoulli y matriz de Bernoulli respectivamente.

Teorema 2.8

La matriz de Bernoulli generalizada B(α) satisface la siguiente fórmula de producto.

B(α+β)(x+ y) = B(α)(x)B(β)(y) = B(β)(x)B(α)(y) = B(α)(y)B(β)(x). (2.22)

DEMOSTRACIÓN 2.5.1 Sea B(α,β)
i, j (x,y) la (i, j) entrada del producto matriz B(α)(x)B(β)(y), lue-

go por la fórmula de adición (1.29) se tiene:

B(α,β)
i, j (x,y) =

n

∑
k=0

(
i
k

)
B(α)

i−k(x)
(

k
j

)
B(β)

k− j(y)

=
i

∑
k= j

(
i
k

)
B(α)

i−k(x)
(

k
j

)
B(β)

k− j(y)

=
i

∑
k= j

(
i
j

)(
i− j
i− k

)
B(α)

i−k(x)B
(β)
k− j(y)

=

(
i
j

) i− j

∑
k=0

(
i− j

k

)
B(α)

i− j−k(x)B
(β)
k (y)

=

(
i
j

)
B(α)

i− j(x+ y),

 

llamadas, matriz polinomial de Bernoulli y matriz de Bernoulli 
respectivamente.

Teorema	2.8

La matriz de Bernoulli generalizada 
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 satisface la siguiente fórmula 
de producto.

42
2.5 Matrices polinomiales

Q [2,
√

2]
j (x;e,3;λ;4;4) = 2

5
2 E

[2,
√

2]
j (x;e,3;λ), j = 0,1,2,3.

2.5 Matrices polinomiales

Se estudian ahora, ciertos tipos de matrices polinomiales y sus respectivas inversas, las
condiciones utilizadas para presentar esta información son tenidas en cuenta al estudiar
la matriz de los polinomios introducidos en el capítulo 3.

Definición 2.6

Para α ∈ C se define la matriz de Bernoulli generalizada de tamaño (n+1)× (n+1)
como, (cf. [40])

B(x)(α) = B(α)
i, j (x) =




(
i
j

)
B(α)

i− j(x), si i ≥ j,

0, en otro caso.

Para valores fijo α = 1, x = 0 se tiene, B(1)
n (x) = Bn(x); Bn(0) = Bn llamadas, matriz

polinomial de Bernoulli y matriz de Bernoulli respectivamente.

Teorema 2.8

La matriz de Bernoulli generalizada B(α) satisface la siguiente fórmula de producto.

B(α+β)(x+ y) = B(α)(x)B(β)(y) = B(β)(x)B(α)(y) = B(α)(y)B(β)(x). (2.22)

DEMOSTRACIÓN 2.5.1 Sea B(α,β)
i, j (x,y) la (i, j) entrada del producto matriz B(α)(x)B(β)(y), lue-

go por la fórmula de adición (1.29) se tiene:

B(α,β)
i, j (x,y) =

n

∑
k=0

(
i
k

)
B(α)

i−k(x)
(

k
j

)
B(β)

k− j(y)

=
i

∑
k= j

(
i
k

)
B(α)

i−k(x)
(

k
j

)
B(β)

k− j(y)

=
i

∑
k= j

(
i
j

)(
i− j
i− k

)
B(α)

i−k(x)B
(β)
k− j(y)

=

(
i
j

) i− j

∑
k=0

(
i− j

k

)
B(α)

i− j−k(x)B
(β)
k (y)

=

(
i
j

)
B(α)

i− j(x+ y),

 (2.22)

DEMOSTRACIÓN 2.5.1 Sea B  entrada del producto matriz 
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, luego por la fórmula de adición (1.29) se tiene:
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lo que implica la primera igualdad de (2.22). La segunda y tercera 
igualdad de (2.22) se pueden derivar de una manera similar.

Como consecuencia del Teorema 2.8, se tienen los siguientes corolarios.

Corolario	 2.2	Sea (x1,...,xk) ∈ ℝk. Para αj real o complejo, las matrices 
de Bernoulli (αj)(x) satisfacen la siguiente fórmula del producto, j = 
1,...,k.

43
2.5 Matrices polinomiales

lo que implica la primera igualdad de (2.22). La segunda y tercera igualdad de (2.22) se pueden
derivar de una manera similar.

Como consecuencia del Teorema 2.8, se tienen los siguientes corolarios.

Corolario 2.2 Sea (x1, . . . ,xk) ∈ Rk. Para α j real o complejo, las matrices de Bernoulli
B(α j)(x) satisfacen la siguiente fórmula del producto, j = 1, . . . ,k.

B(α1+α2+···+αk)(x1 + x2 + · · ·+ xk) = B(α1)(x1)B(α2)(x2) · · · B(αk)(xk).

Corolario 2.3 La matriz de Bernoulli generalizada B(α)(x) satisface la siguiente identi-
dad:

(
B(α)(x)

)k
= B(kα)(kx).

En particular,

(B(x))k =B(k)(kx),

Bk =B(k).
(2.23)

N Para estudiar la inversa de la matriz de Bernoulli, se considera la matriz D de
tamaño (n+1)× (n+1), cuyas entradas están definidas por

di, j =




1
i− j+1

(
i
j

)
, i ≥ j,

0, otro caso.

Teorema 2.9

La inversa de la matriz de Bernoulli B está dada por

B−1 = D.

Además, [
B(k)

(
k
2

)]−1

= Dk.

Corolario	 2.3	La matriz de Bernoulli generalizada (α)(x) satisface la 
siguiente identidad:

En particular,

( (x))k = (k)(kx), (2.23) 

k = (k).

Para estudiar la inversa de la matriz de Bernoulli, se considera la matriz 
D de tamaño (n+1)×(n+1), cuyas entradas están definidas por

Teorema	2.9

La inversa de la matriz de Bernoulli  está dada por

−1 = D.
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Además,

DEMOSTRACIÓN 2.5.2 Usamos la siguiente relación

 Bn−k = δn,0,

donde δn,0 es el delta de Kronecker (cf., [28, p. 107-109]), se tiene

y en consecuencia, 
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DEMOSTRACIÓN 2.5.2 Usamos la siguiente relación

n

∑
k=0

(1
k+1

(
n
k

)
Bn−k = δn,0,

donde δn,0 es el delta de Kronecker (cf., [28, p. 107-109]), se tiene

i

∑
k= j

(
i
k

)
1

k− j+1

(
k
j

)
Bi−k

=

(
i
j

) i

∑
k= j

(
i− j
k− j

)
1

k− j+1
Bi−k

=

(
i
j

) i− j

∑
k=0

(
i− j

k

)
1

k+1
Bi− j−k =

(
i
j

)
δi− j,0,

y en consecuencia, BD = In+1, por lo tanto B−1 = D .

El siguiente resultado establece una relación entre la matriz de Bernoulli generalizada y
la matriz de Pascal generalizada de primer tipo.

Teorema 2.10

La matriz de Bernoulli generalizada B(α)(x) satisface la siguiente relación.

B(α)(x+ y) = B(α)(x)P[y] = P[x]B(α)(y) = B(α)(y)P[x]. (2.24)

En particular,

B(x+ y) = P[x]B(y) = P[y]B(x), (2.25)

B(x) = P[x]B. (2.26)

Para detalles de la demostración del Teorema 2.10, (cf. [40]).

2.3

Para el caso n = 3.

B(x) =




1 0 0 0
x− 1

2 1 0 0
x2 − x+ 1

6 2x−1 1 0
x3 − 3

2x2 + 1
2x 3x2 −3x+ 1

2 3x− 3
2 1




 = In+1, por lo tanto −1 = 
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.

El siguiente resultado establece una relación entre la matriz de Bernou-
lli generalizada y la matriz de Pascal generalizada de primer tipo.

Teorema	2.10

La matriz de Bernoulli generalizada B(α)(x) satisface la siguiente 
relación.
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En particular,
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 (2.25)
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(x) = P[x] . (2.26)

Para detalles de la demostración del Teorema 2.10, (cf. [40]).

Ejemplo 2.3

Para el caso n=3.

2.6	 Extensiones	de	matrices	tipo	pascal	generalizadas

Definición	2.7

Sean x,y dos números reales diferentes de cero. La extensión de la 
matriz de Pascal generalizada Φi,j[x,y]n se define como:

 (2.27)

donde i, j = 0,1,2,...,n.

Ejemplo	2.4

Matrriz de orden 4 x 4 dada en (2.27), viene expresada por:
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El siguiente resultado muestra las entradas del producto de dos matrices 
dadas por (2.27).

Teorema	2.11

Para cuatro números diferentes de cero, x1,y1,x2,y2, se tiene

Φi,j[x1,y1]nΦi,j[x2,y2]n = Φi,j . (2.28)

DEMOSTRACIÓN 2.6.1  
Entonces

Como en la sección anterior, se necesita definir nuevas matrices para 
desarrollar propiedades que satisface la matriz (2.27). Sean las matrices 
Wi,j[x,y]n, Ui,j[x,y]n definidas como sigue, (ver [39, p. 171]).
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 |(2.29)

Ejemplo	2.5

Matrices de orden 4 x 4 definidas en (2.29) y en (2.30), están dadas por

El comportamiento de la matriz (2.27) para valores específicos de x,y 
se da a continuación:
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Luego, si en (2.27) hacemos y = 1, entonces
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ϕ3[1,1] =




1 0 0 0
1 1 0 0
1 2 1 0
1 3 3 1


.

ϕ3[x,1] =




1 0 0 0
x 1 0 0
x2 2x 1 0
x3 3x2 3x 1


.

Luego, si en (2.27) hacemos y = 1, entonces

Pi, j[x]n = Φi, j[x,1]n. (2.30)

Por otro lado, se tiene que

Pi, j = Pi, j[1]n = Φi, j[1,1]n (2.31)

Teorema 2.12

Para dos números reales x,y diferentes de cero, se tiene

ϕi, j[−x,y]n = ϕi, j[x,−y]n,

ϕ−1
i, j [x,y]n = ϕi, j

[
−x,

1
y

]

n
= ϕi, j

[
x,−1

y

]

n
,

W−1
i, j [x,y]n = Ui, j[x,y]n.

[x]n = Φi,j[x,1]n. (2.30)

Por otro lado, se tiene que
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ϕ3[1,1] =




1 0 0 0
1 1 0 0
1 2 1 0
1 3 3 1


.

ϕ3[x,1] =




1 0 0 0
x 1 0 0
x2 2x 1 0
x3 3x2 3x 1


.

Luego, si en (2.27) hacemos y = 1, entonces

Pi, j[x]n = Φi, j[x,1]n. (2.30)

Por otro lado, se tiene que

Pi, j = Pi, j[1]n = Φi, j[1,1]n (2.31)
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Teorema	2.12

Para dos números reales x, y diferentes de cero, se tiene
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Se define la siguiente matriz:

 (2.32)
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Teorema	2.13

Sean x,y dos números reales diferentes de cero. Entonces se cumple,

Una forma alternativa de definir (2.27) es la siguiente:

La extensión de la matriz de Pascal generalizada ϕi,j[x,y]n = [φi,j[x,y]] se 
define como:

 (2.33)

Definición	2.8

Sean x,y dos números reales positivos, n ∈ ℤ+. Se define la extensión de 
la matriz de Fibonacci generalizada Fi,j[x,y]n = [fi,j[x,y]] como: (ver [21, 
p.480])
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 (2.34)

Ejemplo	2.6

Matriz de 3 x 3 definida en (2.34), esta dada por

Se considera la siguiente matriz:

Definición	2.9

Para dos variables relaes diferentes de cero x, y, la matriz infinita 
 es definida como sigue (ver [21, p..482]):

 (2.35)

De acuerdo a la Definición 2.9 de la matriz, L[x,y], se tiene que

ι1,1[x,y] = 1, ι1,j[x,y] = 0, para j ≥ 2,

También,

ι21[x,y] = 0, ι22[x,y] = 1, y ι2j[x,y] = 0, para j ≥ 3.

Además, se tiene que ιi,1[x,y] = −xi−1y1−i para i ≥ 3 y para i, j ≥ 2,

 ιi,j[x,y] = ιi−1,j−1[x,y]+ιi−1,j[x,y]xy−1. (2.36)
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Ejemplo	2.7

Matriz de 3 x 3 definida en (2.35), esta dada por:

Teorema	2.14

Sea L[x,y] la matriz infinita definida en (2.35). Para la matriz infinita 
generalizada de Pascal φ[x,y] y la matriz infinita generalizada F[x,y], 
tenemos.

φi,j[x,y] = Fi,j[x,y]∗Li,j[x,y].

Para ver detalles de la prueba (cf, [39]).
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Capítulo	3

Nueva familia de polinomios 
generalizados tipo Apostol 
Frobenius-Euler de nivel m

En este capítulo se toma como base las familias de polinomios estudia-
das en el capítulo anterior, se define una nueva extensión de los polino-
mios generalizados tipo Apostol Frobenius-Euler 
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En este capítulo se toma como base las familias de polinomios estudiadas en el capítu-
lo anterior, se define una nueva extensión de los polinomios generalizados tipo Apostol
Frobenius–Euler H [m−1,α]

n (x;c,a;λ;u). Se demuestran algunas propiedades algebraicas y
diferenciales de estos nuevos polinomios así como también fórmulas de conexión con
otros polinomios y números. Además, se introduce una generalización de la matriz poli-
nomial de Apostol Frobenius–Euler y algunas de sus propiedades. Por último, se mostra-
rán algunos ejemplos.

3.1 Nueva familia de polinomios H [m−1,α]
n (x;c,a;λ;u)–algunas propiedades

Definición 3.1

Para parámetros α,λ,u ∈ C y a,c ∈ R+, la nueva familia de polinomios tipo Apostol
Frobenius-Euler generalizados de orden α y nivel m en variable x, denotada como
H [m−1,α]

n (x;c,a;λ;u) se define por la siguiente función generatriz:




m−1

∑
h=0

(z lna)h

h!
−um

λcz −um




α

cxz =
∞

∑
n=0

H [m−1,α]
n (x;c,a;λ;u)

zn

n!
,

donde |z|<
∣∣∣∣
ln(um)

ln(c)
− ln(λ)

ln(c)

∣∣∣∣.

Para x = 0 se obtienen los números tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados con
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–algunas 
propiedades

Definición	3.1

Para parámetros α,λ,u ∈ ℂ y a,c ∈ ℝ+, la nueva familia de polinomios 
tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden α y nivel m en va-
riable x, denotada como 
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 se define por la siguiente 
función generatriz:
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donde 

Para x = 0 se obtienen los números tipo Apostol Frobenius-Euler gene-
ralizados con

λ ∈ ℂ, a,c ∈ ℝ+, orden α ∈ ℂ y nivel m ∈ ℕ
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Para x = 0 se obtienen los números tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados con

(0;c,a;λ;u). (3.1)

Se observa que los polinomios 
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Para x = 0 se obtienen los números tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados con

 cumplen las careterís-
ticas de la Definición dada en 1.2, por lo tanto, se puede decir que los 
polinomios 
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Para x = 0 se obtienen los números tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados con

 son de Appell.

Teorema	3.1

Para m ∈ ℕ, sea n≥0, la sucesión de la nueva familia 
de polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden α y 
nivel m en variable x. Entonces las siguientes propiedades se cumplen:
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(e) Adición del argumento.

DEMOSTRACIÓN 3.1.1 Se demostrarán las propiedades (3.7) y (3.9), las 
otras se demuestran con argumentos análogos. Para (3.7) se tiene por 
la Definición 3.1,

Se estudia ahora la prueba de (3.9).
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3.2	 Fórmulas	de	conexión	de	los	polinomios	

Los siguientes teoremas muestran algunas relaciones de los polinomios 
 con los polinomios de Genocchi, los polinomios 

de Jacobi, los polinomios de Bernoulli generalizados B  y los 
números de Stirling de segunda clase, entre otras.

Teorema	3.2

Para m ∈ ℕ, la nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Eu-
ler generalizados de orden α y nivel m en variable x, está relacionada con 
los polinomios de Jacobi P  , por medio de la siguiente expresión:

 (3.10)

DEMOSTRACIÓN 3.2.1 Sustituyendo (1.72) en el lado derecho de (3.8) 
y usando identidades de coeficientes binomiales apropiadas (ver, por 
ejemplo [3, 6, 9]), se tiene
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Por lo tanto, (3.10) se cumple.

Teorema	3.3

Para  los polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generaliza-
dos de nivel m  están relacionados con los polino-
mios de Bernoulli generalizados de nivel  por medio de la 
siguiente fórmula:

DEMOSTRACIÓN 3.2.2 Sustituyendo (1.60) en el lado derecho de (3.8), es 
suficiente seguir los argumentos dados en la demostración del Teorema 
3.2 y haciendo las modificaciones correspondientes se llega a la prueba 
de (3.11).

Teorema	3.4
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DEMOSTRACIÓN 3.2.3 Al sustituir (1.26) en el lado derecho de (3.8), se 
observa que

Luego, usando identidades apropiadas (ver [3, 6, 9]), se obtiene:

Por lo tanto, (3.12) se cumple.

Teorema	3.5



Alejandro Urieles - María José Ortega - William Ramírez

Nueva familia de polinomios generalizados tipo Apostol Frobenius-Euler de nivel m

79

DEMOSTRACIÓN 3.2.4 Reemplazando (1.39) en el lado derecho de (3.8) 
se tiene,

De la primera suma en (3.14) se tiene,

Para la segunda suma en (3.14), se obtiene

Combinando (3.15) y (3.16) se tiene,

         .
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Por lo tanto (3.13) se cumple.

DEMOSTRACIÓN 3.2.5 Al sustituir (1.8) en el lado derecho de (3.8), se 
tiene que

Por lo tanto, (3.17) se demuestra.

3.3	 Implementación	de	ejemplos	de	los	polinomios	

Se concluye esta sección presentando algunos ejemplos de los polino-
mios aquí definidos, estos han sido programados en MAPLE.
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Ejemplo	3.1

Ejemplo	3.2

Ejemplo	3.3
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3.4	 Enfoque	matricial	de	los	polinomios	

Definición	3.2

La matriz de la nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Eu-
ler generalizados de nivel m,  de tamaño (n+1) x 
(n+1) con m ∈ ℕ, α,λ,u∈ℂ y a,c números reales positivos, se define por:

Las matrices:

Se denominan, la matriz polinomial Apostol-Frobenius-Euler y la 
matriz ApostolFrobenius-Euler, respectivamente.
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Teorema	3.7

Para m ∈ ℕ, sea 

n≥0, la sucesión de la nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobe-
nius-Euler generalizados de orden α y nivel m en variable x. Entonces 
las siguientes fórmulas del producto se cumplen:

DEMOSTRACIÓN 3.4.1 Sea 

62
3.4 Enfoque matricial de los polinomios H [m−1,α]

n (x;c,a;λ;u)

N Para α = 0, se cumple H [m−1,0]
n (x;c,a;λ;u) = (x ln(c))n. Así,

V [m−1,0](x;c,a;λ;u) = Pc[x].

Es claro que, (3.8) produce la siguiente identidad:

V [m−1,α](x+ y;c,a;λ;u) = V [m−1,α](y;c,a;λ;u)Pc[x].

Teorema 3.7

Para m ∈ N, sea {H [m−1,α]
n (x;c,a;λ;u)}n≥0, {H [m−1,β]

n (x;c,a;λ;u)}n≥0, la sucesión de la
nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden
α y nivel m en variable x. Entonces las siguientes fórmulas del producto se cumplen:

V [m−1,α+β](x+ y;c,a;λ;u) = V [m−1,α](x;c,a;λ;u)V [m−1,β](y;c,a;λ;u) (3.18)
= V [m−1,β](x;c,a;λ;u)V [m−1,α](y;c,a;λ;u)

= V [m−1,α](y;c,a;λ;u)V [m−1,β](x;c,a;λ;u).

DEMOSTRACIÓN 3.4.1 Sea B[m−1,α,β]
i, j,c (a;λ;u)(x,y) la entrada (i, j) del producto de las matrices

V [m−1,α](x;c,a;λ;u)V [m−1,β](y;c,a;λ;u), luego por la fórmula de adición (3.7) se cumple:

B[m−1,α,β]
i, j,c (a;λ;u)(x,y) =

n

∑
k=0

(
i
k

)
H [m−1,α]

i−k (x;c,a;λ;u)
(

k
j

)
H [m−1,β]

k− j (y;c,a;λ;u)

=
i

∑
k= j

(
i
k

)
H [m−1,α]

i−k (x;c,a;λ;u)
(

k
j

)
H [m−1,β]

k− j (y;c,a;λ;u)

=
i

∑
k= j

(
i
j

)(
i− j
i− k

)
H [m−1,α]

i−k (x;c,a;λ;u)H [m−1,β]
k− j (y;c,a;λ;u)

=

(
i
j

) i− j

∑
k=0

(
i− j

k

)
H [m−1,α]

i− j−k (x;c,a;λ;u)H [m−1,β]
k (y;c,a;λ;u)

=

(
i
j

)
H [m−1,α+β]

i− j (x+ y;c,a;λ;u),

lo que implica la primera igualdad del teorema. La segunda y tercera igualdad se pueden obtener
de una manera similar.

Corolario 3.1 Para m ∈ N, sea {H [m−1,α]
n (x;c,a;λ;u)}n≥0, {H [m−1,β]

n (x;c,a;λ;u)}n≥0, la su-
cesión de la nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados
de orden α y nivel m en variable x y Pc[x] la matriz de Pascal generalizada de primer
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n (x;c,a;λ;u)

N Para α = 0, se cumple H [m−1,0]
n (x;c,a;λ;u) = (x ln(c))n. Así,

V [m−1,0](x;c,a;λ;u) = Pc[x].

Es claro que, (3.8) produce la siguiente identidad:

V [m−1,α](x+ y;c,a;λ;u) = V [m−1,α](y;c,a;λ;u)Pc[x].

Teorema 3.7

Para m ∈ N, sea {H [m−1,α]
n (x;c,a;λ;u)}n≥0, {H [m−1,β]

n (x;c,a;λ;u)}n≥0, la sucesión de la
nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden
α y nivel m en variable x. Entonces las siguientes fórmulas del producto se cumplen:

V [m−1,α+β](x+ y;c,a;λ;u) = V [m−1,α](x;c,a;λ;u)V [m−1,β](y;c,a;λ;u) (3.18)
= V [m−1,β](x;c,a;λ;u)V [m−1,α](y;c,a;λ;u)

= V [m−1,α](y;c,a;λ;u)V [m−1,β](x;c,a;λ;u).

DEMOSTRACIÓN 3.4.1 Sea B[m−1,α,β]
i, j,c (a;λ;u)(x,y) la entrada (i, j) del producto de las matrices

V [m−1,α](x;c,a;λ;u)V [m−1,β](y;c,a;λ;u), luego por la fórmula de adición (3.7) se cumple:
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k
j
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=
i

∑
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(
i
k

)
H [m−1,α]

i−k (x;c,a;λ;u)
(

k
j

)
H [m−1,β]

k− j (y;c,a;λ;u)

=
i

∑
k= j

(
i
j

)(
i− j
i− k

)
H [m−1,α]

i−k (x;c,a;λ;u)H [m−1,β]
k− j (y;c,a;λ;u)

=

(
i
j

) i− j

∑
k=0

(
i− j

k

)
H [m−1,α]

i− j−k (x;c,a;λ;u)H [m−1,β]
k (y;c,a;λ;u)

=

(
i
j

)
H [m−1,α+β]

i− j (x+ y;c,a;λ;u),

lo que implica la primera igualdad del teorema. La segunda y tercera igualdad se pueden obtener
de una manera similar.

Corolario 3.1 Para m ∈ N, sea {H [m−1,α]
n (x;c,a;λ;u)}n≥0, {H [m−1,β]

n (x;c,a;λ;u)}n≥0, la su-
cesión de la nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados
de orden α y nivel m en variable x y Pc[x] la matriz de Pascal generalizada de primer
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n (x;c,a;λ;u)

N Para α = 0, se cumple H [m−1,0]
n (x;c,a;λ;u) = (x ln(c))n. Así,

V [m−1,0](x;c,a;λ;u) = Pc[x].

Es claro que, (3.8) produce la siguiente identidad:

V [m−1,α](x+ y;c,a;λ;u) = V [m−1,α](y;c,a;λ;u)Pc[x].

Teorema 3.7

Para m ∈ N, sea {H [m−1,α]
n (x;c,a;λ;u)}n≥0, {H [m−1,β]

n (x;c,a;λ;u)}n≥0, la sucesión de la
nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden
α y nivel m en variable x. Entonces las siguientes fórmulas del producto se cumplen:

V [m−1,α+β](x+ y;c,a;λ;u) = V [m−1,α](x;c,a;λ;u)V [m−1,β](y;c,a;λ;u) (3.18)
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=

(
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j
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k

)
H [m−1,α]

i− j−k (x;c,a;λ;u)H [m−1,β]
k (y;c,a;λ;u)

=

(
i
j

)
H [m−1,α+β]

i− j (x+ y;c,a;λ;u),

lo que implica la primera igualdad del teorema. La segunda y tercera igualdad se pueden obtener
de una manera similar.

Corolario 3.1 Para m ∈ N, sea {H [m−1,α]
n (x;c,a;λ;u)}n≥0, {H [m−1,β]

n (x;c,a;λ;u)}n≥0, la su-
cesión de la nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados
de orden α y nivel m en variable x y Pc[x] la matriz de Pascal generalizada de primer

 luego por 
la fórmula de adición (3.7) se cumple:
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lo que implica la primera igualdad del teorema. La segunda y tercera 
igualdad se pueden obtener de una manera similar.

Corolario	 3.1	 Para m ∈ ℕ, sea n≥0, 

62
3.4 Enfoque matricial de los polinomios H [m−1,α]

n (x;c,a;λ;u)

N Para α = 0, se cumple H [m−1,0]
n (x;c,a;λ;u) = (x ln(c))n. Así,

V [m−1,0](x;c,a;λ;u) = Pc[x].

Es claro que, (3.8) produce la siguiente identidad:

V [m−1,α](x+ y;c,a;λ;u) = V [m−1,α](y;c,a;λ;u)Pc[x].

Teorema 3.7

Para m ∈ N, sea {H [m−1,α]
n (x;c,a;λ;u)}n≥0, {H [m−1,β]

n (x;c,a;λ;u)}n≥0, la sucesión de la
nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden
α y nivel m en variable x. Entonces las siguientes fórmulas del producto se cumplen:

V [m−1,α+β](x+ y;c,a;λ;u) = V [m−1,α](x;c,a;λ;u)V [m−1,β](y;c,a;λ;u) (3.18)
= V [m−1,β](x;c,a;λ;u)V [m−1,α](y;c,a;λ;u)

= V [m−1,α](y;c,a;λ;u)V [m−1,β](x;c,a;λ;u).

DEMOSTRACIÓN 3.4.1 Sea B[m−1,α,β]
i, j,c (a;λ;u)(x,y) la entrada (i, j) del producto de las matrices

V [m−1,α](x;c,a;λ;u)V [m−1,β](y;c,a;λ;u), luego por la fórmula de adición (3.7) se cumple:

B[m−1,α,β]
i, j,c (a;λ;u)(x,y) =

n

∑
k=0

(
i
k

)
H [m−1,α]

i−k (x;c,a;λ;u)
(

k
j

)
H [m−1,β]

k− j (y;c,a;λ;u)

=
i

∑
k= j

(
i
k

)
H [m−1,α]

i−k (x;c,a;λ;u)
(

k
j

)
H [m−1,β]

k− j (y;c,a;λ;u)

=
i

∑
k= j

(
i
j

)(
i− j
i− k

)
H [m−1,α]

i−k (x;c,a;λ;u)H [m−1,β]
k− j (y;c,a;λ;u)

=

(
i
j

) i− j

∑
k=0

(
i− j

k

)
H [m−1,α]

i− j−k (x;c,a;λ;u)H [m−1,β]
k (y;c,a;λ;u)

=

(
i
j

)
H [m−1,α+β]

i− j (x+ y;c,a;λ;u),

lo que implica la primera igualdad del teorema. La segunda y tercera igualdad se pueden obtener
de una manera similar.

Corolario 3.1 Para m ∈ N, sea {H [m−1,α]
n (x;c,a;λ;u)}n≥0, {H [m−1,β]

n (x;c,a;λ;u)}n≥0, la su-
cesión de la nueva familia de polinomios tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados
de orden α y nivel m en variable x y Pc[x] la matriz de Pascal generalizada de primer

 la sucesión de la nueva familia de polinomios 
tipo Apostol Frobenius-Euler generalizados de orden α y nivel m en 
variable x y Pc[x] la matriz de Pascal generalizada de primer tipo en 
base c. Entonces:

En particular

DEMOSTRACIÓN 3.4.2 Para β = 0 de (3.18) se tiene,

Dado que, 
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3.5 Implementación de ejemplos matriciales

tipo en base c. Entonces:

V [m−1,α](x+ y;c,a;λ;u) = V [m−1,α](x;c,a;λ;u)Pc[y]

= Pc[x]V [m−1,α](y;c,a;λ;u)

= V [m−1,α](y;c,a;λ;u)Pc[x].

En particular,

V [m−1](x+ y;c,a;λ;u) = Pc[x]V [m−1](y;c,a;λ;u)

= Pc[y]V [m−1](x;c,a;λ;u).

DEMOSTRACIÓN 3.4.2 Para β = 0 de (3.18) se tiene,

V [m−1,α](x+ y;c,a;λ;u) = V [m−1,α](x;c,a;λ;u)V [m−1,0](y;c,a;λ;u).

Dado que, V [m−1,0](y;c,a;λ;u) = Pc[y], entonces,

V [m−1,α](x+ y;c,a;λ;u) = V [m−1,α](x;c,a;λ;u)Pc[y]. (3.19)

Un argumento similar permite mostrar que:

V [m−1,α](x+ y;c,a;λ;u) = Pc[x]V [m−1,α](y;c,a;λ;u)

= V [m−1,α](y;c,a;λ;u)Pc[x].

Finalmente, la sustitución α= 1 en (3.19) y su combinación con las ecuaciones anteriores completa
la prueba.

N Usando la relación (1.73) y el Colorario 3.4 se obtiene la siguiente factorización
para V [m−1,α](x+ y;c,a;λ;u) en términos de matrices de suma.

V [m−1,α](x+ y;c,a;λ;u) = V [m−1,α](x;c,a;λ;u)Gn,c[y]Gn−1,c[y] · · ·G1,c[y].

3.5 Implementación de ejemplos matriciales

Bajo la elección apropiada de los parámetros, nivel y orden, es posible proporcionar algu-
nos ejemplos ilustrativos de las matrices generalizadas de polinomios Apostol Frobenius-
Euler.

 = Pc[y], entonces,

 (3.19)

Un argumento similar permite mostrar que:
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Finalmente, la sustitución α=1 en (3.19) y su combinación con las 
ecuaciones anteriores completa la prueba.

Usando la relación (1.73) y el Colorario 3.4 se obtiene la siguiente fac-
torización para  en términos de matrices de 
suma.

3.5	 Implementación	de	ejemplos	matriciales

Bajo la elección apropiada de los parámetros, nivel y orden, es posible 
proporcionar algunos ejemplos ilustrativos de las matrices generaliza-
das de polinomios Apostol Frobenius-Euler.

Ejemplo	3.4
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Ejemplo	3.5

Ejemplo	3.6

3.6	 Factorización	de	la	nueva	matriz	 , 
a	través	de	las	matrices	de	Fibonacci,	Lucas	y	Pell

Para obtener la factorización de la nueva matriz  
en términos de las matrices de Fibonacci y Lucas se consideran las si-
guientes matrices:
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Definición	3.3

OBSERVACIÓN 3.6.1 De las Definiciones de 
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3.6 Factorización de la nueva matriz V [m−1,α](x;c,a;λ;u), a través de las matrices de Fibonacci, Lucas y Pell

OBSERVACIÓN 3.6.1 De las Definiciones de K[m−1,α](x;c,a;λ;u) y B [m−1,α](x;c,a;λ;u) se tiene
que:

r̃[m−1,α]
0,0 (x;c,a;λ;u) = r̃[m−1,α]

1,1 (x;c,a;λ;u) = s̃[m−1,α]
0,0 (x;c,a;λ;u)

= s̃[m−1,α]
1,1 (x;c,a;λ;u) = H [m−1,α]

0 (c,a;λ;u),

r̃[m−1,α]
0, j (x;c,a;λ;u) = s̃[m−1,α]

0, j (x;c,a;λ;u) = 0, j ≥ 1,

r̃[m−1,α]
1,0 (x;c,a;λ;u) = s̃[m−1,α]

1,0 (x;c,a;λ;u)

= H [m−1,α]
1 (x;c,a;λ;u)−H [m−1,α]

0 (c,a;λ;u),

r̃[m−1,α]
1, j (x;c,a;λ;u) = s̃[m−1,α]

1, j (x;c,a;λ;u) = 0, j ≥ 2,

r̃[m−1,α]
i,0 (x;c,a;λ;u) = s̃[m−1,α]

i,0 (x;c,a;λ;u)

= H [m−1,α]
i (x;c,a;λ;u)−H [m−1,α]

i−1 (x;c,a;λ;u)

−H [m−1,α]
i−2 (x;c,a;λ;u), i ≥ 2.

Teorema 3.8

La matriz polinomial de Apostol Frobenius-Euler generalizada de nivel m,
V [m−1,α](x;c,a;λ;u) puede ser factorizada en términos de la matriz de Fibonacci F
de la siguiente forma:

V [m−1,α](x;c,a;λ;u) = F K[m−1,α](x;c,a;λ;u), (3.20)

o,

V [m−1,α](x;c,a;λ;u) = B [m−1,α](x;c,a;λ;u)F . (3.21)

DEMOSTRACIÓN 3.6.1 Dado que la relación (3.20) es equivalente a

F −1V [m−1,α](x;c,a;λ;u) =K[m−1,α](x;c,a;λ;u),

siguiendo las ideas de [40, Teorema 4.1], haciendo las modificaciones correspondientes y teniendo
en cuenta las observaciones 3.6.1, sigue (3.20).

[m−1,α](x;c,a;λ;u) y [m−1,α]

(x;c,a;λ;u) se tiene que:
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Teorema	3.8

La matriz polinomial de Apostol Frobenius-Euler generalizada de nivel 
m,  puede ser factorizada en términos de la 
matriz de Fibonacci F de la siguiente forma:

DEMOSTRACIÓN 3.6.1 Dado que la relación (3.20) es equivalente a
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3.6 Factorización de la nueva matriz V [m−1,α](x;c,a;λ;u), a través de las matrices de Fibonacci, Lucas y Pell

OBSERVACIÓN 3.6.1 De las Definiciones de K[m−1,α](x;c,a;λ;u) y B [m−1,α](x;c,a;λ;u) se tiene
que:

r̃[m−1,α]
0,0 (x;c,a;λ;u) = r̃[m−1,α]

1,1 (x;c,a;λ;u) = s̃[m−1,α]
0,0 (x;c,a;λ;u)

= s̃[m−1,α]
1,1 (x;c,a;λ;u) = H [m−1,α]

0 (c,a;λ;u),

r̃[m−1,α]
0, j (x;c,a;λ;u) = s̃[m−1,α]

0, j (x;c,a;λ;u) = 0, j ≥ 1,

r̃[m−1,α]
1,0 (x;c,a;λ;u) = s̃[m−1,α]

1,0 (x;c,a;λ;u)

= H [m−1,α]
1 (x;c,a;λ;u)−H [m−1,α]

0 (c,a;λ;u),

r̃[m−1,α]
1, j (x;c,a;λ;u) = s̃[m−1,α]

1, j (x;c,a;λ;u) = 0, j ≥ 2,

r̃[m−1,α]
i,0 (x;c,a;λ;u) = s̃[m−1,α]

i,0 (x;c,a;λ;u)

= H [m−1,α]
i (x;c,a;λ;u)−H [m−1,α]

i−1 (x;c,a;λ;u)

−H [m−1,α]
i−2 (x;c,a;λ;u), i ≥ 2.

Teorema 3.8

La matriz polinomial de Apostol Frobenius-Euler generalizada de nivel m,
V [m−1,α](x;c,a;λ;u) puede ser factorizada en términos de la matriz de Fibonacci F
de la siguiente forma:

V [m−1,α](x;c,a;λ;u) = F K[m−1,α](x;c,a;λ;u), (3.20)

o,

V [m−1,α](x;c,a;λ;u) = B [m−1,α](x;c,a;λ;u)F . (3.21)

DEMOSTRACIÓN 3.6.1 Dado que la relación (3.20) es equivalente a

F −1V [m−1,α](x;c,a;λ;u) =K[m−1,α](x;c,a;λ;u),

siguiendo las ideas de [40, Teorema 4.1], haciendo las modificaciones correspondientes y teniendo
en cuenta las observaciones 3.6.1, sigue (3.20).

siguiendo las ideas de [22, Teorema 4.1], haciendo las modificacio-
nes correspondientes y teniendo en cuenta las observación 3.6.1, sigue 
(3.20).

De las relaciones (3.20) y (3.21) sigue la siguiente identidad:
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3.6 Factorización de la nueva matriz V [m−1,α](x;c,a;λ;u), a través de las matrices de Fibonacci, Lucas y Pell

N De las relaciones (3.20) y (3.21) sigue la siguiente identidad:

K[m−1,α](x;c,a;λ;u) = F −1B [m−1,α](x;c,a;λ;u)F .

Se propone a continuación otro tipo de factorización a través de la matriz de Lucas, para
tal fin, se hace necesario introducir las sigueintes matrices.

Definición 3.4

Para m ∈ N; a,c ∈ R+, λ,u ∈ C, α real o complejo y 0 ≤ i, j ≤ n, sea
L [m−1,α]

1 (x;c,a;λ;u) la matriz cuyas entradas están dadas por

l̂[m−1,α]
i, j,1 (x;c,a;λ;u) =

(
i
j

)
H [m−1,α]

i− j (x;c,a;λ;u)−3
(

i− j
j

)
H [m−1,α]

i− j−1 (x;c,a;λ;u)

+5
i−2

∑
k= j

(−1)i−k2i−k−2
(

k
j

)
H [m−1,α]

k− j (x;c,a;λ;u).

Similarmente, sea L [m−1,α]
2 (x;c,a;λ;u) la matriz cuyas entradas están dadas por

l̂[m−1,α]
i, j,2 (x;c,a;λ;u) =

(
i
j

)
H [m−1,α]

i− j (x;c,a;λ;u)−3
(

i
j+1

)
H [m−1,α]

i− j−1 (x;c,a;λ;u)

+5
i

∑
k= j+1

(−1)k− j2k− j−2
(

i
k

)
H [m−1,α]

i−k (x;c,a;λ;u).

Un razonamiento análogo al utilizado en la demostración del Teorema 3.6 permite probar
el siguiente resultado.

Teorema 3.9

La matriz polinomial de Apostol Frobenius-Euler generalizada de nivel m,

V [m−1,α](x;c,a;λ;u) puede ser factorizada en términos de la matriz de Lucas L de
la siguiente forma:

V [m−1,α](x;c,a;λ;u) = LL [m−1,α]
1 (x;c,a;λ;u), (3.22)

o,

V [m−1,α](x;c,a;λ;u) = L [m−1,α]
2 (x;c,a;λ;u)L . (3.23)

Se propone a continuación otro tipo de factorización a través de la 
matriz de Lucas, para tal fin, se hace necesario introducir las siguientes 
matrices:

Definición	3.4
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Un razonamiento análogo al utilizado en la demostración del Teorema 
3.6 permite probar el siguiente resultado.

Teorema	3.9

La matriz polinomial de Apostol Frobenius-Euler generalizada de nivel 
m,  puede ser factorizada en términos de la 
matriz de Lucas 

24
1.11 Matriz de Lucas y algunas propiedades

Definición 1.19

La inversa de la matriz de Fibonacci ℑ, denotada como ℑ−1 = [ f
′
i, j]

i, j = 0,1, . . .n, es dada por:

f ′i, j =





1, si i = j,
−1, si i = j+1, j+2,
0, en otro caso.

(1.76)

1.14

Para n = 3 se tiene el siguiente ejemplo de la inversa de la matriz de Fibonacci

ℑ−1
4 =




1 0 0 0
−1 1 0 0
−1 −1 1 0
0 −1 −1 1


 .

1.11 Matriz de Lucas y algunas propiedades

Se comienza esta sección revisando la definición de la sucesión de Lucas para así introdu-
cir la matriz de Lucas, su inversa y algunas propiedades.

N Es sabido que la sucesión de Lucas {Ln}n≥1 es dada por Ln+2 = Ln+1 + Ln para
n ≥ 1, con condiciones iniciales L1 = 1 y L2 = 3.

Definición 1.20

La matriz de Lucas L se define a partir de las siguientes entradas

li, j =




Li− j+1, i− j ≥ 0,

0, en otro caso.

 de la siguiente forma:

3.7	 Implementación	de	ejemplo	usando	el	Teorema	3.8

El siguiente ejemplo muestra de manera particular la factorización dada 
para la matriz , en el Teorema 3.8.

Ejemplo	3.7
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Se propone ahora, estudiar la factorización de la matriz 
 a partir de la matriz de Pell, S dada en la Defi-

nición 1.22, para ello, se hace necesario considerar la siguiente matriz:

Definición	3.5

Es fácil demostrar el siguiente resultado a partir de un razonamiento 
análogo al utilizado en la demostración del Teorema 3.6.
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Teorema	3.10

La matriz polinomial de Apostol-Frobenius-Euler generalizada de nivel 
m,  puede ser factorizada en términos de la 
matriz de Pell S, de la siguiente forma:

 (3.24)

Ejemplo	3.8
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Capitulo	4

Conclusión

Para el desarrollo de la presente investigación se hizo necesario el 
estudio de familias de polinomios teniendo en cuenta sus funciones ge-
neratrices; en tal sentido se estudiaron polinomios y números de Ber-
noulli, Euler y Genocchi, polinomios de Apostol-Bernoulli, polinomios 
de Apostol-Euler y polinomios de Apostol-Genocchi, entre otros. Adi-
cionalmente, se estudiaron matrices polinomiales tipo Pascal, así como 
algunas de sus propiedades algebraicas. Estos tópicos fueron presenta-
dos en los capítulos 1 y 2.

En el capítulo 3 se introduce la definición de la nueva familia de po-
linomios generalizados tipo Apostol Frobenius-Euler de nivel m, 
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4 Conclusión

Para el desarrollo de la presente investigación se hizo necesario el estudio de familias de
polinomios teniendo en cuenta sus funciones generatrices; en tal sentido se estudiaron
polinomios y números de Bernoulli, Euler y Genocchi, polinomios de Apostol Bernoulli,
polinomios de Apostol Euler y polinomios de Apostol Genocchi, entre otros. Adicional-
mente, se estudiaron matrices polinomiales tipo Pascal, así como algunas de sus propie-
dades algebraicas. Estos tópicos fueron presentados en los capítulos 1 y 2.

En el capítulo 3, se introduce la definición de la nueva familia de polinomios genera-
lizados tipo Apostol Frobenius-Euler de nivel m, H [m−1,α]

n (x;c,a;λ;u), y la nueva matriz
polinomial de estos polinomios, se demuestran algunos teoremas sobre propiedades que
cumple esta familia de polinomios tales como relación diferencial, fórmula integral, adi-
ción del argumento y fórmulas de conexión de esta nueva familia de polinomios con
algunos polinomios mostrados en el capítulo 1 y 2. Así mismo, siguiendo las ideas de
[26,36], se define la matriz V [m−1,α](x;c,a;λ;u) y se demuestra su relación con la matriz de
Pascal y la matriz de Fibonacci entre otras.

Las perspectivas de investigación sobre los resultados obtenidos, permiten involucrar a
los estudiantes del Programa de Matemáticas y de Maestría en Ciencias Matemáticas de
la Universidad del Atlántico en el marco del semillero de Funciones Especiales: Teoría de
Aproximación, orientado por uno de los autores, como también a estudiantes de Ciencias
e Ingeniería e investigadores cuyo interés sean las Funciones especiales y sus Aplicacio-
nes. Se espera como producto asesorar tesis de Pregrado y de Maestría en cuyo proceso se
estudien problemas abiertos producto de la investigación aquí presentada, participación
en congresos especializados para difundir los resultados obtenidos avanzar en el nivel
de la investigación para generar artículos con fines de publicaciones en revistas de alto
impacto.
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Ciencias e Ingeniería e investigadores cuyo interés sean las Funciones 
especiales y sus Aplicaciones. Se espera asesorar tesis de Pregrados y 
de Maestrías en cuyo proceso se estudien problemas abiertos, producto 
de la investigación aquí presentada, participación en congresos espe-
cializados para difundir los resultados obtenidos y avanzar en el nivel 
de la investigación para generar artículos con fines de publicaciones en 
revistas de alto impacto.
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Listado de Símbolos

13

Lista de símbolos

N0 el conjunto de los números naturales incluyendo el cero.
Z,N,R,C números enteros, naturales, reales y complejos respectivamente.
P espacio vectorial de los polinomios con coeficientes reales.
P espacio vectorial de los polinomios con coeficientes complejos.
M(K) espacio vectorial de las matrices (n+1)× (n+1) con entradas en un

campo K.
Bn números de Bernoulli.
En números de Euler.
Gn números de Genocchi.
Bn(x) polinomios de Bernoulli.
En(x) polinomios de Euler.
Gn(x) polinomios de Genocchi.
Hn(u) números de Frobenius–Euler.
Hn(x;u) polinomios de Frobenius–Euler.
Bn(λ;x) n-ésimo polinomio de Apostol-Bernoulli.
En(λ;x) n-ésimo polinomio de Apostol-Euler.
Gn(λ;x) n-ésimo polinomio de Apostol-Genocchi.
Hn(x;λ;u) n-ésimo polinomio de Apostol-Frobenius–Euler.
H [m−1,α]

n (x;c,a;λ;u) n-ésimo polinomio tipo Apostol Frobenius–Euler generalizado.
Q [m−1,α]

n (x;b,c;λ;u;v) nueva clase de polinomios tipo Apostol generalizados.
β(x)(α) matriz de Bernoulli.
ℑ = [ fi, j] matriz de Fibonacci.
S = [si, j] matriz de Pell.
V [m−1,α](x;c,a;λ;u) matriz generalizada de los polinomios Apostol-Frobenius-Euler.
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