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Resumen

En este trabajo se estudiaréan los politopos convexos, algunas de sus propiedades topoldgicas
y su estructura facial, tomando como fuente principal los dos primeros capitulos del libro An
introduction to convex polytopes [3]. Inicialmente se hard un estudio de la estructura afin de
R? y los conjuntos convexos generales. Luego se entraré en detalle en la caracterizacién de los
politopos y sus caras, se vera la existencia de un conjunto minimal que los genera. Finalmente,
se introduciran unos conjuntos llamados poliédricos de los cuales también se daran algunas
propiedades y se estudiara su estructura facial, se mostrara la relacién entre lo conjuntos
poliédricos acotados y los politopos, lo cual ayudard a dar propiedades adicionales de los
politopos y sus caras.
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Introduccion

Un politopo convexo es la envolvente convexa de un conjunto finito de puntos {z1,...,z,}.
Estos conjuntos aparecieron en un contexto matematico en la civilizaciéon sumeria, en Ba-
bilonia y en Egipto. Las fuentes son el papiro de Mosci y el papiro Rhind. Algunos de
los politopos regulares ya se conocian para entonces. Un problema bésico era calcular los
volimenes de las pirdmides truncadas. Esto era necesario para determinar la cantidad de
ladrillos para fortificaciones y edificios. Los babilonios a veces hicieron los célculos correc-
tamente, a veces no, mientras que los egipcios usaron la formula correcta. En el siglo V a.
C., Democritos también descubrié esta férmula y Eudoxos la probd, utilizando el método
del exhauscion. Theaitetos desarrollé una teoria de los politopos regulares, luego tratada por
Platén en el didlogo Timaios. Euclides, alrededor de 300 a. C., considerd las propiedades
métricas de los politopos, el problema del volumen, incluido el método de exhauscion, y los
cinco politopos regulares, los sélidos platonicos.

Kepler investigd los politopos regulares y semi-regulares. Descartes consider6 los politopos
convexos desde un punto de vista métrico, casi llegando a la férmula del politopo de Euler,
descubierta por Euler solo cien anos después.

Contribuciones a la teoria del politopo a finales del siglo XVIII y XIX se deben a Legendre,
Cauchy, Steiner, Schlafli y otros. A principios del siglo XIX y en el siglo XX, Minkows-
ki, Dehn, Sommerville, Steinitz, Coxeter y numerosos contemporaneos dieron importantes
resultados. En la actualidad, el énfasis estd en los aspectos combinatorios, algoritmicos y
algebraicos. Relaciones modernas a otras dreas se remontan a Newton (polinomios), Fourier
(optimizacion lineal), Dirichlet, Minkowski y Voronoi (formas cuadraticas) y Fedorov (cris-
talografia). En las tltimas décadas, la teoria del politopo fue fuertemente estimulada y, en
parte, reorientada por la optimizacion lineal, la informatica y la geometria algebraica. La
teorfa del politopo, a su vez, tuvo cierto impacto en estas dreas.[4]



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se describen los conceptos bédsicos de &lgebra lineal y topologia en R?
necesarios para el desarrollo y comprensién de este trabajo. Tomados principalmente de [1]

y [2].

1.1. Algebra Lineal

Definicién 1.1.1. Un espacio vectorial (o espacio lineal) V' sobre un cuerpo F consiste de
un conjunto en el que estdn definidas dos operaciones +, - tales que

+: VxV — V
(,y) = +(z,y)=2+y,

FxVv — V
(G,y) — '(CL,y):(II.

de manera que se cumplan las siguientes condiciones:
(EVI)Vz,yeV, z+y=y+uz.
(EV2) Y z,y,z€V, (z+y)+z=x+ (y+2).

(EV3) 30€V/0+z=x+0=2, VzeV.
(EVj)VYzxeV,IyeV/x+y=y+z=0.
(EV5)VxeV, le=x,1€F.

(EV6) ¥ a,be F, ¥ x €V, (ab)x = a(bx).
(EV7) N x,y eV, Va€F, a(r+y)=ax+ ay.
(EV8) Y a,be F, Yz eV, (a+b)x =ax+ b

1



A los elementos del conjunto V' se le llaman vectores y a los elementos del cuerpo se le
llaman escalares.

Ejemplo 1.1.2. Para d € N, sea R := {(a1,...,aq)/ a; € R, i = 1,...d}, donde
(al,...,ad):(bl,...,bd)@ai:bi, Vi=1,...,d.

Para x = (ay,...,aq) €RY y = (by,...,bg) € R y c € R, definimos:
x4+y=(a;+by,...,aq+ by) Y cx = (cay,...,caq).
R? con estas operaciones es un espacio vectorial.

Definicién 1.1.3. Un subconjunto W de un espacio vectorial V sobre un cuerpo F se llama
un subespacio vectorial de V' si W es un espacio vectorial sobre F, bajo las operaciones de
suma y multiplicacion por escalar definidas en V.

Teorema 1.1.4. Sea V' un espacio vectorial y W un subconjunto de V. Entonces, W es un
subespacio de V' si y solo si se satisfacen las tres condiciones siguientes:

(1) 0 e W.
(2)Vz,yeW, x+yeW.
(3) VaeF, YreW, ax € W.

Teorema 1.1.5. Cualquier interseccion de subespacios de un espacio vectorial V' es un
subespacio de V.

Definicién 1.1.6. 57 S; y Sy son dos subconjuntos no vacios de un espacio vectorial V',
entonces la suma de Sy y So, que se expresa como S1+Ss, es el conjunto {x+y/ x € Sy, y €

S}

Teorema 1.1.7. Si W, y Wy son subespacios de un espacio vectorial V', entonces Wi + Wy
es un subespacio de V.

Definicién 1.1.8. Se dice que un espacio vectorial V es la suma directa de Wy y W,
expresada como V.= Wy @ Wy, st Wy y Wy son subespacios de V' tales que Wi N Wy = {0}
y Wi+ Wy, =1V.

Definicién 1.1.9. Sea V un espacio vectorial, W1 y Wy subepacios de V. Se dice que W1
y Wy son complementarios si V =Wy & Ws.

Definicién 1.1.10. Sea V' un espacio vectorial y S un subconjunto no vacio de V. Se dice
que un vector x de V' es una combinacion lineal de elementos de S, si existe un nimero finito
de elementos x1,...,x, € S y escalares \y, ..., \, € F tales que x = \jx1+Xoxo+- -+,
En este caso, es comun decir que x es una combinacion lineal de x4, ..., x,.



Definicién 1.1.11. Sea V un espacio vectorial sobre F. Sea S C V, S # 0, definimos el
generado por S, expresado como gen(S), como:

gen(S) = {Z a;x;/ x; €8S, a; € F} )

El conjunto de todas las combinaciones lineales de elementos de S.

Teorema 1.1.12. Sea V' un espacio vectorial sobre F' y sea S C V', S # (). Entonces gen(S)
es un subespacio de V. Ademds, Si W es un subespacio de V tal que S C W entonces

gen(S) C W.

Definicién 1.1.13. Sea V' un espacio vectorial sobre un cuerpo F' y sea S C V. Decimos
que S es un conjunto linealmente dependiente(LD) si existe un nimero finito de vectores
distintos x1,...,x, € S y escalares ay, . ..,a, € F, no todos cero, tales que

a1r1 + asxs + - - - + ap,x, =0,

y en este caso diremos que los elementos de S son LD.
En caso contrario, diremos que el conjunto S es linealmente independiente(LI), es decir,
para todo ayxq1 + asxs + - - - + apx, = 0 implica que a1 = ay = --- = a, = 0.

Definicién 1.1.14. Sea V un espacio vectorial sobre F' y sea B C V', decimos que B es
una base para V' si B es linealmente independiente y gen(B) = V.

Ejemplo 1.1.15. En RY, sea e; = (1,0,0,...,0,0), e = (0,1,0,...,0,0), ..., eq =
(0,0,0,...,0,1); el conjunto {e1,es,...,eq} es una base para R? y se conoce como base
estandar para RY

Teorema 1.1.16. Sea V un espacio vectorial sobre F' y sea B C V. Entonces B es una
base para V si y solo st ¥V x € V, existen unicos escalares ay,...,a, € F tales que xr =
a1r1 + -+ anZy.

Teorema 1.1.17. Sea V' un espacio vectorial que tiene una base B con exactamente n ele-
mentos. Entonces, cualquier subconjunto de V' que contenga mas de n elementos es lineal-
mente dependiente. Consecuentemente, cualquier subconjunto de V' linealmente independien-
te contiene como maximo n elementos.

Definicién 1.1.18. Un espacio vectorial V' se llama dimensionalmente finito si tiene una
base que consta de un niumero finito de elementos; el unico numero de elementos en cada
base de V' se llama dimension de V' y se denota por dim(V'). Si un espacio vectorial no es
dimensionalmente finito, se llama dimensionalmente infinito.

Ejemplo 1.1.19. 8 = {ey,...,eq} es una base para R? asi que dim(R?) = d.

Teorema 1.1.20. Si W es un subespacio de un espacio vectorial V dimensionalmente finito,
entonces W tiene una base finita y cualquier base para W es un subconjunto de una base
para V.



Definicién 1.1.21. Sean V' y W espacios vectoriales (sobre F'). Una aplicacion T : V — W
es una transformacion lineal de V-en W si para todo x,y € V y A € F' se cumple que

(1) T(x+y) =T(x) + T(y).
(2) T(\z) = \T'(x).

Definicién 1.1.22. Sea V' un espacio vectorial y Wi un subespacio de V. Una aplicacion
IT:V =V sellama proyeccion sobre Wy si

(1) Existe un subespacio Wy tal que V.= W1 & Wj.
(2) Para v = x1 + x9, donde x1 € Wy y xo € W, tenemos I1(z) = x1.

Lema 1.1.23. Sean V' y W espacios vectoriales (sobre F') y T : V. — W una aplicacion.
Entonces:

(1) T es lineal si y solo si T(Ax +y) = NT'(xz) + T (y) para todo z,y €V y X € F.

(2) T es lineal si y sdlo si para x1,...,x, €V y A,..., N\, € F tenemos que

i=1 i=1
Definicién 1.1.24. Sean V y W espacios vectoriales y sea T : V' — W lineal.

» Definimos el espacio nulo (o kernel) de T, representado N(T') como

N(T) :={x € V/ T(z) =0}.

» Definimos la imagen de T', representada Imag(T) como
Imag(T) :={w e W/ T(x) =w, para algin x € V}.

Teorema 1.1.25. Sean V' y W espacios vectoriales y sea T : V — W lineal. Entonces:

» N(T) es un subespacio de V.
» Imag(T) es un subespacio de W.

Teorema 1.1.26. Sean V y W espacios vectoriales y sea T : V — W lineal. Entonces T es
uno a uno (1 —1) si y sélo si N(T') = {0}.

Teorema 1.1.27. Sean V y W espacios vectoriales y supongase que V' es un espacio vectorial
dimensionalmente finito con una base {x1,...,x,}. Para cualquier subconjunto {yi,...,yn}
de W eziste exactamente una transformacion lineal T : V. — W tal que T'(z;) = y; para
1=1,...,n.



Definicién 1.1.28. Sean V., W y Z espacios vectoriales y T :V — W yU - W — Z
lineales. Definimos la composicion UT :V — Z mediante (UT)(x) = U(T(z)), Vx € V.

Teorema 1.1.29. Sean V', W y Z espacios vectoriales yT : V — W yU : W — Z lineales.
Entonces UT :'V — Z es lineal.

Definicién 1.1.30. Sean V y W espacios vectoriales y sea T : V- — W lineal. Decimos que
T tiene una inversa U : W —V st TU = Iy y UT = Iy, donde

Iy : W — W Ly:'V -V
r = Iy(z)=ux, r = Iy(x)==x.

En este caso decimos que U es la inversa de T y se escribe U = T, Ademds, si T tiene
wmversa decimos que T es invertible.

Comentario 1.1.31. Una aplicacion es invertible si y solo si es biyectiva.

Teorema 1.1.32. Sean V y W espacios vectoriales, y sea T : V. — W lineal e invertible,
entonces T~ : W — V es lineal.

Definicién 1.1.33. Sean V y W espacios vectoriales. Decimos que V' es isomorfo a W si
existe una transformacion lineal T -V — W tal que T es invertible.

Teorema 1.1.34. Sean V' y W espacios vectoriales dimensionalmente finitos (sobre el mismo
cuerpo F'). Entonces V' es isomorfo a W si y sélo si dim(V') = dim(W).

Corolario 1.1.35. Sea V' un espacio vectorial de dimension d, entonces V' es isomorfo a
R?.

Definicién 1.1.36. Sea ' = C o R. Sea V' un espacio vectorial sobre F. Un producto
interno sobre V' es una funcion que asigna a cada par ordenado de vectores x yy en V un
escalar en F' tal que ¥ x,y,z € V, X\ € F satisface los siguientes axiomas:

(1) (x+2y) = (z,y) + (z,0).
(2) (Ar,y) = Mz, ).
(3) (x,y) = (y,x), donde la barra indica conjugacidn compleja.
(4) (x,z) >0, si x #0.
Comentario 1.1.37. Si F' =R, entonces (3) se reduce a (x,y) = (y,x)

Ejemplo 1.1.38. Sean z,y € R, 2 = (ay,a9,...,a4); y = (b1, ba,...,by) la funcion
definida por
(,): RIxRY — R
d
(‘Tay) = (.’E,y) = Zazbz
i=1

Es un producto interno llamado el producto interno estindar de R?
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Definicién 1.1.39. Un espacio vectorial V' con un producto interno especifico definido en
él, se le llama espacio con producto interno.

Teorema 1.1.40. Sea V un espacio con producto interno. Entonces ¥V x,y,z € V,V X € F
se tiene:

(1) (z,y +2) = (x,y) + (z,2).

(2) (. y) = Mz,y).

(3) (z,z) =0 2z =0.

(4) Si(x,y) = (z,z) para todo x € V, entonces y = z.

Definicién 1.1.41. Sea V' un espacio con producto interno. Para x € V' definimos la norma

(o longitud) de x mediante ||x|| = \/(z, ).

Ejemplo 1.1.42. En R?, sea x = (a1, as,...,aq) € R? entonces

loll = Il(ar,az, . an)ll = /ot + a3+ -+ a2
Esta norma se conoce como norma Fuclidiana.

Teorema 1.1.43. Sea V' un espacio con producto interno. Entonces ¥V x,y € V, A\ € F
tenemos

(1) [z = [Alf|=]]

(2) ||z|]| =0< x=0.

(3) Kz, y)| < ||z|||ly]| (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).
(4) llz+yll <llzll + llyll. (Desigualdad triangular)

Definicién 1.1.44. Sea V un espacio con producto interno.

» Sean x,y € V. Decimos que x,y son ortogonales (o perpendiculares) si (x,y) = 0.

s Sea S C V. Decimos que S es ortogonal si cualesquiera dos elementos de S son orto-
gonales.

» Sea S C V. Definimos el complemento ortogonal de S, representado S+, como
St ={xecV/(r,y) =0, Vy € S}.

Teorema 1.1.45. Sea V' un espacio con producto interno de dimension finita. Sea W un
subespacio de V. Entonces

dim(W) + dim(W+) = dim(V).
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Definicién 1.1.46. [5/ Sea V' un espacio vectorial de dimension n(n > 1). Un subespacio
H de V' es un hiperplano en'V si dim(H) =n — 1.

Definicién 1.1.47. Sea V' un espacio vectorial sobre R. Una transformacion lineal f :
V — R es llamada funcional lineal en V.

Teorema 1.1.48. [5] Sea V' un espacio vectorial. Entonces H es un hiperplano en V si y
solo si existe un funcional lineal no-constante f tal que H = f~*(0).

1.2. Topologia en R

Definicién 1.2.1. Sea V' un espacio vectorial con norma || -|| . Dados z,y € V, definimos
la distancia de x a y mediante

d(z,y) = ||z —yll.
Ejemplo 1.2.2. En R?, sean z = (ai,...,aq) € RY, y = (by,...,by) € R? entonces

d(z,y) = |lz =yl = V(a1 = b1)? + - + (ag — ba)*.
Teorema 1.2.3. Sea V' un espacio vectorial con norma ||-||. Entonces¥ xz,y,z € V tenemos
(1) d(z,2) < d(z,y) + d(y, 2).
(2) d(z,y) = d(y,z).
(8) Sixz#y=dz,y)>0.

Definicién 1.2.4. Sea a € R? y r > 0. Definimos

= La bola abierta de centro a y radio r como el conjunto

B(a,r) = {z € R/ ||z — a|| < r}.

= La bola cerrada de centro a y radio r como el conjunto
Bla,r) :={z € R/ ||z —al| < r}.
» La esfera de centro a y radio r como el conjunto
S(a,r) = {x € R/ ||z —a|| =7}

Definicién 1.2.5. Sea A C R?, decimos que A es acotado si existe ¢ > 0 tal que ||z|| <
e,V x € A FEsdecir, 3 ¢ >0 tal que A C B(0,c¢).



Definicién 1.2.6. Una sucesion en RY es una aplicacion x : N — RY, definida en el
conjunto N de los numeros naturales. El valor que esa aplicacion asume en el numero k
denotado zy, se llama k—ésimo término de la sucesion.

Usaremos la notacion (xy)ken para indicar a una sucesion cuyo k— ésimo término es xj, € R,

Definicién 1.2.7. Una subsucesion de (zy)ren €$ una restriccion de la sucesion a un sub-
conjunto infinito N' = {k; < ky < --- < k; < ---} C N. Una subsucesién serd denotada por

(517ki)ieN~

Definicién 1.2.8. Una sucesion (x)gen se dice acotada, si existe ¢ > 0 tal que ||zx|] < ¢,
vV keN.

Definicién 1.2.9. Sea (x1)reny € R una sucesion, se dice que a € R es el limite de (x)pen
si, para todo € > 0 dado, eziste ky € N tal que ||z — a|| < € siempre que k > ko. En este
caso, se dice que (xp)ren converge para a o tiende para a y se escribe klim T = a.

—00

St existe a = kh’m xy , se dice que (xy)ren €s convergente. En caso contrario, se dice que
— 00

(xk)ken es divergente.

Teorema 1.2.10. Sea (zy)ren € R?. Entonces
(1) lim z; =a < lim ||z —a|| = 0.
k—o0 k—o0
(2) Si (vg)ren converge entonces (xy)gen €s acotada.

(8) Si lim x; = a entonces toda subsucesion de (xx)ren converge para a.
k—o0

(4) Si (vg)ren converge entonces a = klim T es unico.
—00

Corolario 1.2.11. Dadas las sucesiones convergentes (xx)ren; (Yr)ren € R 4 (ap)ren € R,

sean lim zp = a, lim y, = b y lim ap = a. Entonces
k—o0 k—o0 k—o0

(1) lim (z + yx) = a+0.
k—o0

(2) lim oy -z = a - a.
k—o0

Definicién 1.2.12. Sea f : X — R? una aplicacion definida en un conjunto X C R™.
Decimos que f es continua en a € X si

Ve>0,35>0; € X, |lx—a|]l<d=|[f(x)— fla)|] <e.

Si f: X — R? es continua en todos los puntos del conjunto X, decimos que f es una
aplicacion continua.

Ejemplo 1.2.13. Toda transformacion lineal T : R™ — R? es continua.



Definicién 1.2.14. Sean X C R™ y Y C R?, un homeomorfismo entre X y Y es una
biyeccion continua f : X — Y, cuya inversa f~' 1Y — X también es continua. Decimos
entonces que X y'Y son conjuntos homeomorfos.

Ejemplo 1.2.15. Sea T : R? — R? una transformacion lineal invertible, entonces su
inversa T~' : R? — R? es lineal y por lo tanto continua. Asi que T' es un homeomorfismo de
R? sobre si mismo.

Definicién 1.2.16. Sea X C R?%. Un punto a € X es un punto interior de X si existe
d > 0 tal que B(a,0) C X. Denotamos por int X al conjunto formado por todos lo puntos
interiores de X.

Definicién 1.2.17. Un conjunto X C RY es abierto si todos sus puntos son interiores, esto
es, cuando para cada v € X eziste § > 0 tal que B(x,d) C X.

Definicién 1.2.18. Sea X C R?. Llamamos frontera de X al conjunto de todos los puntos
a € R? tales que para todo 6 > 0, B(a,8)NX # 0 y B(a,d) N(RY\ X) £ (. A la frontera de
X la denotamos por bd X. Los puntos y € bd X son llamados puntos frontera de X .

Teorema 1.2.19. Los conjuntos abiertos de R? gozan de las siquientes propiedades:

(1) O y R? son abiertos.

(2) La interseccion A = A;N---NAg de un nimero finito de conjuntos abiertos Ay, ..., A
es un conjunto abierto.

(8) La union A = |J Ay de una familia cualquiera (Ay)xer de conjuntos abiertos Ay es
AeL
un conjunto abierto.

Teorema 1.2.20. Sea f : X — R? una aplicacion definida en un conjunto X C R™.
Entonces f es continua si y solo si la imagen inversa f~*(A) de todo abierto A C R? es un
conjunto abierto en X.

Definicién 1.2.21. Un punto a € R se dice adherente a un conjunto X C R? si es el
limite de una sucesion de puntos de X.
Al conjunto de los puntos adherentes a X se llama clausura de X y se denota como cl X.

Teorema 1.2.22. Sean X CR? ya € R4 a € cl X siy sélo siV e >0, Bla,e)NX # 0.

Definicién 1.2.23. Un conjunto X C R? es cerrado si contiene todos sus puntos adherentes,
esto es, X =cl X.

Teorema 1.2.24. Los conjuntos cerrados de R% gozan de las siguientes propiedades:

(1) O y R? son cerrados.



(2) La union F = Fy U ---U Fy, de un nimero finito de conjuntos cerrados Fi, ..., Fy es
un conjunto cerrado.

(8) La interseccion F' = () Fy de una familia cualquiera (Fy)xer, de conjuntos cerrados
AeL
F\ es un conjunto cerrado.

Teorema 1.2.25. Sea f : X — RY una aplicacién definida en un subconjunto X C R™.
Entonces f es continua si y sélo si la imagen inversa f~1(F) de todo cerrado F C R¢ es un
conjunto cerrado en X.

Definicién 1.2.26. Un conjunto K C R? es compacto si es cerrado y acotado.

Teorema 1.2.27. Un conjunto K C R? es compacto si y sélo si toda sucesion de puntos
(xk)ken € K posee una subsucesion que converge para un punto de K.

Teorema 1.2.28. Sea K C R?. Si K es finito entonces K es compacto.

Teorema 1.2.29. Sea f : X — R? continua en un conjunto X C R™. Para todo subconjunto
compacto K C X, su imagen f(K) es compacta.

Corolario 1.2.30 (Weierstrass.). Toda funcion real continua f : K — R, definida en un

compacto K C R?, alcanza su mdzimo y su minimo en K, esto es, existen puntos xo,z1 € K
tales que f(zo) < f(z) < f(r1), Vo € K.
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Capitulo

Conjuntos Convexos

En este capitulo se hace un desarrollo de la teoria de conjuntos convexos generales, estudiando
algunas de sus propiedades. Luego se entrara en detalle con aquellos conjuntos convexos
que son cerrados para asi estudiar su estructura facial, mas adelante nos centramos en los
conjuntos convexos compactos que tienen al 0 como punto interior.

2.1. La Estructura Afin de R?

En esta seccién se introduce la estructura afin de R como una teoria andloga a la estructura
vectorial de R?. Se dan conceptos como espacios afines, combinaciones afines, independencia
afin, bases, dimensién, transformaciones afines e isomorfismos.

Todos los enunciados aparecen propuestos en [3] y las pruebas fueron desarrolladas por el
autor del trabajo.

Definicién 2.1.1. Un subconjunto A C R? es un subespacio afin de R si A =0 o A =
v+ L={x+1/1€ L}, donde x € R? y L es un subespacio vectorial de R%. Es decir, A es
una traslacion de un subespacio vectorial.

Por un espacio afin nos referimos a un subespacio afin de algin RY. Cuando A, y Ay son
subespacio afines de R? tales que Ay C Ay, llamaremos a A, un subespacio afin de As.

Observacion 2.1.2. St A = x + L es un subespacio afin, entonces L es unico mientras que
x puede ser escogido arbitrariamente en A.

En efecto: Supongamos que A=x+L yA=x+L', donde L y L' son subespacios vectoriales
deR?. Seal € L entonces v+1 € A asi que existe ! € L' tal que x+1 =z +1' luego I —1' =0
lo que tmplica que | = 1" entonces | € L' por lo tanto L C L', de manera andloga se llega que
L' C L porlo tanto L = L'. Ahora seay € A, asi que existe | € L tal que y = x+1, entonces
A=z+L=ac+(I+(-)+L=+)+(-)+L)=(x+)+L=y+L.

11



Ejemplo 2.1.3. (1) En R?, cualquier recta L que pasa por el origen es un subespacio
vectorial de R?. Sean x1, x5 € R?, entonces los conjuntos Ay =21 +L y Ay = 29+ L
son subespacios afines.

R2 .'131+L

:132+L

/

(2) Todo vector y € R? es un subespacio afin, ya que Vy € R, y =y + L, donde L = {0}.

(3) Todo subespacio vectorial L de R? es un subespacio afin, puesto que L = 0+ L, donde
0 € RY.

Definicién 2.1.4. Sean A, = 21 + Ly y Ay = 29 + Lo subespacios afines no-vacios de R?.

(1) A1 y Ay son paralelos si Ly C Ly 0 Ly C Ly.

(2) Ay y As son complementarios si Ly y Ly son complementarios( y ortogonales si Ly y
Ly son ortogonales).

Lema 2.1.5. Sean Ay y Ay subespacios afines complementarios entonces Ay N Ay = {xo},
para algin x, € Re.

Demostracion. Sean Ay = 11 + L1y Ay = x5 + Ly entonces Ly @ Ly = Ry Ly N Ly = {0}.
Como =, € R? entonces z1 =4 + 1y, l; € Ly, ls € Lo.
Ahora, sea xy € A; entonces xg = 11 + k1, k1 € L.

= Ty = 171+]€1 = (l1+l2)+k1
= (l1+k’1)+l2 = l’3+l2€A2.

Asi que xg € A1N A, luego por la Observacién 2.1.2 tenemos que Ay = xo+Ly y Ay = xo+ Lo,
:>A1ﬂA2 = ($0+L1)ﬂ($0+L2) :$0+(L1QL2> :l’g—i-{O} = {.770}
O

Teorema 2.1.6. Un subconjunto A C R? es un subespacio afin si y sélo si \jxy + Xy € A
para todo x1,x9 € A y todo A1, s € R tales que \; + Xy = 1.

12



Demostracion. =] Sea A = x + L un subespacio afin y sean x1,25 € Ay A, Ay € R tales
que A\; + Ay = 1, entonces xr1 = x4+ u, 9 = + v con u,v € L.

Mz + Aexre = A(z+u) + Aoz +v)
= )\15[) + )\1U + )\25[) + )\Q’U
= ()\1 + )\Q)LE + ()\116 + )\Q'U)
= r+wcEA, (Mu+ X v=we L)

<] Sea A C R? tal que My + Aoy € A, Vay, 19 € A, VA, Mg € R tales que A\ + Xy = 1,
definamos L = A — x, x € A, probemos que L es un subespacio vectorial de R

(%) Sean [y,ly € L, entonces existen z1,xo € A tales que [ = x1 —z, [y = x5 — x y sean
A1, Az € R tales que A; + Ay = 1.

)\1l1 + /\le = )\1(1‘1 — Qf) + )\2(232 — ﬂf)

)\11’1 + )\233'2 — ()\1 + )\2).77

AT+ Aoxy —

= z—x€L, (AMx1 4+ Az = 2z € A).

De lo anterior tenemos que A\l + Aoly € L, Viy, 15 € L, VA1, Ay € R tales que A\; + Ay = 1.

(1) 0=x—=x € L.

(2) Seale Ly A €R, entonces A\l = (1 — A0+ A\ € L.

(3) Sean ly,15 € L, entonces Iy + Iy = 2[(1 — 3)l; + 315] € L.
De (1 — 3) tenemos que L = A — z es un subespacio vectorial de R?, luego A = x + L. Por
lo tanto A es un subespacio afin de R, O

Definicién 2.1.7. Sean x1,xs € R, 21 # x5, el conjunto
{>\1I1 + )\2?[)2|)\1, )\2 c R, >\1 + )\2 = 1},
es llamado la recta a través de xy y xo

Comentario 2.1.8. FEl teorema 2.1.6 establece que la recta a través de dos puntos de A estd
contenida en A

Definicién 2.1.9. Una combinacion afin de puntos zi,...,x, € R? es una combinacién
lineal \yx1 + - - -+ A\, tal que \y + - - - + A\, = 1. Escribiremos

n

Z a)\il'i.

i=1

Para indicar que la combinacion lineal \yxy + - - - + A&y, es una combinacion afin.(La com-
binacion lineal vacia(n = 0) no es una combinacion afin. Por lo tanto, en una combinacion
afin \yxq + - - - + Az, siempre tenemosn > 1.)

13



Teorema 2.1.10. Sea A C R? un subespacio afin, entonces cualquier combinacion afin de
puntos de A esta en A

Demostracion. Sea A = x + L y sean 1,%9,....T, € Ay A, A, ..., A, € R tales que
MF+X+-+ A\, =1lasiquexr;=x+[;conx e Ay l; € L.

Za)\ifbi = Za)\i<l’ + ll) = Za/\il' + Za)\ili =+ Za)\ili =r+uv€E A, (’U = Za)\ili €
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

L). m
Teorema 2.1.11. La interseccion de cualquier familia de subespacios afines de R es un
subespacio afin de R?

Demostracion. Sea A = {A;/i € I} una familia de subespacios afines de R?, A; = z; +
L;,VYA; € A con z; € Ry L; subespacios vectoriales de R

Si () A; = 0 ya se tiene el resultado. Supongamos que [ A; # (), entonces existe z € [ A;.

iel iel iel
Siz € () A;, entonces A; = x + L;, VA; € A entonces (| A; = x + () L; por lo tanto () A;
iel iel iel
es un subespacio affn, ya que () L; es un subespacio vectorial de R O
icl

Definicién 2.1.12. Sea M C R¢, el subespacio afin generado por M o la envolvente afin
de M, denotado por aff M. Se define como:

af fM = ﬂAi, M C A;, A; subespacios afines de RY.

Es decir, el subespacio afin mas pequenio que contiene a M.

Teorema 2.1.13. Sea M C R?, el subespacio afin generado por M (affM) es el conjunto
de todas las combinaciones afines de puntos de M.

Demostracion. Sea P = {Z“)\ x;/ x; € M, N\ € R, Z)\ = 1}, el conjunto de todas las

combinaciones afines de puntos de M.
P es un subespacio afin de R%. En efecto, sean u,v € Py 1, o € R tales que p + po = 1,
n m

veamos que (U + v € P, como u,v € P entonces u = Y “Na; y v = >, *ouyi, T,y € M
i=1 i=1

y Y. AN =1=> «;. Luego
=1 i=1

m

n n m
Pt oV = 1 0 N g Yty = Y AT+ Y ol Y
i=1 i=1 i=1 i=1

ZM)\ +EM2062 Py N+ e o = g+ pig =1
i=1 i=1

i=1
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Asi pyu + pov es una combinacion afin de puntos de M. Por lo tanto pyu + psv € P
Ademés parax € M y A = 1 tenemos que Az € P, asi M C P lo cual implicaqueaffM C P.
Solo falta probar que P C affM

Sea x € P, entoncesx—z “Nwi, v € M, \; € R, Z)\ =1

Como z; € M, entonces xz E af fM por lo tanto x 6 affM por el Teorema 2.1.10, ya que
af fM es un subespacio afin, entonces P C affM. Por lo tanto P =aff M. O

Ejemplo 2.1.14. Sean x1,zy € R, 21 # x9. El Teorema 2.1.13 nos dice que af f{x1,zs}
es el conjunto de todas las combinaciones afines de los puntos x1 y xo. Es decir

aff{xl, xg} = {)\1561 + )\Qﬂfgl)\l, )\2 € R, )\1 + )\2 = 1},

que es la recta a través de x1 y w9 de la Definicion 2.1.7.

Comentario 2.1.15. Usaremos la notacion n—familia (x1, s, ..., x,) para indicar el con-
junto de los n puntos xi,xs, ..., %, € R
Definicién 2.1.16. Una n-familia (z1, 2o, ..., x,) de puntos de RY es afinmente indepen-

diente st una combinacion lineal \yxqy + Xoxo + - Az, = 0 con Ay + Ao+ --- + N\, = 0,
entonces \f = Xg = --- =\, = 0.

Una n-familia la cual no es afinmente independiente es llamada afinmente dependiente. Es
decir, existen reales A1, A, ..., A\, no todos ceros tales que \ix1 + Aaxs + -+ - A\yx, = 0 con
M+ A+ +X =0

Comentario 2.1.17. La familia vacia (n = 0) es afinmente independiente.

Observacion 2.1.18. Independencia afin es equivalente a decir que ninguno de los puntos
es una combinacion afin de los puntos restantes.

En efecto: probaremos que la n—familia (z1,...,x,) es afinmente dependiente si y sdlo
st para algin i, @ = 1,...,n, x; = Moy + -+ N 1Tio1 + N1 Tivr + - + Axp tal que
M+ N i+ A+ A =

=] Sea {x1,...,x,} unan—familia afinmente dependiente. Es decir, existen reales A1, \a, ..., Ay,
no todos ceros tales que \ixq + Ao + -+ - Ay, =0 con Ay + Ao +---+ A, = 0.
Supongamos que para algun i, 1 <1 <n, \; # 0, entonces

)\ >\i— Az )‘n
Iz':—(A_le‘i‘""i‘)\—iliUiA—i‘ At1$z+1+ +>\—zxn) (
Ai= =M+ A+ A A,
Ademds .
Z_ﬁ__(>\1+---+)\i—1+)\i+1+~~-+)\n) —ﬁ—l

EU
<

<SS
Sl
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Por lo tanto, x; es combinacion afin de xq,..., 2,1+ Tix1, ..., Tp.

<] Para algin i, i = 1,...,n, sea x; = Mx1 + - + N1 + Nigi®ior + - + AaZp
talque)\1++/\1_1+)\,+1++)\n:1

= Mx1+ o+ Aari + (D)3 + Aami o+ Az =0 Y

At Ao+ (=D + A+ A, =0
Entonces \; = —1 # 0. Por lo tanto, la n—familia (z1,...,x,) es afinmente dependiente.
Teorema 2.1.19. St x = \jx1 + Aoxo + - - - + Ny, tal que A\ + Ao +--- + X\, = 1, entonces

los coeficientes A\, A, ..., A\, son unicos si y solo si la n-familia(xy, xo, ..., x,) es afinmente
independiente.

n
Demostracion. =] Sea x = >, *N\;x; tal que Ay, Ag, ..., A, son unicos.
i=1
Supongamos que (1, Zs, ..., Z,) es afinmente dependiente, entonces existen pi1, g, . . ., fn €

R no todos ceros tales que 1@y + poxs + -+ - + fpx, = 0 con Y p; = 0.
i=1

n n n n

T = Z“Aixi +0= Za)\ixi + Z/Mﬂfi = Z(Az + )2, Z(Az +pi) = 1.
i=1

i=1 i=1 i=1 =1

Ahora p; # 0 para algin j € {1,...,n}, entonces A\; # \; + p; asi hemos encontrado dos
representaciones diferentes para x, absurdo. Por lo tanto (x,zs,...,x,) es afinmente inde-
pendiente.

n
<] Sea x = Y Nz, tal que la familia (z4,...,z,) es afinmente independiente y supon-
i=1

n
gamos que existen piy, fia, . . ., iy, € R con \; # p; tales que x = > “u,x;, entonces
i=1

n n n

O=x—2= Za)\ixi - Z“uixi = Z()\z - Mz’)%‘ y Z()\z - ,Ui) = 0.
i=1

=1 i=1 =1

Ahora como (z1, z,...,x,) es afinmente independiente, entonces A\; — p; = Ay — g = -+ - =
An— i = 0, asi \; = p;, Vi = 1, ..., n. Por lo tanto los coeficientes A1, Ao, ..., A, son tnicos. [

Teorema 2.1.20. Independencia afin de una n-familia (z1,...,x,) es equivalente a inde-
pendencia lineal de una/todas de las (n — 1)-familias

(X1 — Tgy o 1 — Ty Ty — Xy oo Ty — T4), 0= 1,... 0.
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Demostracion. =] Sea (z1, ..., x,) una n—familia afinmente independiente y veamos que la
(n — 1)-familia(xe — 1,23 — 21, ..., 2, — x1) es linealmente independiente.
0 = po(we — 1)+ pg(xs — 1) + -+ + pin(T, — 1)

= MoX2 — [Ty + H3T3 — U3T1 + -+ UnTp — T

= —(po+ p3+ -+ pin)T1 + poTo + pi3T3 A - A fp Ty
Ademas —(pg + p3 + -+ + pon) + po + p3 + -+ - + p, = 0, entonces po = p3 =+ = p, = 0 ya
que (z1,s,...,2,) es afinmente independiente. Por lo tanto (ry — x1,23 — x1,...,2, — 1)
es linealmente independiente.

<] Sea (x9 — x1, 23 — 21, ..., %, — 1) linealmente independiente. Tomemos \jz; + Aoxo +
o+ A, =0con Ay + Ao+ ---+ A\, =0y probemos que A\ = Ay =--- =\, =0.

0 = Mo+ Mze+ -+ Aoy
= MT1+Azy+ o+ Ay — (M + A+ AT

= )\1$1+/\2$2+“'+)\n$n—)\1$1—>\2£E1—"'—)\n.231

= )\2(1’2 — .1’1) + -+ )\n<xn — iL‘l).
Entonces Ay = A3 = --+ = A\, = 0 lo cual implica que A\; = 0. Por lo tanto (z1,...,z,)
es afinmente independiente. O

Observaciéon 2.1.21. Sea (x4, ..., x,) una n—familia de puntos de A = x + L, la n—familia
(21, ..., Ty) determina (n—1)—familias de vectores (T1—Tj, ..., Ti—1 — Tjy Tig] — Tiy eeey Ty — T;),
i=1,..,n de L, ya que x; = x +1;, entonces x; —x; = (x + 1) — (x+1;) = (l; = ;) € L.
Ademdas el teorema anterior nos dice que si (x1, ..., T,) es afinmente independiente, entonces
todas las (n — 1)-familias (x1 — x;, ..., Ti—1 — T, Tig1 — Tiy ooy Ty — ), @ = 1, ..., m. son lineal-
mente independientes.

Reciprocamente dado un punto x; € A, v; = v+ 1; y la (n — 1)—familia de vectores
(li,l2, ...;ln—1) en L, obtenemos la n—familia de puntos (x1,...,T,—1,%;) en A con z; =
zj+ 1, i =1,..,n—1 Ademds si (l1,ls,...,l,_1) es linealmente independiente, entonces
(21, ..., Tp_1, ;) es afinmente independiente. En efecto, sea Mz + Xaxo + -+ + N1 Zp—1 +
M2 =0 con A\ + Xy +---+ A\, =0.

0 = )\1%1 + /\2372 + -+ )\nfl‘%nfl + )\nxj
= Ma+L+h)+@+L+0L)+ -+ (@ + L+ L) + (2 + 1)
= M+t F )@ ) F Al A Xaly -+ Al
= Mbh+Xlo+ -+ Nl

Luego como (1,1, ..., l,—1) es linealmente independiente, entonces Ay = Ao = -+ =X, =0
y asi A, = 0 por lo tanto (xq,...,x,_1,%;) es afinmente independiente.

Definicién 2.1.22. Una base afin de un espacio afin A es una n—familia(zy, ..., z,) afinmen-
te independiente de puntos de A tal que A = af f{x1,...,x,}.

Definicién 2.1.23. La dimension(dim A) de un espacio afin no-vacio A es la dimension
del subespacio vectorial L tal que A = x + L(ya que L es unico, dim A estd bien definida).
Cuando A =0, dim A= —1.
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Teorema 2.1.24. Sea A un espacio afin. La dimension de A esn — 1 si y solo sin es el
entero no negativo mas grande tal que hay una n—familia afinmente independiente de puntos

de A.

Demostracion. =] Sea A=x + Ly dim(A) =dim(L) =n— 1.

Supongamos que hay una (n+ 1)—familia(zy, ..., 2, 1) afinmente independiente, esto im-
plicaria que las n—familias (x1—x;, ..., T; 1 — T4, Tis1— Ty ooy T — T4, Tpo1—T;), 0 = 1, ...,n,n+1
son linealmente independientes, lo cual es absurdo ya que dim(L) = n — 1 por lo tanto cual-
quier conjunto con m elementos (m > n — 1) es linealmente dependiente.

<] Si n es el entero mas grande tal que hay una n—familia(zy, ..., z,,) afinmente indepen-
diente de puntos de A, entonces n — 1 es el entero no negativo mas grande tal que las
(n — 1)—familias(xq — @4, ..., Tim1 — T4, Tiy1 — Ty ooy Ty — &;), © = 1,...,n son linealmente in-
dependientes por lo tanto dim(L) =n — 1 = dim(A).

Otra manera siguiendo el argumento anterior. Supongamos que dim(L) =m. Sim <n — 1
es absurdo ya que hay una (n—1)—familia linealmente independiente. Si m > n— 1, entonces
m+ 1> nylam-+1 familia es afinmente independiente lo cual es absurdo. Por lo tanto
m=n—1. [

Teorema 2.1.25. Sea A = x + L un espacio afin. Una n—familia afinmente independiente
de puntos de A es una base afin de A si y sélo si dim(A) =n — 1.

Demostracion. =] Sea (xy,...,x,) una base afin de A.

Como z; € A, de la observacién 2.1.2 tenemos que A = x1 + L. Ahora, sea [ € L, entonces

x1+1€ Ay como (xy,...,2,) es una base afin de A entonces existen inicos Ay,..., A\, € R
n

con \j +---+ A\, = 1 tales que 1 +1 = > “N\a;.
i=1

=1 i=1 i=1 =2

= legen{zy—x1,...,xp—21},as1 L C gen{zg—x1,..., 2y — 21} y gen{zg — 21, ..., 2, —
x1} C L por la Observacién 2.1.21, lo cual implica que L = gen{zy — x1,...,2, — 23
y la (n — 1)—familia(zy — x1,...,2, — x1) es linealmente independiente por el Teorema
2.1.20. Por lo tanto, la (n — 1)—familia(zy — x1,...,2, — 1) es una base para L, asi
dim(L) =n —1=dim(A).

<] Sea dim(A) = n— 1y (x1,...,x,) una n—familia afinmente independiente de pun-
tos de A. Veamos que (x1,...,2,) es una base afin de A. Es decir, hay que probar que
A=aff{zy,....,z,}.

Es claro que af f{x1,...,x,} C A, ahora probemos que A C af f{x1,...,x,}.

Sea z € A, z = x1 + 1. Como dim(A) =n—1 = dim(L) y (z1,...,z,) es afinmente inde-
pendiente, entonces la (n — 1)—familia (xe — 21, 23 — 1, ..., &, — 1) es una base para L; Asi
existen Unicos Ag, ..., A, € R tales que l = Ag(z9—x1)+A3(x3—21)+" - -+ A (2, —21). Entonces
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z = ZL‘l+/\2(CL’2—Il)+/\3(C(]3—I1)+"'+>\n(l’n—£(]1)
= a1+ >, Nz — xq)
=2

n

=2 =
Es decir que z se puede expresar como combinacién afin de puntos de la familia (xy, ..., z,),
entonces z € af f{x1,...,x,} por lo tanto A C af f{x1,...,z,}. O

Lema 2.1.26. Sea M C RY, y sea dim(aff M) = n — 1. Entonces existe una n—familia
(x1,...,x,) afinmente independiente de puntos de M, i.e. Eriste una base afin (xq,...,x,)
de af f M que consiste de puntos de M.

Demostracion. Como dim(aff M) = n—1 entonces el teorema 2.1.24 garantiza la existencia
de una n—familia (z1,...,z,) afinmente independiente de puntos de M y ademés por el
teorema 2.1.25 esta n—familia es una base afin para aff M. m

Observacién 2.1.27. El lema 2.1.26 muestra que para cualquier subconjunto M C R,
existe una familia (xq,...,x,) afinmente independiente de puntos de M tal que

aff M = {Z“/\i:vi /€M, i= 1,...,n}.

=1

Es decir que para generar af f M basta con tomar todas las combinaciones afin de los puntos
fijos x1,...,x, € M. Ademds, cada punto en aff M tiene una unica representacion como
una combinacion afin de xy, ..., Tp.

Observacion 2.1.28. Los espacios afines 0—dimensionales son los conjuntos 1—puntuales.
Si w9 y 1o son dos puntos distintos de RY, entonces la 2— familia (x1,22) es afinmente in-
dependiente. En efecto, sea \ix1 + Aaxo = 0 con A\ + Ay = 0, entonces \g = —A\y; Asi
M(z1 — 23) = 0 lo cual solo se da cuando \y = Ay = 0 ya que x7 # xo. Por lo tanto
af f{x1,z2} es 1—dimensional, los espacios afines 1—dimensionales son llamados rectas y
son de hecho la recta a través de dos puntos x1 y xo en el sentido usado en la definicion
2.1.7. Reciprocamente, la recta a través de dos puntos x1 y xo en el mismo sentido de la
definicion 2.1.7 es de hecho un espacio afin 1—dimensional, i.e. una recta.

Definicién 2.1.29. Sea A un espacio afin y dim(A) =n(n > 1). Un subespacio afin H de

A tal que dim(H) = n—1 es llamado un hiperplano en A. Si A es un subespacio afin de R?,
entonces los hiperplanos en A son los conjuntos H N A donde H es un hiperplano en R? tal
que H N A es un subconjunto propio no vacio de A.

Ejemplo 2.1.30. = Fn R, los hiperplanos son puntos.
s En R2?, los hiperplanos son rectas.

» En R3, los hiperplanos son planos.
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Definicién 2.1.31. Sea A un subespacio afin de R?. Una aplicacion ¢ : A — R® se dice
que es una transformacion afin si preserva combinaciones afines, i.e.

® (Z a>\il’z‘) = Za/\i@<xi)-

i=1 i=1
Ejemplo 2.1.32. (1) Dado u € R? fijo, la aplicacién traslacion

T,: R — RI
v o= T,(v)=u+v.

es una transformacion afin.
En efecto: sean x1,...,x, €RY y A, ..., \, € R tales que \; + --- \,, = 1. Entonces

i=1 i=1 i=1 i=1 =1
(2) Toda transformacion lineal es una transformacion afin, el reciproco no es cierto.

Lema 2.1.33. Sea A un espacio afin. si p : A — R® es una transformacion afin, entonces
w(A) :=={y € R/p(z) =y, para algin v € A} es un subespacio afin de R°.

Demostracion. Sean yi,y, € p(A), entonces existen x1,zo € A tales que y; = ¢(x1),y2 =
©(x9). Ahora sean A, Ay € R tales que Ay + Ay = 1. Entonces A\y; + Aaya = Aip(z1) +
Aop(ra) = o(Mx1 + Aaxa) € ©(A) |, ya que M\ixg + Axy € A. Por lo tanto p(A) es un
subespacio afin de R¢. O

Teorema 2.1.34. Sea A = x + L un subespacio afin de R?. Entonces una aplicacion ¢ :
A — R¢ es afin si y solo si existe una transformacion lineal @ : L — R® y un punto y € R
tales que p(x +1) =y +d(l) VI € L.

Demostracion. =] [6] Sea ¢ : A — R® una transformacion afin y definamos la aplicacion

¢: L — R°
I — d()=plx+1)— p(x) x € A.

Probemos que @ es lineal, sean [,k € L y A € R.
(x)2(N) = @z +Al) — o(z)
= Az +1)+ (1= Nz) —p(z)
= Ap(z+1)+ (1= Nep(z) — p(z)
= Ap(z+1) — Ap(z)
= Ap(x+1) —p(x)) = A2().
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(x)P(l+ k) = plx+1+k)—p(x)
= o((z+D+(@+k)—2)—p() [M=1=X, \3=-1]
= @+ +plx+k)— o) — o)

= [p(x+1) — @)+ [p(x + k) — p(x)]

= o) +o(k).

Por lo tanto @ es lineal. Ahora veamos que @ estd bien definida, es decir que no depen-
dedex e A. Seaz € A
S.(I) = ¢z+1) —¢(2) = Pz —z+b) —p(2)

= w(fl;r ) —e(@) +e(2) —o(z) = elz+1)—pz)

= &.(1).
Por lo tanto, @ esta bien definida.
P(l) = p(x+1) —p(x) = elx+1) = &(1) + p(x), tomando y = ¢(z) obtenemos que
o(z +1) =y + D(l) que era lo que queriamos probar.

<] Sean @ : L — R° lineal y y € R® tales que p(z +1) = y + @(I) VI € L. Veamos
que ¢ es una transformacion afin.

Sean x1,....,r, € A, \,..,\, € R tales que A\y +---+ A\, = 1. Como x; € A, entonces
xz—x—i—lz, l el 1=1,.

Z“)\xz Z%(m%—l) Z“Ax+2“)\l —$+Za)\l =x+I,

=1 i=1 =1 1= i=1

conl=> %\Nl;, | € L. Ahora

=1

P(3"hw) = plo+1) — y+a() =y (LA
= PR = X+ SOARL) = 3w+ Ae()
= Zn: Aily +2(l:) = Zn: “Aip(z +1;) ~ 0y “Nip(w).

i=1 =1 =1

Por lo tanto ¢ es afin. O
Comentario 2.1.35. Las transformaciones afines son continuas.

Definicién 2.1.36. Sean A1 = x1+ L1 y Ay = 29 + Lo subespacios afines complementarios
de R y AyN Ay = {x0}, entonces Ay = xo+ Ly y Ay = 29+ Ly sea 11 : R — Ly la proyeccion
en la direccion de L. Para cualquier x € RY, definimos la proyeccion afin sobre Ay en la
direccion de Ay como la aplicacion

T RY — A
r = w(r)=x0+ Iz — z0).

Cuando Ay y Ay son complementarios, entonces w es llamada proyeccion ortogonal sobre Ay .

Teorema 2.1.37. [6] Sean Ay, As, A3 espacios afines, @1 : Ay — Ay, o 1 Ay — As trans-
formaciones afines y sean @1, Py sus transformaciones lineales asociadas respectivamente.
Entonces g 0 p1 es una transformacion afin. Ademdas (pz 0 o1)(x +1) = w + (Pg 0 P1)(1).
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Demostracion. Veamos que @s 0 1 : Ay —> As es afin. Sean zq,...x, € Ay, A\,..., Ay €R
tales que A\ + -+ A\, = 1.

(P20 01)(> “Niz) = wzméwm - wé%«mm))

= Sh@la(@) = S Mo p)@).

i=1
Ahora como ps o 1 es una transformacién afin, entonces existe una transformacién lineal «
tal que (w20 p1)(z +1) = w+ «(l). Probemos que o = @1 0 Py V I.

Definamos o como a(l) = (90 1) (x +1) — (g 0 1) (), VL.

a(l) = (propi)(z+1) = (p2opi)(x) = wa(pi(r+1) — papr(x))
= @a(p1(x) +D1(1) — pa(p1(x)) = Po(P1(1))
== (@2 @) @1)(0

Lo cual implica que « es lineal, ya que es composicién de transformaciones lineales. Por
lo tanto (g2 0 w1)(z +1) = (g2 0 v1)(x) + (P2 0 D1)(1). O

Teorema 2.1.38. [6] Sean Ay =z + Ly y As = y + Lo dos espacios afines. Sea (x4, ..., T,)
un base afin para Ay, entonces para cualquier n-familia (yi,...,y,) de puntos de Ay existe
una unica transformacion afin ¢ : Ay — Ag tal que p(x;) = y; parai=1,...,n.

Demostracion. Como (z1, ..., ,,) es una base afin para A; entonces (ro—x1, ..., ,—21) €s una
base para Ly, asi existe una tnica aplicacién lineal ¢ : Ly — Lo tal que @(x; —x1) = y; — 11,
1 = 2,...,n. Definamos la aplicacion

@ Al — Ag
p = o) =y +2p— ).

Notemos que ¢(z;) = 1 +P(z; —x1) = y1 + (yi — 1) = ¥s, © = 1,...,n. Veamos que ¢ es una
transformacién afin. En efecto, dado [ € L.
oy +1) =y +P(x1 + 1 — 1) = y1 + (1) por lo tanto ¢ es afin.
Ahora probemos que ¢ es tnica. Supongamos que existe otra transformacion afin a tal que
a(x;) = y;, Vi =1,...,n, entonces a(x; +1) = a(zy) + H(l) donde H : Ly — Lo es la
transformacion lineal asociada a a. Asi H(l) = a(x; + 1) — a(zy) por lo que H(z; — 1) =
a(xy +x; —x1) — afxy) = a(z;) — a(z1) = yi — y1, luego por la unicidad de ¢ tenemos que
&(l) = H(l) VI por lo tanto ¢ = a.

[

Teorema 2.1.39. [6] Sean A, = x + L1 y Ay = y + Lo subespacios afines de R? y R®
respectivamente; y ¢ (p(z+1) =y+D(1), VI L, &: Ly — Ly lineal) una transformacion
afin de Ay en Ay . Entonces:

(1) p es1—1 siysélo si®P es1—1.
(2) ¢ es sobre si y sdlo si P es sobre.
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(3) ¢ es biyectiva si y sélo si P es biyectiva.

Demostracion. (1) =] Sea ¢ una transformacion afin 1 — 1 y sean u,v € Ly. Si

O(u) = P(v)
oz +u)—plx) = p
plrtu) = oz

Como pes 1 —1 entonces zr+u=x+v =u=wo.

<] Sea®d 1 —1ysean x1,29 € Aj; vy =x+h,xo =x+ k,h,k € Ly. Si

plz1) = p(r2)
olx+h) = plx+k)
D(h) +p(x) = D(k)+ p(z)
o(h) = P(k).

Como @ es 1 — 1 entonces h = k = x1 = x».

(2) =] Sean ¢ sobre y k € Lo, entonces y+k = y; € Ay. Ahora como ¢ es sobre 3 21 € Ay,
x1 = x + h tal que p(x1) = y;.

= ¢lan) = @+ h) =p(@) +2(h) =y +o(h),  plz)=y
entonces @(h) = k.

<] Sean @ sobre y y; € Ay, y13 = y + k. Como @ es sobre entonces 3 h € L; tal
que @(h) = k.

p(r1) = plr +h) = p(a) +&(h) =y +k, y=p().
(3) Consecuencia de (1) y (2).

[]

Teorema 2.1.40. Sean Ay = v + Ly, Ay = y + Lo espacios afines y sea @ : Ay — As una
transformacion afin invertible. Entonces ¢~ : Ay — A, también es una transformacion
afin y ademds si ® : Ly — Lo es la transformacidn lineal asociada a ¢ entonces =1 es la
transformacion lineal asociada a @='.

Demostracion. Sean yy, ...y, € As v A, ..., A\, € R tales que Ay + --- + A\, = 1. Entonces

existen unicos x; € A; tales que y; = p(z;), Vi = 1,...,n.
n n n

w‘l(;%yi) = w‘l(i;"’&s@(%)) = ¢_1(@(gaAi$i))

= (¢ lop)(X*Nxi) = XNy

i=1 =1
n

= >N ().

=1
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1 1

Por lo tanto ¢~ es afin. Ahora sea « : Ly — L; la transformacion lineal asociada a ¢~
es decir o 1y +v) = o Hy) + a(v), v € Ly y sea k € Ly entonces existe un tunico h € L;
tal que @(h) = k ya que @ es invertible por el teorema 2.1.39. Asi p(z+h) =y+P(h) =y+k

=alk) = ¢l y+k) —¢ (Y
= ¢ oz + h)) v ()
= (¢ op)(@+h)— (¢ op)(z)
= h= @ Lk).
Luego como k € L, fue arbitrario entonces o = @~ 1. O]

Definicién 2.1.41. Sean A, A espacios afines. Una transformacion afin ¢ : Ay — Ag
es un isomorfismo(afin) si ¢ es 1-1 y sobre.
Si eziste un isomorfismo ¢ : Ay — Ay decimos que Ay y Ay son isomorfos(afin).

Teorema 2.1.42. Sean Ay = v + L1, Ay = y + Lo espacios afines. Entonces Ay y As son
isomorfos si y solo si tienen la misma dimension.

Demostracion. =] Sean A; y A, isomorfos, entonces existe una transformacién afin ¢ :
A1 — Ay biyectiva, luego por el teorema 2.1.39 su transformacién lineal asociada @ :
Ly — Ly es biyectiva lo cual implica que los espacios vectoriales Ly y Lo son isomorfos
entonces dim(Ly) = dim(Ls). Por lo tanto dim(A;) = dim(A,).

<] Sea dim(A;) = dim(A2) = n, entonces por el lema 2.1.26 existen (xy,...,Tn11) ¥
(Y1, -, Yns1) bases afines para A; y A, respectivamente y por el teorema 2.1.38 existe una
transformacion afin ¢ : A; — Ay tal que p(z;) =y, 1 = 1,...,n+ 1. Sea @ : L1 — Ly
la transformacién lineal asociada a ¢ construida en el teorema 2.1.38 y veamos que N(®) =

{1 € L /() = 0} = {0}. Sea l € N(®), | — f (i — o).

n+1 n+1 n+l
0= (Z)\ i — T ) Z)\¢ i — 1) ZAi(yi_yl)’

Pero (y2 — y1, ..., Ynt1 — y1) es linealmente independiente, entonces Ay = -+ = X\, 11 = 0 asi
[ = 0 lo cual implica que ker(®) = {0} entonces @ es inyectiva y ademéds biyectiva ya que
dim(Ly) = dim(Ls). Luego por el teorema 2.1.39 ¢ es biyectiva y por lo tanto A; y As son
isomorfos. O

Observaciéon 2.1.43. Del comentario 2.1.35 y el teorema 2.1.40 tenemos que un isomorfis-
mo es también un homeomorfismo, i.e. preserva la estructura topoldgica.

Ademds del teorema 2.1.42, se deduce que cualquier subespacio afin d-dimensional A es
isomorfo en particular al espacio afin d-dimensional R:. En otras palabras, A puede ser
identificado con R?, no solo en el sentido afin sino también en un sentido topoldgico.
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Definicién 2.1.44. Sea A un espacio afin. Una transformacion afin ¢ : A — R es llamada
funcion afin sobre A.

Teorema 2.1.45. Sea A = x + L un espacio afin de dimension n, entonces H es un hiper-
plano en A si y sélo si existe una funcién afin no-constante o tal que H = ©=1(0).

Demostracion. [5] =] Sea H un hiperplano en A, entonces para cualquier a € H tenemos
que H = a + L; donde L; es un hiperplano en L. L; = &~ 1(0) para algin funcional lineal
no nulo @ : L — R. Definamos ¢ : A — R como ¢(a + ) = &(I), veamos que ¢ es una
funcion afin.

Sean x1,...,x, € Ay A,..., A\, € R talesque A\ +---+ A\, = 1.

n n n

e Niw) = (X Ni(x+1) = plx+ > Nili)

=1 =1 =1
n n

= D(3°Nl;) = > No(l)

= > “No(x).

=1

Por lo tanto ¢ es afin, ademéds H = ¢~1(0) y ¢ es no-constante ya que @ es no nulo.

<] Sea ¢ una funcién afin no-constante en A, entonces p(x + 1) = ¢(z) + (), donde
@ : L — R es lineal. Ya que ¢ es no-constante, entonces @ es no-nulo por lo tanto @ es so-
breyectiva, lo cual implica que ¢ sea sobreyectiva. Asf existe a € A tal que p(a) = 0 entonces
pla+1) =@() VIl € L, luego p(a+1) =0 < &(1) = 0. Ademds H; = $~(0) es un hiperplano
en Ly H= ¢ '(0) =a+ H; es un espacio afin de A con dim(H) = dim(H;) =n — 1 por
lo tanto H es un hiperplano en A. O]

Teorema 2.1.46. [7] Sea A = x + L un subespacio afin propio de R? tal que dim(A) = n.

d—n
Entonces A= () H;, donde H; son hiperplanos en R,
i=1

Demostracion. Sea A = x+ L con dim(A) = n donde L es un subespacio vectorial de dimen-
sion n, entonces L se puede expresar como la interseccion de ciertos subespacios vectoriales
Li,...,Lq_, CR9 tales que dim(L;)) =d—1,i=1,...,d —n.
Sean H; = .+ L;; 1 < i < d—n. Como dim(L;) = d — 1 entonces los conjuntos H; son
hiperplanos en R¢. Luego
d—n
L=x+L = z+ () L
d—n =
= N+L)

I
S
|l
I =
=

s
I
—
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Corolario 2.1.47. [7] Sea A un subespacio afin de RY. Entonces A es un conjunto cerrado.

Demostracién. Si A =0 o A= R? se tiene el resultado. Asumamos que A es un subespacio
afin propio de R¢. Primero supongamos que A es un hiperplano, entonces por el Teorema
2.1.45 A = ¢71(0) para alguna funcién afin . Por lo tanto A es cerrado.

Si dim(A) = n < d — 2. Por el Teorema 2.1.46 A es la interseccién de d — n hiperplanos

Hy,...H,;_,, como cada hiperplano H; es un conjunto cerrado entonces su interseccién A =
d—n
() H; también es un conjunto cerrado. ]

i=1

Definicion 2.1.48. Sea ¢ una funcion afin no-constante sobre un espacio afin A, llama-
remos a los conjuntos ¢~ (] — 00,0[) y ¢~ 1(]0, +00|) los semiespacios abiertos acotados por
el hiperplano H = ¢=1(0), y llamaremos a los conjuntos ¢~ '(] — 00,0]) y ([0, +o0|) los
semiespacios cerrados acotados por el hiperplano H = o~1(0).

Comentario 2.1.49. Los semiespacios abiertos(cerrados) son conjuntos abiertos(cerrados)
no-vacios, ya que son la preimagen de conjuntos abiertos(cerrados) y las funciones afines
son continuas.

Definicién 2.1.50. Si H = ¢ '(0) es un hiperplano de A, entonces dos puntos de A\ H
estdn del mismo lado de H si ambos pertenecen a ¢ (] — 00,0[) o ambos pertenecen a
©71(]0, +00[); si cada uno de los dos semiespacios abiertos contiene uno de los dos puntos,
diremos que estan en lados opuestos de H.

Una semirecta es un semiespacio en una recta.

Observacién 2.1.51. Sea A un subespacio afin de R, y sea K un semiespacio cerrado en
R? tal que ANK es un subconjunto propio no-vacio de A. Entonces ANK es un semiespacio
cerrado en A. Reciprocamente, cada semiespacio cerrado en A surge de esta manera.

Lo mismo aplica para semiespacios abiertos.

Definicién 2.1.52. Sean y € R?, a € R definimos los conjuntos H(y,a) y K (y,a) como
H(y,a) = {z € R|(z,y) = a}.
K(y.0) = {o € R'|(z,1) < a}.

Teorema 2.1.53. Sea H C R%. H es un hiperplano si y sélo si H = H(y,a) para y # 0.

Demostracion. Sea H = a+ L un hiperplano, a € R? y dim(H) = d — 1 = dim(L), entonces
Lesdelaforma L = {l € RY/{l,y) = 0},y # 0 y es tinica, excepto por miiltiplos de y. Luego
H es un hiperplano si y solo si

H=a+L = {a+1eR{l,y)=0}
{reRY(z—a,y)=0}, z=a+l,l=x—a
{I < Rd/<x7y> - <a7y> = O}

{r e R/(z,y) = (a,9)}

{z e RY/(z,y) = o}, a = (a,y)

= H(y,«a).
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]

Observacién 2.1.54. Note que H(0,a) = R? cuando o =0, y H(0,a) = 0 cuando a # 0.
El teorema 2.1.53 nos dice que las funciones afines sobre R% son precisamente las funciones

v (r,y) —a, yeRYack.

Siy # 0, entonces y es llamado una normal de H(y, ).

Observacién 2.1.55. Note que K(0,a) = R? cuando a > 0, K(0,a) = 0 cuando o < 0.
Para y # 0, el conjunto K (y,a) es uno de los dos semiespacios cerrados en R acotado por
H(y,«). El otro semiespacio cerrado acotado por H(y,«) es K(—y, —«).

Note que

bd K(y,a) = H(y,a),
int K(y,a) = K(y,0) \ H(y, ),
cl(int K(y, o)) = K(y, a),
Cuando y # 0.

Comentario 2.1.56. Algunas veces para indicar el hiperplano H wusaremos la notacion
H(y,a) y para indicar los semiespacios cerrados acotados por el hiperplano H usaremos
la notacion K(y, ) y K(—y, —«).

Ejemplo 2.1.57. Sea (3,4) € R? y a = 5, entonces
H((3>4)’5) = {(x,y) e R? | <(3c,y), (374)> = 5}

((z,y),(3,4)) =3z +4y =5

K((3,4),5) = {(z,y) € R* | (), (3,4)) < 5}
((z,9),(3,4)) =3z +4y <5

K(—(3,4),=5) = {(z,y) e R? | {(2,9),(3,4)) > 5}
((z,y),(3,4)) =3x+4y >5
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2.2. Conjuntos Convexos

En esta seccién se introduce uno de los conceptos mas importantes de este trabajo, el de
conjunto convexo. Si tenemos un subconjunto M de R? el cual no es convexo, es posible
encontrar un conjunto convexo mas pequeno que contiene a M, dicho conjunto denotado
por conv M es el conjunto de todas las combinaciones convexas de elementos de M, esto
nos puede llevar a pensar que como en el caso de gen M y aff M podriamos encontrar una
base que genere a conv M, pero no es posible en general encontrar una familia fija de puntos
de M que cumpla esta propiedad, sin embargo, es posible construir a conv M tomando
solamente las combinaciones convexas de todas las familias afinmente independientes de M.
Como toda combinacién convexa es una combinacién afin, podemos usar esta relacién entre
estos conceptos para encontrar el nimero maximo de elementos que pueden tener las familias
que generan a conv M y se tienen algunas propiedades importantes de conv M dependiendo
las estructura de M.

Definicién 2.2.1. Sean 1,25 € RY, 21 # x5; definimos el segmento cerrado entre x1 y s
como el conjunto

[T1, 9] = { Mz 4+ Aaxa/A1, A2 > 0,A + Ay = 1}
= {(1 — )\)l’l + )\ZBQ/)\ € [0, 1]}

Andlogamente se definen los segmentos semiabiertos |xy, xs], 1,22 y el segmento abierto
|zq, 22|

Definicién 2.2.2. Sea C' C R?. C es un conjunto convezo si M1+ Xoxo € C, ¥ 21,29 € C
y VvV A, A2 € R tales que Ay + Ao = 1 y A, Ao > 0. Es decir, el segmento cerrado entre
cualesquiera dos puntos de C' esta contenido en C'.

Ejemplo 2.2.3. (1) Todo subespacio afin de R?, incluyendo R? y () son convezos.
(2) Cualquier semiespacio(abierto o cerrado) es convexo.

(8) La imagen de un conjunto convexo bajo una transformacion afin es convera. En par-
ticular, traslaciones de conjuntos convexros son converas.
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(4)

B(a,r) es conveza.

En efecto:

(1)

(2)

(3)

(4)

St A es un subespacio afin, entonces \ix1+ Ao € A,V 21,70 € A yV A1, As € R tales
que A\ + Ay = 1. En particular para Ay, As > 0 por lo tanto A es convexo.

Sean o una transformacion afin y ¢=1(] — 0o, 0[) el semiespacio abierto. Sean x1,zy €
0 1] —00,0]) y A1, A2 € R tales que A\, Ao >0 y Ay + Ay = 1.
St 1,9 € 9 (] — 00,0[), entonces p(z1), p(x2) €] — 00,0], es decir p(x1), p(xs) < 0.
Luego

e(Ax1 4+ Aaxa) = Ap(x1) + Aap(zs) < 0.

Entonces \x1 + Mazo € ¢ (] — 00,0[) por lo tanto ¢='(] — 00, 0]) es convezro. Andlo-
gamente para el semiespacio cerrado.

Sea ¢ una transformacion afin y C un conjunto convezxo, veamos que p(C') es convezxo.
Sean y1,y2 € ©(C) y A\, Ay € R tales que \y + Ao = 1 y A, A2 > 0. Luego existen
x1, T € C tales que y1 = o(x1) Yy Yo = ©(22).

= My + Aaye = Mip(x1) + Aap(x2) = (M1 + Aowa) € ¢(C),

ya que \x1 + Aoz € C por ser C' convexo. Por los tanto ¢(C) es convezo.

Ademds, si C' es convezo y definimos A =x+C = {x+c/c € C}, v € RY; veamos que
A es convero. Sean x1,T9 € A, A1, A2 € R tales que A\ + A =1 y A\, Ao > 0.

Como x1,x9 € A entonces x1 =x + ¢, y To = x + ¢ para ci,cy € C. Luego

Mz + Xy = M(T+c1) + Aa(r+c)
= )\123’ + )\161 + )\226 + )\262
= ()\1 + )\2)1’ + ()\161 + )\202)
= r+ec, [A1c1 + Aoy = ¢ € C, por ser C' convezol.

Asi Az 4+ Aoxe € A por lo tanto A es converxo.

Sean x,1y € E_(a,r) Yy A1, A2 € R tales que A\, Ao >0 y A1 + Xy = 1.
Como z,y € B(a,r) tenemos que ||z —al| <7y |ly —a|| <.

(A + Aay) — (M + A2)al| [A+ A = 1]
[[A(z —a) + Xa(y — a|

1Az + Aoy) — al

< Mz —all + Xy — al| [Desigualdad triangular |
< A+ Aor A1, Az > 0]
=7

Asi que \yz + Moy € B(a,r). Por lo tanto, B(a,r) es conveza.
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Definicién 2.2.4. Una combinacion convexa de los puntos x1,...,x, € R? es una combi-
nacion lineal \yxy + -+ 4+ A\pxy,, donde Ay + -+ Xy =1y Ay, ..., N\, > 0. Escribiremos

n

Z C/\ZIZ

i=1
Para indicar que la combinacion \ixq + -+ + \,x, es convexa.

Comentario 2.2.5. Toda combinacion convexa es una combinacion afin, el reciproco no
siempre es cierto.

Teorema 2.2.6. Sea C' C RY. C' es convezo si y solo si cualquier combinacion convera de
puntos de C' esta en C.

Demostracion. =] Supongamos que C' es convexo y procedamos por induccién sobre n para
n

probar que si z = Y “\;z;, con x; € C para todo i, entonces x € C.
i=1
Para n =1 es claro ya que si x € C, x = 1 - x para este caso A = 1. Para n = 2 se sigue de
la definicién que z = Mz 4+ Asxo € C. Sea n > 3 y supongamos que es resultado es cierto
n
para n — 1 y probemos que se cumple para n. Sean 1,...,x, € Cyx = > “Nz;. Si A, =0
i=1
para algun 7, entonces x seria una combinacion convexa de n — 1 puntos de C' luego por la
hipétesis inductiva x € C.
n
Si \; # 0 para todo 4, entonces \; < 1 para todo i ya que Y \; = 1y A; > 0, en particular
i=1
1 —A; > 0. Luego

n
r = Zc)\l.’L’Z

=1
= )\133‘1 + z )\zxz
1=2

n

= /\1£L'1 + (]_ — /\1) Z li\i)q Z;.

=2

Ahoraseay = ) 1f—/\1xl, como A\ +Ag+---+ A\, =1lentonces 1 —A\; = Ay +---+ )\, asi que
i=2

n

1—N  1=X  1-X

=2

Por lo tanto, y € C por la hipdtesis inductiva. Luego # = A;z1+(1— A1)y es una combinacién
convexa de dos puntos de C' entonces por la convexidad de C' tenemos que x € C.

<] Si cualquier combinacién convexa de puntos de C' estda en C, entonces en particular

cualquier combinacién convexa de dos puntos de C esta en C. Por lo tanto C' es conve-
XO. ]
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Lema 2.2.7. Sea (M;);c; una familia de conjuntos convezros de R?, entonces () M; es un

iel
conjunto convezo.
Demostracién. Si (| M; = (), se tiene el resultado. Supongamos que (| M; # 0.
iel iel
Sean x1,z2 € [ M; y A, A2 € R tales que A\, Ay > 0y Ay + Ay = 1. Como x4, 29 € [ M;
il iel

entonces x1,x9 € M;, Vi€ I.

Asi A\1x1+ \oxy € M;, para cada i € I por ser M; conjuntos convexos, entonces A\ + AsZo €
() M;. Por lo tanto (| M; es convexo. O
iel i€l

Definicién 2.2.8. Sea M C R?. El conjunto convezo generado por M (o envolvente convexa
de M) denotado por conv M se define como el conjunto

conv M = ﬂMi, M C M;, M; conjuntos converos
icl
Es decir, el conjunto convexo mas pequeno que contiene a M.

Teorema 2.2.9. Sea M C R?. El conv M es el conjunto de todas las combinaciones converas
de puntos de M.

Demostracion. Sea C' = {Z ‘Nxifr, € M, N € My A\ >0, Z)\ = 1}, el conjunto de todas

las combinaciones convexas de puntos de M.

Veamos que C' C conv M. Sea x € C, entonces x es una combinacion convexa de puntos de M.
Ahora como M C conv M y conv M es un conjunto convexo, por el Teorema 2.2.6 cualquier
combinacion convexa de puntos de conv M estda en conv M en particular combinaciones
convexas de puntos de M lo cual implica que x € conv M, por lo tanto C' C conv M.
Ahora, para probar que conv M C C' es suficiente mostrar que C' es un conjunto convexo
que contiene a M.

M C C, ya que cada x € M tiene representacion convexa trivial x = 1 - x entonces x € C,
falta probar que C' es un conjunto convexo. Sean y1,ys € C'y A1, Ay € R tales que \;+ Xy =1
y Ah /\2 Z 0.

Como y1,y2 € C, entonces y; y y» son combinaciones convexas de puntos de M, digamos

= Zcﬂi%, Y2 = Z Wi
=1

1=n+1

Entonces A1y +Aa2y2 = Z A1+ Z Ao f1; T, por hipdtesis tenemos que Z i = >, =
i=1 i=n-+1 =1 i=n+1
1 y )\1 + )\2 = 1.

:>Z)‘1/M+ Z Aop; = Z(l_)‘2)ﬂz+ E Ao pl;

=1 1=n-+1 1=n+1
n

= Z _>‘2Zﬂz+>‘2 E 22

i=n+1
- 1—)\2+)\2—1
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y ademas Ajp; > 0, Aop; > 0. Asi A\jy; + Aoye es una combinacién convexa de los puntos
Z1,..., T, € M, lo cual implica que A1y, + Ag2yo € C' entonces C' es un conjunto convexo y
ademas M C C' por lo tanto conv M C C. n

Ejemplo 2.2.10. (1) Sean x1,z5 € R%, 21 # x4, entonces

conv{z‘l,xg} = {)\1%1 + )\21’2/)\1, )\2 2 O, )\1 + )\2 = 1} = [1'1,1'2].

(2) conv(S(0,1)) = B(0,1).

En efecto: B(0, 1) es conveza y S(0,1) C B(0,1), entonces conv(S(0,1)) C B(0,1).
Falta probar que B(0,1) C conv(S(0,1)).

Sea x € B(0,1).

Siz=0yze S(0,1), entonces x = 32 + 3(—z) = 0. Asi que € conv(S(0,1)), ya

que z,—z € S(0,1) C conv(S(0,1)).
Six # 0, entonces 0 < ||z|| < 1.

Lo (1+H$H) x +(1—H$H) -
2 ||| 2 |||

1 — —
llallY |, (L=l _ 1+l + 1= fell _
2 2 2

Asi que x es combinacidn convera de gim Y i, PETO o, ] € S(0,1) C conv(S(0,1)),

_ [l {[]
entonces B(0,1) C conv(S(0,1)).

Por lo tanto, conv(S(0,1)) = B(0,1).

Observacién 2.2.11. Sean x € RY, M C R? y ¢ una transformacion afin, entonces:

(1) conv(z + M) = x + conv M.
(2) conv(p(M)) = p(conv M).

En efecto:
(1)
con(o+ M) = (S Naif a1 € (o-+ M)}
— [+ my)/ my € M)
= {ic)\ix + 22 Nim;/ m; € M}
= (o4 SN/ i € M)

T
= x+ conv M.
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(2)
conv(p(M)) = {;C)\zyl/ yi € p(M)}

= {;CMP(%)/% € M}
= {p(X_Nxi)/ v € M}

= @(conv M).

Teorema 2.2.12. Sea M C RY. El conv M es el conjunto de todas las combinaciones

converas
n

C
g iy,
i=1

tales que {x1,...,x,} es una familia afinmente independiente de puntos de M.

Demostracion. Vamos a probar que si un punto x € conv M es una combinacién convexa
de n puntos z1,...,x, tal que (z1,...,x,) es afinmente dependiente, entonces = ya es una
combinacion convexa de n—1 de los puntos x1, ..., z,. Repitiendo este argumento, si es nece-
sario, se sigue que hay una subfamilia afinmente independiente (x;,,...,x;,) de (21,...,2y)

tal que = es una combinacién convexa de x;, ..., x;,.
n

Sea x € conv M entonces por el Teorema 2.2.9 x = > “\;x; donde x4, ..., € M y suponga-
i=1

mos que (z1,...,x,) es afinmente dependiente. Si A; = 0 para algin 4, tendriamos que z es
una combinacién convexa de n — 1 puntos de los puntos z,...,z,. Por lo tanto, asumamos
que A\; > 0 para todo 7.

Como (z1, ..., z,) es afinmente dependiente, entonces existes reales ji1, . . ., i, no todos ceros
tales que

Zﬂzﬂ?i:O, ZMIO-
=1 i—1

Ahora para cualquier ¢ € R, tenemos

n n n

=1

=1 =1 =1

n

== Z()‘l — thi)x; (1)

i=1

Notemos que

n n n
STt =3 N—t> m=1-0=1.
i=1 i=1 i=1
Ahora para que = sea una combinacién convexa de n — 1 puntos de x4, ..., ,, buscamos un

valor de ¢ tal que A\; — tu; > 0 para todo i y \; — tp; = 0 para al menos un 7; asi (1) sera la
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combinacién buscada.

Sip; <0, A\; —tu; > 0 para cualquier ¢ > 0.

Sip; >0, A\; — tu; > 0 siempre que t < % con \; —tp; =0siysolosit= %
n

(3

Como > u; = 0y los u; son no todos ceros, entonces debemos tener que p; > 0 para al
i=1
menos un 4. Definamos

Ai
t:= mm{u—/,ul > 0}.

n

Por lo tanto z = ) (\; — tp;)z; es combinacién convexa de n — 1 puntos de xy, ..., z,.
i=1

[]

Comentario 2.2.13. El Teorema 2.2.12 nos dice que para generar el conv M no necesita-
mos tomar todas las combinaciones convexas de puntos de M como se describe en el Teorema
2.2.9; es suficiente tomar esas formadas por las familias afinmente independientes de puntos
de M.

Por otro lado, ninguna familia fija de puntos de M serd suficiente, como en el caso de gen
M o aff M.

Los dos corolarios siguientes son conocidos como Teoremas de Caratheodory.

Corolario 2.2.14. Sea M C R¢ y dim(Aff M) = n, entonces conv M es el conjunto de
todas las combinaciones convexas de a lo mds n + 1 puntos de M.

Demostracion. Como dim(aff M) = n entonces para cualquier m—familia(xy,...,2,,)
afinmente independiente de puntos de M, tenemos que m < n + 1. Ahora por el Teore-
ma 2.2.12 conv M esta contenido en el conjunto de todas las combinaciones convexas de
n + 1 o menos puntos de M. Por otro lado, por el Teorema 2.2.9 el conjunto de todas las
combinaciones convexas de n + 1 o menos puntos de M esta contenido en conv M O

Corolario 2.2.15. Sea M C R¢ y dim(Aff M) = n, entonces conv M es el conjunto de
todas las combinaciones convexas de n + 1 puntos de M.

Demostracion. Del Corolario 2.2.14 tenemos que conv M es el conjunto de todas las com-
binaciones convexas de a lo mas n 4+ 1 puntos de M. Ahora si y es combinacién convexa de
m puntos de M, m < n + 1. Entonces podemos agregar términos de la forma 0 - x tal que

m=n-+1. O

Definicién 2.2.16. Un politopo convexo o simplemente un politopo, es un conjunto el cual
es la envolvente convera de un conjunto finito no-vacio {xy,...,x,}. Es decir, un politopo
es un conjunto P tal que P = conv{xy,...,z,}.
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Observacién 2.2.17. Sean v € RY, P = conv{xy,...,x,} un politopo y © una transforma-
cion afin, entonces:

(1) Cualquier traslacion QQ = x + P de P también es un politopo.
(2) ¢(P) es un politopo.

En efecto:

(1)
Q=x+P = z+conv{xy,...,z,}
= conv(x + {z1,...,2,})
= conv{T +a1,..., T+ 2,}.

(2) o(P) = p(conv{zy,...,x,}) = conv(p({z1,...,2,})) = conv{yy,...,y.}, donde y; =
o(x;) parai=1,...,n.

Lo anterior se hizo teniendo en cuenta los resultados de la Observacion 2.2.11.

Definicién 2.2.18. Un politopo S con la propiedad de que existe una familia (z1,...,z,)
afinmente independiente tal que S = conv{xy,...,x,} es llamado un simplex y los puntos
xr1,...,x, son llamados vértices de S.

Ejemplo 2.2.19. En R3.

La 1—familia(xy), la 2—familia(zy, x2), la 3—familia(yy, y2,ys) de puntos no colineales y la
4—familia(z1, 2o, 23, 24) de puntos no coplanares son afinmente independientes, entonces

S1 = conv{xy}, Sy =conv{xi,xa}, S3=conv{yi,y,ys} y Si=conv{z, 2,23, 24},

son simplez.

Ys Zy
i) i To 1 2 z1 } K z
® A - N 2
S1 = conv{xo} Sy = conv{x, e} S5 = conv{yi, y2, ys} Sy = conv{zy, za, 23, 24}
Se podria decir que los simplices tienen una “base convexa”, ya que si x1, ..., x, son vértices
de un simplex S entonces por la independencia afin cada punto en af f{z,...,z,} tiene
una unica representaciéon como combinacién afin de xq,...,z, y en particular cada punto
en conv{xy,...,x,} =S tiene una unica representaciéon como una combinacién convexa de
Z1,...,T, por el Teorema 2.2.12.

El teorema siguiente muestra que los simplices son los tinicos politopos que tienen una “base
convexa’.
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Teorema 2.2.20. Sea M = {x1,...,x,} un conjunto finito de n puntos de R? tal que la

n—familia(xy, ..., x,) es afinmente dependiente, entonces existen My, My C M tales que
MlﬁMgzﬁ, M1UM2:My

conv My N conv My # ().

Demostracion. Como la n—familia(z,...,z,) es afinmente dependiente, entonces existen
A1, ..., A\, € R no todos ceros tales que

=1 =1

Sea I ={l,...,n}ysean [y :={i eI/ N\ >0}, L:={iel/ N\ <0}y M ={x;/iel},
M2 = {.’L‘l/ 1€ [2}
Notemos que My N My =0 y M; U M, = M. Ahora tomemos

T = Z %xi, donde A= Z)‘i'

i€l i€l

A

Como A; € I entonces A > 0y asf 5t > 0, Vi € I;. Ademds > 4t = 1 entonces z = Y 3w,

i€l i€l
es una combinacion convexa de puntos de My, es decir x € conv M;.

Por otro lado, tenemos que

i€l i€ls i€ls

ISP 1€ly

_%Zoyaque)\>0y/\i€]2.Ahora

ozg&:x;xi:z;+zx:1+zx,

i€l i€l i€ls
Ai A
i€l i€l

Entonces x = ) —)‘7:17Z es una combinacion convexa de puntos de My, es decir x € conv M.
i€l
Asi tenemos que x € conv My N conv Ms. Por lo tanto

conv My N conv My # .
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Corolario 2.2.21 (Teorema de Radon). Sea M = {xy,...,z,} un conjunto finito de n
puntos de R? tales que n > d + 2. Entonces existen subconjuntos My, My C M tales que
MlﬁMgzﬁ, M1UM2:My

conv My N conv My # ).

Demostracion. dim R? = d entonces cualquier familia affnmente independiente tiene a lo
més d + 1 elementos, asi la n—familia(zy, ..., z,) es afinmente dependiente luego aplicamos
el Teorema 2.2.20 y obtenemos el resultado buscado. O]

Teorema 2.2.22. Sea M un subconjunto compacto de R?, entonces conv M es compacto.

Demostracion. Sea (y,)yen cualquier sucesién de puntos de conv M. Probaremos que la
sucesién admite una subsucesién la cual converge a un punto de conv M.

Sea n = dim(aff M), entonces por el Corolario 2.2.15 cada (y,) en la sucesién tiene una
representaciéon como combinacién convexa de n + 1 puntos de M

n+1
Yo = ZCAM'IM‘, Ty € M.

i=1
Consideremos las n + 1 sucesiones de puntos de M
(‘/Evl)UENJ ceey (‘xv(n-‘rl))WGNa

y las n + 1 sucesiones de numeros reales en el intervalo [0, 1]

()\Ul)UENa ) ()\v(n+1))U€Na

Ahora por la compacidad de M existe una subsucesion (x,, ;) men de (Tyi)ven, @ = 1,...,n+1
la cual converge en M, digamos

lim z,,; = xo;, 1=1,....,n+ 1.
m—00

Ademas, el intervalo [0, 1] es compacto, entonces existe una subsucesion (A, i )men de (Ay, )ven,

i=1,...,n+1la cual converge en [0, 1], digamos
lim )\vmi:)\Oia Zzl,,n+1
m—00
n+l n+1

Como Y A, =1, m &N, entonces > Ay; = 1 luego la combinacién lineal
i=1 i=1

n+1

Yo = E A0iZoi,
i=1

es una combinacién convexa de puntos de M, asi yy € conv M.
n+1

Sea Yp,, = > MuiZonis M € Ny (Yo, Jmen €8 una subsucesion de (y,),en la cual converge a
i=1

un punto en conv M. Por lo tanto conv M es compacto. ]
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Corolario 2.2.23. Cualquier politopo convexo P en RY es un conjunto compacto.

Demostracion. Como P es un politopo, entonces P = conv{zy,...,x,} donde {z1,...,2,}
es un conjunto finito de puntos de R%. {z1,...,2,} es compacto por ser un conjunto finito,
luego P es compacto por el Teorema 2.2.22. O

Ejercicio 2.2.24. Sea (C;)ic; una familia de conjuntos convezos distintos en RY. Mostrar
que conv | |J C; | es el conjunto de todas las combinaciones convexas
il
n
Zc/\ivmiv, donde T, € Civ-

v=1

Deduzca en particular que cuando Cy y Cy son converxos, entonces conv(CyUCy) es la union
de todos los segmentos [x1,xs] con x1 € Cy y x5 € Cy.

Demostracion. Sea

C = U {znjc)\ivfﬂz‘v/xiv € Oz‘v}

iel (v=1

Debemos probar que C' = conv (U C’i>, es claro que C' C conv (U C’i>. Ahora veamos la
iel i€l
inclusion contraria.
Sea x € conv | |J C; |, sabemos que conv (U C’i) es el conjunto de todas las combinaciones
i€l i€l
n
convexas de |J C;, asi que x = \jz1+- - -+ Az, donde 2y, ...z, € JCoy DA =1, A >0,
iel i€l i=1
donde cada x; pertenecen a diferentes C;.
Para ver esto supongamos que x; y x5 pertenecen al mismo C}, entonces el término A\jz1+ Ao
puede ser remplazado por Agzxg, donde A\g = A\ + \s.
Asi que, A\gzog = Mx1 + Aoxo = 29 = :\\—éxl + :\\—ixg € C;, yvaque 1,29 € C; y :\\—(1) + i—i =

’\1/\;0’\2 = % = 1. Entonces conv (U C; ) es la unién de las combinaciones de la forma
iel

n
C
E i, Ti,, donde z;, € C;,,

v=1

y los indices i, son todos diferentes.
En particular, cuando A y B son convexos, entonces

conv(AUB) = U{Mxr + Xxo/AM + A =10, > 0,21 € A; 20 € B}
U{(1 = N)zy + Azo/z € Az € B, A € [0,1]}
= Ulz1, 23], 1€ A9 € B.
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2.3. El Interior Relativo de un Conjunto Convexo

Si tenemos un tridngulo 7' en R3, notamos que su interior es vacio. Sin embargo, su interior
relativo(ri T') en el espacio afin 2—dimensional generado por T es no-vacio. En general, el
interior relativo de cualquier conjunto convexo es no-vacio. Aqui surge la pregunta de que
si existe algin conjunto convexo que tenga interior no-vacio, la respuesta es que si existen
dichos conjuntos convexos, si tenemos un conjunto convexo C' en R? entonces int C' # () si y
solo si dim C' = d. También se dan algunas propiedades del comportamiento de 7 C, ¢l C'y
rb C, lo cual permite introducir el concepto de clconv M que es la interseccion de todos los
conjuntos convexos cerrados que contienen a M.

Definicién 2.3.1. Sea C un conjunto convezo en R%. El interior relativo de C' denotado
por i C es el interior de C' en la envolvente afin de C(aff C).

ri C:={zxeC/B(x,r)Naff C CC para algin r > 0}.
Los puntos en ri C' son llamados puntos interiores relativos de C.

Comentario 2.3.2. Por el Corolario 2.1.47 tenemos que aff C es un conjunto cerrado,
entonces la clausura relativa de C' coincide con la clausura de C.

Definicién 2.3.3. Sea C' un conjunto convezo en R%. La frontera relativa de C' denotada
por rb C se define como rb C' := cl C'\ ri C. Los puntos en rb C son llamados puntos
fronteras relativos de C'.

Observacion 2.3.4. La ri-operacion no preserva inclusiones, por ejemplo, sea Cy un lado
de un tridngulo Cs. Entonces Cy C Cs, mientras que ri Cy ¢ ri Cy, de hecho ri Cy y ri Cy
son conjuntos disjuntos no-vacios.

Definicién 2.3.5. Sea C' un conjunto convezo de R®. Definimos la dimension de C denotada
por dim C' como la dimension de aff C.

dim C :=dim(aff C).

Comentario 2.3.6. El conjunto vacio tiene dimension -1. Los conjuntos convezxos 0-dimensionales
son los 1-puntuales {x}. Los conjuntos convezos 1-dimensionales son los segmentos(cerrados,
semi-abiertos o abiertos), las semirectas(cerradas o abiertas) y las rectas. Para un conjunto
convexo O-dimensional C' = {x}, tenemos i C =C, ¢l C =C, yrb C = ).

Lema 2.3.7. Sea S un simplex en R?. Entonces ri S # 0.

Demostracion. Sea S unsimplex y k = dim S, entonces existe una (k+1)—familia(z1, ..., 2x1)
afinmente independiente tal que S = conv{xy,..., 511} y ademds (x1, ...,z 1) es una base
k1

afin de af f S. Por lo tanto para todo = € aff S, x = > *\;z; para tnicos \;. Definamos
i=1
o: aff S — RF!
k+1
x =0 “Aw) = (A, Ak

=1
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Como los \; son tnicos entonces la aplicacién ¢ esta bien definida. Veamos que ¢ es una

aplicacion afin, sean yi,...,y, € aff Sy aq,...,a, € R tales que Y a; = 1. Como

j=1
k41 k+1
Y; € CLff S entonces Yy; = Z a)\ij.l’i y Z Aij = ]_, 1< ] <n.
i=1 i=1
n n k+1 k+1 n k+1 n
Yoy =D a5y N = Y, Yo ajNx; y ademds » Y ajA;; = 1. Luego
j=1 j=1 =1 i=1 j=1 i=1 j=1
n k+1 n
o> “ajyy) = p(X0 Y0 aghije)
j=1 i=1 j=1
= (D0 Ay CVj/\‘(kle)j)
j=1 j=1
= Zl OKJ<)\1]‘, “ oy /\(k-i-l)j)
]:
= Z aO‘j@(%)
j=1

Por lo tanto ¢ es una aplicacién afin, en particular es continua.
Sean K; := {(A1,..., \pr1) € RFL/N, >0}, i=1,...,k+ 1. Y definamos

d; - RF+1 — R
()\1,...,)\]6+1) —> dj’i(()\la-";)\k+l)) :)\Z

i=1,...,k+1. ®; son funciones afines y ademas &; *(]0,00[) = K;, i = 1,..., k+1. Entonces

K1, ..., K, son semiespacios abiertos en R¥*1 lo cual implica que son abiertos, luego por
la continuidad de ¢ tenemos que p~'(K;) i = 1,...,k + 1 son conjuntos abiertos en aff S.
k41

Luego el conjunto (] ¢ !(K;) es un conjunto abierto y ademds
i=1

k+1 k+1
ﬂ o (K;) = {Za)\ﬂi/)\l’ ey Akgr > 0} # 0.
i=1 i=1
k41
Ahora como ); > 0 entonces las combinaciones en [ ¢~ !(K;) son combinaciones convexas,
=1
k+1 '
lo cual implica que [ ¢ '(K;) C S. As{ S contiene un subconjunto abierto no-vacio. Por lo
i=1

tanto ri S # 0. O

Teorema 2.3.8. Sea C' un subconjunto convezo no vacio en R?. Entonces ri C # (.

Demostracion. Seak := dim C' (= dim(af f C'). Entonces existe una (k+1)—familia(z1, ..., Tg11)
afinmente independiente de puntos de C'. Sea

S = conv{zy, ..., Tri1}
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Asi que S es un simplex y como {x1,...,2x11} C C'y C es convexo entonces S C C', lo cual
implica que aff S C aff C. Por otro lado como (x1, ...,z 1) es afinmente independiente
y dim(aff C) = k por el Teorema 2.1.25 tenemos que (z1,...,Tr+1) es una base afin de
aff C, entonces Aff C = af f{x1,...,xp1}. Ademés, {z1,..., 2511} C aff S, entonces
aff C Caff S.Porlotantoaff S=aff C.

Luego el Lema 2.3.7 nos dice que S tiene interior no vacio relativo a af f S, entonces S tiene
interior no vacio relativo a af f C' pero S C C por lo tanto C' tiene interior no vacio relativo

aaff C. [

Corolario 2.3.9. Sea C' un conjunto convezo no-vacio de R%. Entonces int C # 0 si y solo

st dim C =d.

Demostracion. =] Sea = € int C, entonces existe r > 0 tal que B(xz,r) C C. Luego
aff(B(x,r)) C aff C C R, pero aff(B(z,r)) = R? entonces aff C = R% Por lo tanto
dim C =d.

<] Sea dim C = d, entonces como C C R? y dim(aff C) = d tenemos que af f C = R? asi
que por la definicién de ri C' concluimos que ri C' = int C pero ri C' # () por el Teorema
2.3.8. Por lo tanto, int C' # 0. O

Teorema 2.3.10. Sea C' un conjunto convexo en R?. Entonces para cualquier xo € ri C y
cualquier x1 € cl C tales que xq # x1 tenemos que [xg,x1[C i C.

Demostracion. Primero probaremos el caso particular donde xg € int C'y z1 € C.

Para A €]0, 1], sea x := (1 —X)xo+ Ax;. Como zy € int C, existe r > 0 tal que B(zg,7) C C
y definamos el conjunto By := (1 — \)B(x,7) + Azy. By C C, ya que x; € C, B(xg,7) C C
y C' es convexo.

By = B((1 — Nz, (1L = XN)r) + Ay = B((1 — N)zo + Azq, (1 = X\)r) = B(xy, (1 = N)r).
Asi B, es una bola centrada en x, contenida en C'. Por lo tanto zy € int C.
Ahora probemos el caso general. Sean zq € ri C'y x1 € cl C, 1 # xz9 y para A €]0,1]
definamos ) := (1 — A)xy + Azy. Debemos probar que x) € ri C.
Notemos que como ¢l C' C af f C entonces x1 € aff C'yasixy € aff C por ser combinacién
afin de puntos de af f C'. Como xy € ri C, existe un subconjunto abierto(relativo) U de af f C
tal que xg € U C C'. Sea
Vi= A"z — (1= NU),

tenemos que ) € aff C,U Caff Cy

Aot )=ttty =1

por lo tanto V C af f C, ademés V es un abierto(relativo) de af f C.
Notemos que x; = A~z — (1 — X)zyg), esto implica que x; € V ya que zg € U. Ademss,
por hipétesis z1 € ¢l C luego V N C # (), entonces existe y; € VN C. Sea

W= (1-\NU+ \y;.
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W es un subconjunto abierto(relativo) de aff C'y como U C C'y y; € C entonces W C C
por ser C' un conjunto convexo. Ahora mostremos que =, € W.
Como y; € V, existe yo € U tal que y; = A (z) — (1 — N)yo),

= A= 1=Ny =onx=>0-Ny+ Ay € 1-NU + Ay =W.
Por lo tanto [zg, z1[C 77 C. O

Lema 2.3.11. [7] Sean B,C C R? tales que B C C yaff B = aff C. Entonces ri B C
ri C.

Demostracion. Sea x € ri B, entonces existe > 0 tal que B(z,r) Naff B = B(z,r) N
aff C C BCC.AsixzeriC porlotantor: B Cri C. O

Teorema 2.3.12. Sea C un conjunto convexo en RY. Entonces:

(a) cl C es convezo.

(b) ri C es convexo.

(c) cl C=cl(cl C)=cl(ri C).

(d) ri C =ri(cl C)=ri(ri C).

(e) rb C'=rb(cl C) =rb(ri C).

(f) aff C=aff(c C)=aff(riC).

(g9) dim C = dim(cl C) = dim(ri C).

Demostracion. Si C' = (), no habria nada que probar. Por eso asumiremos que C' # () cuando
sea necesario.

(a) Sean zg,z1 € cl C, X €]0,1[ y z) := (1 — \)zg + Ax1. Debemos probar que x, € ¢l C.
Como g, x1 € cl C, existen sucesiones (Zo, )ven, (71, )ven en C tales que

lim xy, = o, lim z;, = ;.
vV—00 V—00

Tenemos que (1 — )z, + Azy, € C, Vv € N por ser C' convexo. Ademés

lim ((1 — N)xo, + Ax1,) = (1 — N)zg + Axg = ).

V=00
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Asi x) es el limite de una sucesion de puntos de C', entonces x, € ¢l C. Por lo tanto
cl C' es convexo.

Sean xg,x1 € i C, XA €]0,1[ y z) := (1 — N)xo + Az;. Debemos probar que x) € ri C.
Tenemos que 77 C' C ¢l C, entonces z; € ¢l C' luego por el Teorema 2.3.10 concluimos
que x) €t C.

Como ¢l C' es un conjunto cerrado, entonces cl(cl C) = ¢l C.

ri C' C C entonces cl(ri C') C ¢l C, solo falta probar que ¢l C' C cl(ri C). Por el
Teorema 2.3.8 tenemos que ri C # (), sean xg € 71 C'y x1 € ¢l C. Si 1 = z entonces
x1 €1i C Cdl(ri C)y se tendria el resultado.

Ahora sea x1 # g, entonces [zg, 1[C i C por el Teorema 2.3.10. Asi para cada vecin-
dad V' de z; tenemos que V N ri C' # ) entonces 1 € cl(ri C) luego ¢l C' C cl(ri C).
Por lo tanto ¢l C' = cl(cl C) = cl(ri C).

CCcdC=aff CCaff(cl C), por el Corolario 2.1.47 af f C' es cerrado, entonces
cdCCaffC=aff(cd C)Caff C. Por lo tanto

aff C=aff(dC). (1)

De lo anterior y por el Lema 2.3.11 concluimos que ri C' C ri(cl C).

Ahora probaremos que ri(cl C) C ri C. Sean z € ri(cl C) y xo € ri C, ri C' # ) por
el Teorema 2.3.8. Si x = x( entonces x € rv C' como se queria.

Si x # w0, entonces af f{xg,x} es una recta 'y {xg,z} C ¢l C asi tenemos que

af f{zo,x} Caff(cl C)=aff C.

Como z € ri(cl C), existe un punto z; € af f{zg,z} tal que 1 € ¢l C'y x €]xg, x1]
luego por el Teorema 2.3.10 tenemos que x € ri C. Por lo tanto ri C' = ri(cl C).
Ahora probaremos que ri C' = ri(ri C'). Primero probemos que

aff C=aff(ri C). (2)

En efecto:
aff(ri C) = aff(cl(ri C)) De (1) aplicado a ri C

= aff(c C) De (c)

= aff(O). De (1)
Ahora usamos la notacién int,rs ¢C para ri C. Entonces

ri(ri C) = intaspei oy(ri C)

intaff C(T’i C) De (2)
intaff c(intaff CO)
interr cC int(int M) =int M
= ri C.
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Por lo tanto i C' = ri(cl C) = ri(ri C).

(e) Por definicién tenemos
rbC = cd C\riC
rb(cl C) = c(cdd C)\ri(cl C) = cd C\1iC De (c) y (d)
rb(ri C) = c(ri C)\ri(ri C) = e C\riC. De (c) y (d).

Por lo tanto rb C' = rb(cl C) = rb(ri C).

(f) Usando (1) y (2) de las pruebas de los incisos anteriores.

(g) De (f).
O

Teorema 2.3.13. Sea C' un conjunto convero en R? y x € C los tres enunciados siguientes
son equivalentes:

(a) zeriC.

(b) Para cualquier recta A C aff C tal que x € A, ezisten punto yo,y1 € ANC tales que
x €Yo, y1[-

(¢) Para cualquier y € C, y # x, existe z € C tal que x €|y, z[. Es decir, cualquier
segmento [y, z| en C' puede ser extendido mds alld de x en C.

Demostracion. (a) = (b) Sea x € ri C'y sea A cualquier recta en af f C tal que z € A.
Como z € ri C, existe r > 0 tal que B(z,r)Naff C C C. Consideremos § € R tal que § < r
luego A corta a la esfera S(x,0) en dos puntos distintos digamos A N S(z,0) = {yo, 1} y
x €lyo, y1[. Ademds S(x,0) C B(z,r) entonces S(z,0) Naff C C B(z,r)Naff C C C asi
que Yo, 1 € ANC.

(b) = (c) Seay € C tal que y # x y tomemos la recta A = af f{z,y} luego como {z,y} C C
entonces A C af f C asi que existen y,y; € AN C tales que = €]yg, y1[. Ahora supongamos
que es yo tal que yo €y, x[ y tomando y; = z entonces x €]y, z|.

(¢) = (a) Por el Teorema 2.3.8 tenemos que i C' # (), entonces existe y € 71 C. Siy = x
entonces x € ri C.

Si y # x entonces existe z € C tal que x €]y, z| luego por el Teorema 2.3.10 concluimos que
xer: C. O]
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Definicién 2.3.14. Sea M C R?. Definimos la envolvente convexa cerrada de M denotado
por clconv M como

cleconv M = {ﬂ C;/M C C;, C; conjuntos convexos cermdos} .

iel
Teorema 2.3.15. Sea M C R®. Entonces clconv M = cl(conv M).

Demostracion. Por el Teorema 2.3.12(a) tenemos que cl(conv M) es un conjunto convexo
cerrado y ademds M C cl(conv M), entonces clconv M C cl(conv M).

Por otro lado, por el Lema 2.2.7 tenemos que clconv M es un conjunto convexo y ademas
M C clconv M por definicién, entonces conv M C clconv M y clconv M es un conjunto
cerrado por ser interseccion de conjuntos cerrados. Asi ¢l(conv M) C clconv M.

Por lo tanto cl(conv M) = clconv M. O

2.4. Semiespacios e Hiperplanos Soporte

Los hiperplanos son la generalizacién de las rectas en R? y los planos en R3. Es decir, un
hiperplano H divide el espacio en dos semiespacios acotados por H.

Estos conjuntos son muy importantes en el estudio de los conjuntos convexos, si x esta en la
clausura relativa de un conjunto convexo C' entonces existe un hiperplano H tal que x € H
y C' estd contenido en uno de los semiespacios acotados por H. Ademas, si C es cerrado,
podemos describirlo por medio de una “representacion externa” como la interseccién de sus
semiespacios soportes.

Definicién 2.4.1. Sea C un conjunto convexo cerrado no-vacio de R%. Un semiespacio
cerrado K en R? es un semiespacio soporte de C' si

(1) C C K.

(2) HNC # 0.

Donde H es el hiperplano delimitador de K.

Definicién 2.4.2. El hiperplano H de la Definicion 2.4.1 es llamado hiperplano soporte de
C.

Observaciéon 2.4.3. En la Definicion 2.4.1 puede que C' C H. En este caso ambos semies-
pacios cerrados limitados por H son semiespacios soporte de C.
Si C' ¢ H, llamaremos a H un hiperplano soporte propio.
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Ejemplo 2.4.4. En R?.
Sean x1 = (0,3), z2 = (—=2,0), x5 = (4,0) y C = conv{zy,x2,x3}. El semiespacio cerrado
K((3,4),12) acotado por el hiperplano H((3,4),12) es un semiespacio soporte de C.

H((3,4),12)

K((3,4),12)

Teorema 2.4.5. Un hiperplano H(y,«) es un hiperplano soporte de un conjunto convezo
cerrado no-vacio C si y sélo si o = még((:c, Y) o= mfg(m, Y).
e S

Demostracion. H(y,«) es un hiperplano soporte de C' < HNC # 0, C C K(y,«)
CCK(-y,—a)eVrel (zy) <ao(z,~y) <—as Vel (zy <ao(xy) >
& a= még(x,y) oa= mi(r}(x,y).

Te Tre

Jo o

Teorema 2.4.6. Sea C' un conjunto convexo no-vacio en R, y sea H un hiperplano en R?.
Entonces las dos condiciones siguientes son equivalente:

(a) HNri C =0.

(b) C estd contenido en uno de los dos semiespacios limitados por H, pero no en H.

Demostracion. (a) = (b) Por el Teorema 2.3.8 tenemos que i C' # (), sea 2y € ri C C C
entonces por hipétesis xg € H, luego C' ¢ H.

Como H es un hiperplano existen y y « tales que H = H(y, «) y supongamos que existe un
punto z; € C tal que 2y y 1 estan en lados opuestos de H, entonces (zg,y) < a < (x1,y),

o — (9, y)
<l’1,y> - <5L‘07y>

:>O<Oé—<x0,y><<I‘1,y>_<$0,y> =0< <L

a—(zo,y)

Tomemos A\ = 1,9 —(@0.9)

y definamos z), = (1 — A\)zg + Az;. Como A\ €]0,1[ entonces
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Ty €lxg, 1]

(x,y) = ((1=XNxo+ Axy,y)
= (1= X){(wo,y) + M1, ¥)
= (20,y) + A({(71,9) — (20, 9))
= (o, y) + A(2=peny
= (w0,y) +a —(20,y)

Por lo tanto, z, € H.

Ademaés como xy € 1i C, x1 € C'y x)\ €|xg, 1] entonces por el Teorema 2.3.10 tenemos
que ) € ri C'. Asi z) € HNri C, lo cual es absurdo ya que contradice la hipotesis de que
HNri C = (. Por lo tanto C estd contenido en el semiespacio cerrado limitado por H que
contiene a xg.

(b)) = (a) Supongamos que H Nri C' # (), entonces existe z € H Nri C. Ahora por
hipétesis existe y € C'\ H, luego por el Teorema 2.3.13[(a) = (c)] existe un punto z € C
tal que = €|y, z[, entonces z = (1 — \)y + Az para un adecuado A €]0, 1[. Ahora, como H es
un hiperplano, existen u y « tales que H = H(u,a) y C C K(u,«). Entonces (y,u) < a'y
(z,u) < . Luego
(x,u)y = (1 =XNy+ Az,u)
= (1=N{y,u) + Az, u)
< (I=XNa+ a=a.

Asi (z,u) < o pero como = € H entonces también se tiene que (z,u) = «, absurdo. Por lo
tanto H Nri C = 0. O

Corolario 2.4.7. Un hiperplano soporte H de un conjunto convexo cerrado no-vacio C' en
R? es un hiperplano soporte propio de C si y sélo si H N ri C = .

Demostracion. H = H(y, «) es un hiperplano soporte propio de C' < C C K(y,a)y C ¢ H
< Hnri C=0. O

Lema 2.4.8. Sea C un conjunto convezo abierto no-vacio en R, y sea v € R\ C. Entonces
existe un hiperplano H en R? tal que v € H y HNC = 0.

Demostracion. Haremos la prueba por induccién sobre d. El enunciado es valido para d =
0, 1. Necesitamos una prueba para d = 2, sea C' un conjunto convexo abierto no-vacio de R?,
y sea x € R?*\ C. Como en R? los hiperplanos son rectas, probaremos que existe una recta
LenR?talquez € Ly LNC = 0. Sea S un circulo con centro en z y para cada u € C' sea
u’ el tinico punto de S donde la semirecta {(1 — A)z + Au/A > 0} de z a través de u corta a
S. Entonces el conjunto

C'={u/u e C},

es un arco abierto en S. Como z ¢ C'y C' es convexo, entonces dos puntos opuestos de S no
pueden estar ambos en C’. Por lo tanto, el angulo entre las dos semirectas de x a través de
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los puntos finales de C’ es a lo méas 7. Cualquiera de las dos rectas determinadas por una de
la dos semirectas puede ser usada como L.(Si el angulo es 7, entonces L es tnica.)

Ahora, sea d > 2, y asumamos que el enunciado es valido para toda dimensién menor que
d. Sea C' un conjunto convexo abierto no-vacio en R%, y sea z € R?\ C. Tomemos cualquier
subespacio afin 2—dimensional A de R? tal que z € Ay ANC # (). Como C' es un conjunto
convexo abierto y A es convexo, entonces A N C es un conjunto convexo abierto(relativo)
no-vacio de A con x ¢ ANC. Luego como A es 2—dimensional, A es isomorfo a R?, entonces
podemos identificar a A con R? y usando el resultado sobre R?, existe una recta L en A tal
quexr € Ly

LN(ANC)=LnNnC =0.

Sea B cualquier hiperplano en R? ortogonal a L, y sea 7 : R — B la proyeccién ortogonal.
Entonces 7(C) es un conjunto convexo abierto no-vacio en B. Ademéds, como 7~ (7 (z)) = L,
entonces 7(z) ¢ 7(C'). Entonces, por hipdtesis, existe un hiperplano H' en B tal que 7(x) €
H'y H N7(C) = (0. Entonces

H:=aff(HHUL)=7"'(H),
es un hiperplanoen R¢ conz € Hy HNC = 0. O

Teorema 2.4.9. Sea C un conjunto convexo cerrado en R, x € rb C. Entonces existe un
hiperplano soporte propio H de C' tal que x € H.

Demostracion. Sea C' un conjunto convexo cerrado en R* y z € b C. Si dim C = —1 o
0, entonces no hay nada que probar, sea dim C' = e > 1. ri C es no-vacio por el Teorema
2.3.8, convexo por el Teorema2.3.12(b) y abierto en af f C'. Como x € rb C'y C' es cerrado,
entonces x € af f C. Ahora como dim(af f C) = e por el Teorema 2.1.42 tenemos que af f C
puede ser identificado con R°. Luego aplicando el Lema 2.4.8 a ri C'y a x ¢ ri C, existe
un hiperplano H' en aff C tal que x € H' y H' Nri C = (). Como H’ es un hiperplano en
aff C entonces existe un hiperplano H de R? tal que H' = HNaff C (Si aff C = R4,
entonces H = H'). Entonces x € Hy HNri C = (). Como H Nri C = () entonces por el
Teorema 2.4.6(a) = (b) tenemos que H es un hiperplano soporte propio de C. O

Teorema 2.4.10. Sea C' un conjunto convexo cerrado en R, Entonces C' es la interseccion
de sus semiespacios soportes.

Demostracién. Cuando dim C = 0, el teorema es cierto. Cuando C' = R?, no hay semiespa-
cios soportes, por lo tanto el teorema es cierto en este caso.

Sea dim C > 1, y sea x € R?\ C, probaremos que existe un semiespacio soporte K de C
tal que x ¢ K. Si v ¢ aff C, existe un hiperplano H en R? con aff C C Hy z ¢ H.
El semiespacio cerrado acotado por H el cual no contiene a x tiene la propiedad deseada.
Sixz € aff C, ri C # () por el Teorema 2.3.8, sea z € ri C. Entonces [z,2] N C' es un
segmento cerrado [z,u|, donde u € rb C'y [z,u[€ ri C por el Teorema 2.3.10. Ahora por el
Teorema 2.4.9 existe un hiperplano soporte propio H de C' tal que u € H. El semiespacio
soporte K acotado por H tiene la propiedad deseada. De hecho, supongamos que x € K,
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como z € ri C, por el Corolario 2.4.7 tenemos que z ¢ H, entonces z € int K, luego por el
Teorema 2.3.10 tenemos que |z, z[€ int K, lo cual es absurdo por el hecho que u €]z, z[ y
re H=0bK. m

2.5. La Estructura Facial de un Conjunto Convexo Ce-
rrado

Desde estudios bésicos tenemos la idea intuitiva de lo que es una cara. Por ejemplo, en R? si
tenemos un cubo decimos que estd compuesto por caras, aristas y vértices. En la definicion de
una cara de un conjunto convexo cerrado C' en R las aristas y los vértices también son caras,
solamente que reciben ese nombre particular porque estan clasificadas segin su dimensién,
en el caso del cubo las que conocemos como caras son las 2—caras(facetas), las aristas son
las 1—caras y los vértices las 0—caras.

Hay ciertas caras de C que tienen una forma particular en términos de hiperplanos. Ademas,
el conjunto de los interiores relativos de las caras de C excluyendo al vacio forman una
particiéon de C.

Cada cara de un conjunto convexo cerrado es un conjunto convexo cerrado asi que tiene
sentido hablar de la cara de una cara, si C es convexo compacto este tiene una “representacién
interna” ya que son generados por sus caras O-dimensionales es decir por sus puntos extremos.

Definicién 2.5.1. Sea C' un conjunto convezo cerrado en R?. Un subconjunto convezo F de
C es una cara de C' si para cualesquiera dos puntos distintos y, z € C' tales que |y, z[NF # 0,
entonces [y, z] C F.

Los subconjuntos C' y () son ambos caras de C, llamadas caras impropias, todas las demds
caras Som propias.

Comentario 2.5.2. Note que por la converidad de F para tener que [y, z] C F' es suficiente
tener que y,z € F'.

Definicién 2.5.3. Un punto x € C' es un punto extremo de C si {x} es una cara. Es decir,
x no es un punto interior relativo de algun segmento [y, z] en C, o equivalentemente que
C\ {z} es convezo. El conjunto de puntos extremos de C' es denotado por ext C.

Definicion 2.5.4. Una cara F' de C es una k—cara si dim F = k.

Comentario 2.5.5. Las 0—-caras son los puntos extremos.

49



Ejemplo 2.5.6. Caras k—dimensionales de un cubo:

h g
d c
0—caras: a,b,c,d,e, f,g.
e f 1 — caras: la,bl,[b,c],[c,d],|a,d] e, fl,[f,g]
4 b [gah]’[eahL[a7€]7[bvf]7[cvg]7[d7h]'

2 — caras: conv{a,b,c,d}, conv{a,b,e, f},
conv{e, f,q,h}, conv{c,d, g, h},
conv{a,d, e, h}, conv{b,c, f,g}.

Definicién 2.5.7. Una cara F' de C' es una faceta s1 0 < dim F = dim C — 1.

Lema 2.5.8. Sea C' un conjunto convexo cerrado de R y
o :={F;/F; es un cara de C' , i € I},

un conjunto de caras de C'. Entonces

F::ﬂﬁ;

icl
es un cara de C'.

Demostracion. Si F = () tenemos el resultado. Supongamos que F' # ().

Como cada F; es una cara de C, entonces F; es convexo y F; C C, Vi € I, lo que implica que
F es convexoy F C C. Ahora sean y, z € C' tales que |y, z[ N F # 0, entonces |y, z[ N F; # ()
luego como los F; son caras de C' tenemos que [y,z] C F;, Vi € I, asi [y,z] C F. Por lo
tanto F' es una cara de C. O

Definicién 2.5.9. Un conjunto parcialmente ordenado (M,=) es un lattice si inf N y
sup N existen para cada subconjunto finito no-vacio N de M. Si inf N y sup N existen para
cualquier subconjunto N de M, entonces el lattice (M, <) es llamado un lattice completo.

Definicién 2.5.10. Sea (M, <) un lattice y M’ un subconjunto no-vacio de M. Diremos que
el conjunto parcialmente ordenado (M', <) es un sublattice del lattice (M, =) siinf N € M' y
sup N € M’ para cada subconjunto finito no-vacio N de M'(Aqui inf N y sup N en (M, <)).

Definicién 2.5.11. Sean (M, =) y (Ms, =) dos lattices.

(1) Una aplicacion ¢ : (My, =) — (M, <) es un isomorfismo de lattices si ¢ es biyectiva
yr2ysel@) 2ey), Vrye M
Si eziste ¢ diremos que (M, =) y (Ma, <) son isomorfos.
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(2) Una aplicacion & : (M;, <) — (M, =) es un anti-isomorfismo de lattices si @ es
biyectiva y x Sy < P(y) 2 &(x), V z,y € M.
Si eziste @ diremos que (My, =) y (Ma, <) son anti-isomorfos.

Teorema 2.5.12. Sean C' un conjunto convexo cerrado de R y
F(C) :={F/F es una cara de C'}

el congunto de todas las caras de C. Entonces el conjunto parcialmente ordenado (% (C), C)
es un lattice completo con las operaciones de lattice

inf o/ :=({F € #(C)/F € o/},

sup o/ = ({G € F(C)/VF € o/ : F C G}.
o/ C F(C). Llamaremos a (F(C),C) la cara lattice de C.

Demostracion. Sea of := {F;/F; es un cara de C', i € I}. Del Lema 2.5.8 podemos concluir
que existe un cara mas grande de C' contenida en cada uno de los miembros de «7. Es decir,
la interseccién de todos los miembros de <.

Ademas, también podemos concluir que existe una cara mas pequena de C' que contiene a
todos los miembros de 7. Es decir, la interseccién de todas las caras de C' que contienen a
los miembros de &7. Por lo tanto (.#(C), C) es un lattice completo. O

Lema 2.5.13. Sea C' un conjunto convexo cerrado de R tal que dim C > 1 y H un
hiperplano soporte propio de C. Entonces el conjunto F' := H N C' es una cara propia de C.

Demostracion. Como H es un hiperplano soporte propio de C', C' ¢ H, entonces F'= HNC
es un subconjunto propio de C'y ademas es convexo por ser interseccién de conjuntos con-
VEXOs.

Sean y, z € C, y # z, tales que |y, z| NF # (), entonces existe A €]0, 1] tal que (1—N)y+ Az €
H. Por el Teorema 2.1.53 existen u € R? y a € R tales que H = H(u,«) y como H(u, )
es un hiperplano soporte de C, entonces C' C K(u,«a). Luego (y,u) < «a, (z,u) < a'y
(1 =Ny + Az,u) = a.

Q
I

[IVANI

Como A\ > 0, entonces (y,u) = (z,u) = a. Lo que implica que y,z € HNC = F, asi que
ly,z] C F. Por lo tanto F' es una cara de C. O

Definicién 2.5.14. Sea C' un conjunto convexo cerrado de RY. Una cara F de C es una
cara expuesta(propia) si F es de la forma F = H N C, donde H es un hiperplano soporte
propio de C. Consideramos al O y C' como caras expuestas de C, las que llamaremos caras
expuestas impropias.

El conjunto de caras expuestas de C' es denotado por &(C).
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Definicién 2.5.15. Sea C un conjunto convezo cerrado de R%. Un punto x € C' es un punto
expuesto de C' si {x} es una cara expuesta de C. El conjunto de puntos expuestos de C' es
denotado por exp C.

Comentario 2.5.16. De la definicion de puntos expuestos, tenemos que exp C' C ext C.

Teorema 2.5.17. Sea C' un conjunto convezxo cerrado de R%. Si F' es una cara de C' entonces
F' es un conjunto cerrado.

Demostracion. Si dim F = —1,0 se tiene el resultado. Asumamos que dim F > 1y sea
x €c Fyuzo€riF, el cual existe ya que 71 F' # () por el Teorema 2.3.8. Si z = x
tendriamos que x € F.

Sea x # g, por el Teorema 2.3.10 tenemos que [xq, x[C ri F entonces |zg, z[ NF # 0, luego
como F' es una cara concluimos que x € F. Por lo tanto F' es cerrado. O

Comentario 2.5.18. El Teorema 2.5.17 no dice que tiene sentido hablar de la cara de una
cara, porque si C' es un conjunto convexo cerrado entonces sus caras también lo son.

Teorema 2.5.19. Sean C' un conjunto convezo cerrado de R?, F una cara de C y G C F.
Entonces G es una cara de C' si y solo si G es una cara de F.

Demostracion. =] Supongamos que G es una cara de C, entonces V y,z € C, y # z, tales
que |y, z[ N G # () tenemos que y,z € G. Ahora como G C F C C entonces en particular
Vy,z€F, y#z tales que |y, z[ N G # ) tenemos que y, z € G. Por lo tanto G es una cara
de F.

<] Supongamos que G es una cara de F' y sean y,z € C, y # z, tales que |y, z[ N G # 0.
Luego como G C F entonces |y, z[ N F # () de donde tenemos que y, z € F ya que F es una
cara de C, asi y,z € G puesto que G es una cara de F'y ademas G C F C C. Por lo tanto
G es una cara de C. O]

Teorema 2.5.20. Sea C' un conjunto convero cerrado de R? y F una cara de C tal que
F # C. Entonces F'C rb C.

Demostracion. Para dim C' = —1,0, no hay nada que probar. Asumamos que dim C' > 1,
mostraremos que si para algin x € F' también x € ri C tendriamos que F' = C lo cual
contradice la hipdtesis.

Sea x € F tal que x € ri C'y sea y € C' un punto arbitrario. Si y = x, entonces y € F'y
F = C. Sea y # z por el Teorema 2.3.13[(a) = (c)] existe z € C tal que = € Jy, z[ lo que
implica que |y, z[ N F # 0 luego como F' es una cara de C entonces y € F de donde F = C,
absurdo. Por lo tanto F' C rb C. [

Corolario 2.5.21. Sean F y G caras de un conjunto convezo cerrado C en R? tales que
G G F. Entonces G Crb F.
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Demostracion. Del Teorema 2.5.19 tenemos que G es una cara de F'y por hipotesis G ; F
entonces por Teorema 2.5.20 concluimos que G C rb F. O

Corolario 2.5.22. Sean F y G caras de un conjunto convezo cerrado C en R tales que
G G F. Entonces dim G < dim F.

Demostracion. Como G C F', tenemos que aff G C aff F. Supongamos que aff G =
aff F entonces por el Lema 2.3.11 i G C ri F'. Ademas por el Corolario 2.5.21 tenemos
que G C rb F'lo cual implica que ri G C rb F asi que tenemos queri G Cri Fyri G Crb F
por lo tanto i G = (). Ahora como G es un conjunto convexo, por el Teorema 2.3.8 tenemos
que G = 0, asi FF = () ya que aff G = aff F, absurdo. Por hipétesis G # F, luego
aff GSaff F.Porlo tanto dim G < dim F. O

Observacién 2.5.23. Sea C un conjunto convexo cerrado de R y M C C, entonces existe
la cara mas pequena de C' que contiene a M. FEs decir, la interseccion de todas las cara de
C tales que contienen a M.

El Teorema 2.5.20 muestra todas las caras propias de C estan contenidas en rb C. Por lo
tanto, cuando M contiene un punto de ri C, entonces C' mismo es la cara mds pequena que
contiene a M.

Teorema 2.5.24. Sean C' un conjunto convexo cerrado de R%, v € C' y F una cara de C tal
que x € F. Entonces F es la cara mds pequena de C' que contiene a x si y solo si x € ri F.

Demostracion. =] Sea F la cara mas pequena que contiene a x.

Supongamos que = ¢ 1i F| entonces x € rb F. Luego por el Teorema 2.4.9 existe un hiper-
plano soporte propio H de F' tal que x € H.

Sea G = HN F, G es una cara expuesta propia de F' por el Lema 2.5.13, ademas z € F
y © € H entonces z € G. Ahora por el Teorema 2.5.19 G es una carade Cy x € G ; F.
Por lo tanto F' no es la cara més pequena de C' que contiene a x, absurdo. Contradice la
hipotesis. Por lo tanto x € 1 C.

<] Sea x € ri F'y supongamos que G es la cara més pequena de C' que contiene a z,
entonces G ; F. Luego por el Corolario 2.5.21 tenemos que G C rb F' lo que implica que
x € rb F', absurdo. Contradice la hipdtesis de que = € ri F. Por lo tanto F' es la cara mas
pequena de C' que contiene a . O]

Corolario 2.5.25. Sea C' un conjunto convezo cerrado en R. Entonces los conjuntos ri F,
donde F € Z(C)\ {0}, forman una particion de C.

Demostracion. El Corolario es equivalente a decir que para cada punto x € C' existe una
unica cara F' de C' tal que x € r1 F, sin embargo el Teorema 2.5.24 nos da una cara tunica,
la cara mas pequena de C' que contiene a x. O

Teorema 2.5.26. Sea F' una faceta de un conjunto convexo cerrado C de R%. Entonces F
es una cara expuesta.
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Demostracion. Como F es una faceta, entonces dim F > 0 luego por el Teorema 2.3.8
tenemos que ri F # (0. Sea x € ri F, por el Teorema 2.5.24 F es la cara mas pequena de
C que contiene a x. Ahora como F' es una faceta de C', tenemos que F' C rb C' asi que
x € rb C luego por el Teorema 2.4.9 existe un hiperplano soporte propio H de C' tal que
x € H, entonces x € G := HNC, G es una cara expuesta propia de C' y como F es la cara
mas pequena que contiene a x tenemos que F' C G ; C. Ahora por el Corolario 2.5.22

= dimC—-1=dim F <dim G <dim C

= dim F=dimG = F=G. (Por el Corolario 2.5.22)

Por lo tanto F' es una cara expuesta. O

Teorema 2.5.27. Sea {F;/i € I} un conjunto de cara expuestas de un conjunto convezo
cerrado C' en RY, y sea
F:=()F.

il

Entonces F' es una cara expuesta de C.

Demostracion. Si F es C o () no hay nada que probar. Asumamos que F es la interseccion
no-vacia de caras expuestas propias F;, i € I.

Primero veamos el caso donde I es un conjunto finito, digamos I = {1,...,n}.

Ahora como Fj es una cara expuesta para cada i, existe un hiperplano soporte H (y;, ;)
tal que F; = H(y;,;) N C' 'y C C K(y;, ;). Asumiremos sin pérdida de generalidad que
0 € int C. Entonces 0 € int(K(y;,«;)) Vi € I, asi 0 = (0,y;) < a; y por lo tanto a;; > 0,
Viel. Sea z; = a;lyi,

H(yi,oi) = {z e RY/(z,y:) = i}
{x e R a; Yo, y;) =1}
{z e RY/(z,a; y;) = 1}
= {r eRY(z,z) =1}

n

De donde F; = H(z;,1)NC y C C K(2;,1). Ahora sea 2y := >_ n~'z; entonces para cualquier
i=1

x € C tenemos

(x,29) = (=, énlzz>
= in_%ﬂ, zi) ((#,2) <1yaque C C K(z,1))

=1
n

< >ntel
i=1
= 1

Y
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= (r,20) <1, Vz € C, lo que implica que C C K(zp, 1). Ademés tenemos que x € H(z, 1)
siy so6lo si (x,z9) =1siysblosiz e H(z,1), Vi€l Luego

F=NF = N(H(y,a)NC)
i€l i€l
- mH(y”hai)mC
el
i€l

Por lo tanto F' es una cara expuesta de C.
Cuando I es infinito, es suficiente con probar que existen 4, ...,1, € I tales que

F:ﬁ&.
v=1

Sea i1 cualquiera de los i's en I. Si F' = F;
existe 15 € I tal que

., F serfa una cara expuesta. Si F' & F;, entonces

FCF,NF,SF,.
Entonces por el Corolario 2.5.22 tenemos que dim(F;, N F;,) < dim F,,. Si F = F; N F,,, F
serfa una cara expuesta. Si F ;Cé F;, N F;, entonces existe 13 € [ tal que

FCF,NF,NF, S F,NE,.

Entonces por el corolario 2.5.22 tenemos que dim(F;, N Fy, N F;,) < dim(F;, N F;,). Si
F =F, NF,NF,,, F serfa una cara expuesta. Si F ; F;, N F;, N F,,, existe iy € I, etc.

Ya que en cada paso la dimensiéon es menor al menos 1, y como cada interseccion siguen
siendo caras expuestas su dimensién debe ser mayor o igual a 0 ya que excluimos el caso

donde la interseccién es vacia. Asi que debemos finalizar con iy, ...,1, € I tales que
n
F=()F,.
v=1
Por lo tanto F' es una cara expuesta. 0

Teorema 2.5.28. Sean C' un conjunto convexo cerrado de R y
&(C) :={F/F es una cara expuesta de C'}

el conjunto de todas las caras expuestas de C'. Entonces el conjunto parcialmente ordenado
(&(C), C) es un lattice completo con las operaciones de lattice

inf o/ :=(|{F € £(C)/F € &/},

sup o = |{G € &(C)/VF € o/ : F C G}.
o C E(C).
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Demostracion. Sea of := {F;/F; es un cara expuesta de C' , ¢ € I}. Del Teorema 2.5.27
podemos concluir que existe un cara expuesta mas grande de C' contenida en cada uno de
los miembros de 7. Es decir, la interseccion de todos los miembros de 7.

Ademads, también podemos concluir que existe una cara expuesta mas pequena de C' que
contiene a todos los miembros de .&7. Es decir, la interseccién de todas las caras expuestas
de C' que contienen a los miembros de 7. Por lo tanto (£(C'), C) es un lattice completo. [

Observacion 2.5.29. Note que en general ((C),C) no es un sublattice de (F(C), C).
De hecho, cuando <7 es un subconjunto de &(C), entonces sup &/ computado en (&(C), C)
puede ser diferente del sup «/ computado en (F(C), C). El inf si es el mismo siempre.

Teorema 2.5.30 (Teorema De Minkowski). Sea C' un conjunto convexo compacto de RY, y
sea M un subconjunto de C. Entonces las siquientes dos condiciones son equivalentes:

(a) C = conv M.

(b) ext C C M.
En particular,
(¢) C = conv(ext C).

Demostracion. (a) = (b). Supongamos que existe un punto extremo x de C' tal que = ¢ M.
Entonces M C C\{z} y como C\{x} es convexo ya que z € ext C, asi C' = conv M C C\{z},
absurdo. Encontré un conjunto convexo mas pequeno que contiene a M y conv M. Por lo
tanto ext C' C M.

(b) = (a) Para probar esta implicacion, es suficiente con probar que C' = conv(ext C),
puesto que si C' = conv(ext C) y ext C C M entonces conv(ext C) C conv M asi que
C C conv M y ademéas M C C, entonces conv M C C. Por lo tanto, C' = conv M, esto
quiere decir que C' = conv M para cualquier subconjunto M de C tal que ext C' C M.

ext C C C, entonces conv(ext C') C C falta probar que C' C conv(ext C'). Procederemos
por induccion sobre la dimension de C. Si dim C = —1,0 no hay nada que probar. Para
dim C' =1 es claro ya que son los segmentos cerrados. Supongamos que se cumple para un
conjunto convexo compacto de dimension < e, donde e > 2, y sea C' un conjunto convexo
compacto tal que dim C = e.

Sea x € C, un punto arbitrario. Probaremos que x es combinacién convexa de puntos extre-
mos de C. Es decir, z € conv(ext C).

Si z € ext C no hay nada que probar. Si x ¢ ext C, existe un segmento [y, 1] C C tal que
x €lyo, y1|. Extendiendo el segmento, si es necesario, de tal manera que yo,y; € rb C. Sean Fj
y Fi las caras mas pequenas de C' que contienen a 1y y y; respectivamente. Luego por el Coro-
lario 2.5.25 Iy y F} son caras propias de C', en particular son conjuntos convexos compactos,
ya que son cerradas por ser caras de C' y acotadas por ser subconjuntos de un conjunto
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compacto. Ademds por el Corolario 2.5.22 tenemos que la dimensién de Fy y F; es menor
que e, luego por la hipdtesis inductiva existen g, ..., xo, € ext Fy y 1,,...,11, € ext F}
tales que yy es una combinacién convexa de los puntos zg,, 1 < i < py y; es combinacién
convexa de los puntos z1,, 1 < j < q. Ahora como x €]yg, y1[, entonces = es combinacién
convexa de yo y y1 por lo tanto x es combinacion convexa de xo, y x1; y como xo, € ext Fy
y x1; € ext Fy, entonces los xg, y 1, son puntos extremos de C' por el Teorema 2.5.19. Por
lo tanto C' C conv(ext C). O

Corolario 2.5.31. Sea C un conjunto convexo compacto con dim C = n. Entonces cada
punto de C' es una combinacion convexa de a lo mads n+ 1 puntos extremos de C'.

Demostracion. Del Teorema 2.5.30 tenemos que C' = conv(ext C) y dim C' = n entonces
por el Corolario 2.2.14 cada punto en C' = conv(ext C') es combinacién convexa de a lo més
n + 1 puntos de ext C. O

2.6. Polaridad

Para cualquier subconjunto M de R? podemos asociarle un conjunto convexo cerrado M°
llamado el polar de M, esta operacién puede ser iterada. Ademas, si C' es un conjunto convexo
compacto tal que 0 € int C' tenemos que C'y C° juegan un papel simétrico es decir C*° = C,
para C' todos sus hiperplanos soportes son propios y tienen una representacion particular
como H(y,1) con y € R\ {0} lo cual permite dar una relacién entre los hiperplanos de C

y C°.

Definicién 2.6.1. Sea M C RY. El conjunto polar de M es el subconjunto M° de R¢
definido por
M° = {yeRIVze M (zy) <1}
= {y € RY/sup,cp(z,y) <1}

Equivalentemente

M° = () K(z,1).

xeM

Ejemplo 2.6.2. (1) Sea x € R?, entonces
{z}°={yeR?/ (a,y) <1} = K(z,1).
Si x =0, entonces {0}° = R? ya que (0,y) =0 <1, Vy € RL

(2) En R2?, el polar de eje X es el eje Y.
Si (z,y) € X°, entonces ((a,0), (z,y)) <1, Va € R, asi que ax < 1 Va € R, lo que se
da solamente st x = 0.
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Observacién 2.6.3. Sean M, M, My C R?. Entonces:

(1) y € M° siy sélo si M C K(y,1).
(2) M° es un conjunto convexo cerrado, y contiene al cero.

(3) Si My C My entonces M3 C My.
En efecto:

(1) ye M° eV axe M, (x,y) <leVaeeM, € K(y,1) & M C K(y,1).

(2) Como M° = (| K(z,1) y K(z,1), VYV © € M son conjuntos convexos cerrados, en-
xeM
tonces M° es un conjunto convezxo cerrado. Ademds 0 € M°, ya que (x,0) =0 < 1,

Ve M.

(8) Si My C Ms, entonces

=) K(z.1) = <ﬂ le) (| K@yn|=Mn|l () K1)

x€Mo xeM; x€ Mo\ M z€ Mo\ M
Por lo tanto M5 C M7.
Teorema 2.6.4. Sea M C R?. Entonces:

(a) Si M es acotado, entonces 0 es un punto interior de M°.

(b) Si 0 es un punto interior de M, entonces M° es acotado.

Demostracion.  (a) Sea B(0,7) la bola cerrada centrada en 0 y de radio > 0, entonces
B(0,7)° = {y € R?/sup,cp(z,y) < 1}.

Tenemos que |(x,y)| < ||z]| ||y||, entonces

sup (z,y) = ||z]| [yl =r |lyll, Vy € R%, r > 0.
z€B(0,r)

Ahora sup,c g (2, y) <1 rllyl| <1< |ly|]| <77 BEs decir, y € B(0,77'). Por lo
tanto B(0,r)° = B(0,r71).
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Si M es acotado, entonces M C B(0,7), para algin 7 > 0. Luego por la Observa-
cién 2.6.3(3) tenemos que B(0,7)° C M° = B(0,r~!) C M°. Lo que implica que
B(0,r~') € M°. Por lo tanto 0 es un punto interior de M°.

(b) Supongamos que 0 es un punto interior de M, entonces existe r > 0 tal que B(0,r) C
M.
Sea 0 < s <, asf B(0,s) C B(0,r) C M. Luego por la Observacién 2.6.3(3) tenemos
que M° C B(0,s)° = M° C B(0,s™!). Por lo tanto M° es acotado.

[
Definicién 2.6.5. Sea M C RY. Definimos el bipolar de M como M°® = (M°)°.

Teorema 2.6.6. Sea M C R%. Entonces
M°° = cleconv({0} U M).
Es decir, M°° es el conjunto convexo cerrado mas pequeno que contiene al 0 y a M.

Demostracion.

Me= ()K= (] K. (@

yeMe MCK(y,1)

Asi que M°° es un conjunto convexo cerrado que contiene al cero y a M. Por lo tanto
clconv({0} U M) C M=°.

Ahora, probaremos que M C clconv({0}UM), sea z ¢ clconv({0}UM). Como clconv({0}U
M) es un conjunto convexo cerrado y z ¢ clconv({0} U M), por el Teorema 2.4.10 existe un
semiespacio soporte K (y,a) de clconv({0} U M) tal que z ¢ K(y, ). Ademds clconv({0} U
M) C K(y,«a) y cleconv({0} U M) N H(y,«) # 0, entonces tenemos que

max{(x,y)/z € cleconv({0} U M)} = a < (z,y).
como 0 € clconv({0} U M) entonces o > 0. Por lo tanto existe 8 > 0 tal que
max{(x,y)/z € clconv({0} UM)} < 8 < (z,y).

Entonces
méx{(x, 37 'y)/x € cleonv({0} U M)} <1 < (2,87 y).

Sea u := 371y. Luego
max{(x,u)/x € clconv({0} UM)} <1 < (z,u).

Lo que implica que M C K(u,1) y z ¢ K(u,1), asi por (1) tenemos que z ¢ M°°. Por lo
tanto M°° C clconv({0} U M).

]
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Corolario 2.6.7. Sea C' un conjunto convexo compacto en R? tal que 0 es un punto interior
de C. Entonces C° es un conjunto convexo compacto que contiene al 0 en su interior. Ademds

c°=C.

Demostracion. Como C' es compacto y contiene al 0 en su interior, entonces por el Teorema
2.6.4 tenemos que C° es acotado y 0 es un punto interior de C°. Ademas C° es un conjunto
convexo cerrado por la Observacion 2.6.3. Por lo tanto C° es un conjunto convexo compacto.
Ahora

C°° = cleonv({0} U C) = cleconv(C) = C,

ya que C' es un conjunto convexo cerrado y {0} C C. O]

En lo que sigue, asumiremos que C' es un conjunto convexo compacto de R? tal que 0 € int C,
notaremos a C° por D. Ademads si H(u,a) es un hiperplano soporte de C', como int C' # ()
entonces C' ¢ H(u, «). Por lo tanto todo hiperplano soporte de C' es propio, y ademds puesto
que 0 ¢ H(u, ) entonces o > 0 por lo que tenemos que H(u,a) = {z € R?/(z,u) = a} =
{x e RY/(z,a u) =1} = H(y,1), y = a u. Por lo tanto H es de la forma H(y, 1) para un
tinico y € R\ {0}. Entonces C' C K(y,1) de donde tenemos que y € D por la Observacién
2.6.3(1).

Teorema 2.6.8. Sea y € R?, las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(a) H(y,1) es un hiperplano soporte de C.

(b) y€bd D.
Similarmente, para x € R?, las siguientes dos condiciones son equivalentes:

(¢c) H(x,1) es un hiperplano soporte de D.

(d) = €bd C.

Demostracion. (a) = (b) Supongamos que H(y, 1) es un hiperplano soporte de C. Entonces
C C K(y,1), asi por la Observacién 2.6.3 tenemos que y € D y sup,.(z,y) = 1 que real-
mente es un maximo ya que H(y,1) N C # (.

Si y € int D, entonces existe A > 0 tal que Ay € D. Ahora como D = C° tenemos que
sup,ec (2, Ay) < 1 lo que implica que sup,co(z,y) < 5 < 1, lo cual es absurdo. Por lo tanto
y € D\int D =bd D puesto que D es cerrado.

(b) = (a) Siy € bd D. En particular y € D \ {0} por el Corolario 2.6.7. Ahora como

D es el polar de C'y 0 € int C, entonces 0 < sup,co(z,y) < 1 asi que para un A > 1
adecuado sup,(x, A\y) = 1 por lo que \y € C°(= D). Como 0 € int Dy y €]0, \y[ entonces
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por el Teorema 2.3.10 tenemos que y € int D, absurdo, por hipotesis y € bd D. Por lo tanto
Supgec(®,y) = 1. Ademas el supremo es en realidad un maximo ya que C' es compacto y
(-,y) es continuo, lo que implica por el Teorema 2.4.5 que H(y, 1) es un hiperplano soporte

de C.

(¢) & (d) Como C' = C°° = D° entonces el resultado se tiene a partir de [(a) < (b)]. O

Corolario 2.6.9. Sean z,y € RY, las siguientes cuatro condiciones son equivalentes:

(a) H(y,1) es un hiperplano soporte de C en x.
(b) H(xz,1) es un hiperplano soporte de D en y.
(c) (z,y) =1,x €bd C,y € bd D.

(d) {(z,y) =1,r€C,y € D.

Demostracion. (a) < (c) Por el Teorema 2.6.8[(a) < (b)] tenemos que H(y,1) es un hi-
perplano soporte de C' en z si y sblo si (z,y) = 1,2 € bd C,y € bd D. x € bd C ya que
x € H y H es un hiperplano soporte propio de C'y por el Corolario 2.4.7 H(y, 1)Nint C' = ().

(b) < (c¢) Por el Teorema 2.6.8[(c) < (d)] tenemos que H(z,1) es un hiperplano soporte
de D en ysiysélosi(r,y) =1,z €bdC,ycbdD.yecbdDyaqueye Hy H es un
hiperplano soporte propio de D y por el Corolario 2.4.7 H(x,1) Nint D = 0.

(¢) = (d) (z,y) = 1,z € bd C,y € bd D, entonces z € C' 'y y € D ya que C'y D son
cerrados.

(d) = (a) Sea (z,y) = 1,z € C,y € D. Como y € D(= C°) entonces por la Observacién
2.6.3(1) C C K(y,1) y por hipétesis (x,y) = 1 entonces x € H(y,1) luego C N H(y,1) #
ya que x € C. Por lo tanto H(y, 1) es un hiperplano soporte de C' en x. O

Definicién 2.6.10. Sea F' una cara expuesta de C, propia o impropia, definimos la cara
conjugada F* de F' como:

Fo . ={yeD=C°/VYxckF vy =1}

Similarmente, sea G una cara expuesta de D(= C°), definimos la cara conjugada G* de G
como:

G ={2cC/Vyecq, (r,y) =1}
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Observacién 2.6.11. Si F' es una cara expuesta propia de C, entonces un punto y € RY
esta en F'> si gy solo si H(y, 1) es un hiperplano soporte de C' tal que F C H(y,1). Lo mismo
aplica para una cara expuesta propia G de D.

En efecto:

yeEF® & yeDNVaeF, (z,y) =1
< H(y,1) Es un hiperplano soporte de C'y F C H(y,1).

Ademds, para las cara expuestas impropias C y O de C, tenemos que C> =0 y (0> =D. Y
para las caras expuestas impropias D y () de D, tenemos que D> =0 y 0© = C.

Teorema 2.6.12. Sea F una cara expuesta propia de C. Entonces F> es una cara expuesta
propia de D. Similarmente para una cara expuesta propia G de D.

Demostracion.
F® = {yeD/VzeF (z,y) =1}
= [\ DNH(z1).
zel

Como F es una cara propia de C, tenemos por el Teorema 2.5.20 para cada x € F' entonces
x € bd C de donde H(z,1) es un hiperplano soporte de D por el Teorema 2.6.8[(d) = (c)].
Entonces cada conjunto DN H (x, 1) es una cara expuesta de D y ademés es propia puesto que

0 €int C'yasi D¢ H(z,1). Luego por el Teorema 2.5.27 tenemos que > = (| DNH(z,1)
zeF
es una cara expuesta de D. Como cada D N H(x,1) son caras expuestas propias, entonces

F* es propia o vacia. Por hipétesis I es una cara expuesta propia de C, entonces existe un
hiperplano soporte propio H(y,1) de C tal que F' = H(y,1) N C luego de la Observacion
2.6.11 tenemos que y € F“. Por lo tanto F> # (). O

Observacién 2.6.13. El Teorema 2.6.12 nos dice que F* es una cara expuesta propia de
D. Es decir que podemos iterar la /\—operacion, F~2 = (F2)2. Ademds si F es una cara
expuesta propia de C, entonces F&® es una cara expuesta propia de C. Para las caras
expuestas impropias C y () tenemos:

Co8 = (M) =0"=C.
@AA — (@A)A — C«A — @

Teorema 2.6.14. Sea F una cara expuesta propia de C. Entonces F&* = F. Similarmente
para una cara expuesta propia G de D.

Demostracion.
Fo% = {zeC/VyeF® (z,y) =1}
= () CNH(y1).
yeEFL

De la Observacién 2.6.11 tenemos que y € F* si y sélo si H(y,1) es un hiperplano soporte
de C tal que F C H(y,1). Luego F~* es la interseccién de todas las caras expuestas de C'
que contienen a F' pero esta interseccion es F', ya que F' es una cara expuesta de C. Por lo
tanto F&2 = F. O
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Observaciéon 2.6.15. Sean Fy, Fy caras expuestas de C' tales que Fy C Fy. Entonces FzA C
F&.
En efecto: Si Fy C Fs, entonces

Ff = () DNH(z,1) = (m DmH(:c,l)) m< N DﬂH(x,l))

rEFy reF :EEFQ\Fl

- Ffm( N DﬂH(x,l)).

€L\ F1

Por lo tanto F2A C FIA.

Corolario 2.6.16. La aplicacion F + F*, donde F € &(C), es un anti-isomorfismo
de (£(C),C) sobre (£(D),C), y la aplicacion G — G*, donde G € &(D), es un anti-

isomorfismo de (& (D), C) sobre (&(C),C). Las dos aplicaciones son mutuamente inversas.

Demostracion. Sea

F s o(F) = F2.
x@ es 1-1: Sean I, I, € &(C) tales que o(F)) = ().
p(F) = p(Fs) = F =F

= FP°=F°
= F =F. [Por el Teorema 2.6.14]

Ahora probemos que Fy C Fy siy solo si p(Fy) C o(Fy),V Fi, Fy € &(C)

SiFLCcF, = F~cCFR [Por la Observacion 2.6.15]
= p(F2) C p(F).

Si () Cp(P) = F' CF
= F/% c FS® [Por la Observacion 2.6.15 |
= F CF,. [Por el Teorema 2.6.14]

Por lo tanto ¢ es un anti-isomorfismo de (&(C'), C) sobre (&(D), C).
Analogamente, la aplicacién

Es un anti-isomorfismo de (& (D), C) sobre (&(C), C).
Ademas
(Do) (F) =P(p(F)) =d(F°)=F>* =F, Fe&(C) vy

(po®)(G) = p(P(G)) = p(G°) =G> =G, G e £(D).

Por lo tanto ¢ y @ son mutuamente inversas. O
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Corolario 2.6.17. Sea {F;|i € I} un conjunto de caras expuestas de C, sea Fy la cara
expuesta mds grande contenida en todos los F;’s(Es decir, Fy es la interseccion de los F;’s),
y sea Fy la cara expuesta mds pequena de C' que contiene a todos los F;’s. Entonces FOA es
la cara expuesta mds pequena de D que contiene a todos los FZ-A s,y FlA es la cara expuesta
mas grande de D que esta contenida en todos los FZ-A 's(Es decir, FlA es la interseccion de
los Fl-A ’s). Similarmente para un conjunto de caras expuestas de D.

Demostracion. Sea ¢ como en el Corolario 2.6.16, sea o/ = {F;|i € I}, o C &(C), y sea
p(e) = {p(F)|F; € &}, o/° C £(D).

Del Teorema 2.5.28 tenemos que Fy = inf &7 y F; = sup /. Ahora por el Corolario 2.6.16 ¢
es un anti-isomorfismo, entonces

Fy = o(Fy) = p(inf o) = sup p() y

F = ¢(F)) = p(sup ) = inf p().
0

Teorema 2.6.18. Sean F y G un par de caras mutuamente conjugadas de C y D, respecti-

vamente. Entonces
dim F+dim G <d-1.

Demostracion. Tenemos que la cara conjugada de la cara impropia () de C es la cara expuesta
impropia D de D. Similarmente, La cara conjugada de la cara impropia C' de C es la cara
expuesta impropia () de D. Por el Corolario 2.3.9 tenemos que dim C = d = dim Dy
dim () = —1. Entonces

dim@+dimD=d—1 'y dimC+dimO=d—1.

Por lo tanto la formula se cumple cuando F' es una cara impropia. Ahora sea F' una cara
expuesta propia de C, entonces por el Teorema 2.6.12 la cara conjugada GG de D también es
propia. Por definicién

G=Dn mH(x,l).

zeF

Como para cada x € F', H(x,1) es un hiperplano, entonces (| H(x,1) es un subespacio afin

zcF
y G C () H(z,1). Asi que dim G < dim|),cp H(x,1).

zeF
Por lo tanto, (| H(z,1) # 0, as{ que es una traslacién del subespacio vectorial (| H(z,0),
zeF zeF
lo que implica que
dim ﬂ H(x,1) =dim ﬂ H(z,0),
el zeF
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pero (| H(z,0) ={y € RY/Vx € F: (x,y) = 0} = F+ = (gen F)*. Por lo tanto

zeF

dim G < dim () H(z,0)
zeF
= dim((gen F)*)
d — dim(gen F)
d— (dim(aff F)+1)
= d—1—dim F.

Aqui usamos el hecho que 0 ¢ af f F para obtener que

dim(gen F) = dim(aff F)+ 1.
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Capitulo

Politopos Convexos

En este capitulo centraremos nuestro estudio en los politopos convexos, usaremos los re-
sultados vistos en el capitulo anterior para dar propiedades de los politopos, estudiar su
estructura facial e introducir unos politopos particulares.

3.1. Politopos

Los politopos son conjuntos convexos compactos que tienen una representacion como envol-
vente convexa de un nimero finito de puntos de R?, esto hace que se pueda hacer un mejor
estudio de su estructura facial y dar propiedades adicionales sobre ellos.

El conjunto de puntos {z1,...,x,} genera al politopo P = conv{zy,...,x,} pero este con-
junto no es el inico que lo genera, podriamos adicionar mas puntos a {z1,...,x,} que estén
en P y se seguiria generando el mismo politopo. Sin embargo, existe un tnico conjunto mi-
nimal que genera a P, ext P. Es decir, que podemos omitir de {z1,...,z,} aquellos puntos
que no sean extremos. Ademas, las caras del politopo P son generadas por subconjuntos de
ext P.

Definicién 3.1.1. Un politopo P = conv{zy,...,x,} es un k—politopo si dim P = k. Un
k—simplex es un k—politopo el cual es un simplez.

Observacién 3.1.2. (1) Sea P = conv{zy,...,z,} un k—politopo, entonces alguna (k +
1)—subfamilia de (x1, . .., x,) es afinmente independiente, pero ninguna (k+2)—subfamilia
es afinmente independiente.

(2) Sea S un simplex. Entonces S es un k—simplex si y sdlo si S tiene k + 1 vértices.

En efecto:
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(1) Si P = conv{zy,...,x,}, tenemos que
Pcaff{x,...,zn} =aff PCaff{z,...,z,}.

{z1,...;z,} C P=aff{x1,...,x,} Caff P.

Por lo tanto aff P = aff{x1,...,x,}. Si dim P = k, entonces por el Lema 2.1.26
tenemos que existe alguna (k + 1)—subfamilia de (x1,...,x,) que es afinmente inde-
pendiente, pero ninguna (k + 2)—subfamilia afinmente independiente.

(2) =] Sea S = conv{xy,...,x,} un simplex tal que dim S = k. Como S es un simpletz,
entonces la n—familia (1, ...,x,) es afinmente independiente. Luego por la parte (1)
existe alguna (k + 1)—subfamilia de (xq,...,x,) que es afinmente independiente, pero

ninguna (k + 2)—subfamilia afinmente independiente, lo que implica que n = k + 1.
Por lo tanto S tiene k 4+ 1 vértices.

<] Sea S un simplex con k + 1 vértices, entonces S = conv{xy,...,xx, xx11} donde
(1,..., Tk, Trs1) €s afinmente independiente. Por otro lado aff S = af f{x1,... , 2y, Tri1}
asi que (x1,...,Tpn, Trr1) s una base para af f S, luego por el Teorema 2.1.25 dim S =

k. Por lo tanto S es un k—simplez.

Comentario 3.1.3. Un 1—simplex es un segmento cerrado. Un 2—simplex es llamado un
tridngulo. Un 3—simplex es llamado un tetraedro.

Teorema 3.1.4. Sea P un subconjunto no-vacio de R?. Entonces las dos condiciones si-
guientes son equivalentes:

(a) P es un politopo.

(b) P es un conjunto convexro compacto con un nimero finito de puntos extremos.

Demostracion. (a) = (b) Si P es un politopo, entonces P = conv{zy,...,z,} y por el Co-
rolario 2.2.23 tenemos que P es compacto. Ahora el Teorema 2.5.30[(a) = (b)] nos dice que
ext P C {x1,...,2,}. Por lo tanto ext P es un conjunto finito.

(b) = (a) Si P es un conjunto convexo compacto con un numero finito de puntos extre-
mos, entonces ext P C {xy,...,x,} para algunos zy,...,z, € R% Luego por el Teorema
2.5.30[(b) = (a)] tenemos que P = conv{xy,...,z,}. Por lo tanto P es un politopo. O

Comentario 3.1.5. En adelante a los puntos extremos, es decir, las O—caras de un politopo
P los llamaremos vértices de P. Continuaremos denotando al conjunto de vértices por ext P.
Las 1—caras serdn llamadas aristas de P

Teorema 3.1.6. Sea P un politopo en R, y sea {xy,...,x,} un subconjunto finito de P.
Entonces las dos condiciones siguientes son equivalentes:
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(a) P = conv{xy,...,x,}.

(b) ext P C {x1,...,2,}.

En particular,
(¢) P = conv(ext P).

Demostracion. Del Corolario 2.2.23 tenemos que P es un conjunto compacto, luego por el
Teorema 2.5.30 obtenemos las equivalencias deseadas. O

Comentario 3.1.7. El conjunto {z1,...,x,} que genera un politopo P = conv{xy,...,x,}
no es unico(excepto cuando P es un conjunto 1—puntual); de hecho, se pueden adicionar
puntos Tpi1,... que ya estén en P. Sin embargo, el Teorema 3.1.6 nos dice que hay un
unico conjunto minimal que genera a P, el conjunto ext P de vértices de P.

Teorema 3.1.8. Sea P un politopo en R%, y sea F una cara propia de P. Entonces F es un
politopo, y ext F'= F Next P.

Demostracion. Por el Corolario 2.2.23 tenemos que P es un conjunto compacto, y por el
Teorema 2.5.17 F' es un conjunto cerrado, ademas F' es acotado ya que F' C P. Por lo tanto
F es compacto. Ahora por el Teorema 2.5.19 tenemos que {z} un punto extremo de F siy
sélo si {z} es un punto extremo de P. Asi que los puntos extremos de F son aquellos puntos
extremos de P que estan en F', es decir, ext F' = F Next P.

Por otro lado. Como P es un politopo, entonces ext P es un conjunto finito por el Teorema
3.1.4[(a) = (b)]. Lo que implica que ext F es un conjunto finito y probamos que F' es
compacto entonces por el Teorema 3.1.4 [(b) = (a)] concluimos que F' es un politopo. En
particular, F' = conv(ext F'). O

Corolario 3.1.9. Sea P un politopo en R%. Entonces el nimero de caras de P es finito.

Demostracion. Como P es un politopo, entonces P = conv{xy,...,x,}. Luego por el Teo-
rema 3.1.6[(a) = (b)] tenemos que ext P C {z1,...,x,} lo cual implica que ext P es un
conjunto finito. Ahora, por los Teoremas 3.1.8 y 3.1.6(c) tenemos que cada cara de P es
un politopo y ademads es la envolvente convexa de puntos extremos de P. Por lo tanto, el
nimero de caras de P es finito. O]

Teorema 3.1.10. Sea P un politopo en R%. Entonces toda cara de P es una cara expuesta.

Demostracion. Probaremos el enunciado para d—politopos. Usaremos induccion sobre d

Para d = 0 no hay nada que probar puesto que P = {x}, para d = 1 tenemos que P es un
segmento y sus caras propias son sus puntos extremos asi que por el Teorema 2.4.9 tenemos
el resultado, para d = 2 el politopo solo tiene puntos extremos y facetas luego por el Teorema
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2.5.26 tenemos el resultado.

Supongamos que el enunciado es cierto para un politopo de dimension < d donde d > 3. Y
sea P un d—politopo en R?. Para las caras impropias de P no hay nada que probar puesto
que las caras impropias son expuestas por definicion. Asi que sea F' una cara propia de P.
Por el Teorema 2.3.8 ri F' # (), sea x un punto interior relativo de F' y sea H un hiperplano
soporte propio de P en x, esto es por el Teorema 2.4.9 ya que F' C rb P. Entonces H N P
es una cara expuesta propia de P que contiene a x luego por el Teorema 2.5.24 tenemos que
FCHNP.Si F= HnN P entonces F' es una cara expuesta que es lo que queremos probar.
Si FF C H N P entonces F' es una cara propia de H N P por el Teorema 2.5.19. Como
dim(HNP) < dy HNP esun politopo por el Teorema 3.1.8 se sigue por hipdtesis inductiva
que existe un hiperplano soporte propio H' de H N P en af f(H N P) tal que

F=HnN(HNP).
Este hiperplano H' puede ser extendido a un hiperplano A en H tal que
F=ANP.

Tenemos que dim P = dy H es un hiperplano de P entonces dim H = d — 1, ademéas A es
un hiperplano de H asi que dim A =d —2 > 1(d > 3).
Sea B un subespacio afin 2—dimensional de R? el cual es ortogonal a A. Y sea 7 la proyeccién
de R? sobre B. Entonces m(A) es un conjunto 1—puntual. Ademds 7(P) es un 2—politopo
en B.
Afirmamos que 7(A) es un vértice de m(P), si no lo es, entonces existen puntos y,z € P
tales que m(y) # m(z) y

m(A) = (1 = Nm(y) + Ar(2),

para algin A €]0, 1[. Sea v := (1 — A\)y + Az, entonces u € P ya que P es convexo y
m(u) =7((L =Ny +Az) = (1 = N7(y) + Ar(z) = 7(A).

Asi que u € A ya que 71 (7(A)) = A, luego como FF' = ANP, u € Ay u € P entonces
u € F, ahora como F' es una cara de P entonces y, z € F. Pero F' C A, asi que w(v) = 7(A),
Vv € F. En particular 7(y) = m(z), absurdo. Asi que 7(A) es un vértice de 7(P). Ahora
por la hipdtesis inductiva aplicada al 2—dimensional politopo en B, existe una recta L en B
tal que LN7(P) = m(A), entonces Hy := af f(AU L) = 7—!(L) es un hiperplano soporte de
P en R% con F = PN H,. Por lo tanto F es una cara expuesta. ]

Corolario 3.1.11. Sea P un politopo en RY. Entonces los lattices (F(P),C) y (&(P), C)
son el mismo.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.10 tenemos que &(P) = .#(P). Por lo tanto los lattices
(Z(P),C)y (&(P),C) son el mismo. O
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Definicién 3.1.12. Una pirdmide en R? es un politopo(ver Teorema 3.1.15) de la forma

P = conv(Q U {xo}).

Donde Q es un politopo en R, llamado base de P, y xo es un punto de R\ aff Q llamado
apice de P.
Una pirdmide es una e—piramide si dim P = e.

Comentario 3.1.13. Note que la base y el apice no necesariamente son unicos: Un simplex
es una piradmide donde cualquier faceta puede ser tomada como base, o, equivalentemente
cualquier vértice puede ser tomado como dpice.

Observacién 3.1.14. Una pirdmide P es una e—pirdmide si y solo si su base () es un
(e — 1)—politopo.

Teorema 3.1.15. Sea P una pirdmide en R? con base Q y dpice xy. Entonces se cumple lo
siguiente:

(a) P es un politopo con ext P = (ext Q) U {xo}.
(b) Un subconjunto F' de P con xq ¢ F es una cara de P siy sdlo si F' es una cara de Q.

(¢) Un subconjunto F' de P con xog € F es una cara de P si y sdlo si existe una cara G de
Q tal que F = conv(G U {xo}), es decir. F = xq o F' es una pirdmide con una cara
G de Q) como base y xo como dpice. Para cada tal cara F de P, la cara G es unica, y
dim G =dim F — 1.

Demostracion.  (a) Definamos el conjunto P; como

Py := conv((ext Q) U {xo}),

tenemos por el Teorema 3.1.6(c) que @ = conv(ext Q) y ext Q C (ext Q U {zo}),
entonces Q C Py y {zo} C Pi. Asi que (Q U {zo}) C P, lo cual implica que P C P;.
Por otro lado, ext Q@ C Py {xo} C P entonces (ext Q U {x}) C P asi que P, C P.
Por lo tanto tenemos que

P = conv((ext Q) U {xo}).

Lo anterior muestra que P es un politopo, ya que por el Teorema 3.1.6 tenemos que
ext @ es finito luego ((ext Q) U {zo}) es un conjunto finito asi que P es la envolvente
convexa de un conjunto finito.

Para probar que ext P = (ext Q) U {xo} notemos por el Teorema 3.1.6 que ext P C
((ext Q) U {xo}).

Ahora probaremos que ((ext Q)U{x¢}) C ext P. Por el Ejercicio 2.2.24 tenemos que P
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es la unién de todos los segmentos [y, xo], donde y € Q. Asi que, si Hy es un hiperplano
tal que zg € Hy y HyNaff Q = 0, entonces Hy es un hiperplano soporte de P con
Ho N P = {x0} lo cual implica que zq € ext P por el Lema 2.5.13. Solo falta probar
que ext () C ext P, probaremos mas generalmente que toda cara propia de () es una
cara de P.

Sea F' una cara propia de (), entonces existe un hiperplano soporte H de Q) en aff Q)
tal que F = H N Q por el Teorema 3.1.10. Sea H; un hiperplano en R? tal que
H=H;Naff Qy xy este sobre el mismo lado que @\ F. Ahora como cada punto de
P pertenece a algin segmento [y, zo| con y € ), vemos que

F=HnNP

asi que F' es una cara de P por el Lema 2.5.13, luego ext () C ext P y hemos probado
que ((ext Q) U{xo}) C ext P. Por lo tanto, ext P = (ext Q) U {zo}.

=] Sea F' # () una cara de P tal que xy ¢ F. Por la parte (a) P es un politopo, luego
por el Teorema 3.1.10 existe un hiperplano soporte H de P tal que F' = H N P. Usando
la parte (a) y el Teorema 3.1.8 tenemos que ext P = (ext Q)U{xo} y ext F = FNext P

= ext F = Fn(ext QU{xo})
= FnextQ

= ext ' Cext Q,

lo que implica que F' C @ luego F' = H N Q. Por lo tanto F es una cara de Q.

<] Durante la prueba de (a), probamos que toda cara propia de @) es una cara propia
de P. Como @ también es una cara(de hecho, una faceta) de P, concluimos que toda
cara de () es una cara de P.

=] Solo es necesario considerar el caso donde F' # {x¢} y F' # P. Sea F una cara de
P tal que zy € F. Por el Teorema 3.1.10 sea H un hiperplano soporte de P tal que
F = H N P, del Ejercicio 2.2.24 tenemos que P es la unién de todos los segmentos
ly, zo], donde y € @, asi F es la unién de todos los segmentos [y, zo] donde y € HN Q.
Sea G := HNQ, G es una cara de @ por el Lema 2.5.13. Aplicando nuevamente el
Ejercicio 2.2.24 concluimos que F' = conv(G U {xg}).

Ahora dim G = dim F — 1 por la Observacién 3.1.14.

<] Probaremos que todo conjunto F' de la forma F = conv(G U {z¢}), donde G
es una cara de (), es una cara de P.

Solamente consideraremos el caso donde G es una cara propia de ), ya que si G = Q)
entonces F = Py si G = () tendriamos que F = {z} que es un punto extremo de
P. Por el Teorema 3.1.10 para cada cara G existe un hiperplano soporte H de () en
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aff @ tal que G=HNQ.

Sea H; un hiperplano en R? tal que H = H, Naff Q y xy € Hy, entonces H; es un
hiperplano soporte propio de P lo cual implica que F} := H;N P es una cara(expuesta)
propia de P. Adema&s

ext i = FiNext P Teorema 3.1.8]

[
= HlﬂPﬁextP [FlelﬂP]
= HyNexzt P lext P C P]
= H;n(ext QU {zo}) [Parte (a)]
= (H1 N ext Q) @) {l‘o} [ZE() € Hl]
= (HnNext Q)U{zo}. [H=H Nnaff Q|
Por otro lado, tenemos que
ext G = GnNext Q [Teorema 3.1.8]
= HnNnQnNextQ [G=HNAQ]
= Hnext Q. lext Q C Q]
Luego ext I} = ext G U {xo}. Ahora
Fy = conv(ext Fy) [Teorema 3.1.6(c)]
= conv(ext G U {zo})
= conv(G U {xp}). [Prueba de la parte (a)]
= F

Por lo tanto, F' es una cara de P.

]

Definicién 3.1.16. Una bipirdmide en R? es un politopo(ver Teorema 3.1.19) de la forma
P = conv(Q U {zo,x1}),

donde Q es un politopo en RY con dim Q > 1, y o, x1 son dos puntos de R\ aff Q tales
que |xo, z1[Nri Q # 0. (En realidad |zo, x1| tiene precisamente un punto en comin con ri Q.)
El conjunto Q) es llamado base de P, y xo,x1 son llamados dpices de P.

Una bipiramide es una e—bipiramide st dim P = e.

Comentario 3.1.17. Como en el caso de las pirdmides, la base y los dpices no son unicos
en general.

Observacion 3.1.18. Una bipirdmide es una e—bipirdmide si y solo si su base () es un
(e — 1)—politopo.

Teorema 3.1.19. Sea P una bipirdmide en R? con base QQ y dpices xo y x1. Entonces se
cumplen los enunciados siguientes:

72



(a) P es un politopo con ext P = (ext Q) U {xo,x1}.

(b) Un subconjunto F' de P con xg,x1 ¢ F es una cara de P si y sdlo si F' es una cara de

Q con F # Q.

(¢) Un subconjunto F' de P con xy € F y x1 ¢ F es una cara de P si y solo si eziste
una cara G de @ con G # Q tal que F = conv(G U {xo}), es decir. F' = {xzy} o F es
una pirdmide con una cara G de Q) con G # @ como la base y xo como el dpice. Para
cada cara F' de P, la cara G es unica, y dim G = dim F — 1. Similarmente para los
subconjuntos F' de P conxy € F yxo ¢ F.

(d) Un subconjunto F' de P con xy,x1 € F' es una cara de P si y solo si F'= P.

Demostracion.  (a) Definamos el conjunto P; como
Py = conv((ext Q) U {xg,x1}),

tenemos por el Teorema 3.1.6(c) que Q = conv(ext Q) y ext Q C (ext Q U {xo,z1}),
entonces Q@ C Py y {xg,x1} C Py. Asi que (Q U {zg,z1}) C P; lo cual implica que
PCP.

Por otro lado, ext Q@ C Py {x¢,z1} C P entonces (ext Q U {zg,x1}) C P asi que
P, C P. Por lo tanto tenemos que

P = conv((ext Q) U {xo, x1}).

Lo anterior muestra que P es un politopo, ya que por el Teorema 3.1.6 ext () es finito.
Ademas, por el mismo teorema tenemos que ext P C ((ext Q) U {xzo,x1}).
Ahora probaremos que ((ext Q) U {zg,x1}) C ext P. Por el Ejercicio 2.2.24 tenemos
que P es la unién de todos los segmentos [y, z|, donde y € Q, z € {xg, x1}. Asi que,
si Hy es un hiperplano con xy € Hyy HyNaff Q = (), entonces Hy es un hiperplano
soporte de P con Hy N P = {x¢} lo cual implica que xy € ext P por el Lema 2.5.13.
De igual manera probamos que z; € ext P. Solo falta probar que ext () C ext P,
probaremos mas generalmente que toda cara propia de () es una cara de P.
Sea F' una cara propia de (), entonces existe un hiperplano soporte H de @ en aff Q)
tal que F = H N Q por el Teorema 3.1.10. Sea H; un hiperplano en R? tal que
H=H Naff Qy xy,x estén sobre el mismo lado que @\ F'. Ahora como cada punto
de P pertenece a algin segmento [y, z] con y € Q, z € {zg,x1}; xo, 21y Q \ F estén
del mismo lado de H;, entonces

F=H NP,

asi que F' es una cara de P por el Lema 2.5.13, luego ext () C ext P y hemos probado
que ((ext Q) U {xg,z1}) C ext P. Por lo tanto, ext P = (ext Q) U {xo, z1}.
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(b) =] Sea F una cara de P tal que x¢,x; ¢ F. Por la parte (a) P es un politopo, luego por
el Teorema 3.1.10 existe un hiperplano soporte H de P tal que F' = H N P. Usando la
parte (a) y el Teorema 3.1.8 tenemos que ext P = (ext Q)U{zo,z1} y ext F' = FNext P

= ext F' = FnN(ext QU {xg,x1})
= Fnext@

= ext ' Cext Q,

lo que implica que F' C @ luego F' = H N Q. Por lo tanto F es una cara de Q.

<] Durante la prueba de (a), probamos que toda cara propia de @) es una cara propia
de P.

(¢) =] Sea F una cara de P tal que g € F'y x; ¢ F. Por el Teorema 3.1.10 sea H un
hiperplano soporte de P tal que F' = H N P, del Ejercicio 2.2.24 tenemos que P es
la unién de todos los segmentos [y, z], donde y € Q, z € {xg, 21}, asi F es la unién
de todos los segmentos [y, zo] donde y € HN Q. Sea G := HNQ, G es una cara
de @ por el Lema 2.5.13. Aplicando nuevamente el Ejercicio 2.2.24 concluimos que
F = conv(G U {x}).

Ahora dim G = dim F — 1 por la Observacién 3.1.14.

<] Probaremos que todo conjunto F' de la forma F = conv(G U {zy}), donde G
es una cara propia de @), es una cara de P.

Por el Teorema 3.1.10 para cada cara (G existe un hiperplano soporte H de QQ en af f ()
tal que G = HN Q.

Sea H; un hiperplano en R? tal que H = H, Naff Q y xy € Hy, entonces H; es un
hiperplano soporte propio de P lo cual implica que F} := H;N P es una cara(expuesta)
propia de P. Ademas

ext Iy = FyNext P Teorema 3.1.8]

|
= HlﬂPﬂextP [FlelﬁP]
= HyNext P lext P C P
= HyN(ext QU {xg,21}) [Parte (a)]
(Hl Next Q) U (Hl N {.T(),.I‘l})
(Hy Next Q) U{zo} [xo € Hi
= (HnNext Q)U{zo}. [H=H,Nnaff Q]
Por otro lado, tenemos que
ext G = GnNext Q [Teorema 3.1.8]
= HnNnQnNextQ [G=HNAQ]
= HnNeat Q. lext Q C Q)]
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Luego ext Fy = ext G U {xo}. Ahora

Fy = conv(ext Fy) [Teorema 3.1.6(c)]
conv(ext G U {xp})
= conv(G U {xp}) [Prueba de la parte (a)]
= F

Por lo tanto, F' es una cara de P.
Similarmente se realiza la prueba para un subconjunto F' de P con x; € F'y xg ¢ F.

(d) Sea F' una cara de P tal que zg,x; € F. Por la definicién de una bipirdmide tenemos
que |xg, x1[Nri Q # 0, sea x =]xg, 1[Nri @, como F es un conjunto convexo entonces
x € F. Ahora sea y € ext () luego por el Teorema 2.3.13 existe z € @ tal que x €]y, z|.
Asi que |y, z[NF = z, entonces [y, z] C F ya que F es una cara, luego y € F' lo cual
implica ext () C F por lo tanto () C F'.
Ahora como (Q U {xg,z1}) C F'y F es convexo entonces P = conv{Q U {xp,z1}} C F
y ademas por hipotesis F* C P. Por lo tanto F' = P.

O

3.2. Conjuntos Poliédricos

Los conjuntos poliédricos son unos conjuntos convexos cerrados que tienen una representacion
como interseccién de un ntimero finito de semiespacios cerrados de R?. De esta representa-
cion podemos omitir ciertos semiespacios de tal manera que la representacion sea irreducible
y asi poder tener mayor informacion acerca de su estructura facial.

Estos conjuntos son importantes en el estudio de los politopos, ya que los conjuntos poliédri-
cos acotados son politopos, en la siguiente seccién veremos la estrecha relacion que hay entre
ellos.

Definicién 3.2.1. Un subconjunto Q de R? es un conjunto poliédrico si Q) es la interseccion
de un nimero finito de semiespacios cerrados o Q = RY.

Observacién 3.2.2. (1) Todo hiperplano H en R? es un conjunto poliédrico.
(2) Todo subespacio afin de RY es un conjunto poliédrico.

(3) Sea A un espacio afin de R? tal que A # R? y sea Q C A. Entonces Q es un conjunto
poliédrico en R? si y sélo si Q es la interseccion de un nimero finito de semiespacios
cerrados en A o Q = A.

(4) Todo conjunto poliédrico es convezo y cerrado.
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(5) La interseccion de un nimero finito de conjuntos poliédricos es un conjunto poliédrico.

(6) Cualquier traslacion de un conjunto poliédrico es un conjunto poliédrico.

En efecto:

(1) Sea H un hiperplano en RY, entonces H = H(a,y), a € R, y € R%. Luego H =
K(a,y) N K(—a,—y). Por lo tanto H es un conjunto poliédrico.

(2) Sea A un espacio afin, entonces por el Teorema 2.1.46 tenemos que A = (| H;, donde
i=1
los H; son hiperplanos en R. Luego cada H; se puede representar como H; = H (ay,y;),

asi que
m m

i=1 i=1
Por lo tanto, A es un conjunto poliédrico.

(3) =] Sea Q un conjunto poliédrico en RY, entonces Q = (| K; donde K; son semiespacios
i=1

cerrados de RY. Luego como Q C A tenemos que K; N A # (), entonces por la

Observacién 2.1.51 ANK; es un semiespacio cerrado en A o ANK; = A. Por lo tanto,

Q= ﬂ(AﬂK)

<] Sea Q la mtersecczon de un numero finito de semiespacios cerrados de A o QQ = A,
entonces () = ﬂ K;. Como cada K; son semiespacios cerrados en A, luego por la
i=1
Observacion 2.1.51 existen K| semiespacios cerrados de R? tales que K; = AN K]
y ademds A es un espacio afin lo que implica que es un conjunto poliédrico, asi que
m

A= (N K; donde cada K; son semiespacios cerrados en R?. Entonces
j=1

Asi Q es la interseccion de un nimero finito de semiespacios cerrados en RY . Por lo
tanto, () es un congunto poliédrico.

(4) Sea Q un conjunto poliédrico, entonces @ es la interseccion de un nimero finito de
semiespacios cerrados de RY. Ahora como los semiespacios cerrados son conjuntos con-
vexos cerrados. Por lo tanto Q) es convexo y cerrado.

R

5) Sea {Q;}"_, una familia de conjuntos poliédricos de R?, entonces Q; = K donde
=1

n
Ki; son semiespacios cerrados de RY. Ahora sea Q = () Qi, veamos que Q es un
i=1
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conjunto poliédrico.
ﬂ -0
1= i=1j5=1

Luego @ es la interseccion de un nimero finito de semiespacios cerrados de RY. Por lo
tanto, Q) es un conjunto poliédrico.

(6) Sea Q un conjunto poliédrico y z € R%. Sea Q' = z+ Q una traslacion de Q. Entonces

n

Q/:Z+Q:Z+HK(aivyi) :ﬂ(Z+K(al7y2))

i=1 =1

Para probar que Q' es un conjunto poliédrico, debemos probar que z + K(a,y) e
un semiespacio cerrado de RY. Tenemos que K(a,y) = {z € R¥/(z,y) < a} y 2 —i—
K(a,y) ={u=z+2z/x € K(a,y)}, entonces

(w,y) = z+zy) = (9 +(x,y)
= ptlzy), p=(zy)
< p+a
= 6, f=pto
Probemos que z + K(a,y) = K(B,y).
veEK(By) & (vy <p & (vy) <pta
A <7>§< >+O'/<:> <U,y>—<2,y>§01
o <v—z,y)_ & v—2z€ K(a,y)
& vez+ Klay).

Ast que z + K(ag,y:) = K(Bi,y;) lo que implica que z + K(«;,y;) son semiespacios
cerrados de R®. Por lo tanto, Q' es un conjunto poliédrico.

Ejemplo 3.2.3. Sean K((0,1),1), K5((1,0),2), K3((1,2),—4) v K4((3,2),12) semiespa-
cios cerrados de R2.

o |H>
6
K,
.
.
H 2 :
1
-18 -16 14 -2 -10 -8 -5 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 =i =B =i =il = - =0 == Y 4 5 s 0 2 4 8 i
iy -2
“ x <2 “
8

K, y<1
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H3 B 4 4

18 16 -14 12 10 -8 %6 -4 2 0 2

-18 -16  -14 -12 -10 -2 -5 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
= K4 =
" -4
- 3x + 2y <12 <
K3 . -5
z+2y< —4 = 0

St hacemos la interseccion de estos semiespacios cerrados obtenemos un conjunto poliédrico.
Es decir:

H,

10 H2

Comentario 3.2.4. La estructura facial de un conjunto poliédrico(no-vacio) Q en R? es
trivial cuando @Q es un subespacio afin de R?, siendo sus caras solamente § y Q. Cuando Q
es un conjunto poliédrico e—dimensional en R? el cual no es un subespacio afin, entonces
Q es afinmente isomorfo a un conjunto poliédrico Q' en R® con dim Q' = e y Q' # R°.
Por lo tanto, cuando estudiamos la estructura facial de un conjunto poliédrico, es suficiente
considerar conjuntos poliédricos Q en R con dim Q =d y Q # R?.

Comentario 3.2.5. Todo conjunto poliédrico Q en RY tiene una representacion

n

Q=K(zim). (1)

i=1

En lo que sigue, cuando hablemos de una representacion (1) de Q, implicitamente asumi-
remos que dos K(x;,a;)'s no son iguales. Para Q # R? siempre podemos asumir que cada
K (x5, ;) es un semiespacio cerrado, es decir, cada x; # 0. Para Q = R? solamente hay una
representacion, Q@ = K(0,a), donde a > 0.
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Note que cuando QQ # R® existen infinitas representaciones(excepto para d = 0); cualquier
semiespacio cerrado que contenga a () puede ser anadido.

Definicién 3.2.6. Sea QQ un conjunto poliédrico. Una representacion (1) de Q es irreducible
sin=1,on>1y

Una representacion la cual no es irreducibles es llamada reducible.

Observacion 3.2.7. Cualquier representacion reducible puede ser llevada a una represen-
tacion irreducible omitiendo algunos de los conjuntos K(x;, «;).

Ejemplo 3.2.8. En el Ejemplo 3.2.3, la representacion de Q)

es reducibles, puesto que

Teorema 3.2.9. Sea () un conjunto poliédrico en RY con dim Q =d y Q # R?. Sea

n

Q= ﬂK($i>ai)>

=1

una representacion de Q) conn > 1, donde cada K (x;, ;) es un semiespacio cerrado.
Entonces la representacion es irreducible si y solo si

H(zj,a;)N mtﬂK(xi,ozi) # 0
=
para cada j =1,...,n.

n
Demostracion. =] Sea Q = (| K(z;, ;) una representacién irreducible de @), entonces @) #
i=1

N K(zi,0;), j =1,...,n. Supongamos que para algin j no se cumple el teorema. Es decir
i=1
i#]
H(z;, o) Nint ﬂ K(zi, o) =0,
i=1
1#]
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luego por el Teorema 2.4.6 tenemos que

n

(K (25, 00) C K (x5, 0),
=

lo que implica que podemos omitir al semiespacio K (x;, a;) de la representacién de @) asi

que
n

Q = ﬂK([EZ,OéZ) = ﬂK(Ii,Q{Z‘),
i=1 =1
i#]

lo cual contradice la hipotesis de que la representacion de @) es irreducible. Por lo tanto

H(zj,a;)N intﬂK(xi,ai) # 0,

7
paracada j =1,...,n.
<] Sea )
H(xj, a5) Cvint [ K (2, 01) # 0, j=1,....n.
=

Para cada j = 1,...,n. Sea M; := (| K(z;, ;). Entonces Q = K(x;, ;) N M; para cada j.
i=1
i
Por hipétesis dim @ = RY, asi que por el Corolario 2.3.9 tenemos int Q # 0, lo cual implica
que int M; # () por lo que ri M; =int M; y M; ¢ H(xj, ).
Ahora por hipétesis
H((L’j, O{j) Nint Mj 7& @,

y vimos que M; ¢ H(x;, ) aplicando el Teorema 2.4.6 a M; tenemos que
M, ¢ K(z;,q;), M; ¢ K(—z;,—a;), j=1,...,n.
Como Q = K(zj,05) N M; ysi M; C K(—x;, —a;) implicarfa que
Q C K(xj,a;) N K(—xj, —ay) = H(zj,q;),

lo cual es una contradiccion.

Ast que M; ¢ K(zj,«;), j = 1,...,n, esto significa que el semiespacio K(z;,c;), j =
1,...,n, no puede ser omitido de la representacién de (). Por lo tanto, la representacion es
irreducible. O
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Teorema 3.2.10. Sea QQ un conjunto poliédrico en R? con dim Q =d y Q # R%. Sea

Q=[K(zia) (¥

=1

una representacion de Q, donde cada K (x;, c;)es un semiespacio cerrado. Entonces se cum-
plen los enunciados siquientes:

(a) bd Q = U, H(z;, ;) N Q.
(b) Cada faceta de Q es de la forma H(z;, o) N Q.

(¢) Cada conjunto H(xj,a;) N Q) es una faceta de Q) si y sélo si la representacion (x) es
wrreducible.

Demostracion. (a) Como dim @ = d, por el Corolario 2.3.9 tenemos que i Q) = int Q)

bdQ = Q\int Q _ Q\int(ﬁK(xi,ai))
i=1
= Q\(n]intK(xi,ai) = Qﬂ((n]intK(a:i,ai)>c
i=1 =1

Cs

~an(
= Qm(’

(b) Sea F' una faceta de ). Sea x un punto interior relativo de F', luego por Teorema 2.5.24
tenemos que F' es la cara mas pequena de () que contiene a x. Ahora como cada cara
de @) pertenece al bd () entonces por la parte (a) existe j tal que x € H(z;, a;) N Q.
Como H(xj, a;) es un hiperplano soporte de @), entonces H(x;, a;) N () es una cara de
() que contiene a x. Asi que F' C H(zj,a;) N Q' y

ic-

1

(int K(:z:i,ozi))“) = Qn (Z K(—&y,—m))

Cs

).

dim F=d—1<dim(H(z;,0;) N Q) < d,

=dim F=d—1=dim(H(zj,a;) NQ).
Ast que por el Corolario 2.5.22 concluimos que F' = H(z;, o) N Q.
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(c) Para n =1 no hay nada que probar, tendriamos que Q = K (z, ). Asi que asumamos
que n > 1.
<] Si (x) es irreducible tenemos que Q C K(zj, ;) y QN H(xj, o) #0,7=1,....n
por el Teorema 3.2.9, entonces cada H(z;,«;) soporta a (). Luego por el Lema 2.5.13
Q N H(z;,a;) es una cara propia de Q.
Probaremos que Q N H(z;, ;) tiene interior no-vacio en H(x;, o), esto implicarfa por
el Corolario 2.3.9 que dim(Q N H(z;,a;)) = dim(H(zj,a;)) = d — 1 por lo tanto
Q N H(xj,a;) es una faceta. Tenemos:

QNH(zj,05) = H(zja5) N Kz, o)
=1
= H(zj,a5) N () K(zi, i)
=
D H(zj, o) Nint () K(z;, )
i=1
i#£]j

# 0. [Teorema 3.2.9]

n

ya que el conjunto H(z;,a;) Nint () K(x;, a;) es abierto en H(z;, a;) entonces ¢ N
=1
i

H(z;, a;) tiene interior no-vacio en H(z;, c;). Por lo tanto, QN H (z;, ;) es una faceta.

=] Supongamos que (*) es reducible, entonces

Q=) K (i, ),

i=1

i#]
para algin j. Supongamos que H(xj,ozj) N @ es una faceta de (). Sea x un punto
interior relativo de H(z;, ;) N Q), entonces H(x;, ;) N Q es la cara mas pequefia que
contiene a x. Ahora de la parte (a), existe un i, i # j tal que x € H(z;, ;) N Q, lo que
implicaria que

H(l’i, ozi) N Q = H(I‘j, Oéj) N Q,
puesto que dim H(z;, o) NQ =d—1 < dim H(z;, ;) N Q < dy el Corolario 2.5.22.
Asi que K (zj, a;) = K(x;, ;) lo cual es absurdo. Por lo tanto, H(z;, ;) NQ no es una
faceta de Q).
O

Teorema 3.2.11. Sea QQ un conjunto poliédrico de R? y F' una cara propia de Q). Entonces
existe una faceta G de Q) que contiene a F.

Demostracion. Asumamos que dim () = d. Escojamos una representacion irreducible de @)
n
Q = ﬂ K(I’Z, O[Z‘)‘
i=1

82



Sea x un punto interior relativo de F. Ahora por el Teorema 3.2.10(a), existe j tal que z €
H(zj,a;)NQ. F es la cara mas pequeia que contiene a x por el Teorema 2.5.24 y H(z;, o;)NQ
es una faceta que contiene a = por el Teorema 3.2.10(c). Tomando G = H(x;, a;;)N() tenemos
el resultado que queriamos. O

Corolario 3.2.12. Sea Q un conjunto poliédrico en R?. Entonces toda cara de Q) es un
congunto poliédrico.

Demostracion. Solamente necesitamos probar el corolario para caras propias de (). El Teo-
rema 3.2.11 muestra que cualquier cara propia de ) es una cara de una faceta de (). Por
el Teorema 3.2.10(b) cada faceta de @ es de la forma H(z;, ;) N Q luego cada faceta de
Q@ es la interseccion de dos conjuntos poliédricos, entonces las facetas de ) son conjuntos
poliédricos, asi que el corolario se tiene aplicando induccién sobre la dimension. O

Corolario 3.2.13. Sea Q un conjunto poliédrico en R. Entonces el niimero de caras de Q
es finito.

Demostracion. El nimero de facetas de un conjunto poliédrico es finito por el Teorema
3.2.10(b). Cada cara propia de @) es una cara de una faceta de @) por el Teorema 3.2.11. Asi
que el corolario se tiene aplicando induccién sobre la dimensién. O

Corolario 3.2.14. Sea Q un conjunto poliédrico en R? con dim Q = d. Sean Fj y Fy caras
de Q con F; C I, ydim F; = j, dim F, =k, donde 0 < j <j+1<k—-1<k<d
Entonces existen caras Fjiq,...,Fy_1 de Q con

F}'CFjJrlC"'CF]g,lCFk
ydim F,=i, i=j+1,....k—1.

Demostracion. Por el Teorema 2.5.19 tenemos que [ es una cara propia de Fj, y como Fj},
es una cara de () entonces Fj es un conjunto poliédrico por el Corolario 3.2.12. Luego por
el Teorema 3.2.11 existe Fj_; faceta de F} tal que F; C Fj_y. Si j = k — 2, tendriamos
el resultado. Si j < k — 2. Argumentamos de igual manera remplazando Fj por Fy_; y
continuando asi obtendriamos las caras F; como queriamos. O]

En el Corolario 3.2.14 note que en realidad tenemos:
FEGCEnG S Fa G F
Note que el resultado no es valido en general cuando j = —1.

Corolario 3.2.15. Sea Q un conjunto poliédrico acotado no-vacio en R%. Entonces QQ es un
politopo.
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Demostracion. () es cerrado y convexo por ser un conjunto poliédrico y acotado por hipotesis.
Por lo tanto, () es un conjunto convexo compacto. Por el Corolario 3.2.13 tenemos que ext ()
es finito luego por el Teorema 3.1.4[(b) = (a)] @ es un politopo. O

Ejemplo 3.2.16. Sean K;((0,1),1), K5((1,0),2) y K3((—1,2),4) semiespacios cerrados
de R?, y sea

Q = conv{xq, x2, x3}
—44

—f

-84

3.3. Polaridad de Politopos y Conjuntos Poliédricos

Si P es un politopo tal que 0 € int P, su polar () es un conjunto poliédrico acotado(un
politopo) donde los semiespacios de su representacion estan determinados por los puntos
extremos de P. Ademas P y () son mutuamente polares. El principal resultado de esta
seccién es que un subconjunto P de R? es un politopo si y sélo si es un conjunto poliédrico
acotado, esto significa que los politopos ademas de ser descrito por medio de sus vértices,
también pueden ser descrito por medio de semiespacios cerrados acotados por los hiperplanos
generados por sus facetas y esta representacion es irreducible.

Comentario 3.3.1. Note que los conjuntos poliédricos Q) que tienen una representacion

particular de la forma

Q=[)K(x:1),

i=1

tienen al 0 como punto interior.
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Teorema 3.3.2. Sean x1,...,T,, donde n > 1, puntos distintos de R?, y sean

P := conv{zy,...,1,},

Entonces tenemos:

(a) P°=Q.

(b) Q° = conv{0,xy,...,2,}.

(¢) Py Q son mutuamente polares si y sélo si 0 € P.

(d) Py @Q son mutuamente polares con @ acotado si y sdlo si 0 € int P.

(e) Suponga que P y Q) son mutuamente polares con Q) acotado (es decir, 0 € int P, por
la parte (d)). Entonces tenemos:

n
ext P={xy,...,2,} siy solo si la representacion Q = (| K(x;,1) es irreducible.
i=1

Demostracion. De la equivalencia de la Definiciéon 2.6.1 tenemos que
{w1, .2} = K(xi,1) = Q.
i=1

Por otro lado, aplicando la Observacién 2.6.3(1) dos veces tenemos

y€{ry,...,xn}° & {r1,...,x,} C K(y,1)
& conv{zy,...,z,} C K(y,1) [K(y,1) es convexo]
&y € (conv{xy,...,xn})°
& oy e Pl

lo que implica que {x1,...,z,}° = P°. Por lo tanto, P° = Q.

(b) De la parte (a) tenemos que @ = P° = {x,...,x,}°, entonces
QO — POO
= {xy,...,2,}°°
= cleconv({0} U{xy,...,2,}) [Teorema 2.6.6]
= cleonv{0,x1,...,2,}
= cl(conv{0,z1,...,2,}) [Teorema 2.3.15]
= conv{0,xy,...,2,}. [Corolario 2.2.23]
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(¢) Aplicando las partes (a) y (b) tenemos

P y @ son mutuamente polares <& P°=Qy Q° =P
& 0eP.

(d) =]Sea @ acotado, P y () mutuamente polares, entonces por el Teorema 2.6.4 tenemos
que 0 € int QQ° pero P = Q°. Por lo tanto, 0 € int P.

<]Sea 0 € int P, entonces 0 € P. Luego por la parte (¢) tenemos que P y () son mu-
tuamente polares.

(e) Por hipédtesis n > 2. Para j = 1,...,n, sean

P; = conv{xy,...,Tj_1,%j41,. .., Zn},

Qj = ﬂ K(ZL‘Z, 1)
i=1
i#]
Aplicando la parte (a) al conjunto {x1, ..., % 1,%jt1,. .., T, } tenemos que P; = Q;. Ademds,
por el Teorema 3.1.6[(a) = (b)] tenemos que ext P C {z1,...,x,}. Si ext P es un subcon-
junto propio de {z1,...,z,}, entonces por el Teorema 3.1.6(c) P = P; para algin j lo que
implica que P° = Q;, pero P° = Q. Por lo tanto, Q = Q; = () K(x;, 1) para algin j. Esto
i=1
i#]
muestra que la representacion de ) es reducible.

Reciprocamente, si la representacion de @) es reducible, entonces () = @);, para algun j,
y Q° = Q5. Ahora, aplicindole la parte (b) al conjunto {1, ..., % 1,Zj41,..., s} tenemos
que Q5 = conv{0,21,..., T 1,Tj41,...,Tn}, luego por hipétesis Q° = P y probamos que
(° = (7 entonces

P =conv{0,21,...,2j_1,%j11,- .., T}

El Teorema 3.1.6[(a) < (b)] muestra que cualquier punto no extremo de P entre los puntos
0,21,...,%j-1,%j41,- .., T, puede ser omitido, y el 0 es tal punto puesto que 0 € int P
entonces 0 ¢ ext P. Por lo tanto,

P =conv{zy,...,xj_1,%j41,..., 2},
aplicando el Teorema 3.1.6[(a) = (b)] tenemos que
ext P C{x1,...,%j_1,%Tj41,. .., Tn}.

Por lo tanto, ext P es un subconjunto propio de {z1,...,x,}. ]
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Ejemplo 3.3.3. En R?, sea C el cuadrado de lado 2 generado por los puntos x; = (1,1),
xo = (—1,1), 23 =(—-1,-1) y x4 = (1,—1). Es decir

C = conv{xy, T2, 3,24}

Luego por el Teorema 3.3.2 tenemos que

N
P

-2 11

Ly Iy

-2

Teorema 3.3.4. Un subconjunto no-vacio P de R? es un politopo si y sélo si es un conjunto
poliédrico acotado.

Demostracion. =] Sea P un politopo en RY, es decir P = conv{xy,...,z,}; 71,..., 7, € R
Sin pérdida de generalidad asumamos que o € int P y sea () el conjunto poliédrico @) :=
=1

El Teorema 3.3.2(a) nos dice que P° = @, ahora como 0 € int P entonces por el Teorema
3.3.2(d) Q° = Py Q es acotado. Luego por el Corolario 3.2.15 tenemos que () es un politopo,

digamos @ = conv{yi,...,ym} y sea R := () K(y;,1), aplicando el Teorema 3.3.2(a) al
j=1

conjunto {yi, ..., Ym} tenemos que ° = R pero ya vimos que Q° = P, de donde concluimos
que
P = m K<yj7 1)
j=1

Por lo tanto, P es un conjunto poliédrico acotado.

<] Corolario 3.2.15. O
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Corolario 3.3.5. Sean P, y P, politopos en R? tales que P, N Py # (). Entonces P, N P, es
un politopo.

Demostracion. Del Teorema 3.3.4, P, y P, son conjuntos poliédricos acotados. Luego por la
Observacién 3.2.2 Py N P, es un conjunto poliédrico acotado, finalmente aplicando el Teorema
3.3.4 tenemos que P; N P, es un politopo. O

Corolario 3.3.6. Sea P un politopo en R?, y sea A un subespacio afin de R? tales que
PNA#(. Entonces PN A es un politopo.

Demostracion. Por la Observacién 3.2.2 tenemos que A es un conjunto poliédrico y P es un
conjunto poliédrico acotado, entonces PN A es un conjunto poliédrico acotado. Y aplicando
el Teorema 3.3.4 concluimos que P N A es un politopo. O

Corolario 3.3.7. Sea P un d—politopo en R%. Entonces P tiene al menos d + 1 facetas.

Demostracion. Sea P = conv{xy,...,r,}, asumamos sin pérdida de generalidad que 0 €
int P. Sea @ := () K(x;,1) entonces por el Teorema 3.3.2(d) P y () son mutuamente

=1
polares con () es acotado, y 0 € int () por Teorema 2.6.4, luego por el Corolario 3.2.15 y el
Corolario 2.3.9 tenemos que () es un d—politopo.
Sean yy, . .., ym € R4 los vértices de @, es decir los puntos extremos de Q y R := [ K(y;, 1),
j=1
entonces por el Teorema 3.3.2(d) () y R son mutuamente polares ya que 0 € int (), de donde
P = @Q° = R. Adems4s el Teorema 3.3.2(e) muestra que la representacién

j=1
es irreducible. Entonces el nimero de facetas de P es m por el Teorema 3.2.10(b), (¢).
Por otro lado, el niimero de vértices del d—politopo () es al menos d + 1. Por lo tanto
m>d-+ 1. O

Observacién 3.3.8. Note que cuando F es una faceta de un d—politopo en R?, entonces
aff F es un hiperplano soporte de P.

En efecto: F' es una faceta de P asi que dim F = d — 1 y como F es una cara de un
politopo entonces por el Teorema 3.1.10 F' es una cara expuesta, asi que existe un hiperplano
soporte propio H de P tal que F'= H N P lo que implica que F C H entonces aff FF C H
ya que H es un subespacio afin y como dim F'=d— 1= dim H tenemos que aff F = H.
Por lo tanto af f F es un hiperplano soporte de P.

Corolario 3.3.9. Sea P un d—politopo en R?, sean Fy,...,F, las facetas de P, y sea
K(x;, ;) el semiespacio soporte de P acotado por aff F; parai=1,...,n. Entonces

P = ﬁK(xi,ai),

1=1
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y esta representacion es irreducible.

Demostracion. Por Teorema 3.3.4, P es un conjunto poliédrico acotado. Sea
P = ﬂ K(ij /BJ)
j=1

una representacion irreducible de P. Por Teorema 3.2.10(b), (c) las facetas de P son los con-
juntos H (y;, B;)NP pero por hipdtesis la facetas de P también son los conjuntos H (z;, o; )N P.
Por lo tanto, m = n y hay una correspondencia 1 — 1 entre i's y j's tales que H(z;, ;) =
H(y;, 5;), lo cual implica que K(xz;, ;) = K(y;, 3;) por lo que

P = ﬁK(.ﬁIfi,Oéi),

i=1

m
y ademas esta representacion es irreducible, ya que la representacién (| K(y;, ;) es irredu-
Jj=1

cible. N
Ejemplo 3.3.10. Sean (—1,1), (2,3), (3,1) € R? y sea el 2—politopo P = conv{(—1,1),(2,3), (3,1)}.

4
4
2.3 H
, (2,3) @3
3 .
Fy F
1
2 £ 2 F
(-1 1)_/ G.1) 1. 1) @3,1) Hs
. ' . . 1 .
F3 F3
H;
2 3 0 1 2 3 3 -2 - 0 1 2 3 4

En este caso las facetas de P son:

F=[(-1,1),23)] £=[23),61)] FK=[-11),061)]
Ahora encontramos aff F;, i =1,2,3.

aff FIIHI((_273)75> a’ff F2:H2((271)77) aff F3:H3<<071)71>

Los semiespacios acotados por H;, 1 = 1,2,3 son:

Ki((=2,3),5)  K»((2,1),7)  K3(—(0,1),—1).

3

Por lo tanto, P tiene una representacion como conjunto poliédrico P = [ K.
i=1
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Corolario 3.3.11. Sea P un d—politopo en R?. Sean F; y F}, caras de P tales que F; C Fy,
ydim F; = j, dim Fj, = k, donde =1 < j <j+1<k—1<k<d. Entonces existen caras
Fii1,...,Fy—1 de P con

Fj CF']'_H C---CFpq CFy,

ydim Fy,=i, i=j+1,....k—1.

Demostracion. Por el Teorema 3.3.4 P es un conjunto poliédrico, entonces para 53 > 0 te-

nemos el resultado aplicando el Corolario 3.2.14. Para j = —1, sea F| cualquier vértice de
Fy. Si k =1 tenemos que Fj;; = Fj_; y tendriamos el resultado. Si k > 2, le aplicamos el
Corolario 3.2.14 a las caras Fy y Fj. O

Comentario 3.3.12. Note que cuando P es un d—politopo en R? con 0 € int P, entonces
P y P° forman un par de d—politopos mutuamente polares, y cada par de d—politopos mu-
tuamente polares surge de esta manera; esto se sigue del Teorema 3.3.2(a), (d) y del Teorema
3.8.4. También, cualquier cara F de P es miembro de un par F,G de caras conjugadas ya
que todas las caras de P son expuestas por el Teorema 3.1.10.

Teorema 3.3.13. Sean P y Q d—politopos mutuamente polares en R? y sean F y G caras
conjugadas de P y @), respectivamente. Entonces

dim F +dim G=d— 1.

Demostracion. Como P y () son mutuamente polares, entonces 0 € int P. Durante la prueba

del Teorema 2.6.18 vimos que la igualdad se cumple para las caras impropias, asi que solo
vamos a considerar el caso donde F'y GG son caras propias.

Sean x1, . .., x, los vértices de Py sean xy, ...,z los vértices de F', es decir, P = conv{xy,...,z,}
y F' = conv{zy,...,x}, donde {x1,..., 25} C {21,...,2,} ya que F es una cara de P . Lue-

go por el Teorema 3.3.2(a)

Q=)K(z:1).
i=1
Ademas, por la definicién de la A—operacién tenemos que
G=Qn () H(x1).
zeF

Ahora notemos que

k
(VH(z, 1) =) H(z:,1).

zeF =1

En efecto: Como {z1,...,x,} C F entonces

(N H(z.1) () H(x:,1).

zeF =1
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Ahora sea

y e é H(w;,1)

= ye€H(x,1);i=1,....k = (x;,y)=1,i=1,... )k
i=1
= x1,...,x, € H(y,1) = F =con{zy,...,xx} C H(y,1)
= x€H(y1),VeeF = (r,yy=1,VzxeF
= ye€H(xl),VeelF
= ye ) H(z1).
el

Asi que

k
() H(z, 1) D () H(z:.1).
TzeF =1
Luego tenemos que
G = Qn () H(z1)

zeF

K(z;, 1) N rk] H(z;, 1)

=1

I
s

.

n
r D=~
_l’_

% 1

k
Sea A := () H(x;,1), entonces A es un subespacio afin por ser la intersecciéon de subespacios

=1
afines. De hecho, A = Aff G. Para ver esto tenemos que K(z;,1)NA, i = k+1,...,n
son semiespacios cerrados en A. Por lo tanto G es un conjunto poliédrico en A con la

representacion
n

G= () K(z,1)nA,
i=k+1
donde se puede dar que K (z;,1) N A = A para ciertos valores de i. Ahora,
GCA=aff GC A= dim(aff G) <dim A,

Como G es la interseccién no-vacia de semiespacios cerrados en el espacio afin A entonces
dim G(aff G) < dim A solamente si G estd contenido en un hiperplano que acota uno

de los semiespacios K(z;,1) N A, i = k+ 1,...,n. Pero si G es un subconjunto de algun
H(z;,1),i=Fk+1,...,n, entonces, Vy € G, (2;,y) = 1 lo que implica que 7; € G* = F,
1=k+1,...,nasli que FF = P lo cual es absurdo ya que F' es una cara propia de P. Asi que

dim(aff G) = dim A. En conclusién, af f G = A. En particular
dimG = dim A = dim () H(x,1).

zeF

Durante la prueba del Teorema 2.6.18 llegamos fue a dim G < dim (| H(x,1), pero de ahi
zeF
en adelante se siguen los mismos pasos en esta prueba para concluir que

dim F +dim G =d— 1.
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Conclusiones

En el desarrollo del presente trabajo se hizo un amplio estudio de los politopos convexos,
sus propiedades, su estructura facial y su polaridad. Para lograrlo, se tuvo que desarrollar
la estructura affn de R? que junto con la topologia relativa al espacio afin fueron necesarios
para el estudio de la teoria de conjuntos convexos.

Se encontraron diferentes maneras de representar un politopo, una “representacion interna”
por medio de sus vértices y una “representacion externa” por medio de interseccién de
semiespacios cerrados.

También se estudiaron unos politopos particulares como piramides y bipirdmides donde su
estructura facial depende de la estructura facial de su base. Y se estudiaron los conjuntos
poliédricos junto con su estructura facial y si dichos conjuntos son acotados se concluyd que
son politopos y reciprocamente los politopos son conjuntos poliédricos acotados, esto ayudd
a dar propiedades adicionales de los politopos.

El autor de este trabajo realizé de manera desarrollada y detallada las pruebas de los resul-
tados presentados en [3], ya que en el texto aparecen de manera compacta lo cual dificulta
su comprensién. También se realizaron las demostraciones de afirmaciones y enunciados pro-
puestos por el texto mencionado.
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