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Resumen

En este trabajo de investigación, en primer lugar presentamos las superficies parametricas, las cuales constituyen
a R3. En segundo lugar, clasificamos las singularidades en el plano finito teniendo en cuenta los parametros
(a, b, c) ∈ R3 para las regiones donde aparece el origen como único punto crítico. Seguidamente, usando la
teoría de bifurcación de Hopf para la existencias de estas, tambien posee ciclos límites. Por ultimo concluimos
con la variedad estable e inestable, singularidades en el plano infinito y sus retratos globales.

Palabras Claves: Ciclos Límites, centros, focos, bifurcación de Hopf
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Capı́tulo 1
Introducción

Las soluciones exactas de ecuaciones diferenciales juegan un papel fundamental en la comprensión

adecuada de caracteristicas cualitativas de fenomenos de diferentes áreas de conocimiento, en espe-

cial, las ciencias naturales. Las respectivas soluciones comunmente se usan para verificar las consis-

tencias y estimar los errores de algunos valores numéricos, y los métodos analíticos utilizados como

aproximación. Varios de los problemas de ingenieria, ciencias sociales y ciencias básicas, se pueden

expresar como sistemas autónomos:

Ẋ = f(X)

donde f : Rn −→ nRn es una función continuamente diferenciable. En general no es posible resolver

el problema no lineal dado, así que tener información cualitativa del comportamiento local de las

soluciones constantes de la ecuación puede ser de gran ayuda.

En particular el teorema de Hartman-Grobman, ver [2], muestra que topológicamente el com-

portamiento global del sistema no lineal, cerca de una solución de equilibrio Y0, es tipicamente

determinada por el comportamiento del sistema lineal: Ẋ = AX cerca del origen, donde la la

matriz A = Df(x). Por este motivo el estudio de la dinámica de las soluciones cercanas al origen es

importante desde el punto de vista teórico y práctico. Ahora bien, el comportamiento cualitativo de

las soluciones de la ecuación recae diractamente en los valores propios de la matriz A, así el problema

se hace puramente algebraico.

El sistema de ecuaciones diferenciales en cual centraremos nuestro estudio es

ẋ = y

ẏ = y[4ax2 + b] + [−a2x4 − abx2 + c]x
(1.1)

1



2 Chapter 1. Introducción

El cual nace de la siguiente ecuación diferencial cuando n = 1 y k = 2

yy ′x = x
n−1y[a(2n+ k) xk + b] + [−a2nx2k − abxk + c]x2n−1 (1.2)

La ecuación diferencial (1.2) se escogió de [6]. Ecuación que llama la atención dado su nivel de

dificultad para el estudio cualitativo. Además, según [6] es una ecuación que podría encontrarse en

diversas aplicaciones (en la teoría de la transferencia de calor y masa, mecánica no lineal, elasticidad,

hidrodinámica, teoría de oscilaciones no lineales, teoría de la combustión, ciencia de ingeniería

química, etc).

La configuración de las curvas en el espacio de fase revela información sobre la existencia de

atractores, repulsores y ciclos límite; este ultimo desarrollara un concepto teórico muy importante

como el mapeo de retorno o el Teorema de la Región Anular, el cual con la contribución del

matemático I. Bendixson en 1901 se transformo en el famoso Teorema de Poincaré-Bendixson. El

resultado anterior confirma que las soluciones en las cuales realmente estamos interesados, son

aquellas que llamamos singulares (asociadas a puntos críticos, orbitas periódicas). Esto es debido a

que bajo condiciones de compatibilidad, cualquier otra solución tiende hacia un conjunto de curvas

singulares, llamadas conjunto límite. Por lo tanto, el retrato fase se determina por el carácter y la

configuración de las soluciones singulares.

En este trabajo final, analizaremos las singularidades en el plano finito e infinito para ciertas

regiones, órbitas periodicas y bifurcaciciones de Hopf para el sistema multiparametrico (1.1).

Para el análisis de las bifurcaciones locales en un sistema dado, se usa transformaciones invertibles

locales que dependen del parámetro, con el fin de transformar el sistema en uno de tipo polinómico

(forma normal), que sea localmente tolopológicamente equivalente al dado. Luego, en primera

instancia se busca comprender las demostraciones de los teoremas de formas normales, para luego

generar un documento más detallado y de fácil comprensión sobre dicha temática.

El estudio de la teoría cualitativa es de vital importancia para los sistemas dinámicos, puesto que

brinda una visualización del comportamiento de ciertas curvas al redor de diversos puntos críticos del

sistema, ademas permite modelar fenómenos de la naturaleza. Es por esta razón que a continuación se

estará profundizando algunos temas que posteriormente se utilizaran en el desarrollo de este trabajo

de grado.



Capı́tulo 2
Preliminares

En este capítulo se describen los preliminares a consideración son necesarios para que cualquier lector

pueda interpretar de la mejor manera cada sección que conforma este trabajo de investigación.

Aquí estudiaremos sistemas de la forma

dx

dt
= F(x, y) (2.1)

dy

dt
= G(x, y) (2.2)

donde F y G son continuas y tienen primeras derivadas parciales continuas en todo el plano.

El sistema (2.1) y (2.2) en el que la variable independiente t no aparece en F y en G se le llama

autónomo.

Definición 2.0.1 (Punto Crítico). Un punto (x0, y0) tal que F(x0, y0) = 0 y G(x0, y0) = 0 se llama un
punto crítico del sistema.

Definición 2.0.2. El sistema no lineal ẋ = f(x) con la matrizA = Df(x0) es llamado la Linealización del
sistema en (x0). Para analizar un sistema no lineal es importante determinar los puntos críticos para así
poder describir su comportamiento cerca de ellos. Se mostrará que el comportamiento local de un sistema
no lineal cerca de un punto crítico hiperbólico x0 es determinado cualitativamente por el comportamiento
del sistema ẋ = Ax con la matriz A = Df(x0), cerca del origen. La función Ax = Df(x0)x es llamada
parte lineal de f en x0.

3



4 Chapter 2. Preliminares

2.0.1 Teorema de la Variedad Estable.

El teorema de la Variedad Estable es uno de los resultados mas importante en la teoría cualitativa local

de las Ecuaciones Diferenciales Ordinarias. El Teorema muestra que cerca a un punto de equilibrio

hiperbólico x0, el Sistema no lineal ẋ = f(x) tiene una variedad estable e inestable S y U tangente a

x0.

Teorema 2.0.3 (Variedad Estable e Inestable). Sea E un subconjunto de Rn conteniendo el origen,
sea f ∈ C1(E), y sea φt el flujo del sistema no lineal ẋ = f(x). Suponga que f(0) = 0 y que Df(0) tiene
k valores propios con parte real negativa y n − k valores propios con parte real positiva. Entonces existe
una variedad k-dimensional S tangente al subespacio estable Es del sistema ẋ = Ax en 0 tal que para todo
t ≥ 0, φt(S) ⊂ S y para todo x0 ∈ S.

lim
t→∞φt(x0) = 0;

y existe una variedad u n−k dimensional diferenciable tangente al subespacio inestable Eu de ẋ = Ax
en 0 tal que para todo t ≤ 0, φt(U) ⊂ U y para todo x0 ∈ U.

lim
t→∞φt(x0) = 0.

Para ver la prueba de este teorema [2], observemos que si f ∈ C1(E) y f(0) = 0, entonces el sistema
ẋ = f(x) puede escribirse como

ẋ = Ax+ F(x) (2.3)

donde A = Df(0), F(x) = f(x) −Ax, F ∈ C1(E), F(0) = 0 y DF(0) = 0.
Ademas, para ver algo mas detallado ver [2] donde nos muestra que la solución de la ecuación integral.
hay una matriz C nxn invertible tal que

B = C−1AC =

 P 0

0 Q


donde los valores propios λ1, ..., λk de la matriz P de k × k tiene parte real negativa y los valores

propios λk+1, ..., λn de la matriz Q de (n− k)× (n− k) tiene parte real positiva.



5

Tomando y = C−1x, el sistema (2.3) entonces tiene la forma

ẏ = By+G(y) (2.4)

donde G(y) = C−1F(Cy). Entonces

u(t, a) = U(t)a+

∫ t
0

U(t− s)G(u(s, a))ds−

∫∞
t

V(t− s)G(u(s, a))ds

satisface (2.4) y
lim
t→∞u(t, a) = 0.

Ademas, le da un esquema iterativo para computación de la solución:

u(0)(t, a) = 0

u(j+1)(t, a) = U(t)a+

∫ t
0

U(t− s)Gj(u(s, a))ds−

∫∞
t

V(t− s)Gj(u(s, a))ds

Ejemplo 2.0.4. Dado el siguiente sistema ẋ = −x− y2,

ẏ = x2 + y.
(2.5)

A = B =

 −1 0

0 1.

 , F(x) = G(x) =

 −y2

x2



U(t) =

 e−t 0

0 0.

 , V(t) =

 0 0

0 et.

 , a =

 a1
0


entonces

u(0)(t, a) = 0



6 Chapter 2. Preliminares

u(1)(t, a) =

 e−ta1
0



u(2)(t, a) =

[
e−ta1

0

]
+

∫ t
0

[
e−(t−s) 0

0 0.

][
0

e−2sa21

]
ds−

∫∞
t

[
0 0

0 e(t−s).

][
0

e−2sa21

]
ds =

 e−ta1
− e−2t

3 a
2
1



u(3)(t, a) =

 e−ta1 + 1
27

(
e−4t − e−t

)
a41

− e−2t

3 a
2
1


En lo que siguiente podemos mostrar que u4(t, a)−u3(t, a) = O(a51) y por lo tanto podemos aproximar

por ψ2(a1) = −1
3a
2
1 +O(a

5
1) y la variedad estable puede aproximarse por

S : y = −
1

3
x21 +O(a

5
1)

como x1 → 0. Del mismo modo obtener

U : x = −
1

3
y21 +O(a

5
1)

2.0.2 Teoremas Para las singularidades en el plano finito.

Teorema 2.0.5 (Puntos Singulares Hiperbólicos.). Sea (0, 0) una singularidad aislada de campo
vectorial X, dado por

ẋ = ax+ by+A(x, y),

ẏ = cx+ dy+ B(x, y).

donde A y B son analíticas en una vecindad del origen con

A(0, 0) = B(0, 0) = DA(0, 0) = DB(0, 0) = 0.
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Sean λ1 y λ2 los valores propios de DX(0, 0). Entonces:

1. Si λ1, λ2 son reales y λ1λ2 < 0, entonces (0, 0) es un punto silla, (figura (2.1)a), cuyas separatrices
tienden a (0, 0) en las direcciones dada por los vectores propios asociados con λ1 y λ2.

2. Si λ1, λ2 son reales y λ1λ2 > 0, entonces (0, 0) es un nodo, (figura (2.1)b). Si λ1 > 0 (λ1 < 0)

entonces es repulsor (atractor).

3. Si λ1 = α + βi y λ2 = α − βi con α, β 6= 0, entonces (0, 0) es un foco, (figura (2.1)c). Si α > 0
(α < 0) entonces es repulsor (atractor).

4. Si λ1 = βi y λ2 = −βi, entonces (0, 0) es un centro lineal, topologicamente un foco o un centro,
(figura (2.1)c y d).

Figura 2.1 Puntos Singulares Hiperbólicos.

Para un estudio más detallado de la temática ver [1, pág 71].

Ejemplo 2.0.6. Dado el siguiente sistema,

ẋ = x2 − y2 − 1,

ẏ = 2y.
(2.6)

Note que (1, 0) y (−1, 0) son los puntos críticos del sistema (2.6)

Luego

M(x, y) =

[
2x −2y

0 2.

]

entonces

M(1, 0) =

[
2 0

0 2.

]
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Así λ1 = 2 y λ2 = 2, por teorema (2.0.5), λ1λ2 = 4 > 0, ademas λ1 > 0, entonces el (1, 0) es un nodo
repulsor.

por otra parte

M(−1, 0) =

[
−2 0

0 2.

]

Así λ1 = 2 y λ2 = 2, por teorema (2.0.5), λ1λ2 = −4 < 0, ademas λ1 < 0, entonces el (−1, 0) es un
punto silla.

Teorema 2.0.7 (Puntos Singulares Semi-Hiperbólicos). Sea (0, 0) un punto singular aislado del
campo vectorial X dado por ẋ = A(x, y),

ẏ = λy+ B(x, y).

donde A y B son son analíticas en una vecindad del origen y también
A(0, 0) = B(0, 0) = DA(0, 0) = DB(0, 0) = 0 y λ 6= 0. Sea y = f(x) la solución de la ecuación
λy + B(x, y) = 0 en una vecindad del punto (0, 0), y suponga que la función g(x) = A(x, f(x)) tiene la
expresión g(x) = amxm + o(xm), donde m > 2 y am 6= 0. Entonces:

1. Si m es impar y am < 0, entonces (0, 0) es una silla topologica, (figura(2.0.7)a).

2. Si m es impar y am > 0, entonces (0, 0) es un nodo topológico inestable, (figura(2.0.7)b).

3. Si m es par, entonces (0, 0) es una silla-nodo, es decir, un punto singular cuya vecindad es la unión
de un sector parabólico y dos sectores hiperbólicos, (figura(2.0.7)c).

Figura 2.2 Retrato fase de Puntos Singulares Semi-Hiperbólicos

Para un estudio más detallado de la temática ver [1, pág 74].
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Teorema 2.0.8 (Puntos Singulares Nilpotentes). Sea (0, 0) un punto singular aislado del campo
vectorial X dado por

ẋ = y+A(x, y),

ẏ = B(x, y).

donde A y B son son analíticas en una vecindad del origen y también j1A(0, 0) = j1B(0, 0) = 0.
Sea y = f(x) la solución de la ecuación y + A(x, y) = 0 en una vecindad de el punto (0, 0), y considere
F(x) = B(x, f(x)) y G(x) =

(
∂X
∂x + ∂Y

∂y

)
(x,f(x))

. Entonces

1. Si F(x) ≡ G(x) ≡ 0, entonces el retrato de fase de X esta dado por la figura (2.3)a.

2. Si F(x) ≡ 0 y G(x) ≡ βxn + o(xn) para n ∈ N con n ≥ 1 y β 6= 0, entonces el retrato de fase de X
esta dado por la figura (2.3)b o c.

3. Si G(x) ≡ 0 y F(x) ≡ αxm + o(xm) para m ∈ N con m ≥ 1 y a 6= 0, entonces.

(a) Si m es impar y α > 0, entonces el origen de X es una silla. figura (2.3)d, y si α < 0, entonces
es un centro o un foco. figura (2.3)e-g;

(b) Si m es par entonces el origen de X es una cúspide como en la figura (2.3)h.

4. Si F(x) ≡ αxm + o(xm) y G(x) ≡ βxn + o(xn) con m ∈ N, m ≥ 2, n ∈ N, n ≥ 1, α 6= 0 y β 6= 0,
entonces tenemos

(a) si m es par, y

i. m < 2n+ 1, entonces el origen de X es una cúspide como en la figura (2.3)h;

ii. m > 2n+ 1, entonces el origen de X es una silla-nodo como en la figura (2.3)i o j;

(b) Si m es impar y α > 0 entonces el origen de X es una silla como en la figura (2.3)d;

(c) Si m es impar, α < 0 y

i. Ya sea m < 2n + 1, o m = 2n + 1 y β2 + 4α(n + 1) < 0, entonces el origen de X es un
centro o un foco, figura (2.3)e-g;

ii. n es impar y ya sea m > 2n+ 1, o m = 2n+ 1 y β2 + 4α(n+ 1) > 0, entonces el retrato
de fase de el origen de X consiste en un sector hiperbólico y un sector elíptico como en la
figura (2.3)k;

iii. n es par y ya sea m > 2n+ 1, o m = 2n+ 1 y β2 + 4α(n+ 1) > 0, entonces el origen de
X es un nodo como en la figura (2.3)m. El nodo es atractor si β < 0 y repulsor si β > 0.
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Figura 2.3 Retrato fase de Puntos Singulares Nilpotentes

Para un estudio más detallado de la temática ver [1, pág 116].

Ejemplo 2.0.9. Dado el siguiente sistema

ẋ = x3 + y,

ẏ = x3.
(2.7)

Notemos que el único punto crítico del sistema (2.7) es el (0, 0).

Luego

M(x, y) =

[
3x2 1

3x2 0.

]

entonces

M(0, 0) =

[
0 1

0 0.

]

Así λ1λ2 = 0. Luego por teorema (2.0.8), sea y = f(x) = −x3 ⇒ F(x) = x3 y G(x) = 3x2, con m = 3,
α > 0, entonces el (0, 0) es un punto silla.
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2.1 CICLOS LIMITES

Consideremos el sistema autónomo no lineal

dx

dt
= F(x, y);

dy

dt
= G(x, y) (2.8)

donde F, G así como sus primeras derivadas parciales son continuas en el plano de fase.

Definición 2.1.1. Un ciclo límite es una trayectoria aislada cerrada, es decir, no existen otras trayec-
torias cerradas en la vecindad de ésta y por lo tanto las trayectorias vecinas a ésta se mueven en espiral
acercándose o alejandose del ciclo límite.

Si todas las trayectorias vecinas se acercan al ciclo, entonces éste es estable. El ciclo límite es

inestable si las trayectorias vecinas se alejan del ciclo; existen casos extraños donde se dice que el

ciclo es semiestable y se da cuando algunas trayectorias se alejan del ciclo y otras tienden a él.

Los ciclos límites sólo pueden ocurrir en sistemas no lineales; es imposibles que sudan en sistemas

lineales. Aunque un sistema lineal puede tener orbitas cerradas, éstas no son aisladas y corresponden

a la dinámica causada por un punto fijo tipo centro.

Criterios de no-existencia de órbitas periódicas

Dada una órbita periódica γ ⊂ R2 nos interesa saber qué tipo de órbita hay en la región acotada por

la curva, denotémosla por int(γ). Enunciemos primero un resultado que nos será útil:

Teorema 2.1.2 (De punto fijo de Brouwer). Sea U ⊂ R2 homeomorfo a una bola cerrada en R2 y
g : U −→ R2 una función continua, tal que g(∂U) ⊂ U. Entonces g tiene al menos un punto fijo en U, es
decir, existe un punto x ∈ U, tal que g(x) = x.

Teorema 2.1.3. Sea γ ⊂ R2 una curva periódica para φt(x). Entonces int(γ) contiene al menos un
punto crítico.

Resultados de no existencia del Tipo Bendixson:

Continuamos discutiendo otros resultados para la no-existencia de soluciones periódicas, pero primero

recordemos el siguiente Teorema clásico:
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Teorema 2.1.4 (Green). Sea f = (f1, f2) : D −→ R2 de clase C1, es decir, funciones con primeras
derivadas parciales continuas en un dominio simplemente conexo D (es decir, D no posee hoyos), sea
γ ⊂ D una curva de Jordan y int(γ) la región limitada por la curva, entonces se cumple∮

γ

f1dx1 + f2x2 =

∫∫
int(γ)

[
∂f2
∂x1

−
∂f1
∂x2

]
dx1dx2.

Teorema 2.1.5 (Criterio de Bendixson). Sea f = (f1, f2) : D −→ R2 de clase C1 en un dominio
simplemente conexo D ⊂ R2 tal que la divergencia de f, div(f) := ∂f1

∂x1
+ ∂f2
∂x2

, es no identicamente cero, y
no cambia de signo en D, entonces el sistemaẋ1 = f1(x1, x2),

ẋ2 = f2(x1, x2), x1, x2 ∈ R

no tiene órbitas periódicas en D.

Teorema 2.1.6 (Criterio de Bendixson-Dulac). Sean f1(x1, x2), f2(x1, x2) y h(x1, x2) funciones con
primera derivada parcial continua en un dominio simplemente conexo D ⊂ R2, tales que ∂(f1h)

∂x1
+ ∂(f2h)

x2

no es idénticamente cero, y no cambia de signo en D, entonces el sistemaẋ1 = f1(x1, x2),

ẋ2 = f2(x1, x2), x1, x2 ∈ R

no tiene órbitas periódicas en D.

Corolario 2.1.7. Sea U0 ⊂ U un conjunto abierto anular (i.e., homeomorfo a un anillo del plano),
supongamos que existe una función con derivadas parciales continuas h : U0 −→ R, tal que la divergencia
∂(hf1)
∂x1

+ ∂(hf2)
x2

no es idénticamente 0, ni cambia de signo en U0. Entonces el sistema tiene a lo más una
órbita periódica enteramente contenida en U0.

Criterios afirmativos para la existencia de soluciones periódicas

Dado un punto x ∈ Ω, supongamos que la solución de

(1′)

ẋ1 = f1(x1, x2),

ẋ2 = f2(x1, x2),
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con x1, x2 ∈ R y f1, f2 : Ω ⊂ R2 −→ R, φt(x) está definida para todo tiempo, entonces su órbita

positiva (negativa) se define como {φt(x)}t≥0

(
{φt(x)}t≤0

)
.

Decimos que un conjunto D en el plano es positivamente (negativamente) invariante por el flujo φt
de la ecuación (1′), si φt(x) ∈ D, ∀x ∈ D, ∀t ≥ 0 (∀t ≤ 0).

Un resultado positivo para la existencia de órbitas periódicas es dado por el siguiente Proposición,

la cual es una consecuencia del Teorema de Poincaré-Bendixson:

Teorema 2.1.8. Un conjunto cerrado, acotado y no vacío K ⊂ R2, que es positivamente (negativamente)
invariante por el flujo φt de (1′) contiene una órbita periódica o un punto crítico.

Casos particulares y otros criterios

Existen además familias de ecuaciones diferenciales para las que es posible probar resultados relativos

a la existencia de órbitas periódicas, las cuales, a pesar de su particularidad, son importantes en

aplicaciones o para fines teóricos.

Por ejemplo, tenemos los sistemas gradiente.

Sistemas Gradiente

Definición 2.1.9. Sea U ⊆ R2 abierto, un sistema gradiente es una ecuación de la forma

ẋ = −gradv(x).

Donde v : U −→ R es una función C2 y gradv(x) = ∂v
∂x1
, ∂v∂x2 .

Definición 2.1.10. Sea y := (y1, y2) : I −→ U una función diferenciable y v : U −→ R, entonces

Dv(y) =

(
∂v

∂y1
ẏ1 +

∂v

∂y2
ẏ2

)
,

es la derivada de v a lo largo de y.

Proposición 2.1.11. Un sistema gradiente ẋ = grad v(x) no posee órbitas periódicas.

Definición 2.1.12 (Ecuación de Liénard). Una ecuación diferencial se llama de Liénard, si es una
ecuación de la forma

ẍ+ f(x)ẋ+ g(x) = 0.

Pasando al sistema asociado, tomando x1 = x, x2 = ẋ1, obtenemosẋ1 = x2,

ẋ2 = −f(x1)x2 − g(x1).
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Teorema 2.1.13 (Teorema de Lienard). Suponga que F, g funciones C1, tales que:

a) g es una función impar y g(x) > 0 si x > 0.

b) F(x) =

∫x
0

f(s)ds tiene exactamente un cero positivo c, F(x) < 0, si 0 < x < c, positiva y no

decreciente si x > c, si además F(x) −→ +∞ cuando x −→ +∞.

Entonces la ecuación de Liénard tiene exactamente una órbita periódica.

2.2 BIFURCACIONES

En este apartado nombraremos los preliminares que a consideracion son necesarios para desarrollar

la teoría de bifurcaciones.

Definición de bifurcaciones y sus formas normales

Ahora considere la siguiente familia de ecuaciones diferenciales:

x′ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ R,

donde x ∈ Rn es la variable de estado y α ∈ R es un parámetro real que no depende del tiempo t.

Con esta ecuación lo que se busca es analizar el comportamiento de las soluciones cuando se varia el

parámetro α. Entonces, dados dos valores de parámetros, existen dos posibilidades: que los sistemas

queden topológicamente equivalentes o no.

Definición 2.2.1. La aparición de un retrato de fase de x′ = f(x, α) no topológicamente equivalente por
la variación del parámetro α se llama una bifurcación.

Es decir, una bifurcación es un cambio de tipo topológico del sistema con relación a la variación

de parámetros. Las bifurcaciones se clasifican como globales o locales.

Definición 2.2.2. Un diagrama de bifurcaciones de un sistema dinámico es una estratificación de su
espacio de parámetros inducido por la equivalencia topológica, junto con los retratos de fase representados
por cada estrato.
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Ejemplo 2.2.3. Considerando el siguiente sistema

x′ = Ax,

donde la matriz A esta dada por

A =

(
0 1

1 α

)
Es claro que el único punto de equilibrio que tiene el sistema es x = 0. Ahora si α = 0 los valores propios
de A son λ1 = i y λ2 = −i, , luego las órbitas que se generan son órbitas cerradas y el origen resulta ser

un centro, ahora si α 6= 0 los valores propios están dados por λ1,2 =
1

2

(
α±
√
α2 − 4

)
para valores de α

muy cercanos a cero, estos valores propios son complejos, y tienen parte real diferente de cero. Entonces,
si α > 0 las órbitas resultan ser espirales inestables, y si α < 0, las espirales resultan ser estables.

Figura 2.4 Bifurcación de un sistema lineal.

En el ejemplo se puede comprender que para α = 0 el sistema tiene una estructura de órbitas diferente
que cuando α 6= 0, luego los retratos de fase no resultan ser topológicamente equivalentes, debido a que
en un caso las órbitas son cerradas y en los otros casos son espirales, por lo tanto α = 0 es un valor de
bifurcación.

Para las bifurcaciones locales los diagramas de bifurcación universales se obtienen mediante las

formas normales. Esta es una de las nociones más importantes en la teoría de las bifurcaciones. Este

concepto se puede presentar de la siguiente forma:

Definición 2.2.4 (Forma normal de una bifurcación). Una forma normal de bifurcación para el
sistema genérico x′ = f(x, α) que tiene un equilibrio en x = 0 y presenta una bifurcación en α = 0, es un
sistema dinámico de la forma

ξ′ = g(ξ, β), ξ ∈ Rn, β ∈ Rm,
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donde la función g es un polinomio en la variable ξ = (ξ1, ..., ξn), depende del parámetro β, y g(0, 0) = 0
tal que estos sistemas son topológicamente equivalentes cerca del origen.

Bifurcaciones a un parámetro

Consideramos un sistema de tiempo continuo dependiendo de un parámetro

x′ = f(x, α), x ∈ Rn, α ∈ R, (2.9)

Figura 2.5 Bifurcaciones por pérdidada de hiperbolicidad en equilibrios.

donde f es suave con respecto a x y α. Sea x = x0 un equilibrio hiperbólico del sistema para α = α0.

Si el parámetro se cambia un poco, el equilibrio también se mueve, pero permanece hiperbólico.

Existen dos formas donde la hiperbolicidad del equilibrio se puede perder:

• Si uno de los valores propios de la matriz jacobiana de f evaluada en el equilibrio se convierte

en cero (λ = 0),

• si la parte real de dos valores propios complejos de la matriz jacobiana se vuelve cero (λ1 =

iw0, λ2 = iw0, w0 > 0).
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El primer caso es condición necesaria para que ocurra una bifurcación fold o tangente, y la segunda

para que ocurra una bifurcación de Hopf.

La forma normal de la bifurcaciones fold

Consideramos el siguiente sistema dinámico unidimensional dependiendo de un parámetro α,

x′ = α+ x2 = f(x, α); x, α ∈ R. (2.10)

Figura 2.6 Gráficas de f(x) = α+ x2 para la bifurcación fold.

En α = 0 este sistema tiene un equilibrio no hiperbólico x0 = 0 y no es estable ni inestable con

fx(0, 0) = 0. Para α < 0 hay dos equilibrios en el sistema dados por x1(α) =
√
(−α) y x2(α) =

−
√

(−α), en donde x2(α) es equilibrio estable, mientras en x1(α) es inestable. Ahora para α > 0 no

hay equilibrios en el sistema, la cual es una dinámica creciente. Podemos entender que cuando α = 0

los dos equilibrios colisionan y desaparecen dando origen a un solo equilibrio en x0 = 0 con valor

propio λ = 0, la cual es condición necesaria de la bifurcación fold.

Ahora vamos adicionar términos de orden superior a la ecuación (2.10)

x′ = α+ x2 + o(x3) = f(x, α), (2.11)

donde o(x3) puede depender sin problemas del parámetro α, luego en una vecindad suficientemente
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pequeña de x = 0 el término o(x3) no afecta el comportamiento del sistema, el número de equilibrios

y estabilidad son los mismos para el sistema (2.10) y el sistema (2.11) en los correspondientes valores

paramétricos siempre que α sea suficientemente pequeño. Para estos dos sistemas se preserva la

condición de ser localmente topológicamente equivalentes. Estos resultados se formalizan con el

siguiente lema.

Lema 2.2.5. El sistema x′ = α+x2+o(x3) es local topológicamente equivalente cerca al origen al sistema
x′ = α+ x2.

Teorema 2.2.6 (Teorema de la bifurcación fold). Supongamos que un sistema unidimensional

x′ = f(x, α), x ∈ R, α ∈ R,

donde f es diferenciable, tiene en α = 0 el equilibrio x = 0, y sea λ = fx(0, 0) = 0. Si asumimos las
siguientes condiciones genéricas:

1. fxx(0, 0) 6= 0

2. fα 6= 0,

entonces existen cambios de coordenadas y parámetros invertibles que transforman el sistema en

η′ = β± η2 + o(η3).

Aplicando el Lema 1. se puede eliminar o(η3) y finalmente llegar al siguiente resultado general.

Teorema 2.2.7 (Forma normal topológica para la bifurcación fold). Cualquier sistema genérico con un
parámetro

x′ = f(x, α), x ∈ R, α ∈ R,

teniendo en α = 0 el equilibrio x = 0 con λ = fx(0, 0) = 0, es localmente topológicamente equivalente
cerca al origen a una de las siguientes formas normales:

η′ = β± η2.

Proposición 2.2.8 (Forma normal para la bifurcación Hopf). La ecuación

z′ = zλ+
∑

2≤k+l≤3

1

k!l!
gkl(α)zz̄

l + o(|ω|4),
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donde λ = λ(α) = µ(α) + iω(α), µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0, gij(α), puede ser transformada mediante el
cambio invertible de coordenada compleja (que dependen del parámetro),

z = ω+
h20
2
ω2 + h11ωω̄+

h02
2
ω̄2 +

h30
6
ω3 +

h12
2
ωω̄2 +

h03
6
ω̄3,

para |α| suficientemente pequeño, en la ecuación con solo el término resonante cubico

ω′ = λω+ c1ω
2ω̄+ o(|ω|4),

donde c1 = c1(α).

Teorema 2.2.9. Suponga un sistema bidimensional

x′ = f(x, α); x = (x1, x2) ∈ R2, α ∈ R

con f función suave, tiene para todo |α| suficientemente pequeño el equilibrio x = 0 con valores propios

λ1,2 = µ(α)± iω(α),

donde µ(0) = 0, ω(0) = ω0 > 0.
Asuma que se tienen las siguientes condiciones genéricas:

1. µ′ 6= 0

2. l1(0) 6= 0, donde l1 es el primer coeficiente de Lyapunov.

Entonces existe un cambio invertible de coordenadas y parámetros, y una reparametrización del tiempo
que trasforma el sistema en(

x′1
x′2

)
=

(
β −1

1 β

)(
x1

x2

)
± (x21 + x

2
2)

(
x1

x2

)
+ o(‖x‖4)

Lema 2.2.10. El sistema
z′ = (α+ i)z− z|z|2 + o(|z|4) (2.12)

es localmente topológicamente equivalente cerca al origen al sistema

z′ = (α+ i)z− z|z|2 (2.13)
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Teorema 2.2.11 (Forma normal topológica para la bifurcación Hopf). Cualquier sistema genérico
bidimensional y uniparamétrico

x′ = f(x, α),

que tenga en α = 0 el equilibrio x = 0 con valores propios

λ1,2(0, 0) = ±iω0, ω0 > 0,

es localmente topológicamente equivalente cerca al origen a la siguiente forma normal:(
x′1
x′2

)
=

(
β −1

1 β

)(
x1

x2

)
± (x21 + x

2
2)

(
x1

x2

)

2.3 Singularidades en el infinito

Usaremos la compactificación de Poincare, ver [1], para representar las soluciones.

Definición 2.3.1. Compactificación de Poincaré

Consideremos X = P∂/∂x1 + Q∂/∂x2 un campo vectorial Polinomial (las funciones P y Q son poli-
nomios arbitrarios de grado en la variable x1 y x2), en otras palabras:

ẋ = P(x1, x2),

ẏ = Q(x1, x2).

el grado de X es d si d es el máximo grado de P y Q.

Ahora, consideremos R2 como el plano en R3 definido por (y1, y2, y3) = (x1, x2, 1). Consideremos la
esfera S2 =

{
y ∈ R3 : y21 + y22 + y23 = 1

}
, que llamaremos esfera de Poincaré; esta es tangente a R2 en

el punto (0, 0, 1).Podríamos dividir esta esfera en H+ =
{
y ∈ S2 : y3 > 0

}
(el hemisferio norte), H− ={

y ∈ S2 : y3 < 0
}

(el hemisferio sur) y S1 =
{
y ∈ S2 : y3 = 0

}
(el ecuador). Ahora consideremos la

proyección f+ : R2 −→ S2 y f− : R2 −→ S2. Mas precisamente, f+(x) (respectivamente, f−(x)) es la
intersección de la linea recta que pasa por Y y el origen con el hemisferio norte (respectivamente, sur) de
S2:

f+(x) =

(
x1
∆(x)

,
x2
∆(x)

,
1

∆(x)

)
, f−(x) =

(
−x1
∆(x)

,
−x2
∆(x)

,
−1

∆(x)

)
,
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donde

∆(x) =
√
x21 + x

2
2 + 1.

El campo vectorial extendido en S2 es llamado la compactificación de Poincaré del campo vectorial X
en R2, y este es denotado por p(X).

Como es habitual en trabajos con superficies curvas, usamos cartas para hacer cálculos. Para S2

usemos 6 cartas locales dadas por Uk =
{
y ∈ S2 : yk > 0

}
, Vk =

{
y ∈ S2 : yk < 0

}
para k = 1, 2, 3.

Las funciones locales correspondientes φk : Uk −→ R2 y ψk : Vk −→ R2 son definidas como φk(y) =

−ψk(y) = (ym/yk, yn/yk) para m < n y m,n 6= k. Denotemos por z = (u, v) el valor de φk(y) o ψk(y)
para cualquier k, tal que (u, v) jugara diferentes roles según la carta local que estamos considerando.
geométrica-mente las coordenadas (u, v) pueden expresarse como en la figura (1.4). Los puntos de S1 en
cualquier carta tiene v = 0.

La expresión para p(X) en la carta local (U1, φ1) es dada por


u̇ = vd

[
−uP

(
1
v ,
u
v

)
+Q

(
1
v ,
u
v

)]
,

v̇ = −vd+1P
(
1
v ,
u
v

)
.

La expresión para (U2, φ2)


u̇ = vd

[
P
(
u
v ,
1
v

)
− uQ

(
u
v ,
1
v

)]
,

v̇ = −vd+1P
(
u
v ,
1
v

)
.

y para (U3, φ3)

u̇ = P(u, v),

v̇ = Q(u, v).

La expresión para p(X) en las cartas (Vk, ψk) es la misma como para (Uk, φk) multiplicado por
(−1)d−1, para k = 1, 2, 3.
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Figura 2.7 La carta local Uk, Vk para k = 1, 2, 3 de la esfera de Poincaré

Para un estudio más detallado de la temática ver [1, pág 149].

Ejemplo 2.3.2. Dado el siguiente sistema

ẋ = x,

ẏ = −y.
(2.14)

Este sistema tiene un único punto singular en el plano finito, el origen, el cual es un punto silla. Sea X
el campo vectorial asociado al sistema (2.14). Entonces la expresión para p(X) en la carta local U1 es

u̇ = −2u,

v̇ = −v.

Por lo tanto hay un único punto singular en U1, el origen, el cual es un nodo estable en el infinito. Ya
que el grado de X es impar, el origen de V1 también es otro nodo estable.

La expresión para p(X) en la carta U2 es

u̇ = 2u,

v̇ = v.

Entonces en el origen de U2 hay un nodo inestable. Lo mismo es cierto para el origen de V2

Si ahora dibujamos el retrato de fase del sistema (2.14) en el disco de Poincaré obtenemos, figura
(2.8)
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Figura 2.8 El retrato de fase en el disco de Poincaré del sistema

Aquí solo proyectamos el hemisferio norte de la esfera de Poincaré sobre el disco de Poincare paralelo
al eje y3. Note que las únicas separatrices de este sistema son las sillas en el origen, que están contenidas
en las lineas rectas invariantes x = 0 y y = 0.



Capı́tulo 3
Singularidades en la Región

5⋃
k=1

Bk.

3.1 SUPERFICIES PARAMETRICAS

En esta sección determinaremos las superficies parametricas del siguiente sistema

ẋ = y

ẏ = y(4ax2 + b) − (a2x4 + abx2 − c)x,
(3.1)

con (a, b, c) ∈ R3, que influyen en la estabilidad; para encontrar el número de puntos críticos y la

estabilidad de cada uno de ellos, al sistema de ecuaciones diferenciales (3.1) lo estudiaremos en cada

una de las superficies parametricas, las cuales constituyen a la superficie R3.

B1 = {(a, b, c) | b2 + 4c < 0}

B2 = {(a, b, c) | b2 + 4c > 0, c < 0, ab > 0}

B3 = {(a, b, c) | b2 + 4c = 0, ab > 0}

B4 = {(a, b, c) | b2 + 4c > 0, c = 0, ab > 0}

B5 = {(a, b, c) | c = 0, b = 0}

B6 = {(a, b, c) | b2 + 4c > 0, c > 0, a 6= 0, ab < 0}

B7 = {(a, b, c) | b2 + 4c > 0, c = 0, ab < 0}

25
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B8 = {(a, b, c) | b2 + 4c > 0, c < 0, ab < 0}

B9 = {(a, b, c) | c = 0, a = 0}

Proposición 3.1.1. La familia {Bk}
9
k=1 es una partición de R3.

Demostración.

En efecto,

R3 =
9⋃
k=1

Bk, además Bk ∩ Bj = ∅ para j 6= k donde j, k ∈ {1, ..., 9}.

Por lo tanto, {Bi}9k=1 es una partición de R3.

Proposición 3.1.2. Dado el sistema (3.1), con (a, b, c) ∈ R3, entonces:

1. Si (a, b, c) ∈
5⋃
k=1

Bk, entonces (0, 0) es el único punto crítico.

2. Si (a, b, c) ∈
7⋃
k=6

Bk, entonces el sistema tiene tres puntos críticos.

3. Si (a, b, c) ∈ B8, entonces el sistema tiene cinco puntos críticos.

4. Si (a, b, c) ∈ B9, entonces el sistema tiene infinitos puntos críticos.

Demostración.

La prueba de esta proposición esta basada en el número de ceros que tenga la función

g(x) = a2x4 + abx2 − c =

(
(ax2)2 + b(ax2) +

b2

4

)
−
b2 + 4c

4

entonces

g(x) =

((
ax2 +

b

2

)2
−
b2 + 4c

4

)
(3.2)

Luego

g(x) =

(
ax2 +

b

2
−

√
b2 + 4c

2

)(
ax2 +

b

2
+

√
b2 + 4c

2

)
(3.3)
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1. Si (a, b, c) ∈ B1, entonces b2 + 4c < 0, luego por (3.2) se tiene que g(x) > 0, entonces la

expresión (3.3) no tiene raices en los reales. Así que (0, 0) es el único punto crítico.

Si (a, b, c) ∈ B2, entonces b2 + 4c > 0, c < 0, ab > 0, luego por la expresión (3.3) y

g(x) =

(
b

2
−

√
b2 + 4c

2

)(
b

2
+

√
b2 + 4c

2

)
= −c > 0, entonces

Si b > 0, a > 0 entonces g(x) > 0

Si b < 0, a < 0 entonces g(x) < 0

Si a = 0 entonces g(x) = −c > 0

Así que en cualquiera de los casos anteriores g(x) no tiene raices reales y por lo tanto (0, 0) es

el único punto crítico

Si (a, b, c) ∈ B3, entonces b2 + 4c = 0, ab > 0, luego g(x) =

(
ax2 +

b

2

)2
> 0, entonces g(x)

no tiene raices en los reales. Así (0, 0) es el único punto crítico.

Si (a, b, c) ∈ B4, entonces b2+4c > 0, c = 0, ab > 0, luego g(x) = a2x4+abx2 = (a2x2+ab)x2

notemos que a2x2+ab > 0, entonces g(x) no tiene raices en los reales. Así que (0, 0) es el único

punto crítico.

Si (a, b, c) ∈ B5, entonces c = 0, b = 0, luego g(x) = a2x4. Por lo tanto (0, 0) es el único

punto crítico

En conclusión se tiene que si (a, b, c) ∈
5⋃
k=1

Bk el (0, 0) es el único punto crítico.

2. Si (a, b, c) ∈ B6, entonces b2 + 4c > 0, c > 0, a 6= 0, ab < 0, luego por la expresión (3.3) se

tiene que:

Si b 6= 0, entonces
b

2
+

√
b2 + 4c

2
> 0,

b

2
−

√
b2 + 4c

2
< 0, entonces:

• Si a > 0, entonces ax2 +
b

2
+
b2 + 4c

2
> 0, luego g(x) tiene dos ceros.
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Asi que el sistema (3.1) tiene tres puntos críticos, son:

(0, 0),

(
±
√

−b+
√
b2 + 4c

2a
, 0

)
.

• Si a < 0, entonces ax2 +
b

2
−
b2 + 4c

2
< 0, luego g(x) tiene dos raices reales.

Por lo tanto (3.1) tiene tres puntos críticos, son:

(0, 0),

(
±
√

−b−
√
b2 + 4c

2a
, 0

)
.

Si b = 0, entonces g(x) = (ax2 −
√
c)(ax2 +

√
c). Luego (ax2 +

√
c) > 0, asi que g(x) tiene dos

raices reales. Por lo tanto (3.1) tiene tres puntos críticos, son:

(0, 0),

(
±
√√

c

a
, 0

)
.

Si (a, b, c) ∈ B7, entonces b2+ 4c > 0, c = 0, ab < 0, luego g(x) = a2x4+ab2 = (a2x2+ab)x2,

así que g(x) tiene dos raices reales distintas de cero, luego el sistema (3.1) tiene tres puntos

críticos, son

(0, 0),

(
±
√

−b

a
, 0

)

En conclusión si (a, b, c) ∈ B6 ∪ B7, el sistema tiene tres puntos críticos.

3. Si (a, b, c) ∈ B8, entonces b2 + 4c > 0, c < 0, ab < 0, luego por la expresión (3.3) y(
b

2
−

√
b2 + 4c

2

)(
b

2
+

√
b2 + 4c

2

)
= −c > 0, entonces:

Si b > 0, a < 0, luego g(x) tiene 4 raices reales. Por lo tanto el sistema (3.1) tiene cinco puntos

críticos, son:

(0, 0),

(
±
√

−b+
√
b2 + 4c

2a
, 0

)
y

(
±
√

−b+
√
b2 + 4c

2a
, 0

)
.

Si b < 0, a > 0, luego g(x) tiene 4 raices reales. Por lo tanto el sistema (3.1) tiene cinco puntos

críticos, son:

(0, 0),

(
±
√

−b+
√
b2 + 4c

2a
, 0

)
y

(
±
√

−b+
√
b2 + 4c

2a
, 0

)
.
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Por lo tanto, si (a, b, c) ∈ B8, el sistema tiene cinco puntos críticos.

4. Si (a, b, c) ∈ B9, entonces a = 0, c = 0, luego el sistema (3.1) se reduce

ẋ = y

ẏ = by

Luego el sistema tiene infinitos puntos críticos.

3.2 Estudio de la estabilidad del punto crítico (0, 0) en las

superficies
5⋃
k=1

Bk.

En esta sección estudiaremos la estabilidad del punto crítico (0, 0) del sistema diferencial (3.1), en las

superficies
5⋃
k=1

Bk.

Proposición 3.2.1. Dado el sistema (3.1) con (a, b, c) ∈
5⋃
k=1

Bk, entonces:

1. Si (a, b, c) ∈ B1 y b > 0, entonces (0, 0) es un foco repulsor.

2. Si (a, b, c) ∈ B1 y b < 0, entonces (0, 0) es un foco atractor.

3. Si (a, b, c) ∈ B1 y b = 0, entonces (0, 0) es un centro.

4. Si (a, b, c) ∈ B2, entonces (0, 0) es un nodo (repulsor si b > 0)(atractor si b < 0).

5. Si (a, b, c) ∈ B3, entonces (0, 0) es un nodo (repulsor si b > 0)(atractor si b < 0).

6. Si (a, b, c) ∈ B4, y si:

(a) a > 0 y b > 0, entonces (0, 0) es un nodo repulsor.

(b) a < 0 y b < 0, entonces (0, 0) un punto silla.
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7. Si (a, b, c) ∈ B5, entonces (0, 0) es un nodo (repulsor si a > 0)(atractor si a < 0).

Demostración.

El jacobiano asociado al sistema diferencial (3.1) en el origen esta dada por:

M(0, 0) =

 0 1

c b


Los valores propios asociados a la matriz jacobiana son:

λ1,2 =
b±
√
b2 + 4c

2
y λ1λ2 = −c

1. Si (a, b, c) ∈ B1 y b > 0, entonces b2 + 4c < 0 y b > 0, esto implica, λ1 =
b+ i

√
−(b2 + 4c)

2

y λ2 =
b− i

√
−(b2 + 4c)

2
, por lo tanto (0, 0) es un foco repulsor.

2. Si (a, b, c) ∈ B1 y b < 0, entonces b2 + 4c < 0, y b < 0, esto implica que λ1 =

b+ i
√
−(b2 + 4c)

2
y λ2 =

b− i
√
−(b2 + 4c)

2
, así (0, 0) es un foco atractor.

3. Si (a, b, c) ∈ B1 y b = 0, entonces b2 + 4c < 0 y b = 0, luego λ1 = i
√
−c y λ2 = −i

√
−c,

así (0, 0) es un centro.

4. Si (a, b, c) ∈ B2, entonces b2 + 4c > 0, c < 0 y ab > 0.

Si b > 0, a > 0, y λ1 =
b+
√
b2 + 4c

2
> 0 y λ1λ2 = −c > 0, luego λ2 =

b−
√
b2 + 4c

2
> 0.

Por lo tanto (0, 0) es un nodo repulsor.

Si b < 0, a 6 0, entonces λ2 =
b−
√
b2 + 4c

2
< 0 y λ1λ2 = −c > 0, luego

λ2 =
b+
√
b2 + 4c

2
< 0. Por lo tanto (0, 0) es un nodo atractor.

5. Si (a, b, c) ∈ B3, entonces b2 + 4c = 0, c < 0 ab > 0.

Si b > 0, a > 0, entonces λ1,2 =
b

2
> 0. Por lo tanto (0, 0) es un nodo repulsor.
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Si b < 0, a 6 0, entonces λ1,2 =
b

2
< 0. Por lo tanto (0, 0) es un nodo atractor.

6. Si (a, b, c) ∈ B4, entonces b2 + 4c > 0, c = 0, ab > 0, se tiene que λ1 = 0 y λ2 = b, en este

caso aplicaremos el teorema (2.0.7).

En el sistema (3.1) con c = 0, realizaremos el cambio de variable u = bx − y, con lo cual se

tiene:

u̇ = −4
a

b2
(u+ y)2y+

a2

b5
(u+ y)5 +

a

b2
(u+ y)3

ẏ = by+ 4
a

b2
(u+ y)2y−

a2

b5
(u+ y)5 −

a

b2
(u+ y)3

Luego A(u, y) = −4
a

b2
(u+ y)2y+

a2

b5
(u+ y)5 +

a

b2
(u+ y)3,

B(u, y) = 4
a

b2
(u+ y)2y−

a2

b5
(u+ y)5 −

a

b2
(u+ y)3.

Para despejar y en la ecuación

by+ 4
a

b2
(u+ y)2y−

a2

b5
(u+ y)5 −

a

b2
(u+ y)3 = 0,

aplicaremos la serie de Taylor con valor inicial y(0) = 0, entonces

by′ +
8a

b2
(u+ y)(1+ y′) +

4a

b2
(u+ y)2y′ −

5a2

b5
(u+ y)4(1+ y′) −

3a

b2
(u+ y)2(1+ y′) = 0,

entonces y′ = 0,

by′′ +
8a

b2
(1+ y′)2y+

16a

b2
(u+ y)(1+ y′)y′ +

8a

b2
(u+ y)y′′y+

a

b2
(u+ y)2y′′ +

−
20a2

b5
(u+ y)3(1+ y′)2 −

5a2

b5
(u+ y)4y′′ −

6a

b2
(u+ y)(1+ y′)2 = 0,

entonces y′′ = 0,

by′′′+
24a

b2
(1+y′)y′′y+

24a

b2
(1+y′)2y′+

24a

b2
(u+y)y′′y′+

6a

b2
(u+y)(1+y′)y′′+

8a

b2
(u+y)y′′′y+

+
a

b2
(u+y)2y′′′−

60a2

b5
(u+y)2(1+y′)3−

60a2

b5
(u+y)3(1+y′)y′′−

5a2

b5
(u+y)4y′′′−

6a

b2
(1+y′)3 = 0,

entonces y′′′ =
6a

b3
.
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Ahora y = f(u) =
6a

3!b3
u3 =

a

b3
u3 + ...TOS

Por otro lado, g(u) = A(u, f(u)) = −
4a2u3

b5
(u+

a

b3
u3)2 +

a2

b5
(u+

a

b3
u3)5 +

a

b2
(u+

a

b3
u3)3

entonces g(u) =
a

b2
u3 + ...TOS, donde m = 3 y am = a/b2.

Si a > 0, b > 0, entonces am = a/b2 > 0, Por lo tanto (0, 0) es un nodo repulsor.

Si a < 0, b < 0, entonces am = a/b2 < 0, Por lo tanto (0, 0) es una silla.

7. Si (a, b, c) ∈ B5, entonces c = 0, b = 0, se tiene que los valores propios son λ1,2 = 0, luego

aplicando el teorema (2.0.8), se tiene que A(x, y) = 0 y B(x, y) = 4ax2y− a2x5, se sigue que

f(x) = y = 0, entonces F(x) = B(x, f(x)) = −a2x5, con m = 5, α = −a2,

G(x) =

(
∂X

∂x
+
∂Y

∂y

)
(x,f(x))

= 4ax2, con n = 2, y β = 4a. Luego,m = 5 es impar, α = −a2 < 0

y n = 2 es par, además m = 2n+ 1 = 5 y β2 + 4α(n+ 1) = 4a2 > 0. Entonces:

Si a > 0 implica que β = 4a > 0. Por lo tanto el (0, 0) es nodo repulsor.

Si a < 0 implica que β = 4a < 0. Por lo tanto el (0, 0) es nodo atractor.



Capı́tulo 4
Ciclos Límites

En este capitulo estudiaremos la existencia o no de ciclos límites que se presentan en algunas superfi-

cies tienendo en cuenta los parámetros. A continuación presentaremos algunos estos resultados.

Proposición 4.0.2. Si b2 + 4c < 0, entonces

1. Si ab > 0, entonces el sistema (3.1) no tiene ciclos límites.

2. Si a = 0, entonces el sistema (3.1) no tiene ciclos límites.

Demostración.

1. Si b2 + 4c < 0, y ab > 0, la div(x, y) =

(
∂X

∂x
+
∂Y

∂y

)
(x,y)

= 4ax2 + b = 4a

(
x2 +

b

4a

)
.

Como
(
x2 +

b

4a

)
> 0, entonces la divergencia tiene el mismo signo de a. Luego, por el teorema

de la divergencia el sistema (3.1) no tiene ciclos límites en esa superficie.

33
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Figura 4.1 Origen inestable,

no hay ciclos límites.

Figura 4.2 Origen estable,

no hay ciclos límites.

2. Si b2 + 4c < 0, y a = 0, la div(x, y) =

(
∂X

∂x
+
∂Y

∂y

)
(x,y)

= b.

Como x2 > 0, entonces la divergencia tiene el mismo signo de b. Luego, por el teorema de la

divergencia el sistema (3.1) no tiene ciclos límites en esa superficie.

Proposición 4.0.3. Si b2 + 4c < 0, y ab < 0, entonces el sistema (3.1) tiene ciclo límite.

Demostración.

Sea f(x) = 4ax2 + b y g(x) = a2x5 + abx3 − cx, así que el sistema (3.1) nos queda de la siguiente

forma:
ẋ = y

ẏ = f(x)y− g(x)

Sea y = w− F(x), donde F(x) =

∫x
0

f(s)ds, entonces

ẏ = ẇ− f(x)ẋ y ẇ = −g(x)

Así que el sistema (3.1) es equivalente
ẋ = w− F(x)

ẇ = −g(x)

Luego y = w

ẋ = y− F(x)

ẏ = −g(x)

Luego F(x) =
∫x
0

(4ax2 + b)dx =
4a

3
x3 + bx
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F(−x) = −F(x), g(x) = −g(x), son impares.

xg(x) = a2x6 + abx4 − cx2 = a2x2
(
x4 +

b

a
x2 −

c

a2

)
= a2x2

((
x4 +

b

a
x2 +

b2

4a2

)
−
b2 + 4c

4a2

)

xg(x) = a2x2

((
x2 +

b

2a

)2
−
b2 + 4c

4a2

)

F(0) = 0, F
′
(x) = 4ax2 + b = 4a

(
x2 +

b

4a

)
= 4a

(
x+

√
−
b

4a

)(
x−

√
−
b

4a

)

Para a > 0, b < 0, entonces F
′
(0) = b < 0. Ahora F(x) = 0, entonces x

(
4a

3
x3 + b

)
= 0.

Luego x =

√
−
3b

4a
= α, así F(x) tiene un único cero positivo.

Como F
′
(x) = 4a

(
x+

√
−
b

4a

)(
x−

√
−
b

4a

)
, a > 0, x > α > 0,

(
x+

√
−b

4a

)
> 0

√
−b

4a
<

√
−3b

4a
, entonces −α < −

√
−b

4a
, entonces 0 6 x− α < x−

√
−b

4a
, luego F

′
(x) > 0,

para x > α, por lo tanto F(x) es creciente. Como F(x) =
4a

3
x3 + bx, F(x) −→∞, para x −→∞,

entonces el sistema (3.1) tiene un ciclo limite.

Figura 4.3 Origen estable,

ciclos límite inestable.

Para a < 0, b > 0, vamos hacer el siguiente cambio

τ = −t, entonces
dx

dτ
=
dx

dt

dt

dτ
= −

dx

dt
, además

dy

dt
= −

dy

dt
,

Luego
dx

dt
= −y+ F(x) y

dy

dτ
= g(x)
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Sea x = −x1, entonces −
dx1
dt

= −y+ F(−x1), y
dy

dt
= g(−x1)

Luego F(x1) = −
4a

3
x31 − bx1, como a < 0, b > 0, entonces F(x1) =

4(−a)

3
x31 − bx1. Así que el

sistema (3.1) es equivalente
dx1
dτ

= y− F(x1)

dy

dτ
= −g(x1)

F(−x1) = −F(x1), g(x) = −g(x), son impares.

F′(0) = −b < 0, F(x1) = 0, entonces x1

(
4(−a)

3
x21 − b

)
= 0

Luego, x1 =

√
3b

4(−a)
= β, por lo tanto F(x1) tiene un único cero positivo.

Como F′ = 4(−a)x21 − b = 4(−a)

(
x1 +

√
b

4(−a)

)(
x1 −

√
b

4(−a)

)

así que, a < 0, x > β > 0,
(
x1 +

√
b

4(−a)

)
> 0.

√
b

4(−a)
<

√
3b

4(−a)
, entonces −β < −

√
b

4(−a)
, luego 0 6 x1 − β < x1 −

√
b

4(−a)
, por lo tanto

F′ > 0, para x1 > β, así que F(x1) es creciente. Además, como F1 =
4(−a)

3
x31 − bx1, F(x1) −→ ∞,

para x1 −→∞, entonces el sistema (3.1) tiene un ciclo limite.

Figura 4.4 Origen inestable,

ciclos límite estable



Capı́tulo 5
Bifurcación de Hopf Supercrítica,
Subcrítica y Variedad Estable

En este capitulo encotraremos en primer lugar las bifurcaciones de Hopf Supercrítica y Subcrítica y

por ultimo la Variedad Estable e Inestable para la Superficie B6.

5.1 Bifurcación de Hopf Supercrítica y Subcrítica

En esta sección analizaremos las bifurcaciones de Hopf Supercrítica y Subcrítica que se presentan en

la superficie B1 y con parámetros ab < 0. A continuación daremos el siguiente resultado.

Proposición 5.1.1. Si b2 + 4c < 0, entonces:

1. a < 0, b > 0, entonces el sistema (3.1) tiene una bifurcación de Hopf supercrítica.

2. a > 0, b < 0, entonces el sistema (3.1) tiene una bifurcación de Hopf subcrítica.

Demostración.

1. Como b2+4c < 0, según proposición (3.2.1) item (1) el sistema tiene al origen como único punto

crítico y λ =
b

2
± i
√

−(b2 + 4c)

2
y b > 0. En el sistema original, esto significa que el origen del

sistema es un punto de equilibrio inestable, el cual se encuentra rodeado por una orbita cerrada

aislada (ciclo límite), según proposición (4.0.3) que es única y estable. Es decir, que todas las
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oŕbitas que empiezan fuera o dentro del ciclo límite, sin incluir el origen, tienden a este ciclo

limite cuando t −→∞. Este caso hace diferencia a una bifurcación de Hopf supercritica.

Figura 5.1 Bifurcación Hopf

supercrítica.

2. Como b2 + 4c < 0, según proposición (3.2.1) item (2) el sistema tiene al origen como único

punto cŕtico y λ =
b

2
± i
√

−(b2 + 4c)

2
y b < 0. Esto en el sistema original significa que el

origen del sistema es un punto de equilibrio estable, el cual se encuentra rodeado por una orbita

cerrada (ciclo límite), según proposición (4.0.3) que es única y estable. Es decir, que todas las

oŕbitas que empiezan fuera o dentro del ciclo límite, sin incluir el origen, tienden a este ciclo

limite cuando t −→∞. Este caso hace diferencia a una bifurcación de Hopf subcritica.



5.2. 39

Figura 5.2 Bifurcación Hopf

subcrítica.

5.2 Variedad Estable e Inestable de la Superficie B6.

En la siguiente sección analizaremos la Variedad Estable e Inestable Del Sistema (3.1) aplicando el

Teorema (2.0.3) que esta definido en [2].

Dado el sistema (3.1) se tiene que la matriz jacobiana es

M(x, y) =

 0 1

8axy− 5a2x4 − 3abx2 + c 4ax2 + b.


entonces

A =M(0, 0) =

[
0 1

c b.

]

Por otra parte

F(x, y) =

 0

4ax2y− a2x5 − abx3


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F(0, 0) =

[
0

0

]

Asimismo, existe la matriz C, tal que B = C−1AC. Esta matriz se obtiene diagonalizando la matriz A

cuyos valores propios son: λ1 =
b−
√
b2 + 4c

2
y λ2 =

b+
√
b2 + 4c

2
.

Cumpliendo con las hipotesis del teorema (2.0.3), analizamos el caso de la región B6, con lo cual

λ1 < 0 y λ2 > 0. Por lo tanto, los vectores propios asociados a cada valor propio son:

e1 =

 b−
√
b2 + 4c

2c

1

 e2 =

 −b+
√
b2 + 4c

2c

1



La matriz C es

C =


b−
√
b2 + 4c

2c

−b+
√
b2 + 4c

2c

1 1


y su inversa

C−1 =


−

c√
b2 + 4c

−b+
√
b2 + 4c

2
√
b2 + 4c

c√
b2 + 4c

b+
√
b2 + 4c

2
√
b2 + 4c


La matriz diagonal B corresponde a

B =


b−
√
b2 + 4c

2
0

0
b+
√
b2 + 4c

2

 B =

[
P 0

0 Q

]

Haciendo y = Cx el sistema ẋ = Ax + F(x) puede ser transformado en el sistema ẏ = Bx + G(x) con

G(y) = C−1F(x).

Así, G(y) queda determinada por la expresion
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G(x, y) =



(
−b+

√
b2 + 4c

2
√
b2 + 4c

)(
4ax2y− a2x5 − abx3

)
(
b+
√
b2 + 4c

2
√
b2 + 4c

)(
4ax2y− a2x5 − abx3

)


Además

U(t) =

[
eP 0

0 0

]
U(t) =

 e
b−
√
b2 + 4c

2
t

0

0 0



V(t) =

[
0 0

0 eQ

]
V(t) =


0 0

0 e

b+
√
b2 + 4c

2
t



α =

 α1
0



La ecuación integral definida en [2], es

u(j+1)(t, a) = U(t)a+

∫ t
0

U(t− s)Gj(u(s, a))ds−

∫∞
t

V(t− s)Gj(u(s, a))ds

Luego

u0(t, α) =

[
0

0

]

u1(t, α) =

 α1e
b−
√
b2 + 4c

2
t

0



u2(t, α) =
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

e

b−
√
b2 + 4c

2
t

(
α1 −

√
b2 + 4c− b

2
√
b2 + 4c

(
a2α51

(
1− e−2t(

√
b2+4c−b)

2
√
b2 + 4c− b

)
+ abα31

(
1− e−t(

√
b2+4c−b)

√
b2 + 4c− b

)))

b+√b2 + 4c
2
√
b2 + 4c

e

b+
√
b2 + 4c

2
t

(
a2α51

e−t(3
√
b2+4c−2b)

3
√
b2 + 4c− 2b

+ abα31
e−t(2

√
b2+4c−b)

√
b2 + 4c− b

)



Por lo tanto la función ψ2(α1) = u2(0, α1, 0) es aproximado por

ψ2(α1) =

(
b+
√
b2 + 4c

2
√
b2 + 4c

(
abα31

1√
b2 + 4c− b

))

Si α1 −→ 0, entonces x −→ 0, así

S : y = ψ2(x) =

(
b+
√
b2 + 4c

2
√
b2 + 4c

(
abx3

1√
b2 + 4c− b

))

Además, intercambiando t por −t y y por x obtenemos la variedad inetable U, la cual queda determi-

nada por la siguiente expresion

U : x =

(
b+
√
b2 + 4c

2
√
b2 + 4c

(
aby3

1√
b2 + 4c− b

))



Capı́tulo 6
Singularidades en el Plano Infinito y
Retratos de Fases Globales

En este capitulo, en primer lugar estudiaremos las singularidades en el plano infinito de las superficies
5⋃
k=1

Bk que se analizaron en el plano finito; seguidamente los retratos globales de dichas superficies.

6.1 Singularidades en el Plano Infinito

En esta sección analizaremos las singularidades en el plano infinito para el sistema (3.1), teniendo en

cuenta las condiciones de las superficies
5⋃
k=1

Bk que se analizaron el plano finito.

Usando la compactificación de Poincaré se tiene que para cada carta el sistema esta dado por:

Carta U1:
u̇ = −u2v4 + 4auv2 + buv4 − a2 − abv2 + cv4

v̇ = −uv5
(6.1)

Carta U2:
u̇ = v4 − 4au3v2 − buv4 + a2u6 + abu4v2 − cu2v4,

v̇ = −4au2v3 − bv5 + a2u5v+ abu3v3 − cuv5
(6.2)

Proposición 6.1.1. Dado el sistema (6.1) y (6.2) con a 6= 0, b 6= 0 y c 6 0, entonces:

1. El sistema (6.1) no tiene puntos críticos.
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2. En el sistema (6.2), el (0, 0) es una silla.

Demostración.

1. Para hallar los puntos críticos del sistema (6.1), v = 0 entonces, se tiene que a2 = 0 (−→←−).

Así que, el sistema no tiene puntos críticos.

2. Para hallar los puntos críticos del sistema (6.2), v = 0 entonces, se tiene que a2u6 = 0 entonces

u = 0. Asi que, el único punto crítico del sistema es (0, 0). Ahora la matriz Jacobiana asociada

al punto crítico es:

M(0, 0) =

 0 0

0 0


Los valores propios son λ1 = λ2 = 0

Ahora uv̇− vu̇ = −v5 = 0⇒ v = 0. Usaremos la técnica Blow-Up: Sea u = u y v = uη, entonces

u̇ = u4η4 − 4au5η2 − bu5η4 + a2u6 + abu6η2 − cu6η4,

η̇ = −u3η5

Dividiendo entre u3

u̇ = uη4 − 4au2η2 − bu2η4 + a2u3 + abu3η2 − cu3η4,

η̇ = −η5

Para η = 0, se tiene que u = 0. entonces el (0, 0) es el único punto crítico. Ahora la matriz

jacobiana asociada es:

M(0, 0) =

 0 0

0 0


Por lo tanto los valores propios son λ1 = λ2 = 0

Luego, uη̇ − ηu̇ = −η(a2u3) = 0⇒ η = 0. Usaremos la técnica Blow-Up nuevamente: Sea u =

u y η = ut, entonces
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u̇ = u5t4 − 4au4t2 − bu6t4 + a2u3 + abu5t2 − cu7t4,

ṫ = −2u4t5 + 4au3t3 + bu5t5 − a2u2t− abu4t3 + cu6t5

Dividiendo entre u2

u̇ = u
(
u2t4 − 4aut2 − bu3t4 + a2 + abu2t2 − cu4t4

)
,

ṫ = −t
(
2u2t4 − 4aut2 − bu3t4 + a2 + abu2t2 − cu4t4

)
Para u = 0⇒ t = 0, luego el puntos críticos es (0, 0).

Ahora la matriz jacobiana es:

M(u, t) =

[
a2 0

0 −a2

]

Por lo tanto los valores propios son λ1 = a2 y λ2 = −a2, ahora λ1λ2 = −a4 < 0, así (0, 0) es

un punto silla.

6.2 Retratos de Fases Globales

En esta sección describiremos los retratos globales de las superficies estudiadas anteriormente del

sistema diferencial multiparametrico (3.1).
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Figura 6.1 Sistema (3.1)
con (a, b, c) ∈ B1 y b > 0

Figura 6.2 Sistema (3.1)
con (a, b, c) ∈ B1 y b < 0

Figura 6.3 Sistema (3.1)
con (a, b, c) ∈ B1 y b = 0

Figura 6.4 Sistema (3.1) con

(a, b, c) ∈
3⋃
k=2

Bk, y b < 0

Figura 6.5 Sistema (3.1) con

(a, b, c) ∈
3⋃
k=2

Bk y b > 0
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Harold Acosta Pineda

En este documento estudiamos el comportamiento cualitativo de las singularidades en el plano
finito e infinito de la ecuación diferencial
yy ′

x = xn−1y[a(2n + k) + b] + [−a2nx2k − abxk + c]x2n−1, con parametros a, b, c, y que tiene
como sistema polinomial:ẋ = yẏ = y[4ax2 + b] + [−a2x4 − abx2 + c]x, para n=1 y k=2.

La motivación de este trabajo es ver el comportamiento de cada una de las familias generadas
por los parametros a, b y c.

Seguidamente a cada familia generada se le hacen estudios cualitativos en el plano finito
e infinito con los puntos criticos asociados a cada una de ellas.

Respeto al plano infinito usamos la tecnica del blow-up para saber con claridad el estu-
dios de algunas familias, en cuanto a las graficas, esta estan reflejadas en el disco de Poincaré.

Con ayuda de compuntadores, es decir, programas como P4 y Matlad nos facilito el tra-
bajo, ya que con estas herramientas ilustramos las oribitas de cada familia.

Por ultimo le aplicamos la teoría de variedad estable para dichas familias que cumplan
con su topico.
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